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PORTIA:
1d, corred las cortinas, y mostrarle

los varios cofres a este noble principe.

PRINCIPE DE MARRUECOS:
El primero, el de oro; que lleva esta inscripcion:
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El segundo, el de plata, portadores de promesas:
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[igualmente sombria:
«Quienquiera que me elija debe arriesgarse a dar cuanto
[posea»
;Cémo saber cudl entre todos elegir?
PORTIA:

Sélo uno contiene mi retrato, pincipe.
Si lo elegis, con él a vos me entrego.

El Mercader de Venecia (W, SHAKESPEARE)
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CapituLo 1
INTRODUCCION

Primer azar: De la epistemologia

Las ecuaciones cuénticas son deterministas, pero cuando se amplifican
los efectos cudnticos hasta el nivel clasico se introducen incertidumbres y
probabilidades en la teoria cuantica.

(Penrose, 1991)

La probabilidad entra en nuestras vidas de manera continua. Jugamos a dis-
tintos juegos de azar como los dados, las cartas o las numerosisimas loterias. Los
periddicos estan llenos de estadisticas de nacimientos, defunciones, accidentes
y pronoésticos del tiempo (que pensamos que casi nunca se cumplen). El lengua-
je comun reconoce la existencia del azar y asumimos esa existencia con un sen-
timiento ambivalente, si por un lado nos provoca una cierta ansiedad y turbacion,
por otro nos anima al riesgo porque «la suerte favorece a los valientes» (Pio Baro-
ja: Pilotos de altura).

El azar juega un papel todavia mas importante en las sociedades avanzadas.
Las nociones de seguros de vida y otros tipos de seguros y de control de calidad
que llevan incorporados principios probabilisticos o la importancia de los métodos
estadisticos como instrumento de trabajo en diversas ciencias, son ejemplos de
este papel; la mecanica cuantica nos ensena que los procesos microfisicos fun-
damentales son esencialmente probabilisticos. En definitiva, cualquier fenémeno
natural o social lo bastante complejo, aun en el caso de que sea totalmente deter-
minista, a menudo sélo puede ser tratado mediante una simulacion aleatoria (vea-
se la cita de Penrose en el primer azar).

Esta importancia de la probabilidad en la civilizacién moderna se refleja en la
presencia creciente de la teoria de probabilidades dentro de los curricula escola-
res de la mayoria de los paises. Una de las principales razones para ensenar
matematicas es que es un poderoso medio de comunicacién y ofrece estructuras
para pensar. Los primeros enfoques curriculares, a través de la aritmética y la
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14 MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

geometria, educaban el pensamiento causal y determinista. Un enfoque reciente
pero igualmente importante es el de «los esfuerzos para domesticar el azar», por
usar una frase muy sugerente de Hacking (1990); el estudio de la teoria de pro-
babilidades educa un tipo de pensamiento diferente y complementario del pen-
samiento légico o causal. Otra justificacion importante para ensefar probabilida-
des es que es un medio significativo de aplicar ideas matematicas en situaciones
reales, a diferencia de otras ramas de la matematica donde las aplicaciones a la
realidad no son tan directas.

La teoria de probabilidades es un tema dificil para aprender y para ensenar.
Engel (1971) afirma que el concepto de probabilidad no es ni natural ni intuitivo
sino que es fruto de una progresiva reflexién y de un prolongado contraste con la
realidad. Muchos profesores piensan que el comienzo de ese camino esta en la
practica de juegos con apuesta equitativa. Pero aun este concepto de apuesta
equitativa esta lejos de ser un concepto primario, por dos razones. En primer lugar,
porque la mayoria de los alumnos cree que apostar es «jugarse algo» en favor de
que ocurra cierto fenédmeno pero sin tener en cuenta que siempre se juega algo
contra alguien. Es muy féacil ganarles algunas pesetas sin que protesten, en un jue-
go que consista en lanzar al aire dos monedas, porque apostaran al suceso «salen
dos caras» la misma cantidad que el contrario jugara a «no salen dos caras».

En segundo lugar, porque hay en casi toda apuesta un elemento de decisién
personal que es algo misterioso. Un ejemplo antiguo y turbador de ese factor per-
sonal esta en la polémica afirmacion de Pascal de que él no duda en apostar por
la existencia de Dios, ya que, por pequena que sea la probabilidad de que ello
ocurra, la ganancia es infinita si es que, en efecto, El existe: tal juego tiene la pro-
piedad de tener una utilidad esperada mayor que cero.

La causalidad es mucho méas confortable y el pensamiento l6gico mucho mas
claro pero el azar es una realidad. Se puede pensar en la probabilidad como el enfo-
que matematico para la cuantificacion del azar del mismo modo que la geometria lo
es para medir distancias. La diferencia radica en que las paradojas en geometria
ocurren en un nivel epistemolégico mas profundo que el que se necesita para las
matematicas escolares. En cambio, en la teoria de probabilidades, las paradojas o
ideas contraintuitivas ocurren en el mismo corazén del tema, en la definicion de
probabilidad, y por tanto en aplicaciones relativamente simples. Esto esta confir-
mado por las dificultades que experimentan los alumnos para aplicar nociones pro-
babilisticas. Engel (1971) afirma que las personas no parecen tener intuicion proba-
bilistica de la misma manera que tienen intuicién geomeétrica o visual.

El pensamiento causal tiene raices muy profundas y con frecuencia su activa-
cion dificulta la percepcion probabilistica de una situacién. El solapamiento del
pensamiento probabilistico con el pensamiento l6gico es una paradoja en si mis-
ma. La formacion del concepto de probabilidad dentro de una teorfa matematica,
I6gicamente organizada, no significa que el razonamiento probabilistico en si mis-
mo (como un tipo tedrico de razonamiento) siga la estructura de la l6gica. En par-
ticular, cbservemos que no esté garantizada la transitividad de conclusiones pro-
babilisticas cuando, sin embargo, estamos acostumbrados a aceptar la propiedad
transitiva de las relaciones causales. En efecto, analicemos el siguiente juego:
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INTRODUCCION 15

«Se dispone de las tres ruletas de la figura.;Cuél debe elegir un jugador para
jugar si ha de competir con otro jugador?»

0.53 0.25

81

Como P(S1 > S3)=0.52, P(S2 > S3)=0.61 y P(S7 > S3)=0.25, la ruleta Sq es
preferible a Sz, S, es preferible a S3, pero Sy no es preferible a Sz. No hay tran-

sitividad en la eleccién, cualquier ruleta mejora y es mejorada por otra ruleta,
por tanto el jugador que elige segundo tiene ventaja. Esto es una paradoja des-
de la perspectiva de la l6gica ordinaria en donde la transtitividad de las conclu-
siones es normal. La estocéastica no es una forma débil de la légica sino una for-
ma diferente de razonamiento.

Ya metidos en el meollo de las intuiciones y los calculos probabilisticos, trate
el lector de resolver la siguiente cuestién: «;Cual es la probabilidad de que en un
grupo de 23 personas, al menos 2 celebren su cumpleanos el mismo dia?» (Pau-
sa para rascar la cabeza).

Si el lector se comporta como la mayoria de los sujetos interpelados con esta
cuestion, puede pensar que si el grupo es de 366 personas tiene probabilidad 1
(es un suceso seguro) de encontrar al menos 2 personas con el mismo dia de
cumpleanos y, por tanto, si el grupo es de 183 tiene probabilidad 1/2 (jviva la
regla de tres!)... pero como el grupo es de soélo 23 personas la probabilidad pedi-
da es muy pequena.

Sin embargo, el célculo probabilistico normativo nos dice que la probabilidad
pedida es un poquito mayor de 0.5. En efecto, la probabilidad de que al menos 2
personas tengan el mismo dia de cumpleanos es 1 menos la probabilidad de que
ninguna pareja tenga el mismo dia de cumpleanos. Esto sugiere un modo de
resolver el problema: se selecciona una persona al azar, del grupo de 23, esta per-
sona tendrd su correspondiente dia de cumpleanos; ahora seleccionamos una
segunda persona, la probabilidad de que esta otra persona introduzca un nuevo
dato en la lista de cumpleanos es 364/365; la probabilidad de que una tercera per-
sona lo haga es 363/365 y asi sucesivamente para las 20 personas restantes.
Puesto que esos 23 sucesos son independientes obtendremos la probabilidad
conjunta multiplicando todas las anteriores probabilidades (no se aconseja hacer-
lo a mano): el producto es 0.4931. En conclusién la probabilidad de que al menos
2 personas en un grupo de 23 tengan el mismo dia de cumpleanos es 0.5069. Si
el grupo es de 46 personas, la probabilidad es 0.95.

Esta cuestion ilustra muy bien los problemas que encontramos cuando la
intuicion y el célculo probabilistico se enfrentan. ;Estamos dispuestos, estan los
alumnos dispuestos, a dejarse guiar por el calculo matematico incluso cuando
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16 MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

entra en conflicto con nuestras, con sus intuiciones? A lo mejor, en el problema
del cumpleanos contestamos, contestan, que si a esta pregunta, porque los pre-
supuestos que hacen el célculo razonable son faciles de verificar. Hay sélo dos;
uno es que la base de seleccion de las 23 personas no tiene nada que ver con los
cumpleanos; esto justifica tratar los sucesos como independientes y multiplicar
sus probabilidades. El otro presupuesto es que las personas tienen igual probabi-
lidad de nacer en cualquier dia del ano. Este dato no es realmente correcto; su
incorreccion simplemente incrementa la probabilidad de que los cumpleanos
coincidan. Si este razonamiento tedrico no basta, todavia se puede hacer una
investigacion estadistica en varias aulas, por ejemplo; esta experiencia es muy
educativa para la intuicion.

¢Qué causa el conflicto entre la intuicidn y el célculo probabilistico? En el pro-
blema del cumpleanos, por ejemplo, se puede observar la dificultad que tienen
los alumnos para apreciar la rapidez de decrecimiento del producto de un con-
junto de nimeros entre 0 y 1, a medida que se afaden nameros al producto. Es
una manifestacion del anumerismo de los alumnos (me atreveria a decir de las
personas, en general), una consecuencia de su analfabetismo matematico (Pau-
los, 1990). Como dice este autor, una de las principales caracteristicas de las
personas anumericas es la tendencia a sobreestimar la frecuencia de las auto-
coincidencias y a subestimar la frecuencia de coincidencias generales. General-
mente dan mucha importancia a todo tipo de correspondencias («Tu también
eres Aries. jQué emocion!») y, en cambio, dan muy poca a evidencias estadisti-
cas menos relumbrantes pero absolutamente concluyentes. El problema del
cumpleanos es una buena ilustracién de la sorprendente probabilidad de las
coincidencias de tipo genérico.

En definitiva, deberiamos aceptar nuestras intuiciones pero soélo después de
que hayamos buscado argumentos y datos que puedan influir en ellas. Como
muestra la tarea del cumpleanaos, la intuicién primaria, no educada, puede llevar a
errores. No conocemos ningun método alternativo al razonamiento riguroso para
resolver problemas dificiles y consideramos un hecho favorable que el conflicto
entre intuicion y calculo normativo senale esa necesidad de comprensiéon profun-
da de los principios probabilisticos. Este conflicto va a ser la piedra angular de
nuestra propuesta didactica.

Hay bastantes cuestiones importantes que requieren analisis e investigacion
en el campo del razonamiento y el aprendizaje probabilistico. Revisiones y resu-
menes de la literatura con un enfoque psicolégico (Hogarth, 1987; Kahneman,
Slovic y Tversky, 1982; Pérez Echeverria, 1990; Scholz, 1991) y con un enfoque
didactico (Batanero, 1995; Borovcnik y Bentz, 1991; Garfield y Ahlgren, 1988;
Godino, Batanero y Canizares, 1987, Saenz, 1995; Shaughnessy, 1992) nos pro-
porcionan perspectivas de investigacion en profundidad desde varios puntos de
vista.

Una primera consideracién que emerge del anélisis de esta literatura es que
las diferentes lineas de investigacion proceden de diferentes tradiciones episte-
moloaicas. Como consecuencia no hay un punto de referencia filoséfico comun
en la comunidad cientifica para realizar investigacién en probabilidades y las dis-
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INTRODUCCION 17

tintas agendas de investigacion no soélo utilizan metodologias distintas sino que
llegan a malinterpretarse unas a otras (Shaughnessy, 1992).

En efecto, en los siglos XVII y XVIII se produce la gran controversia epistemo-
l6égica entre la tradicion racionalista continental y la empiricista inglesa. Los filé-
sofos racionalistas continentales, tales como Descartes, Leibniz y Spinoza veian
la adquisicién del conocimiento como un proceso de pura razén que trataba de
descubrir o deducir verdades absolutas que estaban a priori en la mente. Los
racionalistas estaban en la tradicion de Platén y para ellos el conocimiento era
deductivo y no estaba basado en la percepcién sensorial. Por contra, los empiri-
cistas ingleses dirigidos por Locke, Berkeley y Hume, dudaban de la existencia
de verdades absolutas y sostenian que todo conocimiento esta basado en infe-
rencias realizadas desde las observaciones sensoriales de los objetos. Seguian la
tradicion de Aristoteles y su pensamiento filoséfico encajaba con la emergencia
del método experimental como herramienta de las ciencias de la naturaleza y la
induccién como método de razonamiento (los trabajos de Newton, por ejemplo).

Shaughnessy (1992) encuentra huellas de ambas tradiciones filoséficas en la
investigacién en comprension y aprendizaje de las probabilidades y la estadistica
que se hace en la época actual, al comparar el trabajo de Green (1982, 1987,
1988) en Gran Bretafa con el trabajo de los investigadores centroeuropeos
(Borovecnik y Bentz, 1991; Steinbring, 1991). Green ha realizado investigaciones
empiricas con miles de adolescentes ingleses para comprender el pensamiento
probabilistico mientras que Bentz, Borovcnik y Steinbring han proporcionado
perspectivas tedricas para analizar este pensamiento. La investigacién de Stein-
bring, en directo contraste con la de Green, casi nunca informa de tareas admi-
nistradas o de entrevistas realizadas a los sujetos para explorar su pensamiento y
en cambio aporta un enfoque fundamentalmente tedrico para cambiar y mejorar
la ensenanza de las probabilidades.

En el mismo sentido, aunque Bentz y Borovcnik emprenden un analisis de
estudios empiricos que han sido realizados por otros, su propoésito principal pare-
ce consistir en senalar todos los fallos y errores que pueden ocurrir cuando se
realiza investigacion empirica. Da la impresion de que son mas bien escépticos
de las posibilidades de investigar empiricamente la comprensién probabilistica.
En el capitulo 2 tendremos ocasién de estudiar las ideas probabilisticas de los
estudiantes y el problema de su investigacion.

Ademas de influencias filoséficas en la epistemologia de las probabilidades,
hay algunos desarrollos histéricos en el concepto mismo de probabilidad que han
influido en la investigacién. Hacking (1975) afirma que la tardia aparicion histérica
de la probabilidad matematica se debi6 fundamentalmente al significado dual que
ha tenido la nocion de probabilidad (como grado de creencia y como célculo de
frecuencias estables en sucesos aleatorios) y a las definiciones respectivas de
evidencia cientifica que acompané cada uno de esos dos significados.

Esta tardia aparicion de la probabilidad matematica en la historia parece
corresponderse con la tardia emergencia de las nociones probabilisticas en el
desarrollo cognitivo del sujeto. Piaget e Inhelder (1951) afirman que soélo las ope-
raciones del pensamiento formal, ultimo y supremo estadio de la evolucion inte-
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lectual, permiten que las personas comprendan y utilicen las leyes del azar y la
probabilidad. Sin embargo, Kahneman et al. (1982) encuentran que sujetos adul-
tos y por tanto en la etapa de las operaciones formales, incluso expertos en esta-
distica, cometen numerosos errores de juicio probabilistico.

De estas consideraciones de tipo histérico, epistemoldgico, psicolégico y
metodolégico se desprende la necesidad de reflexionar sobre la naturaleza de la
probabilidad y sobre el pensamiento y aprendizaje probabilistico, antes de cual-
quier propuesta didactica de la teoria de probabilidades. En el capitulo 3 profundi-
zamos en dichas consideraciones para poder establecer los elementos basicos
de una educacioén probabilistica eficaz.

Ya hemos comentado que de la revision de la literatura de investigacion, se
desprenden dos tipos de estudios. El primer tipo describe como piensan las per-
sonas, el segundo tipo se interesa en cémo influir desde la educacién en lo que
la gente piensa. El primer tipo investiga la génesis de la idea de azar, las intui-
ciones primitivas de probabilidad y estadistica, las concepciones erréneas, los
sesgos de razonamiento y, en general, la comprensién probabilistica de las per-
sonas. El segundo tipo pretende influir en esas intuiciones o concepciones,
incluso cambiandolas cuando sea necesario y posible, por medio de la instruc-
cion. El primer tipo de estudios lo han realizado fundamentalmente psicélogos
(Hogarth, 1987; Kahneman, Slovic y Tversky, 1982; Piaget e Inhelder, 1951) y el
segundo tipo expertos en didactica de la matematica (Engel, 1988; Shaugh-
nessy, 1981 y 1985, 1992); bien es verdad que también hay psic6logos que se
han interesado por las cuestiones de entrenamiento en razonamiento probabilis-
tico (Fischbein, 1975, 1987; Nisbett, Fong, Lehmean y Cheng, 1987; Well,
Pollatsek y Boyce, 1990).

Pues bien, las perspectivas del observador y el interventor, segun términos
utilizados por Shaughnessy (1992), proporcionan una base excelente para la coo-
peracion de modelos tedricos y metodologias de investigacion. Sin embargo ha
habido poca comunicacién entre ambos enfoques y en todo caso ha sido unidi-
reccional ya que si bien algunos investigadores en didactica de las probabilidades
estan influidos por las investigaciones de los psicélogos, el proceso inverso pare-
ce que se ha dado menos. En la investigacion que sustenta la propuesta didacti-
ca gue presentamos en este libro (Séaenz, 1998) hemos intentado compaginar
estas dos diferentes tradiciones de tal modo que utilizamos la perspectiva del
observador para comprender el pensamiento probabilistico de los sujetos vy la
perspectiva del interventor para disenar un método de ensenanza basado preci-
samente en ese pensamiento.

Hablemos ahora, brevemente, desde la perspectiva del interventor. Las distin-
tas posturas que se dan en relacion a la didactica de las matematicas responden
a las diversas concepciones que se tienen de la disciplina. Una concepcion, domi-
nante entre los matematicos y los profesores de matematicas (atn a veces de
modo implicito), intenta reducir las matematicas a una teoria ideal que viene dada
por un sistema deductivo que consiste en un conjunto de proposiciones verda-
deras (axiomas) como punto de partida y que transmite la verdad al resto del sis-
tema mediante las reglas de la inferencia ldgica. Lakatos (1981) llama a este
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INTRODUCCION 19

modelo ideal Sistema Euclideo y lo critica, argumentando que después de la con-
jetura de Godel la tesis de la verdad absoluta en matematicas no se sostiene.
Apoyéandose en diversos filésofos de la matematica como Russell o Mostowski,
defiende un modelo cuasi-empirico para las matematicas en donde los axiomas
son explicados por el resto del sistema y no al revés como ocurre en los sistemas
euclideos. Al presentar la matematica como una teoria cuasi-empirica esta admi-
tiendo que las matematicas, como las ciencias fisicas, estan basadas y contras-
tadas en la practica.

Otra cuestién que interesa senalar es que las formalizaciones que se han
hecho de las distintas ramas de las matematicas, desde la geometria de Hilbert
hasta la axiomatica de Zermelo-Frankel para la teoria de conjuntos, se presentan
como un todo ya estructurado en el que no se vislumbra el camino que se siguid
para su establecimiento; una teoria cuasi-empirica permite superar este estado
de cosas ya que presenta sincrénicamente todos los procesos que en el devenir
histérico condujeron a la configuracién actual de las matematicas. Consideramos
que esta caracterizacion que hace Lakatos de la matematica como teoria cuasi-
empirica tiene profundas implicaciones didacticas. La metodologia euclidea es
primitiva en el sentido de que niega los procesos histoéricos y psicolégicos mien-
tras la metodologia cuasi-empirica lleva a la proliferacién de hipétesis alternativas,
pruebas y refutaciones, con un gran poder heuristico y didactico.

La otra columna que sustenta nuestra propuesta didactica es el enfoque cons-
tructivista del aprendizaje. Siempre se dice que si nos obligaran a resumir en una
sola frase la idea central del constructivismo habria que citar a Ausubel, Novak y
Hanesian (1978, p.1):

«Si tuviese que reducir toda la psicologia educativa a un solo principio,
enunciaria éste: el factor mas importante que influye en el aprendizaje es
lo que el alumno ya sabe. Averigliese esto y ensénese en consecuencia».

Pero en cuanto se intenta profundizar en el significado del concepto aparecen
las distintas interpretaciones o formas de «averiguar lo que el alumno ya sabe»,
que a su vez llevan a distintas opciones curriculares.

Pozo et al. (1991) establecen una distincién entre dos sentidos o acepciones
distintas del constructivismo. Uno es un constructivismo estatico segun el cual la
percepcién o comprension que una persona tiene de un hecho dado depende no
s6lo del hecho percibido sino depende fundamentalmente de las ideas que esa
persona tenga en el dominio al que pertenece el hecho. Otro es un constructivis-
mo dinédmico segun el cual no sélo construimos el mundo en el que vivimos a par-
tir de nuestras ideas, concepciones y estructuras cognitivas sino que también
construimos esas ideas, concepciones y estructuras que, por tanto, estaran en
continuo cambio.

Buena parte de la investigacion sobre la ensefnanza de las ciencias ha estado
basada en el primer tipo o principio del constructivismo, constructivismo estatico,
que si bien aporta un buen catédlogo de ideas previas de los alumnos sobre los
fenébmenos cientificos no resuelve el problema de conseguir que los alumnos
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desarrollen los nucleos conceptuales de la ciencia a partir de sus concepciones
previas, es decir, que aprendan ciencia. Segun el constructivismo dinamico el
aprendizaje es siempre el producto de la interaccién de la idea previa activada y la
nueva informacién proporcionada por la actividad de aprendizaje. Para que haya
algun cambio en la idea previa debe producirse algun tipo de conflicto cognitivo
asi como una toma de conciencia por parte del alumno con respecto a sus pro-
pias ideas y a su diferencia con otros modelos conceptuales alternativos.

Nuestra estrategia didactica para el cambio conceptual se basa en el construc-
tivismo dindmico y como tal, parte del conocimiento de las ideas propias de los
alumnos, disefna situaciones para que los alumnos tomen conciencia de sus pro-
pias ideas y no pretende suprimir o sustituir sin mas las ideas de los alumnos sino
desarrollar conceptos cientificos a partir y a través de ellas. Entendemos el cambio
conceptual como un proceso progresivo, gradual, que utiliza los contraejemplos y
los datos en contra para ayudar a tomar conciencia de las debilidades de las con-
cepciones alternativas de los alumnos y presentamos explicitamente la teoria que
resulta méas explicativa para conseguir un verdadero cambio conceptual.

Nos atrevemos a postular que una estrategia didactica con estos presupues-
tos no soélo favorece el cambio conceptual sino también un cambio actitudinal.
Se ha dicho muchas veces (Aiken, 1976; Gairin, 1987) que la actitud hacia la
matemética tiene una relacion directa con la aptitud para la matematica y se ha
discutido en qué sentido va la flecha causal, si desde la actitud hacia la aptitud o
viceversa. Si somos conscientes de nuestra resistencia emocional a cambios
bruscos en nuestro estatus cotidiano (manifestacién paralela a la de la aversion
al riesgo, que se estudia en la teoria de la decisiéon conductual) tendremos que
reconocer la resistencia emocional de los estudiantes a un cambio conceptual -
que le exige el abandono de unas ideas, quizad errébneas desde la perspectiva
cientifica, pero funcionales fuera del aula. Este reconocimiento lo incorporamos
a nuestra metodologia y esperamos mejorar asi la actitud y la aptitud de nues-
tros alumnos para las matematicas.

Pues bien, a la luz de estos dos principios, el cuasi-empirico y el de cambio
conceptual, disenamos el curriculo y el programa de aprendizaje que se presen-
tan en el capitulo 4, y los materiales didacticos que se presentan en la segunda
parte de este libro.

Por ultimo, decir que en un trabajo dedicado al azar y la probabilidad no podia
faltar un juego de azar como homenaje a los pioneros de la ciencia probabilistica
(y a Eric Rohmer, el cineasta del azar). Por eso proponemos el juego equitativo de
los n azares: en cada capitulo de este libro figura un azar; el lector, en pago al pla-
cer experimentado en su lectura (del libro o de los azares, supongo que algo ludi-
co habra), debe enviar un nuevo azar al autor o si lo prefiere puede enviar 2n
Euros (el azar de Europa) siendo n el numero de azares que hasta ese momento
se lleven recogidos.
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CarpiTtuLo 2 A
LAS IDEAS PROBABILISTICAS DE LQS ESTUDIANTES.
EL PROBLEMA DE SU INVESTIGACION

Segundo azar: De la ciencia
«Dios no juega a los dados con el universo»

Albert Einstein».

«Dios no solo juega a los dados, sino que a veces los arroja donde no
podemos verlos »

Stephen Hawking

1. INTRODUCCION

El analisis del desarrollo histérico-matematico de la teoria de probabilidades y
de las ideas filoséficas y psicoldgicas sobre el razonamiento probabilistico mues-
tra el caracter poliédrico de la probabilidad (Saenz, 1995). La estructura axiomati-
ca de Kolmogorov, a la que se suele reducir la teoria de probabilidades que se
ensena en niveles elementales, no refleja la complejidad de las ideas estocésti-
cas. La abundancia de paradojas y falacias no sélo se dié en el desarrollo histori-
co de la disciplina, aparece también en el proceso de aprendizaje individual. Las
concepciones previas de los estudiantes, a veces son obstaculos para compren-
der y aceptar las ideas normativas.

En este capitulo abordaremos dos cuestiones:

1. La catalogacién de las principales concepciones alternativas de los estu-
diantes de las que ha informado la investigacién empirica en comprensién
probabilistica;

2. El andlisis critico de algunas tareas que se han utilizado en esta investiga-
cién y de las conclusiones extraidas de los resultados.
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Revisaremos los trabajos empiricos mas representativos. Green (1982) dise-
N6 su propio test de conceptos de probabilidad y analizé las respuestas de una
muestra representativa de casi 3000 adolescentes ingleses. Varios de sus
itemes son meras reproducciones de las tareas originales piagetianas (Piaget e
Inhelder, 1951) planteadas en versiones de «lapiz y papel»; en este sentido,
Green se preocupa sobre todo del concepto de probabilidad a priori, el enfoque
clasico de la probabilidad. Algunos de sus resultados soportan la teoria piage-
tiana de la evolucion en estadios de la comprension probabilistica. Con todo,
también incluye cuestiones que exploran otros enfoques de la probabilidad,
como la probabilidad subjetiva.

Fischbein y colaboradores han realizado numerosas y valiosas aportaciones
a la comprensién de la probabilidad por los estudiantes. El libro de Fischbein
de 1975 se ha convertido en un texto clasico para estudiar la evolucién de la
cognicion probabilistica, desde una perspectiva que permite la exploracién de
los fundamentos y precursores intuitivos de los conceptos formales. En un
estudio exploratorio, Fischbein y Gazit (1984) encuentran que la ensenanza de
la probabilidad mejora algunas intuiciones probabilisticas, por ejemplo, las que
tienen que ver con el efecto de representatividad y el efecto de recencia posi-
tiva. En un trabajo posterior, Fischbein, Nello y Marino (1991) identifican varios
factores que afectan positiva o negativamente los juicios probabilisticos en
ninos y adolescentes.

Shaughnessy (1985, 1992) ha analizado las concepciones erréneas en proba-
bilidad que tienen su origen en los heuristicos de juicio (Kahneman et al., 1982) y
ha disefiado metodologias de ensefnanza para adolescentes con el objetivo de
superar tales errores conceptuales. Dentro de esta misma perspectiva de los
sesgos cognitivos son importantes los trabajos de Falk (1983, 1986, 1989) sobre
las dificultades que tienen los estudiantes para comprender los conceptos de
independencia y probabilidad condicionada. También revisaremos las investiga-
ciones de Pollatsek y colegas (Pollatsek, Lima y Well, 1981) sobre la comprensién
de la relacion entre los conceptos de media muestral y media poblacional.

Nos parece muy sugerente la revision de la investigacién empirica en com-
prension probabilistica realizada por Borovenik y Bentz (1991). Estos autores han
proporcionado un detallado anélisis de tarea de varios itemes usados por los
investigadores que acabamos de citar. Con ello han rendido un gran servicio a la
investigacion, alertando de las numerosas interpretaciones posibles que pueden
hacer los estudiantes de una tarea y sugiriendo interpretaciones alternativas de
las respuestas de los sujetos. Su revision enfatiza la complejidad de algunas de
las tareas que se utilizan en la investigacion empirica y analiza cobmo cambios
leves en el enunciado de las tareas pueden conducir a diferentes soluciones de
los alumnos. Incluiremos su analisis en la revision de varias tareas prototipicas de
la investigacion en el campo.

Ellos mismos resumen los aspectos cruciales para interpretar los resultados
de la investigacion y senalan dificultades de comunicacion entre el investigador y
el sujeto que tienen implicaciones educativas en cuanto que pueden servir de
guia para la ensefnanza. Argumentan que la comunicacion en clase es similar a la
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situacion experimental y por tanto su anélisis puede mejorar también la ensenan-
za real. Los analizaremos simultdneamente con la revision de las tareas. Ahora
los enumeramos:

Condiciones externas de las entrevistas.

Reconstruccién del problema y su verbalizacion.

Tipo de situaciones aleatorias implicadas (tareas artificiales o pseudo-reales).
Espectro limitado de conceptos de probabilidad: casi siempre, enfoque de
simetria.

Estrategias para resolver vs conceptos para percibir un problema.

Patrones de explicacion de las concepciones erréneas: heuristicos vs sesgos.

|

|

|

Sin embargo, Bentz y Borovcnik han ido demasiado lejos afirmando que no
hay evidencia directa para las conclusiones alcanzadas en las investigaciones
empiricas que han revisado. A nuestro juicio, esta afirmacién es una distorsion e
interpretacion errénea de dicha investigacion. Si el objetivo de un investigador es
descubrir intuiciones probabilisticas primarias, brutas, previas a la instruccion, es
dificil imaginar una metodologia que no presente algunas tareas a los estudiantes
y después intente interpretar sus respuestas. No queda claro qué tipo de varia-
ciones o modificaciones metodolégicas proponen Bentz y Borovcnik. En todo
caso, argumentan que las respuestas obtenidas con una metodologia como la uti-
lizada, pueden no representar los procesos de pensamiento de los estudiantes o
bien porque el lenguaje les puede confundir, o bien porque no saben bastante
acerca de la probabilidad o bien porque hay una interpretacién alternativa de los
datos que el investigador no tiene en cuenta.

Como conclusion del presente capitulo exponemos la necesidad vy las dificul-
tades de establecer un modelo de desarrollo conceptual probabilistico y las apor-
taciones que en este sentido puede hacer la perspectiva de procesamiento adap-
tativo de Payne, Bettman y Johnson (1993) desde el campo de la teoria de la
decision conductual. Este enfoque comparte muchos puntos con la novedosa
propuesta de Anderson (1990) que estudia el pensamiento desde el caracter
adaptativo que posee y con la audaz reflexion de Penrose (1991) sobre la natura-
leza no-algoritmica de ciertos aspectos del conocimiento. Nos atrevemos a pro-
poner el sistema de ideas probabilisticas de los adolescentes al que llegamos en
nuestra investigacion (Saenz, 1995).

2. PRINCIPALES LINEAS DE INV!ESTIGACI(')N

SOBRE LAS IDEAS PROBABILISTICAS DE LOS ADOLESCENTES
2.1. La investigacion de Green

En lo que ha sido el estudio mas amplio emprendido para investigar los con-

ceptos de probabilidad de adolescentes, Green (1982,1987) estudié lo que sabian
3.000 estudiantes en Gran Bretafia entre 11 y 16 afios sobre conceptos de pro-
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babilidad y lo puso en relacién con su nivel de desarrollo piagetiano. Las tareas de
Green consistian en diagramas de arbol, representaciones visuales de aleatorie-
dad, ruletas y tareas con urnas y canicas. La mayoria de los itemes de Green son
de eleccién multiple y aunque pidid a sus estudiantes que escribiesen razones de
sus elecciones, esta informacién resulté muy incompleta y no demasiado atil
para clarificar el pensamiento de los estudiantes. En todo caso, Green pinta un
cuadro nada prometedor de la situacidon estocastica en las escuelas inglesas.
Hallazgos o conclusiones de su investigacion:

1. En relacién a la teoria piagetiana, Green encontré que la mayoria de los
jovenes, incluidos los de 16 anos, no habian alcanzado el estadio de las
operaciones formales. Aunque un 75% de los alumnos resolvieron bien
una tarea combinatoria correspondiente al estadio de las operaciones con-
cretas (permutacién de tres objetos) sélo un 12% y un 4% resolvieron bien
los itemes de combinatoria correspondientes al estadio evolutivo formal
(permutaciones de cuatro y cinco objetos).

2. Green afirma que los alumnos entre 11 y 13 anos muestran patrones de
respuesta similares y su rendimiento en el test es inferior a los alumnos en
un rango de edad 14-16 anos, aunque no presenta el anélisis estadistico.

3. El estilo de ensefnanza empleado, que Green define en un continuo «cen-
trado en el profesor... aprendizaje individualizado», no es un factor signifi-
cativo en el rendimiento en el test.

4. Pobre habilidad verbal de los alumnos para describir correctamente situa-
ciones probabilisticas. No desarrollan espontaneamente significados
comunes para términos que indican distintos grados de probabilidad.

5. Los estudiantes resuelven mucho mejor itemes de tipo combinatorio que
itemes donde hay que utilizar proporciones. Emplean varias estrategias
para resolver cuestiones de comparacion de probabilidades y o hacen con
poca consistencia. Por ejemplo, en una serie de tareas similares en que tie-
nen que comparar las posibilidades de extraer una bola negra de dos bol-
sas que tienen distintas composiciones de bolas negras y blancas, utilizan
sobre todo y de manera poco consistente, estrategias de conteo (elegir la
bolsa con mas bolas negras) y estrategias aditivas (elegir la bolsa donde la
diferencia entre bolas negras y blancas es mayor); la estrategia de propor-
cion (elegir la bolsa donde la proporcion entre bolas negras y blancas es
mayor) sélo la usan los alumnos mayores y de mas nivel intelectual.

6. Green encontré una pobre aplicacion de los diagramas de arbol y de la ley
de multiplicacion de probabilidades.

7. Realizar inferencias desde un muestreo resulta dificil para los alumnos.
Tienden a confiar en la idea abstracta de equiprobabilidad descuidando la
situacién aleatoria especifica.

8. Se podria pensar que con el énfasis dado a la simetria en las matematicas
escolares, los alumnos tendrian pocas dificultades al abordar tareas donde la
simetria fuese un factor fundamental para definir el espacio muestral. Esto
no es asi como vemos al analizar los itemes 1 y 2 que vienen a continuacion.
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N21: Lanzamiento de una ficha (Green, 1982)

Una pequena ficha redonda es roja en un lado y verde en el otro. Se sostiene
con la cara roja hacia arriba y se lanza alto en el aire. Gira y después cae. ;Qué
lado tiene mas probabilidad de caer de cara, o no hay diferencia? Senala la res-
puesta correcta:

A. El lado rojo tiene mas probabilidad
B. Ellado verde tiene mas probabilidad
C. No hay diferencia

D. No sé
REsuLTADOS
Edad A B c* D
1" 18 28 45 9
16 11 12 74 4
Global 14 20 61 5

La respuesta que se considera correcta se ha marcado con un asterisco. Los
numeros indican porcentajes de cada respuesta por edad, es decir, el 45% de los
alumnos de 11 anos y el 74% de los alumnos de 16 anos eligen la respuesta (C)
que es la que se considera correcta.

Interpretacion:

El porcentaje de respuestas correctas de esta sencilla cuestion es relativa-
mente bajo. Es llamativo el dato de que sélo el 45% de los alumnos de 11 anos la
contestaron correctamente. Se supone que la respuesta (B), superior en porcen-
taje a la (A), esté inducida por el «efecto de recencia negativa». Con todo, en los
alumnos de 16 anos prevalece el enfoque de simetria.

Borovnick y Bentz (1991) discuten varias estrategias potenciales (aunque no afir-
man que estén todas en las mentes de los alumnos) que revelan la complejidad del
item y de la interpretacién de las respuestas, a pesar de su aparente simplicidad:

1. La estrategia normativa (ésta es la estrategia que lleva a la solucion formal-
mente aceptada): Después de haber podado el problema de toda la infor-
macion irrelevante se llega al espacio muestral S={V,R} y consideraciones
de simetria conducen a una distribucién uniforme que proporciona la res-
puesta (C).

2. Comprension verbal: Los sujetos se fijan en el patrén de las palabras en
negrita: ‘rojo-verde-rojo’ y llegan a la respuesta (B). En el mismo sentido, la
cadena de asociaciones ‘cara roja hacia arriba’ + ‘gira’ + ‘gira una vez', lle-
va a la misma respuesta (B).

3. Interferencia con el pensamiento causal: Si el lanzamiento de la ficha fuese
un experimento fisico entonces las mismas condiciones de realizar el
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experimento llevarian a la misma caida cada vez. En este sentido, parece
prometedor estudiar la fisica del lanzamiento de la ficha para poder predecir
el resultado concreto bajo condiciones especificas. Sin embargo, la solucién
normativa probabilistica implica desechar las caracteristicas fisicas con la
excepcion de la simetria de la ficha. El lanzamiento de una moneda o ficha se
usa como un paradigma de la probabilidad 1/2; el problema es que esta pro-
babilidad es un resultado poco util en cuanto que no sirve para especificar el
resultado de un ensayo concreto. La ficha puede caer o bien de cara o bien
de cruz. Ambos resultados son igualmente impredecibles en el sentido que
no hay procedimiento de conjetura que garantice el 100% de éxito, por tan-
to se elige la respuesta (C). El propio enunciado del item puede sugerir cau-
salidad y en este sentido se puede esperar cualquier respuesta.

4. Conflicto reflexion-decisién: La reflexion del alumno finaliza con una esti-
macién de 50 a 50, es decir P(V)=P(R)=1/2. Pero ;Cuél de las respuestas
elegir si se fuerza al alumno a hacerlo? El resultado de la reflexiéon no ayu-
da a la decisién real. Los autores ven una discrepancia entre concepto y
estrategia y suponen que si un sujeto tiene realmente este conflicto ha de
esperarse una de las respuestas (A), (B), o (D) y ademas si se le pide una
justificaciéon no la va a tener. Este conflicto es tanto méas posible que ocurra
cuanto mas orientado hacia la accion esté el enunciado del item, por ejem-
plo, con preguntas del tipo: «;Qué resultado esperas?» o «jPor cual resul-
tado estarias dispuesto a apostar?».

Implicaciones didacticas:

Este item es muy apropiado para comprobar que las justificaciones
probabilisticas son peculiares. Si P(V)=5/6 y P(R)=1/6, entonces hay una justifica-
cién intuitivamente comprensible para elegir V en el siguiente ensayo, pero si
P(V)=P(R)=1/2 entonces se justifica con la mism3 fuerza la elecciéon de V o de R.
¢Como puede una justificacién para un suceso ser al mismo tiempo justificacién
para su negacion?

La interferencia con el pensamiento causal es profunda. Los experimentos
probabilisticos son replicables bajo las mismas condiciones como lo son los
experimentos en ciencias experimentales. Sin embargo muestran muy distintas
caracteristicas: aunque las condiciones sean perfectamente reproducibles los
resultados del experimento aleatorio pueden variar.

Hogarth (1987) enuncia una diferencia fundamental entre los pensamientos pro-
babilistico y causal: el razonamiento causal es unidireccional por naturaleza; cuando
se puede enunciar que X (por ejemplo, esfuerzo) precede y causa Y (por ejemplo,
fatiga), no se puede mantener simultaneamente que Y causa X. En estadistica, sin
embargo, la relacién entre X e Y se puede describir o discutir en cualquier direccién
(de Xa Y odeY aX), ademas, ni X ni Y tienen prioridad temporal (pensemos en la
correlacién estadistica entre dos variables, por ejemplo). Estepa (1995) analiza en
profundidad la relacién existente entre asociacién estadistica y casualidad. Tendre-
mos ocasién de profundizar en este problema al analizar la tarea 6.
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Hay un conflicto entre el concepto como un resultado de la reflexién y las
estrategias de resolucién de problemas como herramientas orientadas a una
decisién para encontrar una solucién concreta. Es diferente deliberar sobre pesos
abstractos para las posibilidades que elegir una posibilidad como un resultado
para el siguiente ensayo. Los procesos cognitivos implicados son distintos vy lle-
van a diferentes resultados; si no se presta atencion a los procesos cognitivos
reales de los estudiantes se impide la comunicacion necesaria entre profesor y
alumnos en el aula.

Borovcnik y Bentz afirman que la comprensién verbal es débil y variable en
cuanto que suaves cambios en el enunciado de un item pueden tener conse-
cuencias imprevistas en su resolucion. Hablar del proceso de ensenanza-aprendi-
zaje supone que el concepto que el alumno aprende significativamente no
depende sélo de lo que le ensena el profesor sino también de sus propias ideas
previas sobre dicho concepto.

N2 2: Extraccion de un nombre al azar (Green, 1982)

En una clase de matematicas hay 13 chicos y 16 chicas. El nombre de cada
alumno se escribe en un papelito. Todos los papelitos se ponen en un sombrero.
El profesor extrae un papelito sin mirar. Senala la respuesta correcta:

A. Es mds probable que el nombre sea de un chico que de una chica
B. Es mas probable que el nombre sea de una chica que de un chico
C. Es igual de probable que sea el de un chico como de una chica

D. No sé

ResuLTADOS:
Edad A B* C D
1 5 38 53 4
16 4 7M1 25 0
Global 4 53 42 2

Interpretacion:

Es destacable el bajo porcentaje de respuestas correctas aunque es verdad
que este item es un poco mas dificil que la tarea n® 1 si consideramos que aqui se
pueden considerar dos tipos de simetria, los ninos considerados uno a uno y los
ninos clasificados en categorias de ninos y ninas. Al utilizar esta tarea, Kapadia
(1988) encuentra una diferencia significativa de sexo: el 81% de los chicos vy el
61% de las chicas responden correctamente a este item. Esto parece implicar
que la pseudo-realidad del contexto lleva a las chicas a usar en mayor medida sus
propias nociones de sentido comun que surgen con la experiencia cotidiana.

Borovcnik y Bentz (1991) discuten las estrategias potenciales de los alumnos
para resolver este item:
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1. Estrategia normativa: La consideracion de la simetria en el espacio mues-
tral S={m ,..,m16 ,v1 ,..,v13 }, donde m significa mujer y v varén, lleva a la

respuesta (B).

2. Estrategia basada en otra simetria: La consideracion de la simetria en
S*={M\,V}, lleva a escoger la respuesta (C).

3. Pseudo-realidad del contexto: El enunciado del item puede inducir a
los sujetos a utilizar la informacién del item sélo si les parece relevan-
te. En este sentido, no se tienen en cuenta intencionadamente los
numeros 13y 16 porque producen proporciones de 0.45y 0.55 que no
difieren demasiado de la probabilidad previa 0.5. Por otra parte, las
caracteristicas pseudo-reales podrian inducir al sujeto a la utilizaciéon
de otras estrategias de resolucién de problemas o a una reconstruc-
cion mental diferente del item del tipo «hay aproximadamente el mis-
mo numero de chicos y chicas en el mundo» (sin reconocer los nime-
ros 13 y 16) o «en este mundo se prefiere a los chicos» o «hay mas
chicos en mi clase». Tales reconstrucciones llevan a desechar
inconscientemente informacién relevante.

4. Pensamiento causal: Se extrae el papelito o de un chico o de una chica, para
cualquiera de ambos sucesos es completamente imposible predecir con
certeza el resultado real; esta ignorancia simétrica lleva a la respuesta (C).

5. Conflicto reflexién-decision: la conclusion ‘50 a 50" o ‘es mas probable el
papelito de chica’ (reflexion) conjuntamente con el reconocimiento de que
estarad escrito sélo un simbolo en el papelito que se extraiga realmente
(accién), lleva a que los sujetos contesten (A), (B) o (D). Una estrategia no
probabilistica puede determinar la eleccién real, por eso pedir a los sujetos
razones de su respuesta puede ser inutil.

Implicaciones didéacticas:

Borovcnik y Bentz hacen una clarificadora distincion entre las dos categorias
en que se pueden clasificar los métodos usados para resolver este problema.
Una se refiere al proceso de abstraccién que reconoce hasta que punto el experi-
mento es simétrico, es decir cuél es el espacio muestral elegido; la otra categoria
se refiere a las destrezas numéricas necesarias para la solucién que incluye el
uso de fracciones.

El proceso de abstraccion es predominante en las tareas 1 y 2 en cuanto
que los numeros implicados en ellas son sencillos. Hay una serie de cinco ite-
mes en la investigaciéon de Green (1982) relacionados con la comparacién de
probabilidades en dos urnas; la situacién en esos itemes es altamente prees-
tructurada y por tanto el proceso de abstraccién requerido es trivial y la prin-
cipal fuente de problemas viene de las destrezas numéricas requeridas. En
concreto, la tarea consiste en que el alumno tiene que decidir en cual de dos
urnas A o B, que contienen un numero variable de bolas negras (n) y blancas
(b), hay mas posibilidades de extraer una bola negra. Las cinco situaciones
son las siguientes:
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Situacién 1 Situacion 2 Situacién 3 Situacion 4  Situacion 5

Urna A 3n, 1b 5n, 2b 2n, 2b 12n, 4b 3n, 1b
Urna B 2n, 1b 5n, 3b 4n, 4b 20n, 10b 6n, 2b
R —— —

Sélo el 20% de la muestra respondié correctamente a los 5 itemes. Si los
numeros implicados son sencillos (como en la situacion 1), el porcentaje de res-
puestas correctas puede superar el 90% incluso en alumnos de 11 anos, lo cual
indica un rendimiento muy superior al de los problemas 1y 2; el porcentaje baja a
medida que aumenta la complejidad de los niumeros (como en la situacion 4).

Hay que decir que se han criticado los problemas de urnas por su artificiosidad
y como consecuencia se han recomendado en la ensefnanza problemas reales.
Muchas veces, sin embargo, estos problemas son sélo pseudo-reales (por ejem-
plo, el item 2, que acabamos de realizar) y puede que no sean mejores que los
problemas artificiales sino simplemente diferentes. Se deben usar en la ense-
nanza pero hay que prestar atencién a sus caracteristicas. Hay otro problema
gue es consecuencia del tipo especifico de conocimiento que proporcionan las
proposiciones probabilisticas. Las experiencias aleatorias se explican general-
mente como experimentos en los que se carece de cualquier conocimiento para
predecir el resultado especifico. La completa falta de habilidad en el nivel intuiti-
vo se traduce o modela por equiprobabilidad en el nivel de la teoria. El no tener
razén suficiente para preferir uno de los resultados es el principio de Laplace que
aplica iguales probabilidades a todas las posibilidades de un experimento aleato-
rio. Un sujeto podria elegir la respuesta de igual probabilidad a pesar del nimero
diferente de chicos y chicas y justificarla con un argumento del tipo: «es una
cuestion de suerte» 0 «puede ser cualquiera de las dos cosas», tal como Kapadia
(1988) encontré en su investigacion. No se puede igualar la completa ignorancia,
en el sentido de ser incapaz de predecir resultados especificos, con la simetria
gue exige la regla de Laplace; la ensenanza tiene que clarificar esta cuestion.

N2 3: Lanzamiento de monedas (Green,1982)

Una moneda ordinaria es lanzada cinco veces y todas las veces aparece ‘cara’.
Senala la frase correcta:

A. La préxima vez es mas probable que salga ‘cara’ de nuevo
B. la proxima vez es mas probable que salga ‘cruz’
C. La préxima vez, ‘cara’ es tan probable como ‘cruz’

D. No sé
ResuLTADOS:
Anos A B c* D
11 14 14 67 5
16 10 9 80 1
Global 11 12 75 _2
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Interpretacion:

La conclusion de Green sobre las respuestas no correctas de los ninos es la atri-
bucién de un pensamiento erréneo, sesgado, pero no da interpretaciéon detallada
de esta idea. Kahneman et al (1982) atribuyen la falacia del jugador (solucién B) al
heuristico de representatividad. Con todo, los resultados de Green indican una
relativa debilidad de este sesgo.

Borovcnik y Bentz (1991) analizan las estrategias potenciales:

1. Estrategias normativas: La hipétesis P('cara en un lanzamiento’)=1/2 y la infor-
macién muestral CCCCC se combinan para dar una nueva evaluacién de
P(‘cara en el 6° lanzamiento')=1/2. Decimos que una hipétesis es fuerte si hay
una fuerte evidencia o creencia en que es verdadera en la situacion especifica.
Claramente, P(‘cara’)=1/2 es una hipétesis fuerte para el lanzamiento de una
moneda; junto con la suposicién de independencia produce la respuesta (C). Si
la creencia en esta hipétesis es mas débil (por estar jugando con un tahur, por
ejemplo), entonces se debe aplicar una prueba de contraste de hipétesis.

2. Estrategias simétricas ingenuas: Una simetria ingenua respecto al espacio
muestral {C,X} lleva a la respuesta (C) pero la simetria relativa a la muestra
real lleva a la respuesta equilibradora (B).

3. Efecto de trampa: La informacién sesgada de 5 caras puede inducir a los suje-
tos a reformular el enunciado del item en un sentido no probabilistico. La tram-
pa parece muy plausible y por ello los estudiantes no sabrian qué responder.

4. Conflicto reflexién-decisién: Si el nifio finaliza con una evaluacién 50:50, el
resultado de la reflexién no le da clave para la prediccién del sexto ensayo.
Sin embargo, el nifio puede sentirse urgido a elegir una posibilidad especifica
C o X y replantear la cuestién en una direccién orientada hacia una decisiéon
tal como «; que lado mostrara la moneda en el siguiente lanzamiento?».

5. Reconocimiento de patron: Los patrones l6gicos en la muestra presentada
se pueden usar para hacer predicciones. Dependiendo del patrén especifi-
co, son posibles las respuestas (A) o (B). El patrén légico que conduce a (B)
parece mas atractivo a bastantes personas (falacia del jugador).

Implicaciones diddcticas:

Borovcnik y Bentz concluyen que la cuestion de cémo un sujeto reconstruye un
ftem no es trivial y ademas es crucial para cualquier interpretaciéon de una respues-
ta. Incluso en contextos artificiales simples (como el item 3), una idea enganosa o
una reformulacién orientada a la accién puede conducir en la mala direccién de res-
puesta. Los profesores necesitan una clara visién de varias posibles estrategias y
no deberian perseguir Unicamente la solucion que se presume normativa. La tarea
n? 3 muestra claramente que hay diferentes estrategias normativas y si se ignora
este hecho puede romperse la comunicacion necesaria profesor-alumno. Ademas,
este experimento ayuda a clarificar diferentes tipos de informacién probabilistica.
¢Cbémo se podria distinguir entre la informacién P(H)=1/2 en monedas en general y
en esta moneda concreta de la que tenemos la informacion muestral CCCCC?
Esto nos lleva directamente a la estadistica inferencial y a las pruebas de contraste.
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2.2. Las investigaciones empiricas de Fischbein

Estas investigaciones (1975, 1987, 1991) constituyen un conjunto muy rico de
hallazgos sobre el pensamiento probabilistico de los estudiantes en un rango de edad
entre 11 y 17 anos y sugerencias para la ensefnanza, que resumimos a continuacion:

1.

Los alumnos admiten una ambigledad en los conceptos de suceso seguro
y suceso posible: «obtener menos de un siete al lanzar un dado» es un
suceso seguro y también posible; este hecho les conduce a identificacio-
nes abusivas entre ambos conceptos.

Los fenémenos aleatorios pueden ser controlados por las personas que
gracias a su destreza pueden aumentar la probabilidad de ciertos sucesos.
Los axiomas de la teoria de probabilidades (P(A)20; P(S)=1;
P(AUB)=P(A)+P(B) donde A y B son sucesos incompatibles) derivan de una
fuente intuitiva primaria. Por ejemplo, ningun sujeto en ninguna circunstan-
cia usé un numero negativo para representar la probabilidad. También hay
una intuicion primaria favorable para la regla de Laplace.

En las experiencias aleatorias de varias pruebas es dificil establecer el
espacio muestral, sobre todo por dificultades combinatorias. Pocos alum-
mos comprenden que hay que considerar el orden de los resultados ele-
mentales que constituyen los sucesos: el par (5,6) es un resultado distinto
que el par (6,5), en el lanzamiento de dos dados. Tendremos ocasion de
revisar esta tarea posteriormente.

Cuando la variable aleatoria es la suma de puntos al lanzar dos dados, la
mayoria de los sujetos no comprenden la distribucién de probabilidad que
se origina y eligen la suma mayor como el resultado de mayor probabilidad.
La multiplicacion de probabilidades cuando se trata de la interseccion de
dos sucesos independientes (extracciones sucesivas con reemplazamien-
to de una canica de una bolsa que contiene una canica negra y una canica
blanca) no la utilizé espontdneamente ningun alumno de 13 anos y la utili-
zaron 2 sujetos (el 10%) de un grupo de alumnos que no estudiaba mate-
maticas y 8 sujetos (el 40%) de un grupo que si estudiaba matematicas,
ambos grupos de 17 anos.

La mayoria de los sujetos comprenden intuitivamente que, en la situacién
aleatoria anterior, P(negra, negra) < P(negra) pero tienen dificultades para
cuantificar que P(negra) = 2xP(negra, negra).

Una vez ejercitada la ley de la multiplicacién de probabilidades y utilizada
correctamente en tareas con dados, pocos sujetos transfirieron la destreza
al calculo de la probabilidad de la extraccion de 3 manzanas maduras de
una cesta que contiene un 90% de manzanas maduras y un 10% de man-
zanas verdes; soélo en el grupo de matematicas de 17 anos, el 60% de los
sujetos hizo el célculo correcto.

Fischbein habia supuesto que una vez que una intuiciéon primaria correcta
se habia hecho explicita al alumno y asociada con el correspondiente cal-
culo normativo, se produciria el establecimiento de una estructura intelec-
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tual capaz de transferirse a otras tareas. Los datos en la experiencia de la
multiplicacién de probabilidades desmienten este supuesto.

10. Parece que no hay mejora significativa de la comprensién probabilistica
con la edad salvo en la amplitud de la transferencia, una vez que una regla
de célculo se aprende en una situacion determinada.

11. La superioridad del grupo de alumnos de matematicas aparecié cuando se
les indujo a transferir una operacién aprendida. Fischbein establece la
siguiente hipdtesis: la aptitud para la matematica presupone la habilidad
para adaptar un procedimiento de cuantificacion a intuiciones preexis-
tentes pero no supone necesariamente una mayor capacidad para generar
intuiciones probabilisticas correctas.

Resumiendo a Fischbein diriamos que la ensenanza convencional establece
pocas conexiones entre las intuiciones primarias y el modelo matemaético. Esto
es critico en el caso de la probabilidad porque no hay experiencias directas que
ayuden a los alumnos a establecer esas conexiones por si mismos. Para que los
alumnos comprendan los conceptos matematicos necesitan ver como las mate-
maticas reconstruyen sus concepciones, desde vagas intuiciones primarias a
intuiciones secundarias que emergen de una teoria formalizada.

Como ejemplo de su trabajo revisemos una tarea utilizada por Fischbein que
muestra que el concepto de suceso compuesto presenta bastantes dificultades,
sobre todo en relacion con el papel del orden en la generacion de resultados dife-
rentes; es un problema de raigambre histérica (Sdenz, 1995).

N2 4: Lanzamiento de dados y de monedas (Fischbein, Nello y Marino, 1991)

a) Vamos a considerar el lanzamiento de dos dados. ; Es méas probable obte-
ner 5 con un dado y 6 con el otro, 0 6 con ambos dados? ;O la probabilidad
es igual en ambos casos?

b) Cuando lanzamos dos monedas ¢/ Qué resultado es mas probable: conse-
guir «cara» con una moneda y «cruz» con la otra, o conseguir «cara» con
las dos monedas; o hay igual probabilidad para ambos resultados ?

RESULTADOS (EN PORCENTAJES):

Edad/Instrucciéon Concepcién | Errores | Errores
previa en Sin respuesta | P(6,6)<P(5,6 6 6,5) errénea Tipol | Tipo Il
probabilidades
—_— .
9-11 (S.1) 14.7 : 22.6 62.7 73.4 12.5
11-14 (S.I) 18.7 18.7 62.6 89.6 4.6
11-14 (C.1) 12.3 9.2 78.5 92.2 5.9
- sL-———————)
Edad/Instruccion Concepciones| Errores | Errores
previa en Sin respuesta | P(C,C)<P(C,X 6 X,C)| erréneas Tipo | | Tipo Il
probabilidades
9-11(S.1) 13.8 211 65.1 63.3 5.6
11-14 (S.1) 16.5 10.1 73.4 73.4 29
11-14 (C.1) 20 18.5 61.5 87.5 2.5
— E—
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(S.1) significa «sin instruccién previa» y (C.l) significa «con instruccion previa».
Fischbein et al. (1991) definen dos tipos de concepciones erréneas: En la prime-
ra tabla, el error de tipo | significa: la misma probabilidad de obtener la pareja (6,6)
que la pareja (5,6); el error de tipo Il significa que la pareja (6,6) es mas probable.
En la segunda tabla, el error de tipo | significa: las parejas CX y CC son equipro-
bables y el error de tipo Il significa que es mas probable conseguir la pareja CC.
Los porcentajes de ambos tipos de concepciones erréneas se calculan en base al
numero total de errores.

Interpretacion:

Analizando la naturaleza de las concepciones erréneas, se puede observar
que casi todas las respuestas afirman que los dos resultados tienen la misma
probabilidad. La idea de que la probabilidad de la pareja 5-6 es el doble que la pro-
babilidad de la pareja 6-6 s6lo se puede comprender si se tiene alguna
representacion del correspondiente espacio muestral. Se podria asumir que algu-
nos alumnos consideraron los pares como pares concretos ordenados y por tan-
to la respuesta correcta es que las parejas (5,6) y (6,6) son equiprobables; esto
también es verdad para las parejas (C,X) y (C,C). Pero esto no fue el caso. Anali-
zando las justificaciones, quedd claro que los alumnos no consideraron ningun
orden y que la respuesta de equiprobabilidad, muy frecuente, se justificaba por el
efecto del azar: «la probabilidad es la misma porque se puede obtener 6-6 y 6-5 o
ninguno de estos resultados», «en mi opinién la probabilidad es la misma porque
el numero obtenido es una sorpresa», «la probabilidad es la misma, porgue no se
puede determinar algo que depende sélo en el movimiento de un pequeno obje-
to como un dado, que es lanzado por cada persona de diferente manera». El pri-
mero de los dos problemas ha sido utilizado también por Lecoutre y Durand
(1988) con resultados muy similares.

Es interesante considerar los resultados obtenidos vy las justificaciones dadas
por los alumnos de méas edad que recibieron una cierta instrucciéon en probabili-
dades. Desde luego, es muy sorprendente el dato de que consiguieron un por-
centaje de respuestas correctas menor que los alumnos mas jévenes que no
recibieron ningdn tipo de instruccion en probabilidades. Al considerar sus justifi-
caciones se puede explicar el por qué de ese hecho sorprendente: «cada dado es
independiente del otro. La probabilidad de obtener con un dado un numero deter-
minado es 1/6 y es la misma probabilidad de obtener el mismo namero con el
otro dado». Esté claro que este estudiante fue instruido en probabilidades. Utilizé
las nociones basicas que le ensenaron: el concepto de independencia y el hecho
de que las seis caras son equiprobables. Combinando esas dos ideas y conside-
rando los dos posibles resultados 5 y 6 separadamente (sucesos simples) se lle-
ga a la conclusiéon de que las parejas 5-6 y 6-6 tienen la misma probabilidad.

Se utilizan, pues, dos ideas erréneas para justificar la igualdad de probabilida-
des de conseguir 6-6 y de conseguir 5-6: a) la idea mas primitiva de que ambos
sucesos son el efecto del azar y por tanto no hay razén para esperar uno mas que
otro; b) la idea mas sofisticada de que 5 y 6 son resultados equiprobables y por
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tanto cada suceso que representa una combinacion binaria de ellos, tiene la mis-
ma probabilidad.

En cuanto a los sujetos que afirman que la pareja (6,6), o la (C,C), es menos
probable, la mayoria hace, simplemente, la consideracién empirica de que los
resultados idénticos aparecen con menor frecuencia que los resultados diferen-
tes; con todo, hay algunos alumnos de 13 o 14 anos que recibieron alguna ins-
truccion en probabilidades que fueron capaces de encontrar la respuesta correc-
ta y justificarla formalmente: «es mas probable obtener un 5 y un 6 porque hay
dos posibilidades (5,6) y (6,5) mientras (6,6) representa sélo una posibilidad».

Implicaciones didacticas:

No hay una comprension natural de que en un espacio muestral, los resulta-
dos posibles se deben distinguir y contar de forma separada si el orden de sus
componentes elementales es diferente. Nuestra intuicién se sorprende por este
descubrimiento. ;i Deberiamos concluir que la idea de un suceso compuesto y la
evaluacion de su probabilidad carece de cualquier base intuitiva? La respuesta es
negativa. Con otros tipos de problemas muchos sujetos comprenden la funcién
del correspondiente espacio muestral en la determinacién de la probabilidad de
un suceso compuesto.

Hay en la investigacién de Fischbein et al.(1991) dos tipos de problemas
que apoyan esta conclusion, es decir, indican claramente que, en ciertas cir-
cunstancias, los sujetos son capaces de evaluar espontaneamente la probabi-
lidad de un suceso compuesto. El primer caso es cuando el problema de las
parejas de dados o monedas se considera en una forma general: « Al lanzar
dos dados es mas probable conseguir dos nimeros diferentes o conseguir los
mismos numeros?»; en esta forma general, la cuestion genera muchas mas
respuestas correctas y las justificaciones hacen referencia al correspondiente
espacio muestral aunque, con frecuencia, descrito incompletamente. El
segundo tipo de problemas son aquellos en que hay que comparar las proba-
bilidades de conseguir ciertos numeros obtenidos por suma de las caras cuan-
do lanzamos dos dados. Hablando de modo general, bastantes sujetos pare-
cen ser capaces de establecer la distribucion de probabilidad de esta variable
aleatoria. Con todo, el hecho de que un numero es mayor se asocia frecuente-
mente con una mayor probabilidad sin utilizar otra justificacién que la magni-
tud del namero: por ejemplo, se considera méas probable obtener la suma 10
que la suma 7.

Un importante factor que influye en algunas de las reacciones de los suje-
tos (incluso en adolescentes) tiene que ver con la capacidad de sintetizar lo
necesario y lo aleatorio en el concepto de probabilidad. Este factor ya ha sido
analizado por Piaget e Inhalder (1951) y por Fischbein (1975). La idea de que
un resultado de un experimento estocastico depende sélo del azar, sin impor-
tar las condiciones del experimento, hace cualquier prediccién infundada. Este
es un hallazgo muy importante y debe ser tratado con mucho cuidado por los
profesores.
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2.3.- Las investigaciones de Shaughnessy

Los trabajos sobre comprensién probabilistica de este autor (1981, 1985,
1992) los podemos enmarcar dentro del paradigma de heuristicos y sesgos (Kah-
neman et al., 1982) pero tienen una fuerte vertiente didactica que es la que nos
interesa en este momento. Sus hallazgos y conclusiones principales son:

1. Los estudiantes no instruidos en teoria de probabilidades poseen conceptos
probabilisticos errébneos debido a su desconocimiento de las leyes matema-
ticas de la probabilidad; asi, parece posible eliminar estas concepciones erré-
neas familiarizando a los estudiantes con la teoria formal de probabilidades.
Sin embargo, algunas concepciones erréneas estan establecidas muy pro-
fundamente y no son el resultado de simple inexperiencia matematica; tie-
nen una base psicolégica y la mera exposicién a las leyes estadisticas no son
suficientes para superarlas, aun en el mejor de los cursos.

2. Shaughnessy relaciona los errores combinatorios de los alumnos con el
sesgo de accesibilidad (Kahneman et al., 1982). Por ejemplo, cuando se les
pide comparar el numero de comités de 2 personas y el de 8 personas que
se pueden generar a partir de 10 personas, los alumnos dicen que hay mas
comités de 2 personas. Shaughnessy explica esta violacién del célculo
combinatorio C102 = C10,8, argumentando que es mas facil, mas accesible,

imaginar comités de 2 personas que de 8 personas; este hecho impide
constatar que un comité de 2 personas define biunivocamente un comité
de 8, cuando los seleccionamos de un grupo de 10 personas.

3. Shaughnessy explica por el heuristico de representatividad (Kahneman et
al., 1982) el sesgo de insensibilidad al tamano muestral. Plante6 a estu-
diantes de primer ano de universidad matriculados en un curso introducto-
rio de estadistica, el problema de dos maternidades (una con 15 nacimien-
tos diarios y otra con 45 nacimientos diarios) y les pregunté en cual de las
dos habria un mayor nimero de dias, en el transcurso de un ano, en que al
menos el 60% de los nacidos sean nifas. Los estudiantes contestaron que
aproximadamente el mismo nimero en las dos maternidades porque usa-
ron la distribucion 50%-50% de chicos y chicas en la poblacién como una
estimacion representativa y no tuvieron en cuenta el tamano muestral (15
frente a 45) que lleva a responder que es la maternidad més pequefa don-
de habra un mayor numero de dias en que al menos el 60% de los nacidos
sean ninas.

4. Una estimacion para la probabilidad de un suceso puede no estar basada
en un modelo probabilistico, sino en modelos deterministicos o en siste-
mas de creencias personales. Por ejemplo, revisemos una tarea que ha
generado muchisima investigacién conocida como «el problema de los
taxis»: «Un taxi se vio implicado en un accidente nocturno. Dos companias
de taxis operan en la ciudad: el 85% de los taxis son verdes y el 15% son
azules. Un testigo identifico el taxi del accidente como de color azul. En el
juicio se evalué la habilidad del testigo para identificar colores de taxi en las
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mismas condiciones de visibilidad que en el momento del accidente: le
pidieron que identificase el color de una muestra de taxis (el 50% azules y
el 50% verdes) y el testigo identificé correctamente el color del 80% de los
taxis presentados y fallé en el 20% ¢ Cual es la probabilidad de que el taxi
del accidente sea azul?».

En este problema, Kahneman et al. (1982) encontraron que los sujetos
tienden a descuidar la informacién de las probabilidades previas (15% de taxis
azules) que deberia sugerir que un taxi azul es un suceso improbable, y se
centran en la fiabilidad del testigo. Los sujetos parecen aceptar que el simple
ejemplo de un accidente debe ser representativo (sesgo de representativi-
dad) del dato de fiabilidad del testigo del 80%: la respuesta modal al problema
fue 80% que coincide exactamente con la credibilidad del testigo e ignora las
probabilidades previas. Sin embargo, al replicar esta tarea, Shaughnessy
(1992) ha encontrado un amplio rango de estimaciones de probabilidad como
respuestas. Por ejemplo, hay un grupo de sujetos que defienden que la posi-
bilidad de que el taxi sea azul es del 100% porque confian ciegamente en el
testimonio del testigo. En su argumentacion, no hay azar ni probabilidad; el
porcentaje dado es mas una expresion de confianza que una estimacion de
probabilidad. La informacion de base (las probabilidades previas) puede des-
preciarse si no conecta con preconcepciones o creencias del sujeto.

. En esta linea de enfatizar el papel que juegan las creencias en los juicios y

toma de decisiones con incertidumbre, Shaughnessy les planteé a los mis-
mos estudiantes el siguiente problema: «Suponte que estas siguiendo un
curso de estadistica y que cada semana tienes un examen de 10 pregun-
tas. Tu promedio a lo largo del ano ha sido de 7 respuestas correctas de 10.
Esta semana has estudiado con un amigo y conseguiste 9 respuestas
correctas ¢ Te ayudo estudiar con un amigo?». Encontré respuestas en un
amplio abanico que van desde «naturalmente ayud6 porque 9 es mejor
que 7» hasta «no ayudd, un alumno que tiene de media 7 respuestas
correctas puede conseguir en un examen 9 respuestas correctas, 7y 9 son
numeros cercanos»; en el medio encontré muchas respuestas «depen-
de». Shaughnessy afirma que estos alumnos estan empleando un sistema
de creencias y no realizando un célculo.

A continuacion analizamos una tarea que es una variante de un item que Kah-

neman y Tversky utilizaron para estudiar el sesgo de representatividad. Shaughn-
essy (1985) la propuso a 70 alumnos de primer curso de universidad, previamen-
te a un curso introductorio de probabilidad.

N2 5: Los seis ninos

La probabilidad de tener un bebé nino es aproximadamente 1/2. ;Cuél de

estas secuencias es mas probable que ocurra teniendo 6 hijos?

A VMMVMV
B WWVMV
C Las dos secuencias anteriores son igualmente probables
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RESULTADOS (EN %)
A B B
70 3 27

Interpretacion:

La secuencia (A) es mas representativa del proceso de nacimientos porque
en ella la frecuencia relativa de varones es 1/2 que es precisamente la probabi-
lidad tedrica de que nazca un varén. Cuando Shaughnessy pide a los sujetos
que le den una razén de su eleccion de (A), ellos frecuentemente dicen «por-
que VMMVMV se ajusta mas a la proporcion esperada de chicos y chicas de
50:50». Los estudiantes han usado la probabilidad de que nazca un nifio en un
nacimiento, 1/2, como una indicacién de la probabilidad de la secuencia global
de nacimientos.

Borovcnik y Bentz (1991) discuten las potenciales estrategias de los sujetos
para resolver este item, las cuales cubren un abanico bastante mas amplio que
explicar la conducta sélo en base al heuristico de representatividad:

1. Estrategia normativa: Argumentos de simetria en S={V,M} llevan a
equiprobabilidad para ninos y ninas, es decir P(V)=P(M)=1/2. Debido al prin-
cipio de independencia del sexo de los bebes en los sucesivos nacimien-
tos, todos los elementos del espacio producto SxSxSxSxSxS tienen la mis-
ma probabilidad (Jz-}s: PIVMMVMV) = P(V).P(M).P(M).P(V).P(M).P(V) =
(-%—)6 = 633 = 0.015, por tanto, la respuesta (C) es la correcta.

2. Comprension verbal: La respuesta (C) puede haber sido interpretada en el
sentido de que hay una probabilidad de 1/2 para cada secuencia (esta inter-
pretacién aparece en nuestra propia investigacién: Saenz, 1995). Esto
entra en conflicto con la intuicién correcta de que los resultados (A) y (B)
son altamente improbables, cada secuencia de longitud 6 tiene la pequena
probabilidad de 0.015.

Otra fuente de confusion surge de identificar la secuencia (A) con el
enunciado «numero de chicos es 3» y la secuencia (B) con el enunciado
«numero de chicos es 5». Como, intuitivamente, P(3 chicos) > P( 5 chicos)
se llega a la respuesta (A). Es decir, si los sujetos basan sus respuestas en
clases de secuencias, por ejemplo, el numero de chicos, y no en secuen-
cias simples, es natural que contesten (A).

3. Pseudo-realidad del contexto: Naturalmente, la probabilidad de naci-
miento de un nino no es exactamente 1/2, esto se confirma con la evi-
dencia experimental de unas suaves tendencias asimétricas en las
familias; sin embargo, si se espera que los sujetos asuman la hipotesis
de independencia en los sucesivos lanzamientos de una moneda. Con
todo, no es facilmente asumible por los alumnos modelar el fenémeno

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



38 MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

de nacimientos de personas mediante el lanzamiento de una moneda.
Ademads en los problemas reales normalmente no hay interés en el
orden especial de la secuencia sino sélo en los niumeros. En definitiva,
este tipo de contexto puede inducir a los sujetos a no tener en cuenta
el orden y escoger la respuesta (A). Las investigaciones de Borovcnik
y Bentz indican que los sujetos estan mas dispuestos a respetar el
orden en un item de lanzamiento de moneda equivalente al que esta-
mos analizando.

4. Conflicto reflexiéon-decision: Aunque en este item se pide una probabilidad,
los sujetos tienden a percibirlo en una formulacién que pide una decision,
lo cual es mas cercano a sus intuiciones. Las propias investigaciones de
los autores citados muestran que si la formulacién del item se orienta mas
a la toma de una decision, los sujetos escogen en mayor proporcion la res-
puesta (A).

Konold (1991) tiene evidencias de que aunque los estudiantes parezcan
razonar en base del concepto de independencia, si se indaga con mas pro-
fundidad se pueden encontrar inconsistencias en sus respuestas. En su estu-
dio encontré que un elevado numero de sujetos contestaron inicialmente que
varias secuencias de cinco lanzamientos de una moneda (XCXCC, CCCXX,
XCXXX,...) eran igualmente probables cuando se les pregunté cudl de las
secuencias tenia mas probabilidad de ocurrir, pero cambiaron de estrategia y
seleccionaron una secuencia particular cuando se les pregunté qué secuencia
tenia menos probabilidad de ocurrir. A partir del anélisis de las razones dadas
por los estudiantes para sus elecciones en la tarea, Konold concluye que los
estudiantes no basaban sus respuestas en la falacia del jugador o en el
heuristico de representatividad, y sugiere que mucha gente toma decisiones
en tareas probabilisticas basandose en lo que él llama el enfoque del resul-
tado.

Implicaciones didacticas:

¢Coémo se manifiesta la aleatoriedad en ensayos repetidos de una experien-
cia de azar? La Ley de los Grandes Numeros responde teéricamente a esta pre-
gunta pero muchas concepciones erréneas subrayan la complejidad del con-
cepto de limite de frecuencias relativas. Otro aspecto se refiere al patron de
ocurrencias especificas: hay una confianza intuitiva en patrones de resultados
l6égicos, causales o incluso magicos; por ejemplo, después de cinco caras con-
secutivas en el lanzamiento de una moneda se espera una cruz porque el
patrén resultante parece mas logico. Estos patrones pueden ser un obstaculo
para deducir el espacio muestral y la simetria asociada que es un enfoque esté-
tico en un soélo ensayo.

La matematica de patrones aleatorios es complicada. Una secuencia de longi-
tud n es un elemento del espacio producto combinatorio, por ejemplo, el lanza-
miento de una moneda seis veces con los resultados especificos CCCCCC o
CCXXCX; la distribucion de probabilidad en este espacio producto se obtiene
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mediante el concepto de independencia de ensayos simples (discutiremos las
dificultades relacionadas con la independencia posteriormente). Si el lanzamiento
de la moneda obedece la hipétesis de independencia, las dos secuencias ante-
riores son aleatorias y tienen la misma probabilidad, si esta hipotesis es dudosa,
se aplica una prueba estadistica.

La mayoria de las personas utilizan dos criterios para juzgar si una serie de
lanzamientos de una moneda es aleatoria. Primero, asumiendo que la moneda
estd equilibrada se deben obtener aproximadamente el mismo nimero de caras
gue de cruces. Sin embargo, un simple célculo probabilistico nos dice que hay
s6lo un 50% de posibilidades, aproximadamente, de obtener 9, 10 0 11 caras en
una secuencia real de 20 lanzamientos de una moneda equilibrada. Por tanto, en
20 lanzamientos puede haber desde 0 hasta 20 caras y la probabilidad de obte-
ner resultados a lo largo de ese rango de numeros es mayor de lo que se imagi-
nan muchas personas. Los sujetos tienden a juzgar la probabilidad en relacién a
como se aproximan los resultados a los que ellos consideran ideales. Es el heu-
ristico de representatividad. En el caso de la moneda, el ideal es 10 caras en 20
lanzamientos.

Segundo, es poco probable que se obtengan 10 caras seguidas de 10 cruces
0, en el otro extremo, que se obtenga una secuencia alternada de caras y cruces
del tipo CXCXCXCX...; el patrén obtenido deberia estar entre esos dos extremos.
La estadistica proporciona un método para evaluar si tales patrones intermedias
corresponden a secuencias alaetorias. La idea es definir una secuencia de los
mismos resultados, por ejemplo «caras», como una racha y contar el numero de
rachas en la serie. La caracteristica principal del nimero vy tipo de rachas obteni-
das en series generadas artificialmente por personas es que, comparadas a
secuencias aleatorias, las rachas de las personas tienden a ser demasiado cortas,
es decir, hay demasiadas rachas.

Falk (1983) encontré que los humanos somos unos jueces muy pobres cuan-
do tenemos que reconocer y construir patrones aleatorios. Este autor mostré a
estudiantes de secundaria secuencias de 21 cartas verdes y amarillas y les pidi6
decidir si la mezcla era aleatoria o no.Por ejemplo, les daba las dos secuencias
siguientes:

1: AAAVVAAVWAAAVVVVIWWAAA
2: VAVAVAVAAVAVAAVAVVAVV

Los estudiantes tendian a elegir las secuencias donde habia mas cambios
entre los colores, por ejemplo elegian la secuencia 2 mejor que la 1. Sin
embargo, de hecho las secuencias con rachas mas largas de un color tienen
mas probabilidad de ser aleatorias. Falk encontré los mismos resultados cuan-
do pidi¢ a los alumnos generar su propias secuencias aleatorias de 21 cartas.
Falk concluye que tendemos a ver patrones en sucesos aleatorios cuando no
los hay y por contra, inferimos aleatoriedad cuando no esta presente. En defi-
nitiva, dice que los seres humanos nunca deberian encargarse de la genera-
cién de secuencias aleatorias. Hablemos un poco mas de las investigaciones
de este autor.

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



40 MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

2.4. Los trabajos de Falk sobre independencia
y probabilidad condicionada

Las dificultades que tienen los estudiantes con probabilidades condiciona-
das y con el concepto de independencia de sucesos han sido estudiadas con
profusién en el campo de la educacién matematica: Bar-Hillel y Falk, 1982;
Borovcnik, 1988; Borovcnik y Bentz, 1991; Cohen y Hansel, 1956; Falk, 1983,
1988, 1989; Falk y Bar-Hillel, 1983; Ojeda, 1995; Pollatsek, Well, Konold y Har-
diman, 1987; Shaughnessy, 1992. Destacan los trabajos de Falk que es autor,
entre otras, de la tarea 6 que analizamos a continuacién y que se conoce como
el Fenémeno de Falk.

El de independencia es uno de los conceptos claves de la teoria de probabi-
lidad. Se dice que dos sucesos (por ejemplo, los resultados de sendos lanza-
mientos de un dado) son estadisticamente independientes si el conocimiento
del resultado de uno no proporciona informacién concerniente al resultado del
otro. Los sucesos aleatorios independientes no se limitan a juegos de azar tales
como lanzamientos de monedas o dados, sino que muchos procesos de la vida
cotidiana tienen esas caracteristicas: el control de calidad en todos los proce-
sos de produccion (por ejemplo, la fabricacién de tuercas) asume la indepen-
dencia de las desviaciones de las medidas de las piezas fabricadas en relacion
a la medida estandar y admite desviaciones que caigan dentro de los limites de
tolerancia.

La investigacién muestra que las personas son poco hébiles para reconocer
y operar con el concepto de independencia. Un fenémeno que ya hemos estu-
diado en la tarea 3 es «la falacia del jugador»: describe la conducta de muchas
personas que, a pesar de saber que estan operando con aparatos aleatorios
con propiedades fijas y conocidas (por ejemplo, una ruleta) se comportan
como si esas propiedades cambiasen (por ejemplo, la probabilidad de obtener
un rojo en la siguiente tirada después de haber conseguido una serie de
negros).

Algunos investigadores han buscado la explicacion a esta clase de fenémenos
en consideraciones de tipo evolutivo. Un trabajo de Cohen y Hansel (1956) pre-
tendié explicar el modo en que nifos de 6 a 15 anos adquieren el concepto de
independencia estadistica. La tarea experimental pedia a los ninos predecir cuél
de dos resultados ocurriria en una secuencia de resultados generados aleatoria-
mente, es decir, era una tarea similar al experimento de lanzar una moneda. Los
resultados indicaron que los nifios mas pequenos frecuentemente eligen con el
criterio de equilibrar los resultados de las series. Segun Cohen y Hansel, el con-
cepto de independencia no empieza a formarse hasta que los ninos alcanzan una
edad comprendida entre 12 y 15 anos.

A continuacién estudiamos una tarea disefnada por Falk (1988) que trata sobre
una de las concepciones erréneas de la probabilidad condicionada méas impor-
tantes: surge cuando el suceso condicionante ocurre después que el suceso que
condiciona. Es muy interesante también el anélisis que Borovcnik y Bentz hacen
de esta tarea.

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



LAS IDEAS PROBABILISTICAS DE LOS ESTUDIANTES. EL PROBLEMA... Ly

N2 6: Urnas independientes

Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Agitamos la urna y a
ciegas extraemos dos bolas, una después de otra, sin reemplazamiento.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que la segunda bola extraida sea blanca,
sabiendo que la primera bola es blanca?

b) ¢ Cuél es la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca, sabien-
do que la segunda bola es blanca y no se conoce el color de la primera?

Resultados:

Falk enfrentd a sus estudiantes en la universidad con este item; la mayoria de
ellos no tuvo dificultad en calcular 1/3 para a) pero el 50% respondié con 1/2 para b).

Interpretacion:

En notacién matematica la primera cuestion nos pide calcular la probabilidad
condicionada P(B2/B+) y la segunda nos pide calcular P(B1/B2). La primera cues-

tién no causa problemas porque hay una urna especifica con tres bolas, dos de
ellas negras y una blanca. La razén que dan los estudiantes que contestan 1/2 a la
segunda cuestion es que la segunda extraccion no afecta a la primera y por tanto
la probabilidad requerida depende s6lo de la composicion inicial de la urna. El
rechazo de los sujetos a considerar la evidencia que ocurre mas tarde que el
suceso juzgado refleja su razonamiento basado en la componente tiempo. Esto
es congruente con ver la probabilidad como una medida de alguna caracteristica
de la situacion de la urna, mientras que el nucleo del problema apunta a nuestro
propio nivel de incertidumbre. Lo que se nos pide es revisar nuestro estado de
conocimiento actual a la luz de nueva evidencia o informacion.
Borovenik y Bentz (1991) analizan las estrategias potenciales:

1. Solucién normativa: Se asume que la extraccién en cada etapa del proceso
es equiprobable. Utilizando la definicién de probabilidad condicionada, la
solucién es 1/3 en ambas situaciones.

2. Sentido comun: Algunos sujetos encuentran simplemente estupido en el
apartado b) del item, ocultar la primera bola y mirar el color de la segunda,
antes de dar la probabilidad de la primera bola. Como esta situaciéon entra
en conflicto con su sentido comun los alumnos se pueden mostrar perple-
jos y confundidos o usar pensamiento causal o ligado a la componente
temporal del enunciado.

3. Pensamiento causal: Primero actua la causa y como consecuencia sigue el
efecto. Al comienzo hay una composicién de la urna de 2:2, la segunda bola
no puede influir en la primera extraccién y por tanto la probabilidad es 1/2. El
pensamiento que se desarrolla segun un eje temporal estd estrechamente
relacionado con el pensamiento causal y justifica que los sujetos rehusen
juzgar un suceso anterior por uno posterior porque esto invierte el curso real
de accion. La percepcion causal o el pensamiento basado en el tiempo pue-
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de llevar a confusiéon porque los sujetos pueden no entender que se les de
como informacién extra que la segunda bola extraida es blanca.

4. Simetria: De las tres bolas desconocidas dos son negras y una es blanca lo
gue da una probabilidad de 1/3 de que la primera bola sea blanca. No
importa cual de las bolas blancas es la desconocida. Los sujetos muestran
un gran rechazo a aplicar simetria dentro de este contexto dependiente de
tiempo.

Implicaciones educativas:

Las urnas son un punto de referencia estandar para analizar problemas de azar
pero pueden inducir a una interpretacion causal de la probabilidad. Es util tener una
transformacioén apropiada de un problema a una tarea de urnas donde se pueden cal-
cular con facilidad las probabilidades. Sin embargo, algunas veces, este proceso de
conexion se generaliza incorrectamente y los alumnos pueden creer que las
probabilidades no tienen sentido sin referirse a urnas. Asi la probabilidad cambia su
significado: una urna no causa el resultado especifico directamente pero afecta el
valor de la probabilidad. Las probabilidades condicionadas refuerzan esta interpreta-
cibn causal porque generalmente se calculan en situaciones como la cuestion a)
donde en cada etapa la nueva probabilidad condicionada se representa por una urna.

Los argumentos causales también se usan para motivar la regla de la multipli-
cacion para sucesos independientes cuando se acentla que se deben modelar
las situaciones mediante la independencia estocdstica si carecen de influencia
causal. La tarea n° 6 es un contraejemplo muy iluminador porque el suceso ‘blan-
co en la primera extraccion’ es causalmente independiente del suceso ‘blanco en
la segunda extraccion’ pero no es estocasticamente independiente (el pensa-
miento causal se enfrenta al pensamiento probabilistico).

Borovcnik y Bentz (1991) realizaron variaciones de este experimento y obser-
varon que los pensamientos causal y probabilistico estan ordenados
jerarquicamente. Los sujetos parecen usar independencia causal y sélo cambian
su estrategia cuando lo fuerzan razones légicas. Enfrentaron a los estudiantes
con la situacion de que la segunda y la tercera bola extraidas (de una urna con 2
bolas blancas y 2 negras) eran blancas y les pidieron la probabilidad de que la pri-
mera bola extraida fuese también blanca; su respuesta inmediata fue 0. Sin
embargo, en el caso de una urna con 4 bolas blancas y 4 negras muchos respon-
dieron que 1/2 dando justificaciones causales. S6lo cuando se les planteaba la
situacion de que desde la segunda a la quinta bola extraida todas eran blancas
ellos cambiaban a la respuesta O; en esta situacion es légicamente necesario que
una bola negra haya sido extraida la primera. Sélo reconocieron el valor de la
informacién acerca de la segunda y subsiguientes bolas extraidas cuando los
experimentadores cambiaron a una urna con 100 bolas negras y 100 blancas vy
presentaron el escenario de que todas las bolas extraidas desde la segunda has-
ta la cien, eran blancas. Entonces no era todavia légicamente necesario que la pri-
mera bola fuese negra pero los sujetos reconocieron que los sucesos posteriores
eran pertinentes para evaluar el suceso “bola blanca en la primera extraccion”.
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Otro tipo de concepcion errénea sobre las probabilidades condicionadas es la
confusién entre una condicionada y su inversa. Por ejemplo, hay diferencia entre
la probabilidad de que alguien tenga el sarampién dado que tiene una erupcion y
la probabilidad de tener una erupciéon dado que se tiene el sarampién. La segun-
da probabilidad es mayor que la primera. Hay bastante confusién en relacién a
esta cuestion entre las personas, principalmente cuando se trata de diagnosticos
de enfermedades.

Las concepciones erréneas sobre probabilidad condicionada pueden estar
estrechamente relacionadas con la comprension del concepto de sucesos inde-
pendientes. En efecto, algunas presentaciones matematicas del concepto de
sucesos independientes prefieren definir «A es independiente de B < P(A/B) =
P(A)» y otras optan por definir «A es independiente de B < P(ANB) = P(A).P(B)».
Son definiciones formalmente equivalentes pero nosotros pensamos que es
mejor, didacticamente, introducir el concepto de independencia via la definicidon
de probabilidad condicionada porque creemos que esta via es mas intuitiva para
los estudiantes.

Falk menciona varias razones de por qué las situaciones que implican probabi-
lidades condicionadas son dificiles para nuestros alumnos:

1. Los estudiantes pueden tener dificultades para determinar el suceso con-
dicionante, como en el dilema de Monty que analizaremos a continuacion.

2. Pueden confundir condicionalidad con causalidad y por tanto investigar
p(A/B) cuando se les pide calcular p(B/A).

3. Pueden creer que la componente temporal impide a un suceso ser condi-
cionante, como en el Fenémeno de Falk.

4. Pueden realizar una incorrecta representacion del problema debido al
enunciado o estructura del item, como en «el problema de los taxis» anali-
zado en el apartado anterior.

Shaughnessy (1992) propone una tarea, el dilema de Monty, que ademas de
iluminar las dificultades de los alumnos para determinar el suceso condicionante,
ofrece una estrategia didactica para generar una intuicion secundaria del concep-
to de probabilidad condicionada. Su enunciado es el siguiente:

En un juego, se muestra a los participantes tres puertas cerradas. Una
de las puertas tiene un premio importante detras de ella y las otras dos tie-
nen baratijas detras de ellas.Se pide a cada uno de los participantes que eli-
Jjan una puerta. Entonces aparece Monty que abre una de las puertas no
elegidas y la muestra al participante y siempre le ensena una baratija. Se
les da a los participantes la opcion de seguir con la puerta inicialmente ele-
gida o cambiar a la otra puerta no abierta ; Qué deberian hacer?

Shaughnessy ha utilizado con profusion este problema para analizar algunas de
las dificultades con la informacién condicionada de estudiantes de nivel secundario y
de profesores en formacion y en activo con anos de experiencia. La mayoria de los
sujetos creen que tan pronto como Monty abre una puerta con baratija, la probabili-
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dad de ganar el premio importante se incrementa automaticamente de 1/3a 1/2. Lo
razonan diciendo que «ahora sabemos que una de las puertas no es buena».

Para subrayar el enfoque matematico del dilema de Monty el investigador pro-
pone a los estudiantes el siguiente problema complementario: «Si fueses el par-
ticipante en el juego qué estrategia elegirias y por qué:

1. Seguir con la puerta elegida originalmente

2. Lanzar una moneda, seguir con la puerta original si sale cara y cambiar a la
otra puerta si sale cruz.

3. Cambiar a la otra puerta.

El objetivo es hacer ver a los estudiantes que si el participante en el juego no
realiza ninguna accién para mejorar la probabilidad de ganar usando realmente la
nueva informacion que le proporciona Monty, la probabilidad de ganar el premio
importante sigue siendo 1/3. La estrategia 2) de lanzar una moneda se introduce
para enfatizar la diferencia entre reelegir activamente una de las dos puertas cerra-
das y elegir pasivamente la puerta original. La estrategia 2) de lanzar la moneda
incrementa la probabilidad de ganar a 1/2 mientras la estrategia 1) de seguir con la
puerta original da una probabilidad de ganar de 1/3. Los estudiantes experimentan
un cambio profundo de comprensién de este problema cuando tienen la posibili-
dad de hacer un ejercicio de simulacién de cada una de las tres estrategias con
una ruleta de tres sectores de igual area y una moneda. Descubren que es mejor
para los participantes cambiar siempre ya que el unico modo de perder siguiendo
esta estrategia es haber seleccionado la primera vez la puerta con el premio
importante, como esta probabilidad es 1/3 se deduce que hay una probabilidad de
ganar de 2/3 siguiendo la estrategia 3), la estrategia del cambio.

Suponiendo que la puerta A contiene el premio importante y las puertas By C
las baratijas tenemos:

El participante Monty muestra la puerta La estrategia ganadora es
elige la puerta

A BoC 1

B C 3

& B 3

El éxito de una metodologia de simulacion con el dilema de Monty evidencia
que las sugerencias de Borovcnik y Bentz (1991) y Shaughnessy (1992) de mode-
lizar problemas de probabilidad via simulaciones es una técnica prometedora para
enfrentarse y superar las concepciones erréneas. Esta sera una estrategia funda-
mental en nuestra propuesta didéactica.

Los problemas de probabilidades condicionadas proporcionan la oportunidad
de trabajar con los diagramas de arbol que son una herramienta muy util para
modelizar situaciones aleatorias. Esta herramienta proporciona la respuesta con
facilidad pero puede camuflar el problema en cuanto no hay respuesta a la pre-
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gunta de por qué son inadecuados el pensamiento causal profundamente esta-
blecido o el pensamiento dependiente del tiempo. Si un método matematico
proporciona facilmente la solucién pero no permite ningin control sobre su
mecanismo en un nivel intuitivo, entonces es probable que los estudiantes no
internalicen el método y continden confiando en sus intuiciones muchas veces
inadecuadas. Una ensenanza tal estd condenada a fracasar. Los métodos forma-
les son herramientas muy poderosas y precisamente su ventaja inherente es no
iluminar su mecanismo pero al menos en la fase inicial el alumno tiene que estar
convencido de su efectividad en el nivel intuitivo.

Todos los investigadores de concepciones erréneas de la probabilidad
condicionada aconsejan la utilizacion de ejemplos del mundo real para ayudar a
los estudiantes a comprender este concepto. Por ejemplo, Falk (1988) hace notar
que sucesos posteriores en el eje del tiempo se usan con frecuencia como suce-
sos condicionantes en otras ciencias, tales como arqueologia y astronomia en
donde se realizan inferencias de lo que sucedié hace mucho tiempo basandose
en lo que esta sucediendo ahora.

Aungue se ha escrito mucho acerca de las concepciones erréneas en probabili-
dad condicionada, apenas hay datos procedentes de investigacién empirica sobre
estas concepciones. Una excepcion es el estudio de Pollatsek et al. (1987) que, sin
embargo, tiene el inconveniente de usar una metodologia de itemes de eleccién
forzada; aunque los investigadores animan a los estudiantes a escribir razones de
sus elecciones, éstos no proporcionan informacion util ya que escriben muy poco.

Tampoco, que nosotros sepamos, ha habido una investigacion de la que exis-
ta informe que haya intentado cambiar las intuiciones erréneas de los estudiantes
acerca de la nocion de probabilidad condicionada; la literatura es abundante en
sugerencias didacticas pero escasa en investigacion de la eficacia de dichas
sugerencias. Esta claro que muchas de ellas se estan utilizando realmente pero
lo que se necesita es una investigacién sistematica y extensa de las concepcio-
nes y creencias de los estudiantes acerca de probabilidades condicionadas con
documentacién de lo que sucede cuando se intenta aplicar algunas de las técni-
cas didacticas sugeridas en la literatura.

2.5. Los trabajos de Pollatsek y colaboradores
sobre estadistica inferencial

En el campo de la inferencia estadistica confluyen la teoria de probabilidades
y la estadistica. La teoria de probabilidades se encarga de la modelizacion de los
fenébmenos aleatorios mientras la estadistica regula la aplicaciéon de la probabili-
dad al mundo real. Shaughnessy (1992) enumera las principales concepciones
erroneas estadisticas que tienen las personas:

1. La idea de que cualquier diferencia en las medias de dos grupos es significativa.
2. La idea de que el mundo real es un mundo de causas deterministicas. Para
mucha gente no existe la variabilidad porque no creen en el azar.
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3. Se tiene confianza injustificada en las muestras pequenas.

4. Se tiene insuficiente respeto por las pequenas diferencias en muestras
grandes.

5. Se cree que un tamano apropiado para una muestra aleatoria es indepen-
diente del tamano global de la poblacién.

6. No se tiene conciencia del fenémeno de regresion a la media en la vida coti-
diana.

Pollatsek, Lima y Well (1981) investigaron la comprensién que tienen los estu-
diantes de la relacion entre la media muestral y la media poblacional, cuestién cla-
ve en estadistica inferencial. Como ejemplo de sus investigaciones analicemos la
siguiente tarea que consideramos muy clarificadora:

N? 7: La puntuacion media

La puntuacion media para todos los estudiantes de secundaria de un distrito
escolar es 400. Se selecciona una muestra aleatoria de 10 estudiantes. Un estu-
diante de esa muestra tiene una puntuacion de 250. ;Cuél esperas que sea la
puntuacion media para la muestra entera de 10 estudiantes?

Resultados:

Pollatsek, et al. (1981) propusieron a estudiantes de universidad novatos en
estadistica esta tarea y la mayoria contestd que la media muestral debia ser
400.

Interpretacion.

Esos estudiantes pueden estar usando el heuristico de representatividad
como guia porque creen que cualquier muestra aunque sea pequefna debe
reflejar la poblacién entera, creen en en una «ley de los pequenos naumeros»
(Kahneman et al., 1982). Por otro lado, pueden estar confundiendo la media
poblacional con la media muestral. La media poblacional no cambia pero la
media muestral esperada se ve afectada por el conocimiento de una puntua-
cion. Una vez que conocemos una puntuacién en nuestra muestra, el célculo
normativo para este problema consiste en revisar nuestras estimaciones para
la media muestral pesando las 9 puntuaciones desconocidas por la media
poblacional y anadiendo la puntuacién conocida, es decir, la media revisada es:
(9x400 + 250)/10 = 385.

Pollatsek et al. (1981) analizan la confusién de los estudiantes sobre la media
muestral en situaciones donde se debe calcular como una media ponderada. La
comprensiéon de la mayoria de los estudiantes de la media consiste en un algorit-
mo que suma todos los resultados y luego divide esa suma por el numero de
resultados porque ese célculo es todo lo que le ensenaron acerca de la media.
Los estudiantes tienen sélo una comprensién instrumental de la media y ademas
esa comprension es parcial. Cuando los resultados no son igualmente probables
o las puntuaciones necesitan ser ponderadas, las estimaciones del valor espera-
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do suelen estar equivocadas. Esto es tanto una deficiencia matematica como un
fenémeno psicolégico.

Cuando se pregunt6 a los estudiantes cudl era la puntuacién media esperada
para las restantes 9 puntuaciones, los investigadores no encontraron evidencia
de una estrategia de reequilibrado activo tal como esperaban. Esta estrategia lle-
varia a la prediccién de que la media de las 9 puntuaciones restantes tendria que
ser mayor de 400 para equilibrar la puntuacion baja. En cambio, los estudiantes
tienden a predecir o bien 400 o bien un nimero menor de 400 porque no creen
que la media poblacional sea realmente 400 después de tener una puntuacion
concreta de 250. Pollatsek et al. concluyen que los estudiantes confian en la
representatividad con mayor fuerza que en un mecanismo de reequilibrado acti-
vo. Uno de los hallazgos mas sorprendentes de esta investigaciéon es que incluso
después de que se les mostré soluciones alternativas al problema en un escena-
rio de entrevista, la mayoria no cambid sus predicciones. Con todo, los autores
reconocen que la muestra de los sujetos entrevistados era pequena.

Implicaciones didacticas:

Pollatsek y sus colegas declaran que sus sujetos se encuentran incémodos
haciendo una estimacién puntual para la media en problemas como el anterior.
Esto sugiere que quizd se obtendrian resultados bastante diferentes si se cam-
bian las tareas de estimacién de valores puntuales a estimaciones de intervalos
de confianza. Puede ser recomendable desde un punto de vista didactico poner
el énfasis en la estimacion de intervalos de confianza mejor que en la estimacién
puntual porque el problema puede formar parte del bloqueo conceptual que
caracteriza Konold como enfoque del resultado: cuando se pide a los estudiantes
que den un simple numero para la probabilidad de un suceso, algunos no com-
prenden que el resultado puede ocurrir repetidamente. Puede ser més facil mos-
trar la replicabilidad de una situacion aleatoria utilizando la via de los intervalos de
confianza; Shaughnessy (1992) propone modificar la tarea del siguiente modo:

La puntuacion media para todos los estudiantes de secundaria de un distrito
escolar es 400. Se selecciona una muestra aleatoria de 10 estudiantes. Un estu-
diante de esa muestra tiene una puntuacion media de 250.

a) ¢Qué intervalo es mas probable que contenga la media de la muestra?:
1. 250-375
2. 375425
3. 425-550
4. un intervalo diferente, escribelo:
b) ¢Qué intervalo es mas probable que contenga la media de la muestra?:
1. 200-300
2. 300-400
3. 400-500
4. un intervalo diferente, escribelo:
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Naturalmente podrian suscitarse problemas con esos intervalos de confianza,
por ejemplo, donde se establecen las fronteras de los intervalos o si hay varias
posibles categorias de intervalos. Seria util presentar tales itemes en un contexto
de entrevista para obtener y explorar el rango mas amplio posible de respuestas
de estudiantes.

Kahneman et al. (1982) encontraron que estudiantes de universidad novatos
en probabilidades y estadistica eran insensibles al tamafo muestral cuando
hacian estimaciones de probabilidad. Esos resultados sugerian que esos estu-
diantes no tenian una comprension operativa de la ley de los grandes numeros
porque confiaban en el heuristico de representatividad. Sin embargo, Nisbett et
al.(1983) afirmaron que incluso sujetos sin entrenamiento formal en estadistica
utilizan la ley de los grandes numeros cuando resuelven problemas de la vida
cotidiana y, ademas, la habilidad para aplicar la ley de los grandes nimeros en una
amplia variedad de situaciones se puede mejorar mediante entrenamiento. En
cursos de formacion de directivos, Ledn (1994) ha encontrado al plantear el pro-
blema de las maternidades de Kahneman y Tversky (enunciado al revisar las
investigaciones de Shaughnessy) que aproximadamente el 80% de los directivos
ignora el tamano muestral.

En un intento de resolver algunos de los datos contradictorios acerca de la
comprension de los estudiantes de la ley de los grandes numeros, Well, Pollatsek
y Boyce (1990) realizaron una serie de experimentos en donde se presentaba a
los alumnos diferentes versiones de problemas similares matematicamente. En
una version soélo se les pedia que dijeran qué se aproximaba mas a la media
poblacional, la media en una muestra grande o la media en una muestra pequena;
en otra version se pedia a los estudiantes que estimasen la probabilidad de que la
media muestral estuviese a cierta distancia de la media poblacional. Los estu-
diantes hicieron bastante bien la tarea en la primera version pero bastante mal en
la segunda.

Asi el cuadro emergente de la comprensién intuitiva de la ley de los grandes
numeros no es simple puesto que variables de tarea afectan mucho el razona-
miento de los estudiantes. Well et al. (1990) realizaron un experimento de segui-
miento en el que los estudiantes trabajaron con distribuciones muestrales
mediante simulaciones por ordenador. Los estudiantes generaron y observaron
gréaficos de la distribucién de 100 muestras de tamano 10 y 100 de tamarno 100.
Después de todo el entrenamiento se encontré que muchos estudiantes todavia
crefan que la variabilidad en las distribuciones muestrales de tamano 10 y 100 era
la misma. El sesgo de insensibilidad al tamano muestral tiene raices profundas.

La interpretacion de Shaughnessy (1992) de los resultados del estudio es que
no se mejora la comprension de la ley de los grandes nimeros sin ensefnanza
explicita del concepto de variabilidad en distribuciones muestrales y de como el
tamano muestral afecta a esta variabilidad, la mera exposicién a graficos de dis-
tribuciones muestrales no basta; se deben senalar explicitamente los patrones
de variabilidad en las distribuciones muestrales y las relaciones cuantitativas que
estan implicitas. El hecho de que hay nimeros implicados en la segunda versién
del estudio de Well et al. la hace significativamente mas dificil que la primera ver-
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sion. La dificultad de los alumnos para tratar con la version numérica de esta
tarea refuerza la tesis de Paulos (1990) del anumerismo de las personas. Otro
problema que los estudiantes tienen con cuestiones de distribuciones muestra-
les es su confusién continua entre puntuaciones individuales y medias de pun-
tuaciones. Los estudiantes necesitan experiencias de célculo directo de familias
de medias y de creacion de distribuciones de medias antes de pasar a las simu-
laciones de ordenador.

Todos estos resultados avalan la metodologia de ensenanza propuesta en
este libro (capitulo 4) que no sélo consiste en experimentos y simulaciones sino
que incluye instruccion en la teoria de probabilidades y también apoyan nuestra
secuenciacion didactica en tres fases: experiencias aleatorias con aparatos fisi-
cos, experimentos con tablas aleatorias y simulaciones con ordenador.

3. CONCLUSION: NECESIDAD Y DIFICULTADES DE UN MODELO
DE DESARROLLO CONCEPTUAL PROBABILISTICO

La revision de la investigacion empirica sobre razonamiento probabilistico que
acabamos de realizar nos ha proporcionado dos tipos de datos o informaciones y
nos ha abierto dos clases de interrogantes.

En primer lugar, nos suministré informacién sobre la naturaleza y el origen de
las dificultades que tienen los estudiantes para comprender y aplicar los concep-
tos y leyes elementales de la teoria de la probabilidad (informacién conceptual).
En segundo lugar, nos proporciond un muestrario de tareas utiles para explorar el
pensamiento de los estudiantes al tiempo que nos inform6 de las carencias y
limites de la metodologia de investigacion utilizada (informacién metodolégica).

En cuanto a los interrogantes, en primer lugar, nos planteé el problema de la
naturaleza contingente del razonamiento probabilistico, es decir, la influencia en
los juicios probabilisticos de variables de tarea y de sujeto (interrogante concep-
tual). En segundo lugar, nos suscit6 el problema de medir o valorar la fuerza intui-
tiva de los conceptos y leyes normativas en relacion a los heuristicos de razona-
miento probabilistico y creencias acerca de sucesos inciertos (interrogante meto-
dolégico).

Digamos una palabra mas sobre estos interrogantes. Los esfuerzos para com-
parar juicios de probabilidad intuitivos con las reglas estadisticas continta siendo
una cuestién importante de investigacion en comprensién probabilistica (Payne,
Bettman y Johnson, 1993). Estos autores defienden la naturaleza constructiva y
contingente de la conducta de decisién y de los juicios probabilisticos. Simon
(1981) ya atribuyd este caracter constructivo a la limitacion de la capacidad de
procesamiento de la informacién. Este constructivismo va mas alla de negar sim-
plemente que los juicios observados resultan de una referencia a una lista maes-
tra en la memoria. La nocién de juicios de probabilidad constructivos significa
también que los juicios y decisiones no son generados necesariamente por algun
algoritmo consistente e invariable como el célculo del valor esperado. Parece que
el sujeto tiene un repertorio de métodos para identificar sus preferencias y desa-
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rrollar sus creencias. Esos multiples métodos o estrategias se generan tanto con
la experiencia como con el entrenamiento.

Estas ideas concuerdan con las razones de Penrose (1991) para defender la
naturaleza no-algoritmica de ciertos aspectos del conocimiento humano. En efec-
to, si todo pudiera reducirse en nuestro funcionamiento mental a procesos algo-
ritmicos, no podriamos aceptar, como aceptamos, determinadas verdades mate-
maticas que no son demostrables. En una linea semejante, Anderson (1990)
defiende el caracter adaptativo del pensamiento. Su idea fundamental es: el hom-
bre no es una mera construccion azarosa sino una construccién optimizada por el
medio, mediante un proceso evolutivo. El sistema cognitivo actua, sin cesar, con
el objetivo de optimizar la adaptacion del organismo al medio. Como dice Corral
(1994), no es lo mismo el criterio de racionalidad normativa, donde la gente pue-
de mostrarse no racional, que el de racionalidad adaptativa. Determinados heu-
risticos, irracionales desde un punto de vista normativo, pueden resultar adaptati-
vos para el psico-organismo vy, por tanto, desempenar una funcién racional. La
psicologia podria convertirse en una ciencia irreal si sélo atendiera al enfoque
algoritmico. No podemos desestimar las propiedades ecoldgicas de la cognicion
humana.

La investigacion descriptiva en procesos de toma de decisiones ha mostrado
que la informacion y las estrategias utilizadas para construir preferencias o creen-
cias parecen altamente contingentes y predecibles en funcién de una variedad de
factores de tarea, contexto y diferencias individuales (Payne et al., 1993). Facto-
res de tarea son caracteristicas generales de un problema de decisiéon, como el
modo de respuesta (juicio o elecciéon, por ejemplo), que no dependen de los valo-
res particulares de las alternativas. Factores de contexto tales como similitud de
alternativas, por otro lado, se asocian con |los valores particulares de las alternati-
vas. Factores de tarea y contexto hacen resaltar diferentes aspectos del proble-
ma y evocan diferentes procesos para combinar informacién. Las personas son
sensibles a caracteristicas que resultan con frecuencia, aunque no siempre, irre-
levantes desde una perspectiva normativa. Por tanto una cuestién importante en
la investigacion actual es la identificacion de las condiciones de tarea que deter-
minan cuando informacién normativamente importante (por ejemplo, las probabi-
lidades previas) se utiliza y cuando no se utiliza.

El modo de construir una solucién a un problema de decisién también es fun-
cion de factores de diferencias individuales tales como conocimiento previo, peri-
cia o capacidades de procesamiento. Las concepciones estocasticas de la gente
estan determinadas, en parte, por sus propias experiencias (intuiciones prima-
rias) y en parte por la ensenanza (intuiciones secundarias). Cuando los investiga-
dores han pedido a los sujetos que estimasen probabilidades, predijesen resulta-
dos, realizasen juicios o tomasen decisiones bajo condiciones de incertidumbre,
se han encontrado que los diferentes tipos de razonamiento exhibido por nues-
tros estudiantes indican varios niveles de sofisticacion conceptual que van desde
una total carencia de comprension de los sucesos aleatorios a una capacidad para
comparar varias versiones matematicas de sucesos aleatorios. Para cubrir este
amplio abanico de concepciones, Shaughnessy (1992) clasifica las ideas probabi-
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listicas en cuatro tipos: no estadisticas, estadisticas ingenuas, estadisticas emer-
gentes y estadisticas pragmaticas. Una cuestién que no aborda esta caracteriza-
cién y que nos parece sustancial es la extension en la que diferencias individua-
les en creencias se relacionan con cambios en tareas y contexto.

La naturaleza altamente contingente de la conducta de decision y del razona-
miento probabilistico presenta problemas para los investigadores en esos cam-
pos. En la teoria de la decisién conductual, Payne et al. (1993) afirman que, en
principio, el hecho de que los procesos de decision no sean invariantes en fun-
cion de entornos de tarea, complica la busqueda de un pequeno conjunto de prin-
cipios subyacentes (modelos) que pueda describir la conducta de decisién. Ade-
mas, la importancia y omnipresencia de factores de tarea y contexto puede crear
una perspectiva de un campo de investigacion caético y fragmentado.

Sin embargo, cuando los investigadores plantean cuestiones acerca de las
condiciones bajo las que diferentes tipos de informacién y diferentes procesos
de decision se usaran con mayor probabilidad, surgen generalizaciones acerca de
la conducta de decision. Estan bien establecidos, por ejemplo, los efectos de la
complejidad de la tarea en el uso de estrategias de decision, la importancia de la
distincion ganancias vs pérdidas en decisiones con riesgo y sin riesgo, y la impor-
tancia del proceso de anclaje y ajuste en juicio probabilistico; fenédmenos como el
de aversién al riesgo sugieren que se pueden descubrir principios generales de
conducta. De este modo, terminan diciendo Payne y colaboradores, la perspecti-
va constructivista no implica la carencia de creencias subyacentes sistematicas
en el proceso de generacién de un juicio o decision.

Por parecidas razones hay muy pocos modelos formales de desarrollo con-
ceptual en el campo de la probabilidad y estadistica. La dificultad de construir
modelos de investigacién en este campo radica en que si un modelo intenta
incorporar los resultados de los diferentes tipos de estudios que han realizado los
psicélogos y los educadores matematicos, ese modelo corre el riesgo de ser tan
complicado que puede resultar en la practica de poca o ninguna utilidad tanto
para investigadores como para profesores. Por otro lado, si uno se centra en una
pieza del rompecabezas de la investigacion estocastica y construye un modelo
simple, se corre el riesgo de sobresimplificar y dejar fuera del modelo importan-
tes perspectivas. Shaughnessy (1992) afirma que la historia de la investigacion en
el campo parece haber sido la de simplificar primero y hacer ajustes después.

En nuestra investigacion (Saenz, 1995) intentamos seguir esa tradicion vy lle-
gamos a establecer un modelo relativamente simple de pensamiento probabilis-
tico de los adolescentes, esperando que sea de alguna utilidad para investigado-
res y profesores. Si tuvieramos que sintetizar en breves apartados los hallazgos
de esa investigacion diriamos:

1. Quedo clara la naturaleza altamente contingente del razonamiento
probabilistico de manera que los juicios y razonamientos probabilisticos de
nuestros adolescentes no son invariantes en funcion de factores de tarea.

2. De los factores de sujeto, el que mas influye es la instrucciéon en
probabilidades («para bien y para mal») y después el ano escolar y el nivel
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de aptitud en matematicas. Con todo, en la mayoria de cuestiones estudia-
das no aparecen diferencias significativas en funcién de ninguna de las
variables de sujeto con las que hemos trabajado.

. Encontramos diversos grados de aceptacion intuitiva de las ideas formales

probabilisticas de modo que conseguimos clasificarlas en tres categorias:
intuitivas, contraintuitivas e internamente contradictorias.

. Detectamos la presencia sistematica de un pequefo conjunto de principios

intuitivos y/o normativos que permiten hablar de un sistema de ideas per-
sonales de los adolescentes sobre el azar y la probabilidad. Estas ideas no
estan aisladas sino que forman un sistema integrado de concepciones en
torno a los siguientes elementos: naturaleza, lenguaje y métrica del azar y
asignacién de probabilidades. Estableciendo una analogia con la teoria de
la decisiéon conductual, el sistema seria el enfoque descriptivo de la teoria
de probabilidades frente al enfoque normativo o matematico

| ; NATURALEZA DEL AZAR ':‘_

LENGUAJE DEL AZAR METRICA DEL AZAR

, ' =i
ASIGNACION DE PROBABILIDADES
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Describamos el sistema:

53

———
Aspectos o

elementos del azar

creencias subyacentes
sobre la naturaleza del
azar

, S—
Teoria matematica

de probabilidades

e ————
Sistema de ideas

personales

- naturaleza dual del mundo:
los fenébmenos deterministi-
cos y los fenébmenos aleato-
rios, en pie de igualdad, son
las dos caras de la realidad

- naturaleza dual de la probabi-
lidad: como grado de creen-
cia (probabilidad subjetiva) y
como limite de frecuencias
relativas (probabilidad objeti-
va)

- naturaleza ordenable vy jerar-
quizable del azar

- la probabilidad como incerti-
dumbre (caso Unico)

I—

-el pensamiento probabilistico
subordinado al pensamiento
deterministico: fenémenos
de regresién a la media y de
correlaciéon explicados en tér-
minos de causa-efecto; la
independencia estadistica
confundida con la indepen-
dencia fisica; la convergencia
funcional interfiere en la con-
vergen-cia en probabilidad
-confusién entre los enfoques
subjetivista y frecuencial
-sesgo de equiprobabilidad,

debido a la naturaleza cadtica
del azar

lenguaje del azar

conceptos bien definidos de:
suceso seguro, imposible,
probable

identifica: suceso seguro vy
muy probable

suceso imposible y muy
improbable

metrica del azar

axiomas de Kolmogorov

escala de probabilidad [0,1]

asignacion de probabili-
dades

Mecanismos como:
- ley de Laplace

- ley de los grandes numeros:
frecuencia relativa

- ley de la suma y la multipli-
cacion de probabilidades

- distribuciones discretas vy
continuas

-teorema de Bayes

- aritmética de los pequenos
numeros

Esquemas operatorios basi-
cos:

- concepto de proporcién
- teoria combinatoria

Las paradojas de la teoria de
probabilidades

Mecanismos como:

- heuristicos: representativi-
dad, accesibilidad, anclaje y
ajuste, ley de los peque-nos
numeros...

- versiones intuitivas y primiti-
vas de las leyes normativas
(ley de Laplace, ley de los
grandes numeros, Regla de
Bayes reducida al numera-
dor, etc.)

- anumerismo: p.ej., la multi-
plicacion de varios numeros
siempre produce un nimero
mayor

Esquemas operatorios basi-

cos:

- coexistencia de estrategias
proporcionales y aditivas en
problemas de proporciones

- capacidad combinatoria limi-
tada
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CAPiTULO 3 3
ELEMENTOS BASICOS i
DE LA EDUCACION PROBABILISTICA

Tercer azar: De la buena suerte

Hace unos pocos anos, un hombre gand un premio muy cuantioso en la
loteria de Espana. Los curiosos periodistas le preguntaron cémo lo habia
conseguido.El premiado dijo que habia buscado deliberadamente el billete
que acababa en 48 y explicé: «Soné con el numero 7 durante 7 noches
seguidas y 7 por 7 es 48»

Hogarth (1987)

Como educadores matematicos nos interesa abordar el problema de las difi-
cultades de aprendizaje que tienen los alumnos que emprenden el estudio de la
teoria de probabilidades, como una parte del curriculo de matematicas de la
ensenanza secundaria. Al revisar trabajos anteriores que abordan el mismo pro-
blema, hemos encontrado tres lineas de analisis:

1. El enfoque historicista: las concepciones de los alumnos participan de las
falacias y paradojas epistemolégicas que han surgido en el desarrollo his-
torico de la teoria matematica de las probabilidades.

2. El enfoque psicologicista: no existe una teoria de la probabilidad conductual
como hay una teoria de la decision conductual. En cuanto al aprendizaje, el
problema es la falta de una teoria cognitiva del aprendizaje contrastada.

3. El enfoque didactista: el problema no es de aprendizaje sino de ensenanza;
el profesor de matematicas no necesita tener en cuenta las teorias cogniti-
vas del aprendizaje. La logica de la ensenanza es la logica de la disciplina.

Nos llamé poderosamente la atencion la falta de relacion entre estos tres
enfoques: las aportaciones de uno de ellos no se recogen ni influyen en los otros.
Si los filosofos e historiadores de la matematica se centran en el caracter dual del
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concepto de probabilidad y en las paradojas de la teoria de probabilidades, los psi-
célogos se interesan, o bien por la génesis y evolucion de la nocién de probabili-
dad en el nifo o bien por los sesgos en el razonamiento probabilistico de los adul-
tos; a su vez, los didactas ensayan metodologias de ensenanza en las aulas (con
o sin ordenadores, con o sin dados) que casi nunca toman en consideracion las
teorias cognitivas del aprendizaje o la epistemologia de la matematica.

Ubicados dentro del campo de la investigacion psicolégica en razonamiento
probabilistico, nos volvié a sorprender la escasa permeabilidad entre los distintos
paradigmas de investigacion. Haciendo dos grandes bloques, por un lado nos
encontramos con los trabajos que versan sobre la adquisiciéon y desarrollo de las
nociones probabilisticas (teoria piagetiana, teoria de la intuicién de Fischbein, ané-
lisis de reglas) y, por otro lado (con concepciones del sujeto y de la tarea experi-
mental completamente distintas) nos encontramos con los trabajos sobre heuris-
ticos y sesgos en el razonamiento probabilistico (Kahneman, Slovic y Tversky,
1982) emparentados con los estudios que se realizan dentro del marco de la teo-
ria de la decision conductual. También echamos en falta una conexién del para-
digma de heuristicos y sesgos con el enfoque de las concepciones alternativas
de los alumnos.

Pensamos que si bien estas desconexiones se pueden justificar en la
investigacion basica, donde cada paradigma tiende a ser cerrado en si mismo y tie-
ne vocacién explicativa universal, sin embargo, dificultan la formulacién de impli-
caciones didacticas, la extraccion de consecuencias aplicables al proceso de ense-
nanza-aprendizaje de la teoria de probabilidades. Por eso, nuestra metodologia de
trabajo ha sido la de conectar e integrar, siempre que tuviese sentido, las distintas
implicaciones didéacticas que se deducen de las distintas perspectivas de analisis
del problema. La investigacion realizada (Saenz, 1995) nos permitié identificar seis
factores esenciales para una educacién probabilistica eficaz:

1. ANALISIS HISTORICO-EPISTEMOLOGICO DE LA PROBABILIDAD

Existen caracteristicas poco usuales en el desarrollo histoérico de la probabili-
dad en comparacion a otras teorias matematicas tales como la geometria o arit-
meética. Un enfoque matematico de la probabilidad empezé a surgir hace poco
mas de tres siglos, mucho después que el hombre tuviera las primeras experien-
cias con el azar. Un gran nimero de paradojas acompané el desarrollo conceptual
indicando la disparidad entre intuiciones y enfoques formales. Un hito importante
fue abandonar la tarea de formalizar una interpretacién especifica y concentrarse
en estudiar la estructura de la probabilidad. Una fundamentacién matematica séli-
da se establecié por Kolmogorov en 1933 pero no clarificé la naturaleza de la pro-
babilidad. Todavia hoy existen distintos enfoques filoséficos que despiertan con-
troversia.

¢Por qué no hubo teoria de probabilidad en Occidente antes de Pascal, en el
siglo XVII, a pesar de que en todas las civilizaciones se utilizaban aparatos y juegos
de azar? Hacking (1975) describe como «ausente familia de ideas» a este hecho y
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al analizar las razones de esta ausencia considera insuficientes o irrelevantes cada
una de las explicaciones que se han dado, consideradas individualmente:

1. Se ha argumentado que una visién determinista del mundo excluye el pensa-
miento probabilistico; sin embargo, una conjetura alternativa pero mejor es que
el pensamiento determinista, causal, es esencial para la formacién de los con-
ceptos de azar y probabilidad y por eso el modelo de causacién mecanica vy el
modelo probabilistico emergen en el mismo periodo histérico, el siglo XVII.

2. Las loterias y los dados constituyen una buena forma de consultar a los
dioses directamente, sin sacerdotes intermediarios, pero entonces resulta
impio intentar computar lo que los dioses dicen, es decir, el papel de los
dados en la adivinacion podria excluir investigaciones criticas de las leyes
de la aleatoriedad; sin embargo, mucha gente impia y culta era aficionada a
los juegos de azar (Hacking pone como ejemplo a Marco Aurelio) y no por
eso reflexionaron sobre la aritmética del azar.

3. Para concebir las leyes de la probabilidad necesitamos tecnologia del azar,
aparatos aleatorios que permitan generar ejemplos empiricos facilmente
comprensibles; las primeras experiencias aleatorias siempre emplean lo
que Neyman (1950, citado en Hacking, 1975) llamé un Conjunto de Proba-
bilidad Fundamental (CPF) de alternativas igualmente probables; solo des-
pués de que el individuo comprenda esta idea puede progresar a conjuntos
cuyas alternativas no son equiprobables. Se sugiere que en la edad antigua
no existian CPF que nos diesen idea de equiprobabilidad: por ejemplo, los
mas antiguos de los dados cubicos conocidos, hallados en tumbas egip-
cias datadas como anteriores al 2000 a. de C., no proporcionan un conjun-
to de 6 probabilidades iguales porque no son de tamano uniforme, ni en el
material ni en la forma de numerar sus caras (si bien en muchos de ellos
los numeros de 1 a 6 estan dispuestos de forma que las caras opuestas
sumen 7, igual que en los dados modernos). Sin embargo, argumenta Hac-
king, aungue no mucho, si que existia material aleatorio adecuado, por
ejemplo, se conservan dados de marfil muy antiguos en el Museo de Anti-
gliedades del Cairo que estan muy bien equilibrados.

4. Hay dos motivos por los que una ciencia se desarrolla: en respuesta a pro-
blemas que ella misma crea y en respuesta a problemas que le son pro-
puestos desde fuera, problemas derivados, sobre todo, de necesidades
economicas. Pues bien, sélo muy recientemente la teoria de probabilidad
ha sido capaz de crear sus propios problemas y generar sus propios pro-
gramas de investigacion; histéricamente, el estimulo vino de otras discipli-
nas: en el S. XVIl el establecimiento de los seguros y anualidades impulsa-
ron a la estadistica, en el S.XVIII la teoria de la medida se desarrollaba con
fuerza sobre todo al servicio de la astronomia, en el S.XIX se creaba la bio-
métrica para anélisis de datos biolégicos, en el S.XX las necesidades de la
agricultura y medicina motivan el desarrollo de la teoria probabilistica; con
todo, esta explicacion economicista no tiene en cuenta que algunas des-
trezas de célculo de anualidades ya eran utilizadas en la época romana.
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5. La matematica en Occidente no era suficientemente rica en ideas y capa-
cidad de célculo para generar una matematica del azar; faltaba, sobre todo,
un algebra combinatoria porque hay que esperar a 1666 a que Leibniz
publique su Ars Combinatoria. Por contra, los indios y érabes que tenian un
buen sistema de numeracién también desarrollaron antes terminologia y
célculos probabilisticos (el término hazard es tan &rabe como el término
dlgebra). Desde una perspectiva educativa, conviene subrayar el paralelis-
mo psico-histérico que se desprende del dato de que si las técnicas com-
binatorias fueron necesarias para la aparicién histérica de la probabilidad,
Piaget e Inhelder (1951) establecen que es necesario que el nino posea el
esquema combinatorio, que forma parte del pensamiento intelectual mas
avanzado, para que pueda comprender el concepto de probabilidad.

En definitiva y como corolario, Hacking establece que la conjuncién de diver-
sos factores tales como la impiedad (la independencia del hombre de la religion),
la existencia de aritmética, un diferente concepto de causalidad y el desarrollo
comercial, deberia conducir a la formacion de la matematica de la probabilidad.
Como dato confirmatorio encuentra que hace 2000 anos la India tenia un avanza-
do sistema de mercado, tenia un buen sistema de numeracion, y tanto su piedad
como sus teorias de las causalidad no seguian moldes europeos; pues bien, en
esta sociedad se encuentran rastros de una teoria de la probabilidad desconocida
en Occidente. Con todo y aungue los dados son uno de los méas viejos pasatiem-
pos humanos, el hecho histérico es que no se conocen matematicas de la alea-
toriedad hasta el Renacimiento y que ninguna de las explicaciones de este hecho
es concluyente.

De acuerdo a la leyenda, la probabilidad comenzé en 1654 cuando el jansenis-
ta Pascal resolvio los dos célebres problemas que le propuso el mundano Caba-
llero de Méré y envié su solucion a Fermat (en realidad, los dos problemas lleva-
ban ya algun tiempo en circulacién entre los estudiosos de la época). Lo que si es
verdad es que la segunda mitad del S. XVII es el tiempo del nacimiento de la pro-
babilidad: en 1657, Huygens escribié el primer libro de texto sobre la probabilidad
gue se ha publicado. Por esas fechas Pascal hizo la primera aplicaciéon de razona-
miento probabilistico a problemas distintos de los juegos de azar e «inventd» la
teoria de la decision: el pensador francés no duda en apostar por la existencia de
Dios, ya que, por pequena que sea la probabilidad de que ello ocurra, la ganancia
es infinita si es que, en efecto, El existe; por lo que tal juego tiene la propiedad de
tener una esperanza positiva. Aunque Pascal establecidé estas consideraciones
con la intencién de predicar la religion, muestran como subproducto algo intere-
santisimo desde la perspectiva de la matematica: establecen el modo en que la
aritmética aleatoria puede ser parte de un arte de razonamiento general y hacen
posible comprender que la estructura de pensamiento sobre juegos de azar se
puede transferir a una teoria de la inferencia que no esté basada en un escenario
de azar. En el libro Logic de Port Royal se mencionan medidas numericas de algo
que hoy dia se llama probabilidad. Simultdnea pero independientemente, Leibniz
pensaba en aplicar una métrica de las probabilidades a problemas legales y en
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desarrollar la combinatoria. John Graunt publicé en 1662 el primer conjunto
extenso de inferencias estadisticas extraidas de los registros de mortalidad.

La probabilidad que se desarrolla en tiempos de Pascal es esencialmente
dual: tiene que ver, a la vez, con frecuencias estables a largo plazo y con grados
de creencia; es simultdneamente, estadistica y epistemoldgica. La dualidad de la
probabilidad esté bien ilustrada por los fundadores de la teoria: el problema de
Pascal de dividir el dinero de una apuesta cuando hay que interrumpir el juego, es
de naturaleza aleatoria; su argumento de decision sobre la existencia de Dios es
de grado de creencia. Huygens escribié sobre todo de problemas aleatorios. El
Logic finaliza con una discusién sobre el concepto de creencia razonable. ;A qué
necesidad historica se debid que estas dos familias de ideas facilmente distingui-
bles confluyeran en una sola? ;Cémo se hizo posible este concepto dual de pro-
babilidad?

Hacking (1975) afirma que los filésofos han analizado esta dualidad de la proba-
bilidad desde hace tiempo: Carnap distinguia entre probabilidad inductiva y proba-
bilistica; Poisson aprovechaba las palabras chance y probabilité para hacer la mis-
ma distincién; Condorcet sugiri¢ facilidad para el concepto aleatorio y motivo de
creencia para el concepto epistemolégico; Russell usé credibilidad para el ultimo.

En el enfoque epistemolégico de la probabilidad hay dos escuelas de
pensamiento dominantes:

1. En las primeras décadas de este siglo, se presté mucho interés a la teoria
avanzada por Jeffreys (1933), segun la cual la probabilidad conferida a una
hip6tesis por algun tipo de evidencia es una relacién légica entre dos pro-
posiciones: la probabilidad de h a la luz de e es el grado en el que e implica
I6bgicamente a h.

2. Por otro lado esta la teoria que De Finetti (1937) llamé probabilidad perso-
nal o subjetiva; en esta teoria la probabilidad que tu asignas a una proposi-
cién particular depende de tu propio juicio personal, pero el conjunto de
todas tus asignaciones de probabilidad debe estar sometido a reglas rigu-
rosas de coherencia interna. Independientemente de aceptar la teoria 16gi-
ca o personal, ambas son plenamente epistemolégicas, interesadas en la
credibilidad de proposiciones a la luz de un juicio o evidencia.

En el enfoque aleatorio de la probabilidad hay una familia de teorias estadisti-
cas que se centran en el estudio de la tendencia que muestran algunos fendme-
nos experimentales o naturales a producir frecuencias estables a largo plazo en
ensayos repetidos. La probabilidad de salir «caras» es una propiedad de la mone-
da como lo es su masa, vy la estabilidad de las frecuencias en ensayos repetidos
es un hecho objetivo de naturaleza independiente del conocimiento de cualquier
persona sobre ello.

Es interesante analizar el caso de Jacques Bernoulli (1654-1705) que es visto
como subijetivista por unos, como logicista por otros y frecuencialista por otros.
Se le ha llamado subjetivista porque introdujo la palabra ‘subjetivo’ al reflexionar
sobre la probabilidad; otros dicen que anticipa la teoria de probabilidades logicista
de Carnap y por fin, hay algunos que le consideran el precursor de la version fre-
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cuencialista en virtud de su ley de los grandes niumeros. Aungue se considera
que estas tres concepciones de la probabilidad son virtualmente incompatibles,
muchos investigadores afirman que se pueden encontrar los origenes de todas
ellas en el trabajo de Bernoulli. La verdad de la cuestion puede ser que se sinti6
atraido por todas y cada una de esas ideas aparentemente incompatibles pero
que suponen, cada una de ellas, una interpretacion especifica de la probabilidad.
En todo caso, conviene sefalar el dato significativo de que las teorias de hoy ya
se pueden distinguir en el nacimiento del concepto de probabilidad.

En el Renacimiento lo que se llamo entonces probabilidad era un atributo de
opinién y se contraponia a conocimiento que se podia obtener sélo mediante
demostracion. Asi, surgié una dualidad entre ciencia (conocimiento) y opinion
(creencia); habia «altas ciencias», como matematicas, mecanica, astronomia y
filosofia, que buscaban verdades absolutas y «bajas ciencias», como medicina,
astrologia y alquimia, que producian opiniones basadas en evidencia empirica
(Hacking, 1975). Galilei (1632/1967) consider6 la probabilidad como «ciencia
baja», basada en la opinién. Una opinién, en principio, tenia tanto peso como cual-
quiera otra y sélo era mas probable si estaba soportada por alguna autoridad; por
ejemplo, en el caso de enfoques contrapuestos a un problema, la solucién tenia
que basarse en opiniones de las escrituras y en las ensenanzas de la Iglesia. Para
gue emergiese nuestra moderna version matematica de la probabilidad, tenia
qgue cambiar el concepto de lo que se consideraba evidencia aceptable. Antes del
S.XVII se consideré la probabilidad como una materia de aprobacién mas que un
célculo matematico. Finalmente, la idea de evidencia experimental empez6 a
ganar respetabilidad en el S.XVII gracias a los trabajos de Pascal y Huygens.
Mientras las ciencias clasicas intentaban deducir efectos a partir de Primeras
Causas, la nueva ciencia intentaba inducir causas a partir de efectos observados.
Aqui descansan las semillas de nuestra estadistica.

Queremos senalar otra caracteristica de la disciplina estadistica que puede
haber sido un obstaculo para el desarrollo temprano de conceptos formales de
probabilidad. Ante una situacién de incertidumbre, gobernada por los dados que
interpretan el juicio divino, tiene para el hombre el mayor interés el siguiente
resultado, el nUmero que saldra en el siguiente lanzamiento. El hombre no puede
conseguir ninguna prediccién definitiva y sélo puede especular a partir de patro-
nes de resultados previos o confiar en la divina voluntad. Sin embargo para pro-
gresar en la formalizacién del concepto de probabilidad hay que considerar el
siguiente resultado s6lo como representativo de resultados futuros o hipotéticos.
Solo esta transformacion del problema lo hace abordable pero no da una res-
puesta a la cuestion original. La probabilidad de 1/6 no dice nada acerca de que
numero se obtendra realmente y si saldra un «cinco» en la siguiente tirada de un
dado. Sin embargo y sorprendentemente, la probabilidad de 1/6 constituye algun
conocimiento indirecto para una tirada especifica. Este aspecto de la probabili-
dad, todavia motivo de debate filoséfico, es un obstaculo importante para la com-
prensién de los alumnos.

Con todo, no conviene sobreestimar la tardia conceptualizacion de la pro-
babilidad porque esto también ocurre en otras disciplinas. El desarrollo cienti-
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fico basado en un enfoque fisico causal enfrentado a un enfoque deistico
estuvo marcado por grandes controversias incluso sobre las ideas que hoy
nos parecen mas naturales (no hay méas que recordar los problemas de Gali-
leo con la Iglesia Catélica). La geometria euclidiana no supuso una temprana
clausura conceptual ni de la geometria ni del pensamiento axiomatico, tal
como a veces se dice, en cuanto que sélo proporcioné reglas de construccion
pero no conceptos formales; el problema del axioma de las paralelas no se
clarifico hasta los trabajos de Gauss y Lobachevski en el S.XIX. En aritmética
no se consiguié una axiomatixacion de los numeros hasta Peano, apenas
hace 100 anos. También es verdad que un nivel de desarrollo conceptual simi-
lar en probabilidad se alcanzo6 todavia mas tarde puesto que la axiomatizacién
de la probabilidad data de 1933.

Piaget e Inhelder (1951) estudian la génesis psicolégica de la idea de azary lle-
gan a la conclusién, paralela a la conclusion histérica, que el concepto de proba-
bilidad emerge muy tarde en el desarrollo auténomo del nino, precisamente en el
estadio de las operaciones formales que es el estadio superior de desarrollo inte-
lectual. El nino necesita un pensamiento causal desarrollado y los esquemas ope-
ratorios de la proporcionalidad y de la combinatoria para comprender y aplicar las
leyes formales de la probabilidad.

Si se detecta este paralelismo entre el desarrollo histérico y la génesis psico-
l6gica de los conceptos de azar y probabilidad, conviene no ignorarlo en el proce-
so de ensenanza-aprendizaje de la teoria de probabilidades. En nuestra investiga-
cion (Saenz, 1995) hemos encontrado que, al abordar problemas clésicos de la
teoria de probabilidades, nuestros alumnos daban las mismas soluciones (inco-
rrectas) que buenos matematicos, como D'Alembert y el Caballero de Meré, que
estudiaron esos mismos problemas en los albores de la ciencia estadistica. Pode-
mos decir, en un enfoque aproximativo, que sus problemas de entonces son los
problemas de ahora de nuestros alumnos.

2. LA EXISTENCIA DE CONOCIMIENTO PREVIO
DE CARACTER ESPECIFICO

Ausubel, Novak y Hanesian (1978) afirman que sélo cuando existe en la
estructura cognitiva del sujeto algun concepto (aunque sea rudimentario)
relevante para la informacién nueva, el aprendizaje es significativo. Lo que se
aprende es funcién, basicamente, de lo que ya se sabe. Y lo que se sabe son
ideas, creencias, intuiciones, estrategias de razonamiento (heuristicos), pro-
cedimientos, conceptos formales, etc., y este conocimiento es: a veces erroé-
neo, a veces incompleto, a veces acorde con la ciencia. En todo caso es
adaptativo y funcional de modo que se construye en la experiencia diaria de
los sujetos y permanece porque tiene utilidad y economia en el contexto de
tareas cotidianas.

En el capitulo anterior hemos presentado el sistema de ideas probabilisticas
de los estudiantes que engloba muchas intuiciones e ideas sobre el azar y la pro-
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babilidad, las menos, conformes con la teoria axiomatica de probabilidades, las
mas, alternativas a dicha teorfa. Hemos conseguido clasificar en tres categorias
los conceptos probabilisticos: intuitivos, internamente contradictorios y contrain-
tuitivos. Podemos suponer que los conceptos intuitivos no causaran dificultades
en el proceso de ensenanza-aprendizaje, que los internamente contradictorios si
causaran dificultades superables mediante una buena estrategia didactica y que
los alumnos tendran las mayores dificultades de aprendizaje con los conceptos
contraintuitivos.

Este conjunto de conocimientos de caracter especifico, que dirige el
razonamiento probabilistico de nuestros alumnos muchas veces es implici-
to, opaco. Nuestra estrategia instruccional dirigida al cambio conceptual
(Driver, 1988; Pozo, 1989) facilita que este sistema de ideas personales se
haga explicito, transparente, tanto al alumno que debe ser consciente de
las ideas que constituyen su pensamiento y de las limitaciones del mismo,
como al profesor que debe conocer los conocimientos intuitivos de sus
alumnos y partir de ellos si quiere que el aprendizaje del modelo cientifico
sea significativo.

3. HEURISTICOS DEL RAZONAMIENTO PROBAB!_LiSTICO
QUE AL ACTIVARSE EN SITUACIONES ENGANOSAS
PUEDEN PRODUCIR SESGOS

Kahneman, Slovic y Tversky (1982) muestran que la gente se basa en un
numero limitado de principios heuristicos (como el de representatividad, accesi-
bilidad, anclaje y ajuste, etc.) que convierten las tareas complejas de evaluar y
predecir probabilidades en operaciones mas simples. Generalmente estos heu-
risticos resultan de una gran utilidad pero en algunas ocasiones conducen a erro-
res graves y sisteméticos produciendo sesgos cognitivos, ejemplos de los cuales
hemos estudiado en el capitulo anterior. La confianza en los heuristicos y la per-
sistencia de los sesgos no es algo que caracterice unicamente a los sujetos inex-
pertos, también los expertos estadisticos son propensos a esos mismos sesgos
cuando piensan de un modo intuitivo. Estas observaciones tienen, al menos, dos
implicaciones inmediatas para el proceso de ensenanza-aprendizaje de la teoria
de probabilidades:

Es necesario conocer el equipamiento intuitivo probabilistico de nuestros
estudiantes, construido a partir de su experiencia diaria prolongada, porque de ahi
van a inferir los heuristicos, reglas o estrategias de razonamiento estadistico coti-
diano.- Es necesario ensenar eficazmente las reglas estadisticas bésicas (leyes
de los grandes numeros, principio de regresiéon a la media, independencia esta-
distica, etc.) porque estos conceptos o principios no se aprenden de la experien-
cia cotidiana a pesar de que todo el mundo esta expuesto a lo largo de su vida a
numerosos ejemplos de los que podrian inducirse esas reglas. La ensenanza ha
de posibilitar el enfrentamiento de los alumnos con situaciones enganosas, es
decir con tareas que eliciten sesgos del razonamiento probabilistico.
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4. EL DESARROLLO DE LAS OPERACIONES
LOGICO-MATEMATICAS DEL CONOCIMIENTO

Numerosos estudios han relacionado la teoria piagetiana con la ensenanza de
las matematicas y algunos de ellos se han dirigido a comprobar que los sujetos
con un nivel de desarrollo l6gico-formal pleno tienen un rendimiento elevado en
matematicas (Corral y Tejero, 1986). Un problema distinto es que sélo un bajo
porcentaje de adolescentes alcanzan el nivel formal completo. En nuestra inves-
tigacion aparece una relacion directa del desarrollo cognitivo con el rendimiento
en probabilidades. Lo primero que cabria concluir de estos experimentos es la
necesidad de fomentar el desarrollo de operaciones generales de procesamien-
to, si se quiere optimizar la asimilacién de conceptos matematicos. Ahora bien,
esto no quiere decir que haya que ensenar el pensamiento formal directamente
porque este pensamiento no consiste sélo en un conjunto de estrategias
potentes para resolver problemas particulares sino que es también un modo dis-
tinto de enfrentarse con la realidad que permite posteriormente la construccion
por parte del sujeto de esas estrategias.

Por tanto y tal como dice Corral (1994), lo que procede es facilitar al estudian-
te los estimulos suficientes para que pueda ir construyendo por si mismo esas
operaciones generales de procesamiento. En este sentido, el proceso de ense-
nanza-aprendizaje de la teoria de probabilidades puede ser ocasion para que se
desarrollen plenamente varios de los esquemas basicos del pensamiento formal
como son el esquema proporcional, el esquema combinatorio, la nocién de pro-
babilidad y el esquema correlacional, que a su vez son necesarios para la com-
prension de las leyes del azar y la probabilidad.

5. DIFERENCIAS INDIVIDUALES

¢Por qué algunos alumnos rinden mas que otros? Cuando pedimos a nuestros
estudiantes que realicen una tarea matematica podemos observar muchas dife-
rencias entre ellos. Algunos contextos de tarea seran atrayentes para unos alum-
nos y no lo seran para otros (por ejemplo, un problema combinatorio con equipos
de futbol seguramente motivard mas a los chicos que a las chicas). Ciertos alum-
nos pese a considerar interesante el contexto no seran capaces de resolver el
problema. Los que estan capacitados para resolverlo podran utilizar variados
métodos de resolucion. El hecho de que surja tal cantidad de escenarios distintos
para una determinada tarea matematica es una caracteristica que tiene que valo-
rarse a la hora de considerar el proceso de aprendizaje.

Orton (1990) afirma que hay dos razones para que cualquier método ensena-
do para resolver un problema concreto no satisfaga a todos los alumnos. En pri-
mer lugar, en razén de su nivel de conocimientos previos; en segundo lugar, por-
que no compagine con su estilo cognitivo. La cuestion de que distintos alumnos
prefieren distintos métodos de solucién de un mismo problema es solo una de la
amplia gama de cuestiones relacionadas con las diferencias individuales. Las
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capacidades, preferencias, actitudes y motivacién contribuyen a que unos alum-
nos rindan mas que otros.

Hemos investigado la influencia de una amplia variedad de factores de sujeto
(edad, sexo, desarrollo cognitivo, estilo cognitivo, rendimiento en matematicas y
conocimientos previos) en el razonamiento probabilistico y encontramos que la
variable que mas influye (para bien y para mal) es la existencia de instruccién en
probabilidades.

6. EL DOMINIO AFECTIVO

Muchos profesores tenemos la percepcion de que los factores afectivos jue-
gan un importante papel en el proceso de ensenanza-aprendizaje de las matema-
ticas. Esta percepcién se corresponde con investigaciones que muestran la
influencia de esos factores en la resolucion de problemas de matematicas
(McLeod y Adams, 1989). El papel del afecto parece ser particularmente impor-
tante en el desarrollo de destrezas de pensamiento de alto nivel, no rutinarias.
Sin embargo, las teorias sobre educaciéon matematica no han puesto mucho énfa-
sis en el papel del afecto sobre todo aquellas teorias encuadradas dentro del
paradigma del procesamiento de la informacion; con todo, Simon (1967) insistié
en la importancia de incluir factores como motivacién y emocion en tales teorias
aunque reconoci6 las dificultades que implicaba la investigacién en afectos, en
comparacion a la investigacién en procesos cognitivos, que son mucho maés faci-
les de describir, diferenciar y clasificar.

Nuestra propuesta didactica, que presentaremos en el siguiente capitulo, la
hemos bautizado como cambio conceptual y actitudinal porque incluye una amal-
gama de aspectos cognitivos, metacognitivos y afectivos que deben estar pre-
sentes en diferentes momentos del proceso educativo:

1. Metacognicion: estimular a los alumnos para que vuelvan sobre las ideas
mantenidas por ellos o por otros y reflexionen y expresen una opinién
sobre ellas.

2. Clima de clase: fomentar una actitud de respeto, tanto del profesor como
de los alumnos, hacia las ideas de los demas, incluso cuando son erréneas.

3. Papel del profesor: proporcionar oportunidades para que los alumnos se
expresen por si mismos, sin temor al ridiculo y asegurar que las ideas cien-
tificas se imponen en la clase, no en base a su autoridad sino en base a la
toma de conciencia del alumno que las acepta, tras haber sido contrasta-
das.

4. Papel del alumno: asumir la responsabilidad de su propio aprendizaje, de
conocer otras ideas y de cambiar sus puntos de vista ante otros que sean
mas viables.

Por ultimo, queremos resaltar un hecho que nos parece especialmente suge-
rente: Corral (1994) ha llegado a estos mismos seis aspectos esenciales de la
comprension y la adquisicién del conocimiento matematico pero desde una pers-
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pectiva radicalmente diferente a la nuestra. La suya es una posicién psicoldgica
pura, de tal modo que propone una vinculacién de cada uno de los seis factores
con los operadores ocultos de la teoria de los operadores constructivos de
Pascual-Leone (1980). El nuestro es un sistema transdisciplinar que integra enfo-
ques historico-epistemoldgicos, psicolégicos y didacticos. El adopta una posicion
de observador del quehacer matematico de los sujetos, nosotros queremos inter-
venir directamente en la mejora de ese quehacer. Pero lo importante es que coin-
cidimos en el diagnéstico de los aspectos implicados en el proceso. Considera-
mos un feliz resultado de nuestro trabajo el que pueda abrigarse en una teoria
cognitiva como la de Pascual-Leone.
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CaPiTuLO 4

LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES
DESDE UN ENFOQUE CUASI-EMPIRICO

Y PARA EL CAMBIO CONCEPTUAL

Cuarto azar: De la ensenanza

La teoria de las probabilidades, en el fondo, no es otra cosa que el buen
sentido reducido a calculo

Pierre-Simon de Laplace (1814)

1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el diseno y construccién de un método de ense-
nanza de la teoria de probabilidades en el nivel educativo secundario, que ha de
tener las siguientes caracteristicas, segun las conclusiones del capitulo anterior:

T.

2.

Ha de basarse en una rigurosa fundamentacién epistemolégica de la
matematica.

Ha de contener estrategias de ensenanza dirigidas al cambio conceptual
(segun la tradicién de las concepciones espontaneas) y al desarrollo del
pensamiento intuitivo correcto.

Ha de incorporar un diagnoéstico y tratamiento de los sesgos del razona-
miento probabilistico.

Ha de proporcionar un entrenamiento especifico en estrategias cognitivas
y metacognitivas.

ha de tener en cuenta las diferencias individuales, tanto intelectuales como
motivacionales, que se dan entre los alumnos.

El enfoque tradicional de la ensenanza de la teoria de probabilidades se basa
epistemologicamente en el caracter hipotético-deductivo de la teoria; a partir de
ahi propone una ensenanza que se ajuste a la estructura logica de la materia, de
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una manera lineal, sin tener en cuenta los procesos cognitivos del aprendizaje. A
pesar de los pobres resultados escolares que tal enfoque proporciona, no cabe
duda que tiene dos virtudes esenciales que explican, a nuestro juicio, su perma-
nencia :

a) Hay una coherencia profunda entre la concepcién epistemoloégica de la
probabilidad y los contenidos y métodos de ensefanza que se utilizan.

b) Los profesores se sienten identificados, por educacién y tradicion,
con tal premisa epistemolodgica y por tanto encuentran naturales y
sin posibles alternativas los contenidos y métodos de ensenanza
que se deducen de tal premisa.

Muchas veces los enfoques didacticos que pretenden superar los bajos rendi-
mientos escolares que obtienen un gran porcentaje de alumnos, se basan en una
serie de innovaciones metodolégicas (uso del ordenador, resolucién de proble-
mas, etc.) que tratan de tener en cuenta el proceso de aprendizaje del alumno.
Sin embargo, estas innovaciones fracasan una y otra vez y la mayoria de profeso-
res vuelven al enfoque tradicional de ensefnanza. ; Por qué?

Nosotros pensamos que la razén es que las nuevas propuestas didacticas se
limitan a ser meras reformas puntuales de las actividades didacticas tradicionales
pero no cuestionan la naturaleza hipotético-deductiva de la teorfa y la supedita-
cién del proceso de ensefanza-aprendizaje a la estructura interna del curriculo
probabilistico. Las nuevas propuestas constituyen un conjunto de sugerentes
pero subsidiarias actividades de aula de tal modo que al final lo importante sigue
siendo hacer explicitas las conexiones matematicas consistentes. Los profeso-
res intuyen este desajuste epistemoldgico-didactico y a la menor dificultad del
proceso educativo vuelven a las actividades tradicionales donde se sienten més
comodos.

Nuestra propuesta didactica pretende superar las deficiencias del enfoque tra-
dicional pero quiere seguir conservando las dos virtudes primordiales de ese
enfoque: la existencia de un marco epistemolégico explicito y la coherencia de
los contenidos y métodos de ensenanza con ese marco. Para ello, definimos
nuestro modelo de instruccién segun cuatro grandes descriptores que sintetizan
todas las fases y aspectos del proceso de ensenanza-aprendizaje: base episte-
molégica, base psicopedagdgica, contenidos y métodos y aplicacion en el aula.

2. MARCO EPISTEMOLOGICO: )
LA MATEMATICA ES CUASI-EMPIRICA

Segun la ortodoxia del empirismo légico, mientras que la ciencia es a pos-
teriori, sustantiva y falible, la matematica es a priori, tautolégica e infalible. Sin
embargo Lakatos (1981) defiende una asimilacién radical de la matematica a la
ciencia 'y muestra que el empirismo e inductivissno matematico, no sélo respecto
al origen y método de la matematica sino también respecto a su justificacion,
estan mas vivos y extendidos de lo que se pudiera pensar. Apoya sus argumen-
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tos en la autoridad de expertos contemporaneos en filosofia de la matematica:
«Russell fue, probablemente, el primer légico moderno que afirmé que la natura-
leza de la matematica y de la I6gica pudiera ser inductiva. Russell, que en 1901
habia proclamado que el edificio de las verdades mateméticas se mantenia inco-
movible e inexpugnable..., en 1924 pensaba que la légica y la matematica eran
exactamente iguales que las ecuaciones de la electrodindmica de Maxwell:
ambas cosas son aceptadas debido a la verdad observada de algunas de sus con-
secuencias logicas» (p.43). Godel (1944) admitié que, bajo la influencia de la criti-
ca moderna de sus fundamentos, la matematica habia perdido ya gran parte de
su «certeza absoluta» y que en el futuro, debido a la aparicién de nuevos axiomas
de la teoria de conjuntos, seria cada vez mas falible. Segin Mostowski (1953), la
matematica so6lo es una ciencia natural mas y Kalmar (1967) afirma que:

«La consistencia de la mayor parte de nuestros sistemas formales es
un hecho empirico... ; Por qué no confesar que la matemadtica, al igual que
otras ciencias, se basa finalmente sobre, y ha de ser contrastada en, la
practica?» (citados en Lakatos, 1981, p.47).

La epistemologia clasica ha modelado durante dos mil anos su ideal de teoria,
cientifica 0 matematica, sobre la concepcion de la geometria euclidea. La teoria
ideal es un sistema deductivo con una inyeccién de verdad indudable en la cuspi-
de (una conjuncién finita de axiomas), de modo que esa verdad, fluyendo desde
la cuspide hacia abajo, a través de canales de inferencias validas, seguros y pre-
servadores de la verdad, inunda todo el sistema.

El teorema de Godel (1981) sobre la incompletitud de los sistemas formales
acabo con la vieja utopia axiomaética. Se admitia, de modo implicito, que todas las
ramas de la matematica se organizaban a partir de un conjunto de axiomas sus-
ceptibles de desarrollar sistematicamente la infinita totalidad de proposiciones
verdaderas suscitadas. El trabajo de Gddel demostré que esta suposicién es
insostenible. El método axiomaético tiene limitaciones intrinsecas. La aritmética
ordinaria de los numeros enteros no puede ser plenamente axiomatizada. Aun
mas: es imposible establecer la consistencia légica interna de una amplia clase
de sistemas deductivos a menos que se adopten principios tan complejos de
razonamiento que su consistencia interna quede tan sujeta a la duda como la de
los propios sistemas. Penrose (1991) ha acertado al establecer como origen de la
insatisfacciéon que provoca en amplios sectores cientificos el vigente marco epis-
temolégico, las situaciones cientificas inesperadas (como el teorema de Godel) y
las situaciones cientificas anémalas (como las conjeturas en la teoria de nume-
ros). Penrose sugiere que estas dos clases de situaciones deben llevarnos a una
nueva reflexion sobre la naturaleza del pensamiento y sobre la conciencia.

Histéricamente, el que la ciencia, a pesar de los ingentes esfuerzos que se
hicieron, no pudiera organizarse en teorias euclideas supuso un gran golpe para
el racionalismo ultra-optimista. Resulté que las teorias cientificas estaban organi-
zadas en sistemas deductivos donde la inyeccién crucial del valor de verdad se
encontraba en la base, en un conjunto especial de teoremas. Pero la verdad no
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fluye hacia arriba. El flujo l6gico importante en tales teorias cuasi-empiricas no es
la transmisioén de la verdad, sino mas bien la transmision de la falsedad, desde los
teoremas especiales ubicados en la base (enunciados basicos) hacia arriba, hasta
el conjunto de axiomas (hipétesis). Hay que aclarar que una teoria que es cuasi-
empirica segun Lakatos puede ser empirica o no-empirica en el sentido usual: es
empirica sélo si sus teoremas basicos son enunciados basicos espacio-tempora-
les cuyos valores de verdad vienen determinados por el cédigo vigente del cien-
tifico experimental. De una teoria euclidea puede afirmarse que es verdadera; de
una teoria cuasi-empirica, a lo sumo, que esté bien corroborada, pero es siempre
conjetural. Ademas, en una teoria euclidea los enunciados basicos verdaderos,
que son los axiomas del sistema deductivo, prueban el resto del sistema; en una
teoria cuasi-empirica los enunciados bésicos verdaderos son explicados por el
resto del sistema.

La metodologia de una ciencia depende en gran medida de que dicha ciencia
aspire a un ideal euclideo o cuasi-empirico. La regla basica de una ciencia que
adopte el primer objetivo es la busqueda de axiomas autoevidentes, la metodolo-
gia euclidea es antiespeculativa. La regla basica del segundo tipo de ciencia es la
busqueda de hipétesis imaginativas y audaces con una gran potencia explicativa
y heuristica; este tipo de ciencia invoca una proliferacion de hipétesis alternativas
para ser criticadas, la metodologia cuasi-empirica es intrinsecamente especulati-
va (Lakatos, 1976).

El desarrollo de una teoria euclidea comprende tres fases:

1. Estado intuitivo precientifico, de ensayo y error, que constituye la prehisto-
ria de la disciplina.

2. Periodo de fundamentacion que reorganiza la disciplina y establece su
estructura deductiva.

3. Todos los problemas son resueltos dentro del sistema establecido. El des-
cubrimiento de falsadores légicos (proposiciones de la forma p&-p) lleva al
sistema a su destruccion.

El desarrollo de una teoria cuasi-empirica es muy diferente:

1. Se parte de problemas, a los que se dan soluciones arriesgadas que se
someten a pruebas severas, a refutaciones.

2. Se establecen distintas teorias rivales para los hechos probleméaticos.

3. Se someten las teorias a revisién continua.

Lakatos (1981) analiza el fracaso de los dos intentos mas importantes de una
reorganizacion euclidea perfecta de la matematica clasica, el logicismo vy el for-
malismo, y afirma que los estudios fundamentales no consiguieron establecer de
una vez por todas la certeza de los métodos mateméaticos, fracasaron en su obje-
tivo de constituir la matematica como el paradigma de certeza y verdad y condu-
jeron inesperadamente a la conclusién de que tal vez fuese imposible una reor-
ganizacion euclidea de la matematica; por tanto, concluye Lakatos, las teorias
matematicas son cuasi-empiricas, al igual que las teorias cientificas.
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La historia de las teorias cuasi-empiricas es una historia de arriesgadas espe-
culaciones y de refutaciones draméaticas. Pero las nuevas teorias y las refutacio-
nes espectaculares no se dan cada dia en la vida de las teorias cuasi-empiricas.
Existen periodos de estancamiento cuando una sola teoria domina la escena sin
tener rivales o refutaciones reconocidas. Semejantes periodos hacen que
muchos olviden la criticabilidad de los supuestos bésicos. Teorias que parecian
contraintuitivas o degeneradas al ser propuestas por primera vez, cobran autori-
dad. Se propagan ilusiones metodoldgicas extranas: algunos imaginan que los
axiomas mismos empiezan a resplandecer bajo la luz de la certeza euclidea, otros
imaginan que los canales deductivos de la l6gica elemental tienen el poder de
retransmitir la verdad inductivamente desde los enunciados basicos hasta los
axiomas existentes. El ejemplo clasico de periodo anormal en la vida de una teo-
ria cuasi-empirica es el largo dominio de la mecanica y de la teoria de la gravedad
newtonianas. El caracter paraddjico e implausible de la teoria llegdé a desesperar
al mismo Newton, sin embargo, tiempo después, Kant pensaba que era autoevi-
dente y otros filésofos de la ciencia creyeron que estaba probada inductivamen-
te. El peligro principal de estos enganos radica en que ambos cambian el desafio
y la aventura que supone trabajar en la atmosfera de la critica permanente de las
teorias cuasi-empiricas por el embotamiento y la pereza de una teoria euclidea o
inductivista, en la que los axiomas estan mas o menos establecidos, y donde la
critica y las teorias rivales son reprimidas.

Habiendo resumido el pensamiento lakatosiano sobre el caracter cuasi-empiri-
co de la matematica, vamos a utilizar este enfoque para analizar someramente la
teoria de probabilidades y proponer una didactica de dicha disciplina basada en el
enfoque epistemolégico de Lakatos.

El modelo probabilistico de Kolmogorov es una teoria euclidea cuyos axiomas son:

1. 0<PA) <1
2. P(AUB) = P(A) + P(B), Ay B son sucesos incompatibles.
3. PU)=1

De estos axiomas, siguiendo un método estrictamente deductivo, se infieren
un gran numero de teoremas. Este modelo tedrico se justifica ante el alumno por
las propiedades de las frecuencias que soélo actian como evidencia intuitiva del
modelo tedrico formal que se define. En este proceso estan reflejadas las tres
fases de la teoria euclidea que antes senalamos:

1. Estado intuitivo precientifico que en el caso de la teoria de probabilidades
puede ser el modelo de Laplace y el modelo frecuencial.

2. Periodo de fundamentacion con la axiomatica de Kolmogorov y los teore-
mas que de ella se deducen.

3. Asignacion de probabilidades en un problema determinado siguiendo crite-
rios de simetria (modelo de Laplace) o repitiendo el experimento, teniendo en
cuenta la ley de estabilidad de las frecuencias relativas (modelo frecuencial).

En un enfoque cuasi-empirico del desarrollo de la ciencia probabilistica dire-
mos que, histéricamente, se partié de problemas que se podian solucionar den-
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tro de los modelos de Laplace o frecuencial y que se llegé al modelo de Kolmo-
gorov después de pruebas severas y de refutaciones de los anteriores modelos
gue permitieron abordar nuevos problemas. Ahora coexisten junto al modelo for-
mal de Kolmogorov, los modelos informales laplaciano y frecuencial donde se
resuelven los problemas elementales de probabilidades. Sélo porque existen fal-
sificadores logicos de los modelos informales y problemas que no se pueden
plantear fue necesario llegar al modelo de Kolmogorov. Este, a su vez, presenta
falsadores de tipo légico y de tipo heuristico, es decir problemas légicos y pro-
blemas de asignacion de probabilidades, por lo que parece surgir la necesidad de
crear un nuevo modelo formal. En definitiva, hay una revisién continua de las teo-
rias y no un embotamiento perezoso en una de ellas.

La caracterizacion tedrica de la probabilidad en el aula que defiende Stein-
bring (1991) tiene muchos puntos en comun con el enfoque cuasi-empirico de
las matematicas que defiende Lakatos, a pesar de los significados aparente-
mente opuestos de los términos «teérico» y «cuasi-empirico». En efecto, de
ambos enfoques se deduce que el significado de los conceptos probabilisticos
no queda completamente definido por la estructura axiomaética inicial sino que
ese significado depende del nivel de desarrollo de la teoria de probabilidades, es
decir, se va enrigueciendo a medida que se despliega la teoria y las representa-
ciones y medios de trabajar con los conceptos. A su vez, la teoria se desarrolla
aplicando los conceptos disponibles a problemas reales. Ahora bien, ni las defi-
niciones y reglas béasicas ni las aplicaciones empiricas cubren por si solas el con-
cepto de probabilidad, es la relacion de la componente teérica y la componente
empirica quien da significado completo a la nocién de probabilidad. Por ejemplo,
si el azar estd determinado por la equiprobabilidad de la definicién de Laplace,
deberia haber un sélo conjunto de casos posibles y una probabilidad unica en el
problema de la cuerda de Bertrand; sin embargo, cada uno de los tres modelos
de solucién propuestos representa el fenédmeno aleatorio y sus probabilidades
asociadas; el concepto de azar no es significativo sin referencia a un generador
real de sucesos.

La aceptacion de la tesis de que la matematica en general y la teoria de pro-
babilidades en particular, tienen un caracter cuasi-empirico y en este sentido son
equiparables a las ciencias naturales, genera profundas implicaciones didacticas.
Frente al enfoque formalista que tiende a identificar la matematica con su abs-
traccion axiomatica formal de tal manera que la matemética no tiene propiamen-
te historia sino que es un conjunto siempre creciente de verdades eternas e
inmutables, el enfoque cuasi-empirico pone el acento en los contraejemplos, las
refutaciones vy la critica como componentes esenciales y naturales del quehacer
matematico. La deduccién ya no es el Unico patrén heuristico de la matematica y
se admite y se promueve el establecimiento de distintas teorias rivales para los
hechos probleméaticos.

Estas propuestas llevadas al proceso de ensenanza-aprendizaje de la teoria de
probabilidades implican, entre otras consecuencias, tomar en consideracion las
ideas y conjeturas de los alumnos sobre los fenémenos aleatorios como auténti-
cas teorias alternativas a las teorias formales. No se puede ignorarlas a priori,
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sino que hay que considerarlas y someterlas a un proceso de pruebas y refuta-
ciones y de evaluacién del potencial heuristico que encierran. Los alumnos han
de comprobar que las teorias matematicas tienen historia, una historia de lucha y
de aventura intelectual, y que esta historia puede volver a repetirse en su mente
cuando ellos las reconstruyen para aprenderlas. ;Por qué negar a los alumnos la
condicién de sujetos pensantes?

3. MARCO PSICOPEDAGOGICO: )
EL PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA
ENTENDIDO COMO UN PROCESO DE CAMBIO CONCEPTUAL

En el contexto de los abundantes estudios sobre la existencia en los alumnos
de concepciones esponténeas erréneas con respecto a los fenémenos cientifi-
cos, han comenzado a surgir diversas teorias del aprendizaje de conceptos cien-
tificos que conciben éste como un proceso de cambio conceptual o de transfor-
macién de esos conceptos espontaneos en conceptos cientificos. Escogemos el
enfoque de cambio conceptual como marco psicopedagoégico de nuestra pro-
puesta didactica por dos motivos:

En primer lugar, porque el modelo que se ha tomado para el proceso de
transformacién de las concepciones alternativas en ideas cientificamente acep-
tadas es la propia epistemologia, que analiza los cambios conceptuales habidos
en la historia de la ciencia. Ya sea a partir de las ideas de Kuhn (véase Posner,
Strike, Hewson y Gertzog, 1982) o de Lakatos (véase Pozo, 1989), los modelos
de cambio conceptual en la ensenanza de la ciencia suelen asumir la necesidad
de activar las concepciones de los alumnos para someterlas a conflicto y poste-
riormente, sustituirlas o transformarlas en ideas cientificamente correctas.
Este origen epistemolégico del enfoque de cambio conceptual se ajusta per-
fectamente a nuestra premisa de coherencia epistemolégico-didactica. En
segundo lugar, estas teorfas, aunque son teorias cognitivas del aprendizaje de
conceptos cientificos, tienen una perspectiva instruccional clara en cuanto que
tratan de identificar estrategias didacticas que fomenten el cambio conceptual
desde la ciencia intuitiva o natural de los alumnos a la ciencia formal (Driver,
1988; Pozo, 1989).

3.1. Planteamientos del aprendizaje como cambio conceptual

Los autores que se preocupan del aprendizaje como cambio conceptual asumen
explicitamente el planteamiento constructivista del aprendizaje (por esta causa se sue-
le conocer a este tipo de metodologia como constructivismo) y se plantean el aprendi-
zaje suponiendo que los individuos tienen la informacion disponible en forma de
esguemas (conocimiento organizado). Desde esta perspectiva, el estudiante cuando
se enfrenta con una situacién problematica nueva, utiliza sus esquemas para intentar
comprenderla, explicarla y resolverla. En este sentido, el proceso de aprendizaje es
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una interaccion entre el medio (fisico, social,...) y las caracteristicas mentales del que
aprende. Es asi como las personas, desde muy pequenas, nos hacemos nuestra pro-
pia vision del mundo, es decir, nuestros propios esquemas de conocimiento.

En definitiva, se aprende a partir de las ideas previamente existentes en la
mente de los alumnos. Este conocimiento que el alumno ya posee y aplica a la
interpretacién de las situaciones planteadas durante el aprendizaje, ha recibido
multiples nombres: ideas previas, preconcepciones, ideas erréneas, teorias inge-
nuas, ideas espontaneas, concepciones alternativas, etc. En algunos casos el
propio nombre que se usa implica planteamientos didacticos diferentes. En
muchos casos estas ideas construidas espontaneamente y a través de las expe-
riencias personales de interaccion con el medio, no corresponden a las ideas
cientificas sobre los fenbmenos o situaciones que las han originado. Por esta
razén muy a menudo reciben el nombre de conceptos erréneos. Algo que se sue-
le olvidar es que no todas las ideas espontaneas son erréneas, a pesar de que no
coincidan totalmente con las ideas cientificas sobre el fenémeno.

Una gran parte de los esfuerzos de investigacién, sobre todo en la ensenanza
de las ciencias experimentales, se ha dirigido a buscar cuales eran las concepcio-
nes erréneas de los alumnos sobre cada uno de los temas que se pretende ense-
nar, y existen grandes recopilaciones de estas ideas previas. No negamos que
este trabajo sea importante, sino que afirmamos que solamente lo es en funcién
de lo que se haga después sobre estas ideas previas; en este sentido, vamos a
analizar algunas de sus caracteristicas pero sobre todo nos interesa examinar en
qué consiste un planteamiento teérico de como se puede plantear el cambio de
estas concepciones alternativas por otras mas cientificas.

3.2. Caracteristicas de las ideas previas

1. Funcionales. Son utiles para explicar las situaciones familiares; esto expli-
ca su caracter de permanentes, ya que sirven «para funcionar cotidiana-
mente». Es interesante estudiar la actuacién de los individuos al enfrentar-
se a una situacion para la que su idea no sirve. Esta es una estrategia de
nuestra propuesta didactica.

2. Espontaneas y personales. Surgen de manera natural en la mente del
alumno porque se producen en la interaccién cotidiana con el mundo. Algu-
nos autores anaden que surgen fuera de las situaciones de ensefanza-
aprendizaje; en nuestra opinion, ésta es una idea restrictiva ya que las acti-
vidades del aula contribuyen también a crear «conocimiento» que se utiliza
para enfrentarse a nuevas situaciones; en este sentido, no son distingui-
bles las ideas previas surgidas fuera del aula de las surgidas dentro.

3. Compartidas por gran numero de individuos. Con el adjetivo compartidas
no queremos significar que aparezcan por interaccion entre individuos, quere-
mos decir que, en muchos individuos, aisladamente, aparece la misma con-
cepciéon del mundo ante la misma situacién. Esto parece implicar que existe
una cierta regularidad en la forma en que se construye el conocimiento.
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Si ademas tenemos en cuenta que estas concepciones suelen, en
muchos casos, reproducir las ideas por las que ha ido pasando la ciencia a
lo largo de su historia (por ejemplo prenewtoniana, newtoniana..., en el
caso de la fisica) no es extrano que algunos autores (Posner et al., 1982)
hayan establecido un paralelismo entre la construccién de la ciencia y la
construccién del conocimiento.

4. Casi siempre, cientificamente incorrectas. Los descubrimientos esponta-
neos de los alumnos, cuando se realizan sin los conocimientos o condiciones
adecuados suelen producir un conocimiento cientificamente incorrecto.

5. Implicitas. Los individuos no son plenamente conscientes de estas ideas,
de forma que son capaces de usarlas aunque no suelen ser capaces de
verbalizarlas. Esta caracteristica es esencial en el momento de intentar
descubrir cuales son estas ideas ya que al ser implicitas no se les puede
preguntar directamente sino que es preciso poner a los alumnos en situa-
ciones en que tengan que aplicarlas.

6. Coherentes/Incoherentes. Son coherentes en cuanto que para el mismo
fendbmeno (idénticamente considerado) siempre se aplica la misma idea;
pero son incoherentes porque para dos fendmenos que cientificamente
respondan a la misma ley tedrica, aunque con distintas caracteristicas
externas, se aplican ideas diferentes.

7. Resistentes al cambio. Como surgen de la interaccion espontanea del
individuo con situaciones reales de su medio, no suelen ser afectadas por
ideas recibidas en otros contextos diferentes, como el aula, en donde las
situaciones (aun siendo cientificamente iguales) se presentan con caracte-
risticas externas tan diferentes a las situaciones de la vida normal que sue-
len aparecer como completamente diferentes para los alumnos. Esta resis-
tencia al cambio genera dificultad para modificar estas concepciones
espontaneas mediante la instruccion.

8. (Estan organizadas? ;Se trata de ideas aisladas o forman parte de una
estructura conceptual comun? ;En qué tipo de representacion estan basa-
das? Estas preguntas, cruciales no sélo desde un punto de vista psicolégi-
co sino también didactico, encuentran respuestas muy variables y, en
general, poco precisas. Algunos autores suponen que las concepciones
alternativas estan organizadas en forma de «teorias implicitas» o «teorias
personales» (Pozo,1989) pero la investigacion realizada tiende a tener un
caracter fragmentario y descriptivo.

3.3. Como se enfrentan los alumnos al aprendizaje a partir de sus
ideas previas. Como provocar cambios en estas ideas previas

En su articulo Accommodation of a scientific conception: Toward a theory
of conceptual change, Posner, Strike, Hewson y Gertzog (1982), revisado en
1992 por Strike y Posner, construyen un modelo teérico de como se produce
el proceso por el que un conjunto de conceptos cambian bajo el impacto de
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nuevas ideas y nueva informacién para transformarse en otro conjunto de
conceptos, muchas veces incompatible con el primero. Establecen dos for-
mas diferentes de adquisicion del conocimiento. Algunas veces los estudian-
tes tienen conceptos para enfrentarse a la situacion, en este caso el nuevo
conocimiento se incluye en la estructura cognitiva existente y la forma de
adquisicién se llama asimilacion. Pero en otras ocasiones los conceptos
existentes son inadecuados para comprender satisfactoriamente el fenéme-
no que se presenta. En este caso los alumnos deben reorganizar sus concep-
tos, se produce asi un cambio mas radical que se llama acomodacién. Un
modelo de aprendizaje por cambio conceptual debe explicar cmo se produce
la reorganizacién de los conceptos actuales del alumno, o dicho de otro modo
como tiene lugar la acomodacion.

El bagaje de conocimientos de un individuo es similar al «nucleo duro» de
una ciencia, en terminologia de Lakatos (1978). Este bagaje procede de las
experiencias previas, imagenes o modelos que se han creado en la mente del
individuo. Las personas tienden a aplicarlos a los nuevos fenémenos y no se dis-
cuten, solamente progresan o degeneran en funciéon de que sirvan o no para
explicar situaciones nuevas. S6lo cuando este «bagaje» no sirve se produce una
acomodacion.

Lo que Posner et al. (1982) llaman acomodacién, o cambio a «gran escala», Gil-
bert y Watts (1983) lo llaman «cambio revolucionario» para indicar que este tipo
de cambio implica reestructuraciones profundas en el conocimiento del estudian-
te. Al proceso de asimilacién o «cambio a pequena escala» lo definen como
«cambio evolucionario» para indicar que este tipo de cambio implica un aumento
en la precision y la riqueza del pensamiento de los alumnos pero no rompe las
estructuras existentes sino que crea puentes entre el nuevo conocimiento vy el
previo, modificando el conocimiento existente pero de forma mas superficial.

Han de darse ciertas condiciones para que se produzca la acomodacién:

1. Debe existir insatisfaccion con las concepciones existentes. Siempre se
tiende a no hacer grandes cambios; tienen que acumularse multiples situa-
ciones que no puedan resolverse con los conceptos que se tienen.

2. La nueva concepcién debe ser inteligible. El individuo debe comprender
los términos vy los simbolos utilizados y ser capaz de construir una repre-
sentacién coherente del nuevo concepto.

3. La nueva concepcién debe ser inicialmente plausible. Debe ser consisten-
te con otros conocimientos y ha de resolver los problemas que genera la
concepcién anterior.

4. El nuevo concepto debe sugerir un nuevo «programa de investigacion»,
dicho en términos de Lakatos (1978). Debe abrir nuevas areas de proble-
mas y de investigacion.

Debe quedar claro que aunque se describe la acomodacion de una concep-
ciéon cientifica como un cambio radical en el sistema conceptual de una persona,
no es un cambio abrupto sino que suele ser un proceso por pasos, de ajuste gra-
dual de la concepcion de la persona.
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4. CONTENIDOS Y METODOS

Del marco epistemologico y psicopedagégico que acabamos de establecer y
de los resultados de las investigaciones sobre el pensamiento probabilistico de
los adolescentes se deducen los dos principios operativos que conforman nues-
tra propuesta didéctica:

1. Los contenidos y métodos didacticos deben respetar la naturaleza cuasi-
empirica de la teoria de probabilidades.

2. Los contenidos y métodos didacticos deben adecuarse a un enfoque del
proceso de ensenanza-aprendizaje como un proceso de cambio conceptual.

4.1. Los contenidos y métodos didacticos deben respetar
la naturaleza cuasi-empirica de la teoria de probabilidades

Nuestro modelo de instruccion incorpora las propuestas metodolégicas de
Freudhental (1983), Engel (1988) y Shaughnessy (1992) que aconsejan un enfo-
que experimental para la ensenanza de las probabilidades. Nuestra hipdtesis,
dentro del enfoque cuasi-empirico de Lakatos, es que si situamos el razonamien-
to y el célculo probabilistico en un contexto de resolucion de problemas (Mayer,
1986), significativo y atrayente para el alumno, con un contraste experimental de
las soluciones y hacemos un entrenamiento especifico para desarrollar el esque-
ma combinatorio y las representaciones graficas, mejoraran las destrezas de
razonamiento y de célculo. En este sentido y en linea con trabajos nuestros ante-
riores (Sdenz y Garcia, 1980), los ejes sobre los que girara la instruccion son los
siguientes:

1. El analisis epistemolégico del conocimiento es muy util para una mejor
comprensién de la relacién entre intuiciones subjetivas y situaciones alea-
torias objetivas y sus modelos matematicos (Beth y Piaget, 1966). Una
perspectiva dinamica del conocimiento ayuda a suavizar la estricta alterna-
tiva entre la intuicion subjetiva del alumno v la estructura objetiva de la teo-
ria. Comenzando con juicios muy personales acerca de la situacién aleato-
ria dada, comparando la situacion empirica con sus modelos propuestos,
esperamos dirigir a los alumnos hacia generalizaciones razonables, carac-
terizaciones mas precisas e ideas mas profundas. Los enfoques de ense-
nanza tienen que proporcionar orientaciones, principios y materiales para la
estocéastica escolar que sean consistentes en relacién a las dificultades
epistemoldgicas del conocimiento estocastico.

2. Las numerosas paradojas de la teoria de la probabilidad ilustran la dificil
relaciéon entre intuiciones subjetivas y estructuras objetivas de probabili-
dad. Las paradojas muestran con frecuencia una contradiccion entre el
modelo matematico vy la situacién aleatoria en relacion al célculo matemati-
co y la representacién intuitiva de la situacion. Por eso, un principio educa-
cional importante es el trabajo simultdneo en un nivel empirico-experimen-
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tal y en un nivel teérico de modelizacion; ambos niveles deben estar rela-
cionados el uno con el otro y se debe evitar la confianza indebida en uno
so6lo de ellos.

. Es necesario un entrenamiento en reconocimiento de la estructura profun-

da de los problemas probabilisticos (Schoenfeld, 1989). Los alumnos
hacen un reconocimiento superficial de la estructura de los problemas y se
guian en sus procesos de razonamiento por sesgos que producen conduc-
tas erréaticas en tareas que son estructuralmente isomorfas. La destreza en
el descubrimiento de estos isomorfismos debe ser una de las herramien-
tas intelectuales que el alumno posea. Por ejemplo, el alumno resuelve
mejor la tarea de calcular la probabilidad de obtener «dobletes» al lanzar
dos dados (es decir, conseguir el mismo namero en los dos dados) que la
tarea de calcular la probabilidad de que dos personas cumplan anos el mis-
mo dia, cuando son dos problemas isomorfos matematicamente. En defi-
nitiva, hay que utilizar la analogia como un instrumento esencial de apren-
dizaje (Aparicio, 1992).

. Es necesario entrenamiento en construccién de modelos diagramaticos de

los problemas. Uno de los errores sistematicos de los alumnos consiste en
la incapacidad para hacer el inventario completo de los sucesos asociados
a un fenémeno aleatorio cuando no esta claro el espacio muestral, les falla
el esquema combinatorio. Hay técnicas, como los diagramas en éarbol, que
son muy utiles para luchar contra este tipo de errores. Este principio didac-
tico tiene que ver con la importancia que Steinbring (1991) le concede a los
medios de representacion del conocimiento.

. Hay que plantear la probabilidad como un concepto poliédrico, cuyo signifi-

cado no se puede adquirir de una sola vez, de manera lineal, sino que exi-
ge una aproximacion en espiral a medida que se desarrolla la teoria. En
concreto, hay que insistir en las cuatro interpretaciones de la probabilidad:
clasica o enfoque de la simetria, empirica o enfoque de las frecuencias,
subjetiva o intuitiva, formal o normativa. La ensenanza tradicional se centra
en las dos primeras interpretaciones y da un salto para llegar a la cuarta.
Nuestro enfoque metodolégico se propone utilizar, ademas de las dos
interpretaciones tradicionales, la idea de probabilidad subjetiva.

Hay que plantear las situaciones aleatorias en forma de juegos y apues-
tas. Este planteamiento, que aconseja con viveza Freudhental (1983),
permite crear un contexto de aprendizaje significativo y motivador, lo cual
es muy conveniente para superar las posibles resistencias, cognitivas y
emocionales, que presenten los alumnos a una nueva teoria matemati-
cas del azar de la que tienen ideas previas. En este sentido, las activida-
des de ensenanza-aprendizaje deben contener hasta donde sea posible
una situacién que requiera una decisioén. La necesidad de decidir, de
estar subjetivamente implicado en un problema, es una fuente de moti-
vacioéon para los alumnos.

. Las actividades de clase también deben incluir experimentos concretos y

simulaciones. Las actividades pueden dirigirse a alumnos individuales o a
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grupos de alumnos. Una cuidadosa organizacion y coordinacion de experi-
mentos y simulaciones ayuda a orientar las tareas individuales de acuerdo
a los objetivos comunes de ensenanza. Esta metodologia se debe desarro-
llar en tres fases, en relacién a los medios didacticos de representaciéon de
las tareas. En una primera fase se realizan los experimentos aleatorios con
aparatos fisicos, familiares a los alumnos como dados, monedas, urnas,
ruletas, chinchetas, etc.; en una segunda fase se utilizan tablas para gene-
rar secuencias de numeros aleatorios; en una tercera fase, se utiliza la téc-
nica de simulacién por ordenador de situaciones aleatorias. El objetivo del
desarrollo en fases es analizar y explorar la dificil relaciéon entre situacion
aleatoria y su modelizacion probabilistica, segun niveles crecientes de abs-
traccion. Esta dialéctica de aspectos empiricos especificos de contenido y
aspectos matematicos especificos de modelo, establece lo que Steinbring
(1991) llama ‘el caracter tedrico del conocimiento estocastico’, y encaja en
un enfoque cuasi-empirico de la ensefnanza de la probabilidad.

La simulacion es un método esencial en probabilidades no sélo porque propor-
ciona un método de solucién sino que su ejecucién real ya requiere un primer
modelo. Extracciones concretas de una urna, lanzamientos de uno o varios dados,
codificacion de numeros aleatorios a partir de una tabla de nimeros aleatorios, o
simulaciones de ordenador son experimentos que pueden llevar a diagramas de
arbol y modelos probabilisticos generales. Por tanto, el acceso facil a una simula-
cion factible de un problema no sélo proporciona un resultado numeérico sino tam-
bién una comprension conceptual de la situacion. Debemos usar y comparar diver-
sos generadores de numeros aleatorios: desde dados hasta el tablero de Galton y
tablas de numeros aleatorios; desde dados cargados a situaciones estocasticas
reales. El requerimiento de comparar tales generadores de numeros aleatorios
impulsa el estudio de propiedades comunes en forma de variaciones, o del anali-
sis de diferencias en la forma de cambios fundamentales del modelo.

La tecnologia informatica ofrece nuevas oportunidades al aprendizaje: posibilidad
de simular fenémenos aleatorios que son muy dificiles de experimentar en la practi-
ca por su coste en dinero o tiempo, pensemos por ejemplo, en la ley de los grandes
numeros o en una distribucién como la binomial; las posibilidades graficas y de cons-
truccién de modelos que ofrecen los ordenadores; la componente de motivacion
para el alumno que supone la utilizacion de esta tecnologia; etc.

4.2. Los contenidos y métodos didacticos deben adecuarse
a un enfoque de cambio conceptual

Una cosa es aceptar que los estudiantes mantienen concepciones diferentes
que deberian cambiarse y otra cuestion muy distinta es concluir que compete a la
responsabilidad del profesor el emprender una estrategia docente encaminada a
facilitar el cambio conceptual. Mientras algunos didactas pueden defender la
separacion de responsabilidades (los profesores presentan el contenido y los
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estudiantes lo aprenden) nuestra posicion es distinta. Creemos que es responsa-
bilidad del profesor darse cuenta de las concepciones de los alumnos y ensenar
de manera apropiada para facilitar el cambio conceptual. Hewson (1993) plantea
una serie de aspectos de la ensenanza para el cambio conceptual que considera-
mos definitorios de este enfoque y que hemos incorporado a nuestra propuesta:

1. Diagnéstico o elicitacion: ¢Usa el profesor alguna técnica diagnostica para
elicitar las concepciones previas de los alumnos y las razones por las que
las mantienen?

2. Cambio de estatus: ;Usa el profesor estrategias disenadas para ayudar a
los alumnos a rebajar el estatus del conocimiento previo problematico y
elevar el estatus de otras ideas cientificas? ¢Existen otros ambitos de apli-
cacion donde usar la nueva concepcién? ¢Es necesario revisar las concep-
ciones epistemologicas de los alumnos?

3. Evidencia de resultado: ¢ Queda claro que los resultados del aprendizaje se
basan, en parte, en una consideracion explicita del conocimiento previo?

4. Metacognicion: ;Se sienten los alumnos dispuestos a volver sobre una o mas
ideas mantenidas por ellos o por otros, para reflexionar y opinar sobre ellas?

5. Clima de clase: /Existe una actitud de respeto, tanto por parte del profesor
como de los alumnos, hacia las ideas de los demas, incluso cuando son
contradictorias?

6. Papel del profesor: ;El profesor da oportunidades para que los alumnos se
expresen por si mismos sin temor al ridiculo y sin miedo a una evaluacién
inmediata de la correccion de sus ideas?

7. Papel del alumno: ;Desean los alumnos asumir la responsabilidad de su
propio aprendizaje, de conocer otras ideas y de cambiar sus puntos de vis-
ta ante otros que parezcan mas viables? ;Pueden encargarse los alumnos
de su propio aprendizaje?

5. APLICACION DE LA METODOLOGIA EN EL AULA

Hasta aqui hemos hablado del marco y de los principios de nuestra propuesta
didéactica. Queda por explicar el diseno de su aplicaciéon en el aula. Hay que resol-
ver dos problemas esenciales: la construccion del curriculo (macronivel) y la orga-
nizacion de las actividades de ensenanza-aprendizaje de cada contenido discipli-
nar (micronivel).

5.1. Construccion del curriculo (macronivel)

Una perspectiva constructivista del curriculo como propone Driver (1988) o
Hewson (1993) se basa en una concepcién de quien aprende como parte activa e
interesada en el proceso de aprendizaje y que aporta sus conocimientos previos
para construir conceptos en situaciones nuevas. Ademas, si no se concibe el
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conocimiento cientifico como objetivo sino como construccion social, como un
producto del esfuerzo colectivo de la humanidad, entonces la socializacién tiene
que ser una parte importante del proceso de ensenanza-aprendizaje de la ciencia
en la escuela (Fischer, 1988 y 1989). Desde esta perspectiva, el disefo del curri-
culo, de las estrategias de aprendizaje y de los materiales debe sustentarse en
cuatro fuentes de informacién:

1. Informacion sobre las ideas previas de los estudiantes. Los alumnos llegan
a clase con ideas previas que necesitan ser conocidas y tenidas en cuenta
por el disefiador del curriculo, por el profesor y por los propios alumnos,
puesto que influyen en los significados que se construyen en las situacio-
nes de aprendizaje.

2. Informacién sobre el dominio de conocimientos, objeto del curriculo. El
disenador debe tomar decisiones sobre su contenido y seleccionar las
ideas cientificas que deben ser conocidas por determinados alumnos,
de entre las muchas que componen el corpus de cualquier disciplina
cientifica.

3. Informacién sobre el proceso de aprendizaje. El disefiador del curriculo tie-
ne que tener siempre un marco tedrico en el que enmarcar su diseno; en
una perspectiva constructivista, el proceso de aprendizaje se concibe
como el conjunto de experiencias mediante las cuales los que aprenden
construyen una concepcion del mundo mas cercana a la concepcién de los
cientificos. Nosotros como disenadores hemos de establecer el curriculo
con un objetivo de cambio conceptual.

4. Informacién sobre el medio o entorno educativo. Existen variables como
las directrices oficiales, el ambiente de aprendizaje en las escuelas, la dis-
ponibilidad de tiempo, los recursos materiales, y otros factores mas sutiles
como las expectativas del profesor y estudiante sobre el conocimiento, la
ciencia, la escuela y sus papeles en todo ello, que el disenador de curricu-
lo debe tener en cuenta. Durante una secuencia de aprendizaje los que
aprenden deben recorrer un camino desde su estado de conocimiento pre-
sente a cierto estado de conocimiento futuro y eso han de realizarlo en un
medio determinado que debe ser tenido en cuenta al disefar un curriculo.
Por eso, el disefo ha de ser lo suficientemente abierto para que sean posi-
bles las adaptaciones curriculares que exige un entorno educativo determi-
nado (MEC, 1989).

En base a estos cuatro factores se construye el curriculo, que debe incluir no
solo los contenidos cientificos, sino también las tacticas y estrategias de aprendi-
zaje y los materiales concretos de trabajo en el aula. Después de la puesta en
practica de este curriculo se realiza la evaluacion del proceso de aprendizaje. Esta
evaluacién servira de feed-back para las adaptaciones y modificaciones curricula-
res que sean pertinentes, en una dinamica continua de mejora del proceso de
ensenanza- aprendizaje.

En la figura siguiente se ilustra el proceso de diseno y desarrollo del curriculo,
segun Driver (1988), que hemos adoptado como modelo.
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INFORMACION SOBRE
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- Profesores.
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En nuestra investigacion (Sédenz, 1995), la fase de disefno y construccion del
curriculo la realizamos conjuntamente con los profesores de los grupos que iban
a experimentar el modelo de instruccién por cambio conceptual y nos llevé un
total de 100 horas. En ellas esta incluido el tiempo de familiarizacion con la meto-
dologia puesto que ninguno de los profesores la conocia previamente y ademas,
el papel del profesor se hace mucho mas complejo que el de transmisor o comu-
nicador del conocimiento, propio de un sistema de ensefnanza tradicional. Como
mediador entre el conocimiento de los cientificos y las comprensiones de los
alumnos, se requiere del profesor que actue como diagnosticador (en este senti-
do, hemos utilizado muchas ideas de la propuesta de «ensenanza diagndstica»
de Bell, 1987) del pensamiento de los alumnos y al mismo tiempo que lleve en su
cabeza un mapa del dominio conceptual que permita sugerir actividades apropia-
das y negociar significados.

Llegamos a la siguiente secuenciacion de contenidos:
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CONCEPTOS

1. Experimentos alea-
torios y deterministas

2. Espacio muestral

3. Distintos tipos de
sucesos: suceso ele-
mental, suceso com-
puesto, unién de suce-
sos, interseccién de
SuUCes0s, suceso segu-
ro, suceso imposible,
sucesos compatibles,
sucesos incompatibles,
sucesos contrarios

4. Frecuencia absoluta
y relativa

5. Propiedad de la fre-
cuencias relativas

6. Leyes de los grandes
numeros

7. Concepto de proba-
bilidad

PROCEDIMIENTOS

ACTITUDES

1. Utilizacion del voca-
bulario adecuado para
describir situaciones
relacionadas con el azar.

2. Reconocimiento de
fendmenos aleatorios

3. Confeccion de tablas
de frecuencia para
representar el compor-
tamiento de fenbmenos
aleatorios

4. Confeccién de grafi-
cas para representar el
comportamiento de los
fenébmenos aleatorios

5. Utilizacion del voca-
bularios preciso para
cuantificar situaciones
relacionadas con el azar

6. Deteccion de errores
en la interpretacion de
las leyes de los grandes
numeros

1. Reconocimiento vy
valoraciéon de las Mate-
maticas para interpretar,
describir y predecir situa-
ciones inciertas

2. Curiosidad e interés
por investigar situacio-
nes de azar

3. Cautela y sentido criti-
co ante las inforemacio-
nes estadisticas en los
medios de comunicacion

4. Correccion, precision
y pulcritud en la realiza-
cién de los trabajos
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CONCEPTOS

8. Popiedades de la
probabilidad

9. Regla de Laplace

10. Asignacion de pro-
babilidades a sucesos
equiprobables

11. Asignacién de proba-
bilidades a sucesos no
equiparables

12. Experimentos com-
puestos

13. Tablas de contin-
gencia y diagramas de
arbol

14. Probabilidad com-
puesta

PROCEDIMIENTOS

MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

ACTITUDES

7. Utilizacién de infor-
maciones diversas (fre-
cuencias, simetrias,
observaciones previas)
para asignar probabilida-
des a los sucesos

8. Célculo de probabili-
dades en casos sencillos
con la ley de Laplace

9. Deteccidon de errores
en la asignacién de pro-
babilidades

10. Formulacién y com-
probacién de conjeturas.
Analisis y descripciones
de juegos de azar

11. Utilizacién de diver-
sos procedimientos (dia-
gramas de éarbol, tables
de contingencia y técni-
cas combinatorias) para
el célculo de la probabili-
dad de sucesos com-
puestos

12. Leyes de la suma y
la multiplicacién de pro-
babilidades

13. Probabilidad
suceso contrario

del

5. Sensibilidad, gusto y
precisiéon en la observa-
cion y diseno de expe-
riencias aleatorias

6. Cautela y sentido cri-
tico ante las creencias
populares sobre los
fenémenos aleatorios
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CONCEPTOS

15. Experimentos alea-
torios independientes vs
dependientes

16. Probabilidad condi-
cionada

17. Tablas de numeros
aleatorios: generacion de
una tabla y pruebas de
aleatoriedad

18. Probabilidad geo-
métrica

19. Valoracion aleatoria

20. Valor esperado de
una variable aleatoria

PROCEDIMIENTOS

85

ACTITUDES

14. Planificacion de
experiencias sencillas
para llevar a cabo el
estudio de la probabili-
dad condicionada

15. Aplicacion de probabi-
lidad condicionada en la
resolucién de problemas
cotidianos sencillos

16. Deteccidon de errores
relacionados con la proba-
bilidad condicionada

17. Obtencién de nume-
ros aleatorios con técni-
cas diversas

18. Utilizacidon de técnicas
de simulacion para calcular
probabilidades (método
de Montecarlo)

19. Realizaciéon de
experiencias sencillas
para estudiar el compor-
tamiento de fenbmenos
de azar geométricos

20. Interpretacién prac-
tica de la desigualdad de
Tchebyshev

7. Valoracion vy refuerzo
de la autoestima

8. Control de los propios
sesgos de razonamiento
probabilistico
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CONCEPTOS

21. Varianza de una
variable aleatoria

22. Distribucién bino-
mial

23. Valor esperado vy
varianza de una distribu-
cién binomial

24. Distribuciones dis-
cretas y continuas

25. Distribucion normal

PROCEDIMIENTOS

MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

ACTITUDES

21. Célculo de probali-
dades en una binomial

22. Técnicas simples
de inferencia estadistica

23. Célculo de probabili-

dades en una normal

26. Pardametros de una
normal

24. Reconocimiento de
principios estadisticos
(regresion a la media,
correlacion)

27. Aproximacion de la
binomial mediante la
normal

Este listado de contenidos se puede estructurar y modelizar mediante un
numero reducido de situaciones y distribuciones aleatorias. El punto de partida es
la distincién entre fendmenos aleatorios y fenémenos deterministicos vy la dife-
rente naturaleza de sus respectivas modelizaciones.

1. Experiencias aleatorias vs deterministas: La ciencia se puede entender
como el proceso de observar fendbmenos naturales y construir modelos
abstractos de los que se espera, de acuerdo a sus propias reglas, que se
comporten de manera similar a lo que se ha observado. Se utilizan los
modelos para predecir nuevas propiedades de esos fendmenos y para rea-
lizar experimentos que contrasten la validez de las predicciones. Si es
necesario, se refinan o modifican los modelos que de esta manera repre-
sentan cada vez mejor a los fendmenos reales que modelizan. Esta des-
cripcién se aplica tanto a la modelizacion probabilistica como a cualquier
otra metodologia cientifica. La caracteristica diferenciadora de un modelo
de probabilidad es que incorpora incertidumbre o error aleatorio de modo
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formalizado. Esta aleatoriedad introduce la complicacién de que la prueba
de validez de modelos no es directa como lo es con modelos deterministi-
cos; algunas veces los modelos probabilisticos sélo nos permiten predecir
resultados especificos con una medida adicional de confianza (probabili-
dad) y otras veces se modeliza el comportamiento sin una prediccién de
resultados especificos.

Si no se cumple una prediccion hay dos posibilidades: primera, el
modelo realmente no se ajusta; segunda, el modelo se ajusta pero ha ocu-
rrido un caso fuera de los limites de confianza. Esta aleatoriedad es natu-
ralmente inherente a la probabilidad y es el riesgo de aplicar modelos pro-
babilisticos. Ademas, aunque una prediccion sea correcta en un determi-
nado caso, puede surgir de un modelo inadecuado. Por otro lado, el mode-
lo equidistribucional, que es un enfoque clasico en probabilidad, no permi-
te una prediccién especifica en cuanto que cada resultado es tan probable
como cualquier otro. ¢ Como se puede comprobar la validez de este mode-
lo si ocurre, por ejemplo jugando a la loteria primitiva, una racha de ciertos
numeros en el ultimo mes?

Asi, los modelos probabilisticos son diferentes a los modelos determi-

nistas con respecto a su evaluacion en situaciones reales especificas. Eso
no quiere decir que los modelos probabilisticos sean menos rigurosos vy si
abren la posibilidad de aplicaciones en areas tales como la medicina y las
ciencias sociales donde los enfoques deterministas, muchas veces, no
son apropiados.
Representaciones de la incertidumbre: |la métrica para medir incerti-
dumbre llamada probabilidad es la mas familiar a los cientificos hasta el
punto de que muchas veces se ignora el hecho de que existen otras
representaciones de incertidumbre alternativas. Consideramos que con-
viene analizar estas representaciones alternativas a la probabilidad como
numero entre 0y 1 que cumple la propiedad de aditividad, porque pueden
ayudar a una comprension mas profunda de los fenémenos aleatorios y
del lenguaje del azar.

El competidor mas familiar, cotidiano e importante de la probabilidad
es la comunicacion verbal sobre situaciones de incertidumbre: «parece
probable que nieve esta noche», «estoy casi seguro que esta tesis
requerird al menos tres reescrituras». Las palabras son el medio mas
comun de informar a otros acerca de nuestras opiniones y la mayoria de
idiomas ofrecen bastantes palabras para expresar grados de incertidum-
bre. El problema que presentan es su ambigtiedad. Cuentan von Winter-
feldt y Edwards (1986) que S. Kent, el hombre decisivo de los servicios
de inteligencia americanos en los anos 60, estaba preocupado con el
hecho de que casi todos los documentos de inteligencia contenian infor-
mes verbales con enunciados de incertidumbre ambiguos y por eso pro-
puso un conjunto de reglas para transformar palabras en probabilidades;
lleg6 a establecer rangos de probabilidades para cada frase que expresaba
incertidumbre: por ejemplo, al enunciado «altamente improbable» le asigna-
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ba un rango de probabilidad (en %) entre O y 15, «dudamos» entre 15 y 45,
«probablemente» entre 55 y 85, «altamente probable» entre 85 y 100, etc.
Su propuesta no funcioné; los analistas de inteligencia no estaban acostum-
brados a trabajar con probabilidades sino con etiquetas verbales y no llega-
ron a la precisién adicional que Kent les pedia.

¢Por qué son las palabras mucho maés atractivas que los nimeros? En
primer lugar, porque son vagas, ambiguas. Las personas asocian numeros
con precision y eso les produce respeto y temor, es «el hombre anuméri-
co» que describe Paulos (1990). Una segunda razon para utilizar palabras
es que la precisién sobre la incertidumbre no es siempre necesaria; si no
basamos ninguna decisién en esa evaluacion, la comunicacién de un grado
de incertidumbre simplemente informa de un estado de la mente. Una ter-
cera razén para evitar los niumeros es que invitan a la recogida de datos y
eso es siempre una tarea laboriosa.

Pensamos que es muy necesario ejercitar con los alumnos esa transfe-
rencia fluida entre nimeros y palabras que representan incertidumbre. Pre-
ferimos ver las incertidumbres en forma numérica, incluso aunque no haya
una decisién crucial que tomar que exija la precisién de los numeros. Hay
que alfabetizar matematicamente a nuestros alumnos y ponerlos sobreavi-
so de que muchos procedimientos estadisticos malos se pueden ocultar
facilmente detras de enunciados verbales de incertidumbre (para encon-
trar ejemplos de esta afirmacion basta leer, al azar, un periodico o ver un
programa cualquiera de TV).

Vayamos ahora a las modelizaciones que proponemos para la ensefnan-
za secundaria.

. Experiencias aleatorias de una prueba: se trata de modelizar matemati-

camente fenémenos de la vida real que se comportan como sucesos alea-
torios del tipo lanzamiento de una moneda, de chinchetas, de dados, de
extraccion de bolas de urnas, etc. La probabilidad asociada al lanzamiento
de la chincheta s6lo puede obtenerse con la experimentacién, sin embar-
go, en los otros juegos puede calcularse la probabilidad mediante argu-
mentos de simetria. Las experiencias de Laplace son pruebas aleatorias
donde la equidistribucién es plausible en base a la existencia de una sime-
tria fisica, por ejemplo, lanzamientos de dados o de monedas normales o
ruletas con sectores iguales. En la ensenanza tales modelos son utiles para
ilustrar probabilidades numéricas que calibran el peso de incertidumbre.
Son un punto de referencia para comparar un fenémeno real a su modelo
simétrico y ademas permiten una simulacién de las consecuencias del
fenomeno. La experiencia individual puede generar intuiciones incorrectas,
por ejemplo al lanzar un dado en el juego del parchis, puede parecer intuiti-
vamente menos probable un «cinco» que otras caras del dado porque el
cinco es un resultado deseado y recordamos mas las veces que lo hemos
estado esperando que las veces que no ha salido cualquiera de los otros
numeros. El andlisis de experiencias aleatorias de una prueba nos conduce
a las primeras leyes de los grandes numeros.
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Experiencias aleatorias de varias pruebas: son sucesiones de experien-
cias aleatorias de una prueba. Se lanza la moneda o el dado varias veces o
se lanzan varias monedas o varios dados a la vez. Estas experiencias per-
miten introducir las leyes de la suma y la multiplicacion de probabilidades,
la nocién de probabilidad condicionada y el concepto de sucesos y pruebas
independientes, entre otras ideas probabilisticas importantes. En particu-
lar, son interesantes las experiencias de Laplace repetidas. La distribucién
de la suma de dos dados fue histéricamente un problema destacado. Para
resolverlo formalmente fue necesario el desarrollo de métodos de conteo
(técnicas combinatorias) y se discutié durante mucho tiempo si habia que
tomar en consideraciéon el orden de resultados, es decir si (2,3) es resulta-
do diferente que (3,2).

El papel de la independencia en la asignaciéon de probabilidades en

experiencias aleatorias compuestas, especialmente experimentos repeti-
dos, se representa muy bien mediante ruletas o urnas. Un muestreo alea-
torio es la repeticion independiente de la misma prueba. La diferencia con-
ceptual entre la media de una muestra, la media de la poblacién vy la varia-
ble aleatoria que se asocia a las medias de las diferentes muestras se acla-
ra mediante experiencias de Laplace repetidas. Su influencia en los teore-
mas limite se puede estudiar mediante simulacion (método de Montecar-
lo); las frecuencias son validas estadisticamente si nacen de ensayos inde-
pendientes y su fiabilidad depende del tamano muestral.
Distribucion Binomial: sabemos que una variable aleatoria que se define
como suma de pruebas de Bernoulli de pardmetro constante p, sigue una
distribucion binomial. La distribucién binomial es el ejemplo mas represen-
tativo de distribucion discreta. Histéricamente esta en el origen de los teo-
remas limite. La esperanza matematica y la varianza de una variable aleato-
ria que sigue una distribucién binomial, tienen una fuerte componente
intuitiva por lo que sirven para la introduccién de estos dos conceptos aso-
ciados a una variable aleatoria cualquiera. Histéricamente el valor esperado
de una variable aleatoria jugd un papel mas fundamental que la probabili-
dad, en la resolucién de algunos problemas famosos.

Otro concepto interesante es el de tiempo de espera: cuando se realiza
un experimento puede interesar el tiempo de espera para gue ocurra un
determinado resultado. En pruebas de Bernoulli con probabilidad p de con-
seguir un éxito, el tiempo de espera «esperado» para lograrlo es 1/p. Para
evaluar probabilidades individuales, la evaluacién del tiempo de espera
almacenado en nuestra memoria es un ingrediente fundamental; desgra-
ciadamente esta informacién puede provocar sesgos porque algunos
resultados son relevantes para los sucesos que vienen a continuacion y
otros son de menor importancia. Ademas, el tiempo de espera para un
suceso que no ha ocurrido es independiente del tiempo de espera ya
transcurrido.

Distribucion Normal: Un fenémeno aleatorio que sigue una ley normal se
puede introducir como una sucesién de pruebas de Bernoulli en donde el
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nimero de ensayos es alto y p tiene un valor intermedio. En estas condi-
ciones la distribucion normal es, por el teorema central del limite, una bue-
na aproximaciéon para calcular probabilidades binomiales. La hipétesis de
errores elementales se formuld para explicar por qué el error de medidas
repetidas se distribuye normalmente. Esta hipétesis se aplicé pronto a
variables biométricas y durante largo tiempo se consideré que cualquier
cantidad se distribuia normalmente. La distribucién normal es muy impor-
tante tanto como una distribucion que describe cantidades observadas
como un requisito fundamental para procedimientos clasicos como la
regresion o el analisis de varianza. Ademas, el teorema central del limite
suministra una base solida para aproximar la distribucion de la media
muestral por la normal y facilitar asi el célculo de los intervalos de confian-
za y los contrastes para la media de una distribucion.

La distribucién normal es el Unico ejemplo de distribucién continua que
se suele estudiar en la ensenanza secundaria y por eso conviene dedicar
atencion a ciertos aspectos que la difererencian de una distribucién discreta.
Las distribuciones continuas se presentan tipicamente en dos formas. La
mas familiar es la funcién de densidad, representada, por ejemplo, para la
distribucién normal por la célebre campana de Gauss. El requerimiento clave
para una funcién de densidad es que el area bajo la curva sea 1. Es util recor-
dar que las ordenadas en esta funcién no representan probabilidades, en par-
ticular pueden ser mayores que 1. Para una distribucién normal, por ejemplo,
el valor de la funcién de densidad en la media serd iguala 1 sir =21_; sires
menor que esa cantidad, la densidad en la media sera mayor que 1.

La funcién de distribucién es simplemente la integral de la funciéon de densi-
dad. El valor y de cualquier funcién de distribucién, correspondiente a un valor x=|
de la variable aleatoria, representa la probabilidad de que el valor de la variable
aleatoria sea menor o igual a |. Puesto que las probabilidades son mucho mas
comprensibles intuitivamente que las densidades, la mayoria de métodos para
generar distribuciones de variables continuas piden cuestiones que buscan gene-
rar funciones de distribuciéon. Esto plantea algun efecto negativo: puesto que las
funciones de distribucién son las integrales de funciones de densidad, es dificil
detectar visualmente diferencias entre ellas que serian obvias en las correspon-
dientes funciones de densidad. Por ejemplo, es muy facil reconocer la asimetria
inspeccionando una funcién de densidad pero es dificil reconocerla inspeccionan-
do una funcién de distribucién.

A partir de estas situaciones y modelos aleatorios el programa de ensenanza
esta estructurado en las siguientes unidades didacticas:

0. Planteamiento del problema: experiencias aleatorias vs deterministas
1. Lenguaje del azar: representaciones de la incertidumbre

2. Experiencias aleatorias de una prueba

3. Leyes de los grandes numeros

4. Experiencias aleatorias de varias pruebas

5. Razonamiento estadistico intuitivo
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6. Variable aleatoria

7. Distribucién binomial

8. Distribucién normal

9. Replanteamiento del problema

5.2. Organizacion de las actividades de ensefanza-aprendizaje
(micronivel)

Siguiendo la propuesta de Driver (1988) y de Hewson (1993), cada unidad
didactica esta estructurada en torno a una secuencia de actividades que tie-
nen como objetivo fomentar el cambio conceptual en el pensamiento de los
estudiantes.

Hay una sesion inicial de orientacion, de puesta en escena, destinada a des-
pertar la atencion de los estudiantes y su interés por el tema; el método seguido
para ello es muy variado: puede ser la propuesta de una actividad préctica, o de
problemas en contextos cotidianos, la lectura de una noticia de periédico, etc.

A continuacién, se destina algun tiempo a que los alumnos revisen y discutan
sus propias ideas o modelos acerca de algun problema concreto. Esta fase de eli-
citacion, que tiene como objetivo el hacer explicitas las ideas previas de los
alumnos, se inicia generalmente en pequenos grupos. Se pide a cada grupo que
represente sus ideas en un cartel o por otros medios y que las presenten a toda
la clase. Se identifican semejanzas y diferencias en las ideas de los estudiantes y
se senalan aspectos para posterior consideracion. Los carteles permanecen
expuestos durante el resto de la unidad del trabajo y méas tarde pueden ser corre-
gidos o comentados.

La fase de reestructuracion, que tiene como propésito la asimilacién o la aco-
modacién, es decir, modificar, extender o reemplazar las ideas previas por ideas
cientificas, supone el uso de un amplio rango de estrategias que incluyen:

1. Confrontar las ideas de los estudiantes con contraejemplos. Esto puede
promover insatisfaccion con las concepciones iniciales, pero por si mismo
no genera concepciones cientificas.

2. Ampliar el rango de aplicacion de una concepcion. Las concepciones de los
estudiantes son globales y vagas; experiencias particulares pueden ayu-
darles a clarificar sus nociones (por ejemplo, limite funcional y probabilidad
como limite de frecuencias).

3. Construir una concepcion alternativa. En algunos casos las ideas previas
de los estudiantes no guardan relacion con la concepcion cientifica y se
hace necesario construir un modelo alternativo.

4. Evaluar las nuevas ideas y comprobar que tienen un exceso de contenido
empirico (en términos de Lakatos) en relacién a las ideas previas. Eso
supone comprobar que las nuevas ideas no solo explican y predicen fené-
menos que ya explicaban las ideas intuitivas de los estudiantes sino que
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predicen fenémenos para los cuales las ideas informales eran contradictorias o
no tenian explicacion.

Los métodos didacticos a seguir en esta fase de reestructuracion de ideas
son muy variados: realizacién de experimentos estocasticos cuyos resultados
vayan en contra de lo previsto por las ideas de los alumnos, explicaciones del pro-
fesor, etc.

La fase de aplicaciéon de las nuevas ideas tiene como propésito reforzar la
construccion de ideas cientificas tanto en situaciones familiares como nuevas.
Esto puede suponer actividades de diseno de nuevos experimentos aleatorios o
de resolucion de problemas, entre los que se incluyen los tipicos ejercicios de fin
de leccion.

La fase de revision del cambio en las ideas da a los alumnos la oportunidad
de revisar la extensiéon y maneras en que ha cambiado su pensamiento. Sus ide-
as iniciales pueden haberse modificado o pueden haber construido nuevas ideas
y es el momento de la comparacién entre unas y otras. Un método muy util para
realizar esta revision es pedir a los alumnos que lleven un diario personal donde
vayan anotando estos cambios en su pensamiento probabilistico.

En el grafico siguiente se esquematiza esta estructura general de la secuencia
ensenanza, segun Driver (1988).

Orientacion

1
1

Elicitacion de ideas

Restructuracion de ideas

Clarificacién e intercambio

Comparacion con Exposicion a situaciones
deas previas de conflicto

Construcciones de nuevas ideas

Evaluacion

Aplicacién de ideas

Revisiéon del cambio en las ideas
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En la segunda parte de este libro presentamos la secuencia de ensefnanza y
los materiales concretos de cada unidad didactica. En la introduccién de esta
segunda parte figura un conjunto de prescripciones sobre el proceso de ense-
nanza-aprendizaje que los profesores han de respetar si quieren abordar este pro-
ceso desde una perspectiva de cambio conceptual. Los profesores que trabaja-
ron con nosotros analizaron, discutieron y aceptaron el marco de actuaciéon que
establecen estos principios educativos (Saenz, 1995).
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SEGUNDA PARTE

ACTIVIDADES DE
ENSENANZA-APRENDIZAJE
ACORDES CON EL MODELO
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I. INTRODUCCION

1. GUIA DE ACTUACION PARA LOS PROFESORES

El marco psicopedagégico escogido que propugna una ensenanza dirigida al
cambio conceptual nos marca la necesidad de cambiar la perspectiva tradicional
en la ensenanza de la teoria de probabilidades y plantear nuevos enfoques en el
proceso de ensenanza-aprendizaje, a saber:

Nuevos contenidos de la ensefanza

1. Nuestra propuesta educativa aborda aquellos contenidos que presentan
problemas epistemoldgicos; el desarrollo histérico de la teoria de probabili-
dades es una fuente de paradojas y sitauciones engafosas de alto valor
didactico. Hay que «convencer» a los alumnos de que las concepciones
cientificas tienen una validez relativa y pueden cambiar. Esto debe ayudar a
que se den cuenta que también sus ideas personales generalmente son
validas s6lo en contextos especificos y, por tanto, deben modificarse para
extenderlas a otros contextos.

2. Nuestra propuesta aborda los contenidos y tareas en los que existan pre-
concepciones y/o elicitan sesgos en el razonamiento probabilistico de los
sujetos, de tal modo que se ponga en evidencia la falta de capacidad expli-
cativa y predictiva del modelo informal, intuitivo, del alumno.

3. Hay que ensenar estrategias metacognitivas, que capaciten a los alumnos
para reflexionar sobre su propio conocimiento, para que confien en él pero
sean conscientes de sus limites.

4. La ensenanza debe incluir entre sus objetivos, el desarrollo de las opera-
ciones légico-matematicas generales del conocimiento.



98

MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

Nuevas estrategias y actividades de ensefianza-aprendizaje

7. Se ha de reconocer el papel activo que juegan las concepciones de los

alumnos en el aprendizaje y de ahi la importancia de hacerlas explicitas
mediante actividades especificas para ello. Las concepciones de los alum-
Nos NO SoON conocimientos pasivos, que existen en su mente y pueden ser
modificados o sustituidos, sino que juegan un papel activo en el aprendiza-
je. Aspectos parciales de este papel activo son:

* |as concepciones guian las observaciones. Esto es importante sobre
todo cuando centramos la ensenanza a partir de observaciones de la reali-
dad o de experimentos. Las concepciones también guian la informacion
que se recibe del profesor o del libro. Cuando se recibe una informacion,
no se refleja exactamente igual, sino que queda «filtrada» por lo que pien-
sa el que la recibe. Todos tenemos evidencia de asociacién en términos;
cuando oimos una palabra evocamos conocimientos relacionados, que son
distintos para cada individuo.

* No siempre es suficiente con la evidencia empirica para convencer a los
alumnos de que sus concepciones no son las adecuadas. Este hecho también
ha sucedido repetidamente en la historia de la ciencia: a pesar de evidencia en
contra se mantuvieron durante largo tiempo algunas teorias (la teoria corpus-
cular de la luz, por ejemplo). Es necesario que existan varias evidencias de este
tipo y ademas que afecten a la estructura conceptual del alumno, para que se
produzca el conflicto cognitivo. Hay una tendencia a considerar solamente los
aspectos de la realidad o de la experiencia que estan de acuerdo con el punto
de vista del observador, eludiendo los aspectos que no estan de acuerdo.

¢ Es necesario comparar explicitamente las ideas nuevas, proporciona-
das por la ciencia escolar, con las concepciones alternativas que tienen los
alumnos. Hay que introducir el modelo formal o normativo probabilistico
con actividades que favorezcan la utilizaciéon de las nuevas ideas en una
amplia variedad de situaciones aleatorias

. Se han de cuidar los aspectos afectivos ya que existe resistencia emocio-

nal al cambio conceptual. Aspectos parciales de esta estrategia son:

e Crear un contexto de aprendizaje significativo y motivador. Para ello,
y en la medida de lo posible, se han elegido las actividades de aprendizaje
para que llamen la atencion (por ejemplo, juegos, apuestas) y se plantean
en contextos que tengan sentido para los estudiantes (por ejemplo, tareas
de toma de decisiones bajo incertidumbre en contextos cotidianos). Si se
han de desarrollar esquemas conceptuales en el alumno, el contexto en el
gue se haga esto es importante para mantener la atencién y facilitar la apli-
cabilidad de las concepciones.

* Crear un ambiente de aprendizaje no amenazante. Un ambiente de
aprendizaje que requiere que los estudiantes expliciten sus ideas y que
prueben nuevos caminos de pensamiento podria ser muy frustrante si los
esfuerzos de los estudiantes son evaluados demasiado pronto por el pro-
fesor o por otros estudiantes. En este caso, frente a un problema, los
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alumnos no investigaran por si mismos sino que pedirdn que se les expli-
que la solucién, cortocircuitando, de esta manera, el proceso de construc-
cién del conocimiento. En muchos casos se requiere que los profesores
cambien sus héabitos de direccién de la discusion en la clase, evitando pre-
guntas cerradas, aceptando distintas sugerencias de la clase sin exigir una
conclusién prematura sobre un punto.

e Fomentar el trabajo en pequeno grupo. Es preciso introducir fases
«de negociacién» en las que los alumnos discutan y contrasten sus con-
cepciones probabilisticas; la importancia de la discusién para permitir que
quienes aprenden expresen y compartan sus ideas, ha sido reconocida des-
de hace anos; pequenos grupos de alrededor de cuatro estudiantes forman
la unidad estructural en torno a la cual tiene lugar el esquema de activida-
des. Las actividades de grupos suponen discutir y expresar teorias o ideas
sobre un tdpico, disefar experimentos para comprobar sus ideas, disenar
modelos mas complejos para representar experiencias, acometer activida-
des de construccién préactica en las que se apliquen las concepciones.

* Tener en cuenta las diferencias individuales, tanto intelectuales como
afectivas.

Nueva concepcion de la evaluacion

La evaluacion, como elemento esencial del proceso de ensenanza-aprendiza-
je. es uno de los aspectos que mas debe evolucionar cuando pasamos de una
ensenanza tradicional a un enfoque basado en el cambio conceptual. En la ense-
nanza tradicional se evallan casi exclusivamente los contenidos factuales, con-
ceptuales y procedimentales, que ha adquirido el alumno en el proceso de ins-
truccién, suponiendo que parte de un nivel cero de ideas y concepciones acerca
de la materia evaluada y utilizando la prueba escrita como exclusivo instrumento
de evaluacién. En un enfoque de cambio conceptual se abre de manera conside-
rable el abanico de propésitos, objetos, tipos e instrumentos de evaluacion.

1. Los propdsitos de la evaluaciéon son:
e Realizar un diagnéstico inicial de los conocimientos de los alumnos.
e Realizar una valoracion del proceso de ensefanza-aprendizaje en
cuanto al contenido y tratamiento de ese proceso, las actividades y recur-
sos docentes, la atmosfera en el aula y los métodos de la propia evaluacién.
* Realizar un diagnéstico de la adquisicién de contenidos conceptua-
les, procedimentales, actitudinales, propios de la disciplina, asi como de
las estrategias cognitivas y metacognitivas que forman parte de una edu-
cacion matematica integral.
e Realizar una valoracién del cambio conceptual producido, desde el
sistema de ideas intuitivas, previas, al sistema normativo.
2. El objeto de evaluacion no sélo es el alumno por separado, sino que tam-
bién son objetos de evaluacion el profesor o profesores que imparten los
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mismos contenidos curriculares, el grupo clase y las unidades y activida-
des didacticas.

3. Los tipos de evaluacion deben incluir tareas que requieran una integracion
del conocimiento, la aplicacion de lo aprendido a contextos nuevos, de
resolucién de problemas y razonamiento. Esas tareas han de prestar aten-
cion preferente a los principios de «matematicas para todos» y «atencién a
la diversidad y diferencias individuales» y, en este aspecto, han de estar en
funcion del nivel y la madurez de los alumnos. También debe valorarse el
trabajo en clase y fuera de ella y valores como el de la solidaridad, la parti-
cipacion y la responsabilidad en el trabajo.

4. La evaluaciéon no debe apoyarse en un sélo instrumento o en una sola téc-
nica y por tanto hay que utilizar técnicas de observacién, preguntas y expo-
siciones orales, tareas escritas, autoevaluaciones y evaluaciones de compa-
neros, trabajos individuales y en grupo, protocolos de resolucién de proble-
mas, observacion del cuaderno del alumno y cuestionarios sobre el grado
de satisfaccién personal, valoracion del aprendizaje y actitudes de los alum-
nos hacia la materia y proceso de ensenanza que se esta desarrollando.

2. ACERCA DE LAS UNIDADES DIDACTICAS

Cada unidad didactica consta de una guia del profesor y unas hojas de trabajo
para los alumnos. Estos materiales fueron discutidos en un seminario de trabajo
en el que participaron los profesores que después iban a experimentar el mode-
lo. Como se puede comprobar, tienen el caracter de materiales semi-elaborados
(por ejemplo, no se proporcionan las definiciones de los conceptos probabilisti-
cos aungue si la secuencia en que deben ser introducidos) porque pensamos que
los problemas de comprensién de los alumnos requieren una intervencion activa
del profesor y ajustes constantes de los materiales de ensenanza. El profesor
debe conformar, modificar y evaluar el proceso de ensenanza-aprendizaje y por
eso no tiene sentido proporcionar un material perfectamente estructurado y fina-
lizado que restrinja los grados de libertad del profesor en su aula.

Con la decision de preparar materiales didacticos semi-elaborados también pre-
tendemos alcanzar un objetivo de generalizacién: que muchos profesores se sien-
tan motivados para experimentar la metodologia que le proponemos. No queremos
reducir al profesor a un mero transmisor de nuestros materiales, la propuesta
didactica le da libertad para atender a los requerimientos concretos de su grupo de
alumnos pero no le exige que se convierta en un disenador de curriculo. Para la
consecucion de este objetivo, juega un papel muy importante la guia del profesor
de cada unidad didactica. No es, ni mas ni menos, que una forma concreta de reali-
zar un proceso de ensenanza-aprendizaje basado en el cambio conceptual; en este
sentido, contiene el foco de atencién para cada fase del proceso, las actividades del
profesor y de los alumnos y los contenidos y medios propuestos.

A modo de ejemplo, presentamos a continuacion la secuencia de ensenanza-
aprendizaje de la unidad didactica 4 (experiencias aleatorias de varias pruebas).
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Estructura didactica de la unidad: se adapta a la secuencia de ensenanza-
aprendizaje recomendada por Driver desde una 6ptica de cambio conceptual. El
foco de atencién se centra en primer lugar en hacer explicitas las ideas de los
alumnos (fase de elicitacion), en segundo lugar, en realizar experimentos aleato-
rios para provocar el conflicto cognitivo y en explicar los contenidos normativos
que explican los resultados conseguidos en los experimentos (fase de reestruc-
turacion), en tercer lugar, en aplicar las nuevas ideas a nuevos contextos (fase de
aplicacion) y en cuarto lugar, en revisar las ideas previas a la luz de los nuevos
conocimientos (fase de revision del cambio conceptual).

Contenidos probabilisticos implicados: figuran en la columna correspon-
diente de la unidad didactica. Esta unidad introduce las experiencias aleatorias de
varias pruebas que admiten como medios idéneos de representacion los diagra-
mas de arbol. Los arboles y caminos se utilizan con profusién para calcular pro-
babilidades compuestas y para operativizar los conceptos de sucesos indepen-
dientes y dependientes.

Papel del profesor: el profesor no es sélo el transmisor de una informacién
sino que es el director-coordinador del proceso de ensenanza-aprendizaje. Por
eso, hay un amplio abanico de actividades del profesor que van mucho més alla
de la explicacién de los contenidos y correccion de los ejercicios: motiva, mode-
ra, resume, critica y supervisa la actividad de sus alumnos, con el objetivo princi-
pal de que éstos decidan si sus ideas previas son Utiles para explicar ciertos feno-
menos aleatorios o necesitan ser refinadas o sustituidas por otras ideas mas
competentes.

Sugerencias metodoldgicas: las ideas metodolégicas que conforman esta
unidad son las que describimos en el apartado 4 del capitulo 4 (contenidos y
métodos): enfoque experimental y de resolucién de problemas, utilizacion de jue-
gos y apuestas, etc. Como ejemplo, podemos considerar el problema 9 de la hoja
de trabajo 9: es una situacién aleatoria muy enganosa donde la gran mayoria de
alumnos acepta que se trata de una apuesta equitativa. Pues bien, si el profesor
intenta resolver el problema formalmente (con ayuda de un diagrama de arbol,
por ejemplo) se encontrara que sus alumnos no aceptan su explicacion. Es nece-
sario crear un entorno de juego de estrategia, para que los alumnos se convenzan
de que hay una estrategia ganadora, precisamente la que le ofrece la teoria de
probabilidades.
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Foco de atencion Actividades de los alumnos Actividades del profesor

Elicitar las ideas de los alumnos Lo alumnos en grupo debaten las  Dar ejemplos de fendmenos algatorios

sobre la existencia de leyes que  preguntas. y de fendmenas deterministicos.
gobiernan el azar » Cada grupo presenta sus conclusio-  Hacer ver que los fendmenos determi-
nes ala clase. nisticos estén gobernados por leyes.
Plantear [as preguntas: 4
o ;Hay leyes del azar?. g
* Cudles?. m
* ;S pueden medir los fendmenos @
aleatorios?. %
* ;Como?, j
0
-
Nota:
Trabejo para casa: Cada alumno ha de redactar y entregar un escrito con sus respuestas a estas preguntas. No se eva-
Ga la correccidn o incorreccion de las respuestas, lo importante es que sean las ideas propias de cada uno. Por tanto,
no vale de nada copiar ideas de otros. £ obligatorio presentar el escrito, aldia siquiente de ser propuesto. 0



UNIDAD 1
. Actividades Actividades .
Foco do atsncidn de los alumnos del profesor atril

Lenguaje del azar que tienen  Los alumnos forman grupos

los alumnos

e 4 para completar la hoja
e trabajo 1.

- Confeccionan un carte
para la escala de probabilk
(ad.

Una persona de cada grupo
Informa ala clase, explican-
0o la asignacion de valores
enla escala confeccionada
por el grupo.

Negociacion en la clase, tra-
tando de llegar a una escala
unificada,

Presenta la hoja de trabajo 1.
Explica el método de trabajo,

Preside [a sesion de infor-
macion.

Superpone en el encerado
las diversas escalas.

Modera la negociacion. -
Busca los puntos comunes
en las escalas.
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e Actividades Actividades Contenidos
Foco de atencion BT
de los alumnos del profesor implicitos
Lenguale cientifico del azar. Lo alumnos han de tomar - Presenta la escala de pro- - Experimento y suogso ale-
apuntes que seran motivo  babilidad estandar. atorio vs experimento
(e evaluacion. -Explica los contenidos  deterministico,
implicitos. - Probabilidad como grado
Aplicacion de las ideas nue- Los alumnos de manera - Corrige [a hoja de trabajo  de creencia
as. individual, contestan a la  n?2 - SUceso sequro & impos-
hoja de trabajo 2. ble.
- La probabilidad varfa entre
Revision del cambio en las ~ Los alumnos han de escrioir 0y1,
Ideas. Un texto indicando explicita- - Comparacién de probabili
mente los cambios produck (aes.

(s en sus ideas acerca del
lenguaje del azar y la medida
de probabilidades.

- Asignacion de probabilida-

es subjetivas.

R ———— e R ———]
_— — _

SWVOILDWVYAId S3IaAawdAadliNMm
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HOJA DE TRABAJO 1

EL LENGUAJE DEL AZAR

1. Daniel y Ana son madrilenos. Acuden al mismo instituto y su profesor les ha
pedido que preparen una prevision del tiempo para el dia 24 de junio, fecha en
que comenzardn sus vacaciones.

Puesto que estan aun en el mes de mayo, Daniel y Ana no pueden predecir
exactamente lo que ocurrird. Por ello, han buscado una lista de expresiones para
utilizar en la descripcion del prondstico. He aqui algunas de ellas:

cierto casi imposible

posible se espera que
bastante probable incierto

hay alguna posibilidad hay alguna probabilidad
seguro puede ser

es imposible sin duda

En primer lugar, comienzan a clasificar las palabras segun la confianza que
expresan en que suceda algo. Este es el comienzo de su clasificacion:

imposible
casi imposible

seguro=sin duda

¢ Podrias acabar de clasificar estas palabras? Busca nuevas palabras o frases para
referirte a hechos que pueden ocurrir y comparalas con las dadas anteriormente.

2. He aqui algunas de las cosas que podrian suceder en Madrid el 24 de junio:

-llovera,

-nevara y la nieve alcanzara un metro de altura,

-el dia seréa claro y soleado,

-habré un ligero viento,

-la temperatura méaxima sobre pasaré los 90 grados,
-la temperatura minima sera 10 grados bajo cero,
-el cielo estaré despejado,

la temperatura oscilard entre 25 y 35 grados.

Para realizar su informe,Ana y Daniel han comenzado de la siguiente manera:
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Prevision meteorolédgica para el 24 de junio en Madrid:

-puede ser que llueva.
-es casi imposible que nieve y
se alcance un metro de altura de nieve.

¢Podrias ayudar a completar el informe?Asigna a cada una de las frases una
palabra que exprese la confianza que tienes en que ocurra.

3. La escala de la probabilidad.

Ana y Daniel han terminado su trabajo, pero no estan satisfechos.Para com-
pletarlo, van a asignar un niamero a cada una de las palabras utilizadas en la acti-
vidad 1.Esta es la escala que utilizan:

imposible seguro

| | |
I | 1

¢Podrias asignar un valor en la escala de probabilidad a cada una de las pala-
bras?.
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HOJA DE TRABAJO 2

«CARTAS»

1. Asigna una expresion de las de la actividad 1 de la 1? hoja de trabajo a cada uno
de los siguientes resultados que se pueden obtener al sacar una carta de una
baraja espanola.

«Sacar As»

«Sacar una figura»

«Sacar el as de espadas»

«Sacar una carta que no sea copas»
«Sacar una carta mayor que 5»

2. Ahora asigna un numero a cada expresién y represéntalos en la escala
acordada.

«LA VIDA DE UNA PERSONA»

Observa las siguientes frases relativas a la vida de una persona:

«Vive sdlo 3 anos»
«Vive sdlo 20 anos»
«Vive sdlo 50 anos»
«Vive solo 95 anos»
«Vive sélo 70 anos»
«Vive solo 120 anos»

Asigna un numero de la escala a cada una de ellas

«BOLSA CON BOLAS»

Colocamos en una bolsa tres bolas rojas, tres ® ®
blancas y tres verdes:

¢Cuéntas bolas hemos de sacar de la bolsa para ® ®
estar seguros de obtener los tres colores?. ® ®

«JUEGOS VARIOS»

Indica las posibilidades que existen de ganar en los siguientes juegos:

«Quinielas de futbol»

«Obtener cara al lanzar una moneda de 100 pts»
«Ajedrez»

«Obtener un 6 al lanzar un dado»

«lLoteria primitiva»
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Actividades Actividades

Foco de atencion do los alumnos del profesor

Material

Ideas de los alumnos sobre  Completan la hoja de trabajo  Presenta la hoja de traba,
experiencias aleatorias de  3en pequefios grupes.  n.f3,
una prueba.

Intercambio de las ideas de  Una persona de cada grupo  Resume y estructuray toma

la clase, informa a [ clase de las nota delas soluciones dadas
soluciones dadas. per0 no comenta Su correc-
cion.

Realizar experiencias aleato- - Completan [a hoja de trabajo  Organiza la distribucion de

f/as 0 Una prugb. n*4, material, Promueve debate,
observacion & interpretacion
e los resultados.

Intercambio de los resulta-  Una persona de cada grupo Resume de nugvo y tom

dos experimentales. informa a la clase de los nota de resultados y los
resultados de los experi- compara con [as primitivas
mentos. soluciones.

Hoja de trabajo.

Encerado,

Monedas, cajas de chinche-
tas, dados normales, dados
blancos, dados lastrados.
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Foco de atencion e e Contenidos
de los alumnos del profesor
El punto de vista formal. - Toman apuntes que seran  Presenta explicitamente los — Espacio muestra
evaluados. contenidos probabilisticos - Frecuencia absoluta
que 5 estan utiizando y los  Frecuencia relativa

Aplicacion de los conceptos  Realizan en casa la hoja de
aprendidos. trabgjo n°5.

aplca a la interpretacion de
los problemas propuestos.

Corrige y comenta en el
encerado I3 hoja de trabajo
b,

Probabilidad y su relacion
con [a frecuencia
Escala de probabilidad

Axiomas 1y 2 de la probabr-
Iidad

Sucesos simples equiproba-
bles y no equiprobables
Sucesos compuestos

Regla de Laplace para asig-
nar probabilidades a suce-
505 equiprobables

58500 en los experimentos.

oLlL
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HOJA DE TRABAJO N*= 3

1. Si lanzas al aire una moneda 100 veces. jCuantas veces esperas que salga
cara?. ;Cuél es la probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda al aire?.

2. Si lanzas al aire una chincheta 100 veces. ;Cuéantas veces esperas que caiga
de punta ?. ;Cuantas veces esperas que caiga de cabeza?. ;Cual es la proba-
bilidad de que al lanzar una chincheta caiga de punta?. ;Cudl es la probabilidad
de que caiga de cabeza?.

Nota: Caer de punta —>

A

4

Caer de cabeza —>

3. Silanzas al aire un dado 24 veces.

¢Cuéantas veces esperas que te salga un 3?
cYunb?

Y un n®impar?

¢Cuél es la probabilidad de obtener un 37
¢Y de obtener un 5?

/Y de obtener un n®impar?

4. Imaginate un dado que tiene los siguientes numeros en sus caras:

-

& | o

Lo lanzas al aire 24 veces:

/Cuantas veces esperas que te salga un 37
Jyunb?

cyun?z?

Y un n®impar?

¢Cuédl es la probabilidad de obtener un 3?
¢Y de obtener un 5?2

¢Y de obtener un 2?

¢Y de obtener un numero impar?
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HOJA DE TRABAJO N° 4

1. Lanza una moneda 100 veces y anota los resultados en la columna «recuen-
to» de la tabla:

Basiftads | Becuento N2 esperado | Frecuencia | Frecuencia
de veces absoluta relativa
c
X
100 100 100 1

En la columna ‘n? esperado de veces' escribe los numeros de caras y de cru-
ces que suponias ibas a obtener, antes de realizar el experimento. (Recuerda tu
contestacion al ejercicio 1 de la hoja de trabajo 3)

El numero de veces que sale cada cara de la moneda es su frecuencia absoluta.

Si dividimos dicho numero por el nimero total de lanzamientos (en este caso
100) obtenemos la frecuencia relativa de este suceso.

Completa todas las columnas de la tabla.

2. Lanza al aire una chincheta 100 veces y completa la siguiente tabla como en el
caso anterior:

N? esperado Frecuencia Frecuencia
Hesultado Recuento de veces absoluta relativa
A
4
100 100 100 1

3. Vas a jugar al parchis con un amigo.Para poder comenzar a mover la ficha es
preciso obtener un cinco, pero tu amigo prefiere que se le exija obtener un 3,
porque piensa que de ese modo tiene ventaja. ¢TU que opinas? ¢Puedes
dejarle que comience a mover la ficha cuando le salga el tres, o es preciso que
los dos juguéis a obtener el mismo numero?

Fijate en la tabla que te presentamos.Trata de adivinar cuantas veces, aproxi-
madamente, saldra el 3 y cuantas el 5 si lanzas un dado 24 veces.Escribe este
numero en la columna ‘'nimero esperado de veces'.
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Frecuencia Fr nci o
HSSCIAd Recuento absoluta ?;:t(eiv: ’ Ndss:z%iisd i
1
2
3
4
5
6
Total ...... 24 1 24

Lanza el dado 24 veces y anota los resultados en la tabla.

Calcula la frecuencia relativa de obtener 5 y la de obtener 3. ;Cual es mayor?
Completa todas las columnas de la tabla.

Para medir la mayor o menor posibilidad de que ocurra un suceso en un expe-
rimento, le asignamos un numero entre 0 y 1,llamado su probabilidad. Asigna-
mos una probabilidad 0 a un suceso que nunca puede ocurrir,por ejemplo, que
salga un 7 al lanzar el dado. Asignamos un 1 a un suceso que ocurre siempre que
se realiza el experimento;por ejemplo, al lanzar la moneda es seguro que saldré
cara o cruz. A cualquier otro suceso distinto del imposible y del seguro se le asig-
na un numero entre Oy 1:

1 1 ] [l 1
T T T T T

1/4 1/2 3/4 Seguro
probable
a medias

imposible

¢Cual de las siguientes afirmaciones te parece verdadera cuando lanzamos un
dado?:

a) la probabilidad de obtener un 3 es mayor que la de obtener un 6.
b) la probabilidad de obtener un 6 es mayor que la de obtener un 3.
c) la probabilidad de obtener un 1 es mayor que la de obtener un 6.
d) la probabilidad de obtener un € es igual que la de obtener un 3.
e) la probabilidad de obtener un 1 es mayor que 1/2.

f) la probabilidad de obtener un 1 es menor que 1/2.

4. a) En 24 tiradas de un dado,/Cuantas veces piensas que ocurrirdn los resulta-
dos «seis»,»impar». Anota estos numeros previstos en la columna «Num.
esperado de veces».

N? esperado
de veces

Frecuencia
relativa

N¢ de veces

R :
BSEUsmig obtenido

Resultado

seis

impar
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b) Lanzar un dado 24 veces. Anotar los resultados de los sucesos «seis» e

«impar».

c) Calcula la frecuencia relativa de cada uno de estos sucesos.;Cuél es el
mayor? ;Cual es menor? Si repites este experimento,;Puedes cambiar

estos numeros?

d) Ordenar de mayor a menor los nimeros:

MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

0,1,Probabilidad de obtener un seis, Probabilidad de obtener impar.

5. Lanza el dado que te proporciona el profesor 24 veces (es el dado del ejercicio

4 de la hoja de trabajo 3).

Completa la tabla:

Rusiiads Recigitd Frecuencia Frecugncia N¢ esperado
absoluta relativa de veces
1
2
3
4
5
6
Total ...... 24 1 24

Enumera el conjunto de todos los resultados posibles. Compara entre si las

probabilidades de obtener un 5, un 3 y un 2.

6. Lanza el dado que te proporciona el profesor 24 veces (dado lastrado).

Completa la tabla:

YR [ — Frecuencia Frecue_ncia N¢ esperado
absoluta relativa de veces
1
2
3
4
5
6
3 [s) v | AP 24 1 24

Enumera el conjunto de todos los resultados posible. ;Notas algo especial en

este dado?.
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HOJA DE TRABAJO S

. Una urna contiene 100 bolas numeradas 00, 01, 02, 03,..., 99. Se saca una bola
al azar. Sea X la primera e Y la segunda cifra de su numero. Determinar las pro-
babilidades de los siguientes sucesos compuestos.

a)X=3 b)Y#4 c)X#Y dX>Y
e)X<Y AIX+Y=9 gl X *Y > 49

. Un club cuenta con 100 socios. A través de un cuestionario se conocen los
datos recogidos en la tabla:

HOMBRES MUJERES

Practican deporte 48 12

No practican deporte 16 24

Se selecciona una persona al azar.

a) ;/Cudl es la probabilidad de que se trate de un hombre, una mujer, un practi-
cante de deportes, un no practicante de deportes y un hombre practicante

de deportes?.
b) Supuesto que la persona elegida es una mujer. ;/Cual es la probabilidad de

que practique deporte?.
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Actividades Actividades
de los alumnos del profesor
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|deas de los alumnos sobre las dos
leyes de los grandes numeros.

Intercambio de las ideas de la clase.

Realizacion de experimentos.

Ideas de los alumnos sobre [as leyes

de los grandes nimeros después de
realizar los experimentos.

En grupos, resuelven los problemas de  Presenta la hoja de trabajo n.* 6.
la hoja de trabajo n’®. Fomenta las respuestas de los alum-
10S PEro Sin comentar Su Correccion.

Una persona de cada grupo informa 8 Resume las respuestas en el encers-
la clase. (0.

Realizar los experimentos propuestos  Explica el concepto de diagrama de

en [a hoja de trabajo n® 7. barras y de Iingas. Construye las hojas
de registro 3y 10 de la hoja de trabajo
7 en el encerado.

Los alumnos por grupos, han de for-  Presenta la pregunta: ;Qué leyes pue-
mular por escrito las leyes que rigen el den explicar el comportamiento del
comportamiento del azar en los ejer- azar en los ejercicios realizados!
Cicios presentados en [as hojas de tra-

bajo 6y 7. Se discuten en la clase.
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Actividades

Foco de atencion
de los alumnos

Actividades

del profesor Contenidos

El punto de vista formal de  Toman apuntes.
las leyes de los grandes
nUmeros,

Aplicacion de los conceptos ~ Ejercicio para casa: Hoja de
estudiados trabajo n* 8.

Explica los contenidos impli- ~ Estabilidad de las frecuen-

citos. Repasa [0S ejercicios ~ cias relativas.

delahojaBy 7. Formulacion de fa 1% ey de

Expliitay se enfrenta al ses- ~ os grandes ndmeros.

gode representatividadyala  Diferencia entre los concep-

falacia de jugador. tos de probabilidad y limite
funcional,
Comportamignto «raron de
las frecuencias absolutas; 2
ley de los grandes nmeros.

Comenta el ejercicio para
casa, una vez realizado por
los alumnos
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HOJA DE TRABAJO N= 6

1. En cada ronda de un juego, 20 bolas son distribuidas aleatoriamente entre 5
ninos: Elena, Pepe, Pedro, Ana y Juan. Consideremos dos de las distribuciones
posibles:

Elena 4 4
Pepe 4 4
Pedro b 4
Ana 4 4
Juan 3 4

Si se realiza muchas veces el juego ; Habra mas resultados del tipo | o del tipo 11?

2. La diferencia entre el nUmero de caras y el de cruces de una sucesion de tira-
das de una moneda, a medida que aumenta el nimero de éstas:

a) tiende a 0
b) no tiende a ningun numero
c) tiende a infinito

3. El cociente entre el nUmero de caras y el de cruces de una sucesion de tiradas
de una moneda, a medida que aumenta el numero de éstas:

© a) tiendea 1
b) no tiende a ningun nimero
¢) tiende a infinito

4. Estoy lanzando un dado al aire y anotando las veces que me sale un «3». Ted-
ricamente, si el dado no esté trucado, tengo probabilidad 1/6 de obtener un
«3». Los datos de mi experimento son:

Numero de lanzamientos 120 240 1200 4800 48000
Ndmero de «3» esperados 20 40 200 800 8000
frecuencia real del «3» 29 49 177 766 7894

DIFERENCIA EN VALOR ABS. 9 9 23 34 106

Es decir que las diferencias entre el nimero de veces que ha salido el «3» y el
numero de veces que «esperabamos» que saliera tiende a aumentar. Esto es porque:

a) el dado esta trucado
b) el dado esta bien y lo que ocurre se puede explicar por una de
las leyes del azar.

(Si calculo la frecuencia relativa veo que tiende a 1/6)

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones
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5. Si estamos lanzando una moneda al aire y han salido 3 caras seguidas, en la
préxima tirada:

a) es mas probable que salga cara
b) es mas probable que salga cruz
c) es igual de probable que salga cara o cruz

6. Tenemos una maquina que llena una urna de bolas blancas y negras. La maqui-
na lanza con igual probabilidad una bola blanca que una negra dentro de la urna.
Cuando la maquina lleva funcionando un rato, contamos las bolas que hay en la
urna. ; Necesariamente hay el mismo numero de bolas blancas que de negras
en la urna?

7. Le entregamos a dos ninas, Xiana y Violeta, una cuadricula 10x10 a cada una y
les pedimos que decidan lanzando una moneda a cara o cruz si cada casillero lo
dejan de blanco o lo pintan de negro.

La cuadricula de Xiana queda asf: La cuadricula de Violeta queda asf:

A la vista de ellas, ¢qué opinas?

a) las dos ninas fueron obedientes y las cuadriculas estan con-
feccionadas segun las normas dadas

b) Xiana no tiré la moneda sino que pinto los casilleros para que
pareciera una trama aleatoria sin serlo

c) Es Violeta la que hizo trampa

d) Las dos hicieron trampa, pintando la cuadricula sin tirar la
moneda

e) no puedo saber si hicieron trampa o no.

8. Un borrac }‘o es;ta abrazado a una farola y decide volver a casa, pero no se
1C la de donde esta su casa ni sabe donde pone el pie. Decide confiar su
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camino al azar. Para ello lanza una moneda de peseta y otra de duro al aire.
Cada lanzamiento de las dos monedas la indica el paso a dar:

Peseta Duro Paso a dar

cara cara hacia delante y hacia la izquierda.
cara cruz hacia delante y hacia la derecha.
cruz cara hacia atrés y hacia la izquierda.
cruz cruz hacia atrés y hacia la derecha.

¢Qué sucedera al cabo de un rato: el borracho estara dando vueltas a la farola
o se alejara de ella?

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones
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HOJA DE TRABAJO N= 7

1. Por parejas, lanzar un dado 120 veces. Completar la siguiente tabla.

x

f

T

||l |lWIN]| -

120

f es la frecuencia absoluta
y f, la frecuencia relativa.

Construir el diagrama de barras correspondiente
¢ Cudl seria el diagrama de barras esperado?.

f

2. Cada pareja que reuna los resultados con

otra pareja y completar la tabla.

4 5 6
X f fe
1
2
3
4
b
6

240 1
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Construir el diagrama de barras correspondiente.

fr

1 2 3 4 5 6

3. Reunir los resultados de todas las parejas X f f,
en una sola tabla 1
2
3
4
5
6

Construir el diagrama de barras. 1

fr
1 2 3 4 o 6

¢/Que observas en este diagrama que los diferencia de los anteriores?

4. Antes de lanzar el dado ¢Cuél es la probabilidad teérica de conseguir un «3»?
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5. Completar la siguiente tabla:

Num. de

lanzamientos.| 12 | 24 | 36 | 48 [ 60 | 72 | 84 | 96 (108 [ 120

NUum. de
veces que
salid el 3

Frecuencia
relativa del 3

6. A partir de la tabla anterior construir un gréfico de lineas:
fr

12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168 180 192 204 216 228 240

7. Traza en el anterior gréafico la linea que representa la probabilidad tedrica de
conseguir un 3 al lanzar un dado.

8. iObservas alguna tendencia en la linea que representa la frecuencia relativa
del 372.

9. ;Crees que lo que pasa con la frecuencia relativa del 3, pasaria con la frecuen-
cia relativa de obtener el 4?

10. Completar la siguiente tabla:

NUm. de lanzamientos 120 | 240 | 480 [1200]|2400]4800

Frecuencia esperada del 3

Frecuencia absoluta del 3

| Fr. esperada - Fr. absoluta |

Frecuencia relativa del 3

| Fr. relativa - probabilidad del 3 |

¢Observas algo raro en esta tabla?



124 MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

HOJA DE TRABAJO N 8

1. Simular el paseo del borracho. Para ello por parejas, completar la siguiente tabla:

N 10 | 20 | 30 | 40 | 60 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

D

Donde N es el numero de movimientos y D es la distancia en mm. del «borra-
cho medio» a la farola.

¢Se acerca o se aleja el borracho de la farola?. ;Por qué sucede esto?.
2. Carrera con una moneda:

META META
OESTE ESTE

|
|
7 6 5 4 3210 1 2 3 45 6 7

Se coloca una ficha en punto de salida 0. Se lanza una moneda. Si sale cara, la ficha
avanza un lugar hacia la derecha. Si sale cruz, la ficha avanza un lugar hacia la izquierda.

Se repite el lanzamiento de la moneda, hasta que la ficha llegue a la meta
ESTE o a la meta OESTE, que acaba el juego:

Juega varias veces y completa el siguiente cuadro:

LLEGA A | N®tiradas Caras Cruces f caras f cruces

Meta ...

Meta ...

Meta ...

Meta ...

Compara con los resultados de tus companeros.

¢Qué observas en las frecuencias relativas?
¢Qué pasaria si las metas estuvieran mas lejos?.

Relaciona los resultados con las leyes de los grandes numeros que has estudiado.
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Foco de atencion

Actividades
de los alumnos

Actividades
del profesor

Material

Hacer explicitos los
supuestos de los que
parten los alumnos en
la5 experiencias aleato-
rias de varias pruebas.

Realizar experimentos
aleatorios.

Describir el resultado

de los experimentos.

Revision de as ideas
originales.

Los alumnos en grupos discuten
los problemas de [a hoja de trabajo
n*9, confeceion del cartel.

Una persona de cada grupo infor-
ma 4 la clase sobre [as soluciones,

Discusion en la clase. Se recogen
185 Soluciongs dominantes.

Se dividen en grupos: unos realr
2an el experimento 7; otros realr
2an ¢l experimento 8; el experk-
mento 9 s realiza con toda la cla-
5.

Cada grupo elabora un cartel para
informar 4 [a clase de su expert-
mento.

Discusion con toda la clase.

Presenta [a hoja de trabajo N2 9.
Recorre los grupos fomentando el
trabajo ordenado.

Modera la sesion. No critica las
soluciones dadas.

Modera a sesion. Trata de resumir
0 esquematizar las soluciones
dominantes y las razones dadas.

Organiza los grupos y el material. Cartas o cartulinas,
Ayuda a los grupos cuando se o Monedas.

SWvIOILDWVvAId s3awvainNm

pidan. Promueve debate, observa- Dados sin marcar

cion & interpretacion de los resuk- caras.

tados.

Estimula el debate sobre posibles
modos de mejorar el experimen-
to. Por ejemplo: en el problema 7,
¢influye que el 2° jugador conozea
el resultado obtenido por el 1%7.

Promueve la discusion problema
por problema.

Sl

R ——————
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Foco de atencion Actividedes Ativioedes Contenidos
de los alumnos del profesor
Utilizacion de recursos y  Toman notas. Presenta los diagramas en  Experiencias aleatorias de
heuristicos  estadisticos. arbol de los problemas de la  una sola prueba vs de varias
Arboles y caminos. hoja de trabajo n® 9. pruehas.

Verificacion de la validez de  Toman notas.
las técnicas estadisticas.

Aplicacion de las nugvas ide- Resuelven la hoja de trabajo
8, 10, Indviduaimente.

Revision del cambio en las Los alumnos individuaimen-
Ideas. te deben escribir sobre las
diferencias en su compren-
si0n de los problemas antes
y después de la nstruccion.

Relaciona los resultados
obtenidos de esta manera
con los resultados de los
experimentos. Explica con-
tenidos.

Manda resolver los ejer-
cicios de la hoja de trabajo
10 en el encerado.

Diagramas en arbol. Cami-
n0S.

Sucesos independientes.
Sucesos dependientes.
Interseccion de sucesos.
Probabilidad de la intersec-
cin

Unidn de sucesos.
Probabilidad de fa nidn.
Sucesos incompatibles.
Suicesos compatibles.
Sucesos contrarios.

Suma de probabilidades de
SU08S0s contrarios.

oL
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HOJA DE TRABAJO 9

1. De la urna de abajo se extrae al azar una letra, se toma nota y se devuelve a la
urna. Después se repite el proceso dos veces mas.

¢/Qué probabilidad hay de obtener la palabra ANA?

2. De la urna anterior se extrae al azar una letra, se toma nota y no se devuelve a
la urna. Después se repite el proceso dos veces mas.

¢Qué probabilidad hay de obtener la palabra ANA?

3. Los condenados a muerte en Celofania tienen una Gltima posibilidad de
librarse de la pena. Con los ojos vendados, deben elegir al azar una de las
tres urnas de abajo y sacar una bola. En el caso de que esta sea blanca, sal-
van su vida.

/Cudl es la probabilidad de que se salven?

o e kel

1 2 3

4. Hay 9 viajeros en la aduana, de los que 5 son honrados y 4 defraudadores. Un
aduanero elige a 3 personas para pasar el control. Descubre que los 3 son
defraudadores.

¢Cuél es la probabilidad de obtener un resultado tan bueno?

5. Cada vez que el profesor Freud ve a 7 personas juntas apuesta 100 contra 1 a
gue por la menos 2 de ellas han nacido el mismo dia de la semana.

¢Cuél es la probabilidad de que pierda su apuesta?

6. Cain y Abel tiran al mismo tiempo sobre un blanco. Sus probabilidades de acer-
tar son respectivamente 4/5y 7/10.

¢Cuél es la probabilidad de que por lo menos se alcance el blanco una vez?

7. Se consideran los dados a, b, ¢, d, cuyas caras aparecen a continuacion:
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Wl W|w| w
DO NN
(&)}

El primer jugador escoge un dado y el segundo otro (de los tres que quedan).
Los lanzan y gana el que mas puntuacion obtenga.

¢Qué prefieres ser el 120 el 2° jugador?. ;Por qué?

8. Dos jugadores ponen 20.000 pts cada uno y se las juegan del siguiente
modo: se las llevard el primero que gane 6 veces al juego de lanzar una
moneda al aire.Cuando uno de ellos va ganando 5 a 3, se tiene que interrum-
pir el juego.

¢Coémo se deben repartir las 40.000 pts?

9. Disponemos de 3 cartas: una de ellas es negra por ambas caras, otra roja por
ambas caras v la tercera tiene una cara roja y la otra negra. Se meten las cartas
en un sombrero y una mano inocente extrae una de ellas de la que se puede ver
s6lo una de las caras.Supongamos que es roja. Un jugador te ofrece apostar
cierta suma de dinero contra la misma cantidad de su parte, apostando él a
favor de la carta roja-roja.

¢ Te parece una apuesta equitativa?

10. ;Cuédntas personas se necesitan en un grupo para estar seguros que al
menos dos de ellas tienen el mismo dia de cumpleanos?.

11. ¢Cuél es la probabilidad de que en una clase de 23 personas, haya al menos 2
con el mismo dia de cumpleanos?
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PROPUESTA DE EXPERIMENTOS ALEATORIOS

EXPERIMENTO 7 (Hace referencia al problema 7 de la hoja de trabajo 9)

Se constituyen 3 parejas, cada una de ellas con 4 dados transitivos. Se las per-
mite jugar un rato, el juego. Cada pareja ha de contestar a la pregunta formulada
y justificarla.

Luego ha de informar a la clase. Posteriormente, el profesor puede desafiar a
cualquier alumno a jugar y demostrar que hay una estrategia ganadora. Ha de
plantear la pregunta:

ZInfluye que el 2° jugador conozca el resultado obtenido por el
12 0 solo el dado que ha escogido el 1°?

EXPERIMENTO 8 (Hace referencia al problema 8 de la hoja de trabajo 9)

Se constituyen 10 o mas parejas, que parten de la hipétesis de que uno de los
miembros de la pareja esta ganando por 5 a 3. Juegan el juego 16 veces cada
pareja. Se trata de ver cuantas partidas gana un jugador y cuantas el otro.

Posteriormente se recogen en una sola tabla los resultados de las 10 parejas.

Partidas realizadas 16 160
Partidas ganadas por A

Partidas ganadas por B
Probabilidad de ganar A
Probabilidad de ganar B

EXPERIMENTO 9 (Hace referencia al problema 9 de la hoja de trabajo 9)

El profesor extrae 30 veces, cada vez una de las 3 cartas de una bolsa, mos-
trando una de las caras. Los alumnos han de adivinar el color de la otra cara. Un
alumno, al lado del profesor va anotando el color de la cara oculta y al final mues-
tra a la clase el resultado.

Se invita a los alumnos que escojan una estrategia para jugar de nuevo el jue-
go (si no se les ocurre, se les proporciona).

a) Escoger al azar el color de la cara oculta.
b) Escoger para la cara oculta el mismo color de la cara visible.
c) Escoger el color contrario.

De nuevo se repite el juego y se ve cuél estrategia es la ganadora.

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones
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HOJA DE TRABAJO 10

1. En un cajén hay 4 calcetines negros, 6 rojos y 2 blancos. Se extraen dos al azar.
/Cuél es la probabilidad de que sean del mismo color?

2. Se extraen sucesivamente y al azar las 10 letras contenidas en la urna.

aaaabbbaahb

El resultado de la extraccién son palabras que contienen 6 letras ay 4 letras b.
¢/Cuél es la probabilidad de obtener la palabra «abbaabaaab» ?
3. Se lanza un dado 6 veces. ¢Cudl es la probabilidad de:

a) Obtener cada vez un numero diferente.
b) Obtener sdlo numeros impares.

c) Obtener sélo cincos o seises.

d) Obtener al menos un cuatro.

4. Sean X e Y el primer y el segundo resultado de lanzar un dado dos veces. Cal-
cular las probabilidades de los sucesos siguientes:

a)X=2 b)Y <4 X=2U((Y=1)
dX<3U(KY>2 eX+Y=K
HX*Y>18 gX*Y=1

5. Sacamos 2 cartas de una baraja. Probabilidad de obtener:

a) Dos bastos.
b) Un basto.

¢) Ningun basto.
d) Algun basto.

6. ;/Qué es mas probable: obtener al menos « un seis» al tirar un dado 4 veces, u
obtener al menos « un doble seis», al tirar 2 dados 24 veces?

7. Se lanzan cuatro dados. Si sale « 6 « en alguno de ellos gano; sino, pierdo.

¢Tengo ventaja?
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.\ Actividades Actividades .
Foco de atencion Material
de los alumnos del profesor
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Razonamiento estadis-  Los alumnos en grupos discuten  Presenta la hoja de trabajo.
tico intuitivo de los los problemas de fa hoja de trabajo Recorre los grupos fomentando el
alumnos, n*11, confeccion del cartel trabajo ordenado.

Una persona de cada grupo infor- - Moderala sesion. No critca las sol-
ma a la clase sobre las Soluciones.  ciones dadas.

Discusion en [a clase. Se recogen  Modera la sesion. Trata de resumir
l85 Soluciones dominantes. 0 esquematizar as soluciones dom-
nantes y as razones dadas.

Realizacion de simula- ~Los alumnos han de reflexionar  Propone que se simulen los ejer- Dados nomales,

ciones por los alumnos. - sobre como smular el problema, - cicios 7, 8, 9, 1, por parejas o por  Tarjetas,
proponer una simulacion y reali- - trios. Monedas.
zarla, Bolas en umas.

Describir el procesoy el Cada grupo informa a 1a clase de  Estimula el debate sobre como
resultado de [a simula- como simuld el problema respec-  ampliar o realizar de otro modo [a
cion. o y el resultado. simulacion,
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Actividades

Foco de atencion de los alumnos

Actividades

del profesor Contenidos

Analisis tedrico de los pro- Toman notas.
blemas propuestos.

Verificacion de la validez de  Toman notas.
las técnicas estadisticas.

Aplicacion delas nugvaside-  En grupos, los alumnos
8. resuelven [a hoja 12. - Discu-
50 en la clase.

Resuelve los problemas de fa  Tamario de la muestra.

hoja 1. Comenta la utiidad ~ Distribucion binomial.

e las simulaciones. Regresion ala media.
Independencia estocastica.

Relaciona los resultados Heurlsticos y sesgos del

tedricos con los experimen- ~ razonamiento probabilistico.

tales. Nimeros aleatorios.
Simulacion.
Modera la sesion. Metodo de Montecarlo.

Reflexiona sobre los proble-
mas e a hoja 12.

e ————— e ————————
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HOJA DE TRABAJO 11

1. El numero méximo de cabellos que tiene una persona es 500000; el numero
de habitantes de Madrid es 3000000, /cuél es la probabilidad de que al menos
2 habitantes de Madrid tengan el mismo ndmero de cabellos?

2. Consideremos la letra r. ;/Es mds probable que r aparezca en la primera posi-
cién de una palabra o en la tercera posicién? Verifica una. Tu estimacion para la
proporcién de esos dos valores es...

3. Considera los siguientes cuadros

A B
XXX XXXXX XX
XXX XXXXX XX
XXX XXXX XX

XX
XX
XX

¢En cuél de los cuadros hay mas formas posibles para pasar de la primera fila
a la ultima, sabiendo que desde una x cualquiera de una fila puedes saltar a cual-
quier x de la fila inmediatamente inferior?

-En A
-En B
-El mismo numero

4. En una cierta ciudad hay dos maternidades. En la mayor nacen aproximada-
mente 45 bebés por dia y en la menor 15. Como sabes, mas o menos el 50%
de los recién nacidos son ninos aunque el porcentaje exacto de ninos varia de
un dia a otro. Durante un ano entero cada maternidad registré los dias en los
que mas del 60% de los recién nacidos fueron nifos. /Qué maternidad regis-
tro mas dias de éstos?:

-La mayor

-La menor

-Las dos maternidades registraron aproximadamente el mismo
numero de dias

5. Si se extrae una muestra de 100 personas ¢Qué es mas probable?

a) Que esté constituida por 53 hombres y 47 mujeres
b) Que esté constituida por 50 hombres y 50 mujeres

6. Hemos lanzado 1000 veces la moneda al aire y han salido 550 caras y 450 cruces.
Si tiramos la misma moneda otras 1000 veces, lo mas probable es que

a) salgan menos de 550 caras
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b) salgan 550 caras o mas
c) es igual de probable el suceso a) que el b)

7. 3 cazadores muy habiles hacen blanco a cada tiro. Se da suelta simultanea-
mente a seis pichones; cada cazador dispara una vez. ;Cudntos pichones que-
dan vivos por término medio?

8. 27 exploradores estan perdidos en una cue-
va de la que parten 3 caminos. Uno de ellos
Q lleva al exterior en una hora. Los dos restan-
tes no tienen salida: si entran por uno de

ellos, vuelven a la cueva en dos dias; si lo
hacen por otro, vuelven en tres dias. Como
no llevan ninguna luz y la cueva estéa oscura y
llena de obstaculos, eligen, cada vez que

hacen un intento de salir, uno de los tres

caminos al azar.

Si sélo tienen comida y agua para sobrevivir durante menos de seis dias,
éseuantos de los 27 exploradores crees que lograran salir de la cueva?

¢Cuéntos se salvarian si hubiese 54 exploradores?;Y si hubiese 18?

Si hubiera un ndmero cualquiera de exploradores, /qué proporcion de ellos
crees que se salvaria?

Si tuvieran alimentos para subsistir indefinidamente, Jcrees que se salvarian
todos los exploradores?

9. Tenemos 4 tarjetas, cada una de las cuales tiene una letra por el anverso y un
numero por el reverso. Se colocan encima de una mesa de la siguiente
manera:

Se puede asegurar que si en el anverso hay una vocal entonces en el reverso
hay un nimero par. Admitiendo esto:

¢Cudl es la probabilidad de que detrds de A haya un impar?
¢Cuél es la probabilidad de que detras de 5 haya una consonante?
¢Cudl es la probabilidad de que detrds de B haya un par?

¢Cudl es la probabilidad de que detras de 2 haya una vocal?

10. La posibilidad de no morir en un accidente de coche es del 99%, la de no
morir en un accidente doméstico es del 98%, la de librarnos de una enferme-
dad pulmonar es del 95%, la de librarnos de la locura es del 90%, la de librar-
nos de un céncer es del 80% vy la de librarnos de una enfermedad del corazén
es del 75%. Estima la posibilidad de que una persona no padezca ninguna de
estas desgracias.
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¢Cudl es la probabilidad de que entre 6 nacimientos 3 sean mujeres:

* 3/6
® 20/64
e ] /8

a) Hay quién dice que, generalmente, los hombres tienen mas hermanas que
las mujeres y que las mujeres tienen mas hermanos varones que los hom-
bres tienen. Es decir que una chica, si tiene hermanos, generalmente tiene
mas hermanos varones que hermanos mujeres; en cambio, un chico, si tiene
hermanos, suele tener mas hermanos mujeres que hermanos varones /Cre-
es que esto es cierto?

b) Alguien ha lanzado al aire una moneda varias veces y ha ido anotando el
numero de caras y el de cruces. Tu sélo has visto que una de las veces salié
«cara» ¢Puedes afirmar que en el resto de los lanzamientos hay mas «cru-
ces» que «caras»?

En la prensa aparecio el siguiente anuncio del que suprimimos el nombre del
producto: « Presentamos la solucién a su problema de obesidad: de todos los
compradores del producto XXXX soélo el 3% quedo insatisfecho y pidié la
devolucién de su importe. Decidase Ud. a probarlo. No se arrepentird». Supo-
niendo que esta informacién es cierta jpodemos afirmar con seguridad que
este producto es eficaz?

;Qué porcentaje de los compradores quedé satisfecho de su
compra?

/Que probabilidad tienes de que si compras el producto quedes
satisfecho?

La puntuacién media global en matematicas en un distrito escolar grande era
400. Si 5 estudiantes fueron aleatoriamente seleccionados del distrito y las
puntuaciones respectivas en matematicas de 4 de ellos fueron 380, 420, 400
y 600 ;Cual seria la puntuacién esperada para el 5° estudiante?
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HOJA DE TRABAJO 12

1. Imagina que eres un explorador que ha llegado a una isla desconocida en el
Pacifico Sur. Encuentras varios animales, personas y objetos que te resultan
desconocidos. Observas las propiedades de tus «muestras» y haces conjetu-
ras acerca de si esas propiedades serian iguales en otros animales, personas y
objetos del mismo tipo.

Suponte que encuentras un pajaro nuevo, el piorron. Es azul de color. /Qué
porcentaje de piorrones esperas que sean azules? ;Porqué?

Suponte que el piorrén que encuentras anida en un eucaliptus, una clase
de arboles que es muy comun en la isla. /Qué porcentaje de todos los piorro-
nes en la isla crees tu que anida en los eucaliptus? ;Porqué?

Suponte que encuentras un nativo que es miembro de una tribu que él lla-
ma los Barratos. Es gordo. /Qué porcentaje de todos los hombres Barratos
crees que serdn gordos? jPorqué?

Suponte que el hombre es de color marrén. ;Qué porcentaje de los hom-
bres Barratos esperas que sean marrones (como opuestos a negros, blancos,
rojos o amarillos)? ¢ Porqué?

Suponte que el cientifico de la expediciéon descubre un elemento muy raro
llamado floridium. Este elemento calentado a muy alta temperatura arde con
una llama verde. ;/Qué porcentaje de todas las muestras de floridium encon-
tradas en la isla esperas que ardan con una llama verde?

Suponte que la muestra de floridium conduce la electricidad. /Qué porcen-
taje de todas las muestras de floridium encontradas en la isla esperas que con-
duzcan la electricidad?

2. Resuelve el problema anterior pero suponiendo que encuentras tres ejempla-
res de piorrones, que son azules y anidan en eucaliptus los tres; encuentras
tres hombres nativos que son gordos y de color marrén, los tres; y encuentras
tres muestras de floridium que arden con llama verde y conducen la electrici-
dad, las tres muestras.

3. Resuelve el mismo ejercicio pero ahora suponiendo que encuentras 20 ejem-
plares de cada ( piorrones, nativos y floridium).

4. Juan es un hombre de 33 anos, muy reservado e introvertido, siempre servicial
pero con poco interés por la gente o por el mundo real. Con un caracter tranqui-
lo y ordenado, necesita el orden y la estructura y es muy meticuloso.

Ordena las siguientes ocupaciones de mas probable a menos probable,
como profesién de Juan: agricultor, vendedor, piloto de lineas aéreas, bibliote-
cario, médico.

¢Qué criterio sigues, o en qué te basas para hacer la clasificacion?

5. Durante las vacaciones, Luis decidié viajar hasta Vigo para visitar a algunos de
sus parientes y amigos. Poco después de Benavente, par6é en una gasolineray
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entré en la tienda para comprar un mapa de carreteras. Alli, en una esquina,
habia dos maquinas tragaperras. Luis las habia visto muchas veces, pero nun-
ca habia jugado con ninguna. Fué hacia ellas, y estuvo examinandolas, tratando
de imaginar cémo funcionaban. Un anciano que estaba sentado cerca de las
maquinas le hablé. «No hay ningun sistema para ganar con estas maquinas. Es
cuestion de suerte. Usted ponga una moneda, tire de la palanca y tenga espe-
ranzas de ganar. Pero déjeme decirle algo: en algunas maquinas, es mas facil
perder que en otras. Esto es porque los duenos pueden cambiarles el meca-
nismo de manera que se pierde mas faciimente. ;Ve esas dos maquinas? La
de la izquierda le da a usted alguna oportunidad de ganar, pero en la de la dere-
cha perderd mucho mas frecuentemente. Hagame caso, he estado jugando
con ellas durante anos». El anciano se levanté y salié de la gasolinera.

Luis estaba muy intrigado después de esta conversacion por las dos
maquinas tragaperras, asi que jugd con la maquina de la izquierda un par de
minutos. Perdié aproximadamente el doble de veces de las que gané.
«Humm...»-se dijo-»El hombre dijo que habia posibilidades de ganar en la
maquina de la izquierda. Debia de estar equivocado». Entonces probé a jugar
otro par de minutos con la maquina de la derecha y terminé ganando mas
veces que perdid. Luis concluyd que el hombre estaba equivocado sobre las
probabilidades de ganar en las maquinas y que verdaderamente, la maquina
de la derecha daba mas premios que la de la izquierda.

Comenta las conclusiones de Luis y su razonamiento. /Estds de acuerdo
con él? Explica tu respuesta.

. La familia Suarez habia decidido hace mucho tiempo que a la hora de cambiar
su coche se comprarian lo que ellos llamaban «uno de esos coches suecos
sélidos, seguros y construidos para durar», un Volvo o un Saab. Se les acaba
de estropear definitivamente el viejo coche y necesitan con urgencia uno nue-
vo. Asi que rapidamente consiguieron la revista Informe del consumidor donde
encontraron que los expertos consideraban ambos coches como muy buenos,
aungue el Volvo quiza destacaba en algunos aspectos. Ademas los lectores de
Informe del consumidor que poseian un Volvo se quejaban en menos cartas de
problemas mecéanicos que los duenos de un Saab. Estaban a punto de ir a
comprar un Volvo cuando recordaron que dos amigos suyos tenian un Saab y
otro tenia un Volvo. El senor Suarez los llamé, y los dos poseedores de un Saab
le comentaron que habian tenido pequenos problemas mecanicos pero nada
serio. El dueno del Volvo exploté cuando le pregunté sobre su coche: «Prime-
ro el... inyector informatizado de gasoil se estropeé: fueron 25000 pts. Des-
pués fue la caja de cambios. Hubo que cambiarla. Después la transmision vy el
embrague. Al final, lo vendi con tres anos.»

Dado que los Suarez van a comprarse hoy un Volvo o un Saab, /qué coche
crees que deberian elegir? ;Por qué?

. David es un estudiante de COU que esta planificando su ingreso en la Univer-
sidad. Tiene un expediente académico excelente en el Bachillerato, y ha sido
admitido en los dos centros de estudio que solicité: un pequeno Instituto
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Superior de Artes y una Universidad. Ambos centros estan bastante igualados
en cuanto al prestigio y al costo de los estudios y estan situados en atractivas
ciudades de la costa, a distancias similares de su casa. David tiene amigos
mayores que él en ambos sitios, todos estudiantes brillantes como David y con
intereses similares. Los amigos del instituto de artes le comentaron que a ellos
les gustaba mucho el sitio, y que lo encontraban muy interesante. Los amigos
en la Universidad le dijeron que tenian muchas quejas tanto a nivel personal
como con respecto a la educacion. David penso inicialmente en ir a la Escuela
de Artes liberales pero después decidié que visitaria ambos sitios antes. No le
gusto lo que vi6 en la Escuela de Artes: algunas de las personas que conocio le
parecieron frias y desagradables; un profesor con el que coincidié brevemente
le parecié aspero y poco competente; y no le gusté el ambiente del campus.
Pero si le gustod lo que vi6 en la Universidad: algunas personas que conocié
parecian vitales, entusiastas, agradables; conoci6 a dos profesores que pusie-
ron un interés personal en él; y volvié a casa con una agradable impresién del
campus.

/Qué escuela deberia escoger David, y por qué? Intenta analizar los argu-
mentos de ambos lados, y explica cuéles de ellos son mas fuertes.
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HOJA DE TRABAJO 13

. Carmen y Daniel han inventado un juego de dados con las siguientes reglas:
Lanzan dos dados consecutivamente y calculan la diferencias de puntos entre
el mayor y el menor:

- Si resulta una diferencia de 0,1,0 2, entonces Carmen gana una ficha.
- Siresulta 3,4,0 5, es Daniel quien gana una ficha.

El juego comienza con un total de 20 fichas y termina cuando no quedan
mas ¢ Te parece que este juego es equitativo? Si tuvieras que jugar ;Cuél juga-
dor preferirias ser?

. Se cambian las reglas del juego anterior del siguiente modo:

- Si resulta una diferencia de 0,1,6 2 entonces Carmen gana una ficha.
- Si resulta una diferencia de 3,4,6 5 entonces Daniel gana dos fichas.

¢ Te parece que este juego es equitativo? Si tuvieras que jugar ¢Cual juga-
dor preferirias ser?

. Abel posee un capital de 1000.000 pts, mientras que Cain de 100.000.000 pts.Este
propone el siguiente juego: Se lanza una moneda, si se obtiene cara, Abel pierde
1.000.000, vy si sale cruz, gana 10.000.000. /Crees que Abel debe jugar?

. Cain que es agente de seguros, propone a Abel que asegure su capital,
que es de 1.000.000 pts, con una poliza anual que sélo cuesta 1.000 pts.
La probabilidad de que el capital de Abel se destruya (por robo, o por pér-
dida, o cualquier otra causa) es de 0,0005 /Crees que Abel debe asegurar
su capital?

. Consideremos una clinica que analiza sangre en busca de una enfermedad que
se sabe afecta a una persona de cada 100. Los pacientes acuden a la clinica en
grupos de 50 y el director se pregunta si en vez de analizar de cada uno por
separado, no le saldria mas a cuenta mezclar las 50 muestras y analizarlas en
conjunto. Si la muestra total da negativo, podria declarar sanos a los 50, y en
caso contrario habria de analizar la sangre de cada miembro del grupo por
separado. ;Cudl es el numero esperado de analisis que habria que realizar en
caso que se decidiera adoptar este procedimiento?

. Una urna contiene 2 bolas blancas y 3 negras. Se extraen las bolas una tras
otra sin reposicion, por cada bola blanca el jugador recibe 1 pts; por cada bola
negra paga 1 pts. El juego es, evidentemente, perjudicial, pues el jugador pier-
de en cada partida 1 pts.Supongamos que el jugador puede detener el juego
cuando quiera. ¢/Cudl es entonces, la mejor estrategia y cual es el valor espera-
do de la ganancia?
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HOJA DE TRABAJO 14

1. Practica con un companero 5 veces el juego 1) de la hoja de trabajo anterior y
anota los resultados en una tabla como la siguiente:

Diferencia de Recuento Num. de veces |Frecuencia relativa
puntos

ganaC| o
1
2

ganaD| 3
4
5

Total de lanzamientos 100

A la vista de estos resultados, sconfirmas tu primera opinién sobre si tu juego
es justo o no?

2. Contesta a las siguientes cuestiones:

a) Enumera todos los resultados posibles que puedes obtener al lanzar dos
dados.

b) Los sucesos simples que componen el suceso

= «La diferencia de puntos es 5» son los siguientes:
A={(1,6),(6,1)}

Enumera todos los elementos de los siguientes sucesos:

B=»La diferencia es 4 puntos»
C=n»la diferencia es 3 puntos»
D=»La diferencia es 2 puntos»
E=»La diferencia es 1 punto»

F=»la diferencia es 0 puntos»

c) Enumera los elementos que componen los siguientes sucesos:
BUC, BUF; EUD.

d) Expresa el suceso «gana Carmen»como unién de alguno de los sucesos A,
B.C, E.E

e) Expresa el suceso «gana Daniel» como unién de alguno de los sucesos citados.
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f) Asignar una probabilidad a los sucesos siguientes:

«La diferencia de puntos es 0»
«La diferencia de puntos es 1»
«La diferencia de puntos es 2»

g) /Cual es la probabilidad de que Carmen gane el juego?
h) ;/Cual es la probabilidad de que Daniel gane el juego?

3. /Que relacion hay entre las probabilidades que se calculan en f) y en g) /Por
qué hay esa relacion?

4. Con la modificacién de las reglas que se propone en el ejercicio 2 de la hoja de
trabajo anterior, el juego se convierte en equitativo, /Por qué?

5. Te proponen practicar un juego con las siguientes reglas:

® [anzar 3 monedas;

e Si salen 2 caras o 2 cruces entonces gana A una ficha;

e Si salen 3 caras o 3 cruces entonces gana B una ficha;

e Repetir hasta agotar las 20 fichas con que se comienza el juego;
® Gana el jugador que consigue mas fichas.

JPrefieres ser el jugador A o el B? Razona la respuesta. Si no estds seguro
practica este juego con un companero 5 veces.

Enumera todos los resultados elementales distintos que han ocurrido. /Son
todos los posibles o existe alguno mas?.

Cuenta el nimero de veces que ha ocurrido cada suceso y construye un dia-
grama de barras para representar los resultados.

6. Comprobar la estrategia de cada uno, simulando el ejercicio 6 de la hoja de tra-
bajo anterior.

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



144 MATERIALES PARA LA ENSENANZA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES

HOJA DE TRABAJO 15

1. Se lanza 3 veces una moneda. El resultado C supone ganar. Define la distribu-
cién de probabilidad de la variable aleatoria ganancia y represéntala en un his-
tograma.

2. Calcula el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria anterior.

3. Se lanza dos veces un dado normal. Sobre esa experiencia aleatoria se pueden
definir diferentes variables por ejemplo:

X: numero obtenido en el 1" lanzamiento.

Y: suma de los numeros obtenidos en el 18" lanzamiento y en el 22 lan-
zamiento.

Define tu, otras 5 variables aleatorias diferentesa X e Y.

4. Calcula el espacio muestral, la distribucién de probabilidad, el histograma vy el
valor esperado de la variable Y.
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HOJA DE TRABAJO N*® 16

. Escribe tu conjetura o prediccién de los siguientes sucesos:

Si lanzas 6 monedas, ¢/Cudl es la probabilidad de que consigas:

a) Seis caras.
b) Cinco caras.
¢) Cuatro caras.
d) Tres caras.

. Realiza el siguiente experimento en grupos de seis alumnos:

Lanzad 6 monedas. Registrad el nimero de caras. Repetid el lanzamiento
de las seis monedas, 50 veces. Usad los datos conseguidos para responder
cada una de las siguientes cuestiones:

a) ¢Cudl es la probabilidad de conseguir seis caras?. ;Cinco caras?.
¢Cuatro caras?. ¢Tres caras?. ;Dos caras?. ;Una cara?. ;Cero
caras?.

b) ¢Cuél es la probabilidad de conseguir al menos una cara?. ;Al
menos dos caras?.

. Desarrolla un modelo mateméatico para encontrar la probabilidad teérica de los

resultados de lanzar 6 monedas al aire: Primero haz una lista de todos los resul-
tados posibles al lanzar 6 monedas; Segundo, determina una manera de asig-
nar una probabilidad a cada resultado.

e ;Cuél es la probabilidad tedrica para conseguir al menos una
cara?. ;Al menos dos caras?.

e ;/Cudles son las ideas de las que partes para establecer tu
modelo matematico?.

. Compara las probabilidades empiricas o experimentales del ejercicio 2) con las

probabilidades tedricas del ejercicio 3). ¢ Coinciden: mucho o poco?.

Haz un grafico para comparar las probabilidades experimentales (observa-
das) de cero caras, una cara, ..., seis caras, en 50 tandas de lanzamientos de 6
monedas, con las probabilidades tedricas.

. ¢Cudles fueron las ideas de las que partiste al realizar el experimento de lanzar

6 monedas al aire?. ; Cambias tus predicciones hechas en el ejercicio 1)?. ¢ Por
qué?’.

Comenta cualquier observacién o reacciéon que se te ocurra en relaciéon a esta
actividad que acabas de realizar.

Compara tus resultados con los conseguidos por tus companeros.
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HOJA DE TRABAJO N= 17

1. a) Escribe tu conjetura o prediccion para la probabilidad de que una chincheta
caiga de cabeza, cuando la lanzas al aire.

b) Lanza una chincheta al aire 75 veces y anota las veces que cae de cabeza y
las veces que cae de punta.

c) En base a los datos experimentales, calcula la probabilidad de que una chin-
cheta caiga de cabeza y la probabilidad de que caiga de punta.

2. Haz esta parte de la actividad en grupo de 3 personas: cada alumno del grupo
ha de tener una chincheta de diferente color. Usa las probabilidades calculadas
en el ejercicio 1) para determinar las probabilidades de que:

i) La chincheta roja caiga de cabeza.
ii) La chincheta azul caiga de cabeza.
iii) La chincheta dorada caiga de cabeza.

Lanzad las 3 chinchetas juntas y registrad resultados. Antes de realizar este
experimento, escribe tu prediccién para cada una de las siguientes probabilidades:

a) Todas las chinchetas caen de cabeza.
b) Ninguna chincheta cae de cabeza

(¢hay otro modo de expresar este mismo suceso?)
c) Al menos una chincheta cae de cabeza.

(¢hay otro modo de expresar este mismo suceso?)
d) La chincheta roja cae de cabeza.
e) Dos chinchetas caen de cabeza y una cae de punta.

Lanzad ahora las 3 chinchetas juntas, 60 veces. Registrad los datos como ter-
nas, por ejemplo C P P significa chincheta roja cae de cabeza, chincheta azul y
chincheta dorada caen de punta.

Usa los datos que habéis reunido para calcular las probabilidades experimen-
tales a), b), c), d), e), de este ejercicio. Compara estos célculos a tus predicciones
anteriores. JAlguna sorpresa? ;Que ideas tenias al hacer el experimento?, ;Que
ideas tienes para mejorar este experimento?

3. a) Desarrolla un modelo matematico para asignar probabilidades teoéricas a los
resultados de este experimento: primero lista todos los posibles resultados
del experimento; después, disena un modo de asignar una probabilidad a
cada resultado.

b) Usa tus datos obtenidos en el ejercicio 2) para determinar las probabilidades
experimentales de cada uno de los resultados que acabas de listar en 3a).
Compara esas probabilidades empiricas con las probabilidades teéricas dadas
por tu modelo matematico. Haz un gréfico para comparar tus probabilidades
experimentales con las probabilidades tetricas. ¢Se parecen los 2 graficos?
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c) ¢De que ideas o hipdtesis has partido para disenar el modelo matemaético?.
¢El modelo para el experimento con chinchetas difiere del modelo para el
experimento con monedas?. ;En que sentido difiere, si es que difiere?.
¢Hay algun parecido entre ambos experimentos?

4. Comenta cualquier observacion, reaccién o cuestion que tengas en relacion a
esta actividad.

5. Compara tus resultados con los conseguidos por tus companeros.

HOJA DE TRABAJO N*= 18

1. Suponte que estas siguiendo un curso de estadistica y tienes un examen cada
semana de 10 preguntas. Tu media, durante los meses que llevas siguiendo el
curso, es de 6 contestaciones correctas. La ultima semana, tu has estudiado
con un amigo y conseguiste 9 contestaciones correctas. ¢ Te ayudo el estudiar
con un amigo?

2. Suponte que Ana, una amiga tuya jugadora de baloncesto, te dice que con su
viejo método de tirar tiros libres, tiene un porcentaje de acierto de 60%. Le
acaban de ensenar un método nuevo de tirar y con él ha conseguido 9 canas-
tas en sus 10 primeros lanzamientos. /Deberia aceptar que el método nuevo
realmente es mejor que el viejo?

3. Disena un experimento con dados que te permitan simular el ejercicio 2).
4. Usa una tabla de niameros aleatorios, para realizar la misma simulacién.

5. Desarrolla y usa un programa de ordenador con un generador de numeros ale-
atorios para realizar el experimento 1000 veces y calcular el porcentaje de
ensayos con éxitos.

6. /Hay alguna distribucion de probabilidad tedrica que se puede usar para calcu-
lar el porcentaje de ensayos con éxito, sin necesidad de experimentacion?.
¢Coémo se haria?

7. A la vista de los resultados que has obtenido. /Podrias aconsejar a Ana?
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HOJA DE TRABAJO 19

1. Se lanza 20 veces una moneda. Con 9, 10 u 11 éxitos se gana un premio. Cal-
cula la probabilidad de ganar el premio.

2. ;Cuél es la probabilidad de obtener el «6» al menos 1100 veces, cuando se lan-
za 6000 veces un dado?.

3. ;/Cuél es la probabilidad de que, al tirar 6000 veces un dado, el numero de
«seises» se desvie al menos 50 de su esperanza matemadtica 1000?.

4. Se lanza 10000 veces una moneda. ¢/Cudl es la probabilidad de que el numero
de éxitos se desvie mas de un 1% de su esperanza matematica 5000?.

5. Construye el histograma de la distribucién binomial B(10,0.6) y representa
sobre esa misma figura, una campana de Gauss, que se ajuste lo méas posible

al histograma.

6. Haz lo mismo para la binomial B(12, 1/3). Te doy calculadas las probabilidades:

P(0) = 0.008
P(1) = 0.046
P(2) =0.127
P@3) =0.212

7. Dibuja la funcién

P(4) = 0.238
P(5) = 0.191
P(6) = 0.111
P(7) = 0.048

P(8) = 0.015
P(9) = 0.003
P(10) = 0.000

P(11) = P(12) = 0.000

Indica sus propiedades que te parezcan mas relevantes.

8. ¢/Que relacion hay entre las gréficas de las funciones
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HOJA DE TRABAJO 20

1. En la distribucién N(0,1) calcular las siguientes probabilidades:

a)PZ>2.1)
b) P(Z > -1.23)
c)Pl-1<Z<1)

2. En una distribucién normal N(100,5), calcular la probabilidad de que la variable
tome un valor comprendido entre 97 y 100.

3. Los errores aleatorios de una cierta medicion obedecen a una ley normal con
una desviacién tipica de 1 mm. y esperanza matematica de 0. Hallar la probabi-
lidad de que de dos observaciones independientes el error, por lo menos en
una de ellas, no supere el valor absoluto de 1.28 mm.

4. La vida en horas de un cierto tubo electrénico es una variable aleatoria que
sigue una distribucion N(280, s). /Cudnto debe valer s, si se sabe que la proba-
bilidad de que uno de tales tubos tenga una duracién comprendida entre 240 y
320 horas es 0.87.

5. En un estanque de una piscifactoria se ha tomado una muestra de 3000 tru-
chas y se ha medido en cm, la longitud de las mismas, resultando que se dis-
tribuyen segun la N(26,7),

Calcula los valores
X-36, X-20, X-0, X+06, X+ 20, X+ 30
y reparte las 3000 truchas en esos intervalos.

6. Una determinada empresa produce pilas para juguetes. Como no tiene un pro-
ceso de fabricacion muy depurado, resulta que el 70% de las pilas producidas
tienen una duracién aproximada de unas 1000 horas pero hay un 30% de pilas
que se agotan en 5 minutos aproximadamente. Sin someterlas a ningun con-
trol de calidad, y sin separar unas de otras se empaquetan en cajas de 36 pilas.
¢Cuél seré la vida media de las pilas de una caja?. ;Qué tipo de distribucion de
probabilidad seguira esta variable?
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HOJA DE TRABAJO 21

1. Se quiere estimar la proporciéon de madrilefios que tienen el grupo sanguineo
O, con una precision de 2 centésimas. ¢Cudl es el tamano de la muestra que
se debe utilizar, si queremos una certeza en nuestra estimacion del 95% ?.

2. Para estimar la proporcién p de madrilefios con el grupo sanguineo O, se examina
a 200 individuos, con 80 éxitos. La mejor estimacién de p es P = 80/200 = 0.4. Se
desea determinar para p un intervalo de confianza con una certeza del 95.45%. Es
decir, se trata de buscar dos numeros pq y po, tales que pq < p < pp sea verda-

dero con una probabilidad del 95.45%.

3. Se necesitan 400 tornillos. La probabilidad de que un tornillo sea defectuoso
es 0.1. ;Cudntos se deben pedir para recibir suficientes tornillos no defectuo-
s0s, con una certeza del 99% ?.

4. Parece légico suponer que el cumpleanos de las personas no guarda ninguna
relacion con el dia de su muerte. En este sentido parece razonable establecer
la hipétesis de que aproximadamente el 25% de las muertes que se producen
en una comunidad determinada tienen lugar en el trimestre siguiente al cum-
pleanos del difunto y el otro 75% en los tres trimestres restantes.

Una muestra al azar de 747 resenas cronologicas aparecidas en los periodicos
de una cierta ciudad durante el ano 1977, indicaba que el 46% de las defunciones
consideradas se produjeron en los tres meses siguientes al cumpleanos. ¢/Pode-
mos rechazar la hipdtesis establecida?
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