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A Helena y Xiana 

mi necesidad y mi azar, 

mi azar y mi necesidad 
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PORTIA: 

Id, corred las cortinas, y mostrarle 
los varios cofres a este noble principe. 

PRINCIPE DE MARRUECOS: 

El primero, el de oro; que lleva esta inscripción: 
«Quién a mí me elija tendrá todo lo que un hombre 
pueda desear» 
El segundo, el de plata, portadores de promesas: 
«Aquel que a mí me elija obtendrá tanto como mereciere» 
Y el tercero, de sombrío plomo, con una advertencia 

[igualmente sombría: 
«Quienquiera que me elija debe arriesgarse a dar cuanto 

[posea» 
¿Cómo saber cuál entre todos elegir? 

PORTIA: 

Sólo uno contiene mi retrato, pincipe. 
Si lo elegís, con él a vos me entrego. 

El Mercader de Venecia (W. SHAKESPEARE) 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



ÍNDICE 

PRIMERA PARTE: 
PRESENTACIÓN DEL MODELO DIDÁCTICO 

Capítulo 1: Introducción 13 

Capítulo 2: Las ¡deas probabil íst icas de los estudiantes. 

E l problema de s u investigación 21 

Capítulo 3: E lementos básicos de una educación probabilística 55 

Capítulo 4: La enseñanza de la teoría de probabilidades desde un enfoque 
cuas i -empír ico y para el cambio conceptual 67 

SEGUNDA PARTE: 
ACTIVIDADES DE ENSEÑANZA-APRENDIZAJE ACORDES CON EL MODELO 

Introducción 97 

Unidad didáctica 0 103 

Unidad didáctica 1 104 

Unidad didáctica 2 109 

Unidad didáctica 3 116 

Unidad didáctica 4 125 

Unidad didáctica 5 131 

Unidad didáctica 6 139 

Unidad didáctica 7 145 

Unidad didáctica 8 150 

Unidad didáctica 9 155 

R E F E R E N C I A S 157 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



PRIMERA PARTE 

PRESENTACIÓN 
DEL MODELO DIDÁCTICO 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



CAPÍTULO 1 
INTRODUCCIÓN 

Primer azar: De la epistemología 

Las ecuaciones cuánticas son deterministas, pero cuando se amplifican 
los efectos cuánticos hasta el nivel clásico se introducen incertidumbres y 
probabilidades en la teoría cuántica. 

(Penrose, 1991) 

La probabilidad entra en nuestras vidas de manera continua. Jugamos a dis-
t intos juegos de azar como los dados, las cartas o las numeros í s imas loterías. L o s 
periódicos están l lenos de estadísticas de nacimientos, defunciones, accidentes 
y pronósticos del t iempo (que pensamos que casi nunca se cumplen). El lengua-
je común reconoce la existencia del azar y asumimos esa existencia con un sen-
timiento ambivalente, s i por un lado nos provoca una cierta ansiedad y turbación, 
por otro nos anima al r iesgo porque «la suerte favorece a los val ientes» (Pió Bara-
ja: Pi lotos de altura). 

El azar juega un papel todavía más importante en las sociedades avanzadas. 
Las nociones de seguros de vida y otros t ipos de seguros y de control de calidad 
que llevan incorporados principios probabilísticos o la importancia de los métodos 
estadíst icos como instrumento de trabajo en diversas ciencias, son ejemplos de 
este papel; la mecánica cuántica nos enseña que los procesos microf ís icos fun-
damentales son esencialmente probabilísticos. En definitiva, cualquier fenómeno 
natural o social lo bastante complejo, aún en el caso de que sea totalmente deter-
minista, a menudo sólo puede ser tratado mediante una simulación aleatoria (vea-
se la cita de Penrose en el primer azar). 

Esta importancia de la probabilidad en la civilización moderna se refleja en la 
presencia creciente de la teoría de probabilidades dentro de los curricula escola-
res de la mayoría de los países. Una de las principales razones para enseñar 
matemáticas es que es un poderoso medio de comunicación y ofrece estructuras 
para pensar. Los pr imeros enfoques curriculares, a través de la aritmética y la 
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geometría, educaban el pensamiento causal y determinista. Un enfoque reciente 
pero igualmente importante es el de « los es fuerzos para domesticar el azar», por 
usar una frase muy sugerente de Hacking (1990); el estudio de la teoría de pro-
babilidades educa un tipo de pensamiento diferente y complementario del pen-
samiento lógico o causal. Otra justificación importante para enseñar probabilida-
des es que es un medio significativo de aplicar ideas matemáticas en situaciones 
reales, a diferencia de otras ramas de la matemática donde las aplicaciones a la 
realidad no son tan directas. 

La teoría de probabilidades es un tema difícil para aprender y para enseñar. 
Engel (1971) afirma que el concepto de probabilidad no es ni natural ni intuitivo 
s ino que es fruto de una progresiva reflexión y de un prolongado contraste con la 
realidad. Muchos profesores piensan que el comienzo de ese camino está en la 
práctica de juegos con apuesta equitativa. Pero aun este concepto de apuesta 
equitativa está lejos de ser un concepto primario, por dos razones. En primer lugar, 
porque la mayoría de los alumnos cree que apostar es «jugarse algo» en favor de 
que ocurra cierto fenómeno pero s in tener en cuenta que s iempre se juega algo 
contra alguien. E s muy fácil ganarles algunas pesetas s in que protesten, en un jue-
go que consista en lanzar al aire dos monedas, porque apostarán al suceso «salen 
dos caras» la misma cantidad que el contrario jugará a «no salen dos caras». 

En segundo lugar, porque hay en casi toda apuesta un elemento de decisión 
personal que es algo mister ioso. Un ejemplo antiguo y turbador de ese factor per-
sonal está en la polémica afirmación de Pascal de que él no duda en apostar por 
la existencia de Dios, ya que, por pequeña que sea la probabilidad de que ello 
ocurra, la ganancia es infinita s i es que, en efecto, Él existe: tal juego tiene la pro-
piedad de tener una utilidad esperada mayor que cero. 

La causalidad es mucho más confortable y el pensamiento lógico mucho más 
claro pero el azar es una realidad. Se puede pensar en la probabilidad como el enfo-
que matemático para la cuantificación del azar del mi smo modo que la geometría lo 
es para medir distancias. La diferencia radica en que las paradojas en geometría 
ocurren en un nivel epistemológico más profundo que el que se necesita para las 
matemáticas escolares. En cambio, en la teoría de probabilidades, las paradojas o 
ideas contraintuitivas ocurren en el mismo corazón del tema, en la definición de 
probabilidad, y por tanto en aplicaciones relativamente s imples. Esto está confir-
mado por las dificultades que experimentan los alumnos para aplicar nociones pro-
babilísticas. Engel (1971) afirma que las personas no parecen tener intuición proba-
bilística de la misma manera que tienen intuición geométrica o visual. 

E l pensamiento causal tiene raíces muy profundas y con frecuencia su activa-
ción dificulta la percepción probabilística de una situación. El solapamiento del 
pensamiento probabilístico con el pensamiento lógico es una paradoja en s í mis -
ma. La formación del concepto de probabilidad dentro de una teoría matemática, 
lógicamente organizada, no significa que el razonamiento probabilístico en s í mis -
mo (como un tipo teórico de razonamiento) siga la estructura de la lógica. En par-
ticular, observemos que no está garantizada la transitividad de conclusiones pro-
babilísticas cuando, s in embargo, estamos acostumbrados a aceptar la propiedad 
transitiva de las relaciones causales. En efecto, analicemos el siguiente juego: 
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«Se dispone de las tres ruletas de la figura.¿Cuál debe elegir un jugador para 
jugar si ha de competir con otro jugador?» 

Como P(S i > S 2 )=0 .52 , P(S 2 > S 3 ) = 0 . 6 1 y P (S i > S 3 )=0 .25 , la ruleta S i es 

preferible a S2, S2 es preferible a S3, pero S i no es preferible a S3. No hay tran-

sitividad en la elección, cualquier ruleta mejora y es mejorada por otra ruleta, 
por tanto el jugador que elige segundo tiene ventaja. E s to es una paradoja des-
de la perspectiva de la lógica ordinaria en donde la transtit ividad de las conclu-
s iones es normal. La estocástica no es una forma débil de la lógica s ino una for-
ma diferente de razonamiento. 

Ya metidos en el meollo de las intuiciones y los cálculos probabilísticos, trate 
el lector de resolver la siguiente cuestión: «¿Cuál es la probabilidad de que en un 
grupo de 23 personas, al menos 2 celebren su cumpleaños el mismo día?» (Pau-
sa para rascar la cabeza). 

S I el lector se comporta como la mayoría de los su jetos interpelados con esta 
cuestión, puede pensar que s i el grupo es de 3 6 6 personas tiene probabilidad 1 
(es un suceso seguro) de encontrar al menos 2 personas con el m i smo día de 
cumpleaños y, por tanto, s i el grupo es de 183 tiene probabilidad 1/2 (¡viva la 
regla de tres!). . . pero como el grupo es de sólo 23 personas la probabilidad pedi-
da es muy pequeña. 

S in embargo, el cálculo probabilístlco normativo nos dice que la probabilidad 
pedida es un poquito mayor de 0.5. En efecto, la probabilidad de que al menos 2 
personas tengan el m i smo día de cumpleaños es 1 menos la probabilidad de que 
ninguna pareja tenga el m i smo día de cumpleaños. Es to sugiere un modo de 
resolver el problema: se selecciona una persona al azar, del grupo de 23; esta per-
sona tendrá su correspondiente día de cumpleaños; ahora seleccionamos una 
segunda persona, la probabilidad de que esta otra persona introduzca un nuevo 
dato en la lista de cumpleaños es 364/365; la probabilidad de que una tercera per-
sona lo haga es 363/365 y así sucesivamente para las 20 personas restantes. 
Puesto que esos 23 sucesos son independientes obtendremos la probabilidad 
conjunta multiplicando todas las anteriores probabilidades (no se aconseja hacer-
lo a mano): el producto es 0.4931. En conclusión la probabilidad de que al menos 
2 personas en un grupo de 23 tengan el m i smo día de cumpleaños es 0.5069. S i 
el grupo es de 46 personas, la probabilidad es 0.95. 

Esta cuestión i lustra muy bien los problemas que encontramos cuando la 
intuición y el cálculo probabilístlco se enfrentan. ¿Estamos dispuestos, están los 
alumnos dispuestos, a dejarse guiar por el cálculo matemático incluso cuando 
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entra en conflicto con nuestras, con s u s intuiciones? A lo mejor, en el problema 
del cumpleaños contestamos, contestan, que s í a esta pregunta, porque los pre-
supuestos que hacen el cálculo razonable son fáciles de verificar. Hay sólo dos; 
uno es que la base de selección de las 23 personas no tiene nada que ver con los 
cumpleaños; esto justif ica tratar los sucesos como independientes y multiplicar 
s u s probabilidades. El otro presupuesto es que las personas tienen igual probabi-
lidad de nacer en cualquier día del año. Es te dato no es realmente correcto; s u 
incorrección s implemente incrementa la probabilidad de que los cumpleaños 
coincidan. S i este razonamiento teórico no basta, todavía se puede hacer una 
investigación estadística en varias aulas, por ejemplo; esta experiencia es muy 
educativa para la intuición. 

¿Qué causa el conflicto entre la intuición y el cálculo probabilístico? En el pro-
blema del cumpleaños, por ejemplo, se puede observar la dificultad que tienen 
los alumnos para apreciar la rapidez de decrecimiento del producto de un con-
junto de números entre 0 y 1, a medida que se añaden números al producto. E s 
una manifestación del anumer i smo de los alumnos (me atrevería a decir de las 
personas, en general), una consecuencia de su analfabetismo matemático (Pau-
los, 1990). Como dice este autor, una de las principales características de las 
personas anuméricas es la tendencia a sobreest imar la frecuencia de las auto-
coincidencias y a subest imar la frecuencia de coincidencias generales. General-
mente dan mucha importancia a todo tipo de correspondencias ( « T ú también 
eres Ar ies . ¡Qué emoción!») y, en cambio, dan muy poca a evidencias estadíst i-
cas menos relumbrantes pero absolutamente concluyentes. El problema del 
cumpleaños es una buena i lustración de la sorprendente probabilidad de las 
coincidencias de tipo genérico. 

En definitiva, deberíamos aceptar nuestras intuiciones pero sólo después de 
que hayamos buscado argumentos y datos que puedan influir en ellas. Como 
muestra la tarea del cumpleaños, la intuición primaria, no educada, puede llevar a 
errores. No conocemos ningún método alternativo al razonamiento r iguroso para 
resolver problemas difíciles y consideramos un hecho favorable que el conflicto 
entre intuición y cálculo normativo señale esa necesidad de comprensión profun-
da de los principios probabilísticos. Es te conflicto va a ser la piedra angular de 
nuestra propuesta didáctica. 

Hay bastantes cuest iones importantes que requieren análisis e investigación 
en el campo del razonamiento y el aprendizaje probabilístico. Revis iones y resú-
menes de la literatura con un enfoque psicológico (Hogarth, 1987; Kahneman, 
Slovic y Tversky , 1982; Pérez Echeverría, 1990; Scholz, 1991) y con un enfoque 
didáctico (Batanero, 1995; Borovcnik y Bentz, 1991; Garfield y Ahlgren, 1988; 
Godino, Batanero y Cañizares, 1987; Sáenz, 1995; Shaughnessy, 1992) nos pro-
porcionan perspectivas de investigación en profundidad desde varios puntos de 
vista. 

Una primera consideración que emerge del análisis de esta literatura es que 
las diferentes líneas de investigación proceden de diferentes tradiciones episte-
mológicas. Como consecuencia no hay un punto de referencia fi losófico común 
en la comunidad científica para realizar investigación en probabilidades y las dis-
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t intas agendas de investigación no sólo utilizan metodologías dist intas s ino que 
llegan a malinterpretarse unas a otras (Shaughnessy, 1992). 

En efecto, en los s ig los XVI I y XVI I I se produce la gran controversia epistemo-
lógica entre la tradición racionalista continental y la empiricista inglesa. Los filó-
so fos racionalistas continentales, tales como Descartes, Leibniz y Spinoza veían 
la adquisición del conocimiento como un proceso de pura razón que trataba de 
descubrir o deducir verdades absolutas que estaban a priori en la mente. Los 
racionalistas estaban en la tradición de Platón y para ellos el conocimiento era 
deductivo y no estaba basado en la percepción sensorial. Por contra, los empiri-
cistas ingleses dirigidos por Locke, Berkeley y Hume, dudaban de la existencia 
de verdades absolutas y sostenían que todo conocimiento está basado en infe-
rencias realizadas desde las observaciones sensor ia les de los objetos. Seguían la 
tradición de Ar i s tóteles y s u pensamiento fi losófico encajaba con la emergencia 
del método experimental como herramienta de las ciencias de la naturaleza y la 
inducción como método de razonamiento (los trabajos de Newton, por ejemplo). 

Shaughnessy (1992) encuentra huellas de ambas tradiciones f i losóficas en la 
investigación en comprensión y aprendizaje de las probabilidades y la estadística 
que se hace en la época actual, al comparar el trabajo de Green (1982, 1987, 
1988) en Gran Bretaña con el trabajo de los invest igadores centroeuropeos 
(Borovcnik y Bentz, 1991; Steinbring, 1991). Green ha realizado investigaciones 
empíricas con mi les de adolescentes ingleses para comprender el pensamiento 
probabilístico mientras que Bentz, Borovcnik y Steinbr ing han proporcionado 
perspectivas teóricas para analizar este pensamiento. La investigación de Stein-
bring, en directo contraste con la de Green, casi nunca informa de tareas admi-
nistradas o de entrevistas realizadas a los su jetos para explorar s u pensamiento y 
en cambio aporta un enfoque fundamentalmente teórico para cambiar y mejorar 
la enseñanza de las probabilidades. 

En el m i smo sentido, aunque Bentz y Borovcnik emprenden un análisis de 
estudios empír icos que han sido realizados por otros, s u propósito principal pare-
ce consist i r en señalar todos los fallos y errores que pueden ocurrir cuando se 
realiza investigación empírica. Da la impresión de que son más bien escépticos 
de las posibilidades de investigar empíricamente la comprensión probabilística. 
En el capítulo 2 tendremos ocasión de estudiar las ideas probabilísticas de los 
estudiantes y el problema de su investigación. 

Además de influencias f i losóficas en la epistemología de las probabilidades, 
hay algunos desarrol los histór icos en el concepto mi smo de probabilidad que han 
influido en la investigación. Hacking (1975) afirma que la tardía aparición histórica 
de la probabilidad matemática se debió fundamentalmente al significado dual que 
ha tenido la noción de probabilidad (como grado de creencia y como cálculo de 
frecuencias estables en sucesos aleatorios) y a las definiciones respectivas de 
evidencia científica que acompañó cada uno de esos dos significados. 

Es ta tardía aparición de la probabilidad matemática en la histor ia parece 
corresponderse con la tardía emergencia de las nociones probabilísticas en el 
desarrollo cognitivo del sujeto. Piaget e Inhelder (1951) afirman que sólo las ope-
raciones del pensamiento formal, últ imo y supremo estadio de la evolución inte-
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lectual, permiten que las personas comprendan y utilicen las leyes del azar y la 
probabilidad. S in embargo, Kahneman et al. (1982) encuentran que sujetos adul-
tos y por tanto en la etapa de las operaciones formales, incluso expertos en esta-
dística, cometen numerosos errores de juicio probabilístico. 

De estas consideraciones de tipo histórico, epistemológico, psicológico y 
metodológico se desprende la necesidad de reflexionar sobre la naturaleza de la 
probabilidad y sobre el pensamiento y aprendizaje probabilístico, antes de cual-
quier propuesta didáctica de la teoría de probabilidades. En el capítulo 3 profundi-
zamos en dichas consideraciones para poder establecer los elementos básicos 
de una educación probabilística eficaz. 

Ya hemos comentado que de la revis ión de la literatura de investigación, se 
desprenden dos t ipos de estudios. E l primer tipo describe cómo piensan las per-
sonas, el segundo tipo se interesa en cómo influir desde la educación en lo que 
la gente piensa. E l primer tipo investiga la génes is de la idea de azar, las intui-
ciones primit ivas de probabilidad y estadística, las concepciones erróneas, los 
s e s g o s de razonamiento y, en general, la comprensión probabilística de las per-
sonas . El segundo tipo pretende inf luir en esas intuiciones o concepciones, 
incluso cambiándolas cuando sea necesario y posible, por medio de la instruc-
ción. E l primer tipo de estudios lo han realizado fundamentalmente psicólogos 
(Hogarth, 1987; Kahneman, Slovic y Tversky , 1982; Piaget e Inhelder, 1951) y el 
segundo tipo expertos en didáctica de la matemática (Engel, 1988; Shaugh-
nessy , 1981 y 1985, 1992); bien es verdad que también hay psicólogos que se 
han interesado por las cuest iones de entrenamiento en razonamiento probabilís-
tico (F ischbein, 1975, 1987 ; Nisbett , Fong, Lehmean y Cheng, 1987; Wel l , 
Pol latsek y Boyce, 1990). 

Pues bien, las perspectivas del observador y el interventor, según términos 
uti l izados por Shaughnessy (1992), proporcionan una base excelente para la coo-
peración de modelos teóricos y metodologías de investigación. S in embargo ha 
habido poca comunicación entre ambos enfoques y en todo caso ha sido unidi-
reccional ya que s i bien algunos investigadores en didáctica de las probabilidades 
están influidos por las investigaciones de los psicólogos, el proceso inverso pare-
ce que se ha dado menos. En la investigación que sustenta la propuesta didácti-
ca que presentamos en este libro (Sáenz, 1998) hemos intentado compaginar 
es tas dos diferentes tradiciones de tal modo que uti l izamos la perspectiva del 
observador para comprender el pensamiento probabilístico de los su jetos y la 
perspectiva del interventor para diseñar un método de enseñanza basado preci-
samente en ese pensamiento. 

Hablemos ahora, brevemente, desde la perspectiva del interventor. Las distin-
tas posturas que se dan en relación a la didáctica de las matemáticas responden 
a las diversas concepciones que se tienen de la disciplina. Una concepción, domi-
nante entre los matemáticos y los profesores de matemáticas (aún a veces de 
modo implícito), intenta reducir las matemáticas a una teoría ideal que viene dada 
por un s i s tema deductivo que consiste en un conjunto de proposiciones verda-
deras (axiomas) como punto de partida y que transmite la verdad al resto del s i s -
tema mediante las reglas de la inferencia lógica. Lakatos (1981) llama a este 
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modelo ideal S i s tema Euclídeo y lo critica, argumentando que después de la con-
jetura de Gódel la tes i s de la verdad absoluta en matemáticas no se sost iene. 
Apoyándose en diversos f i lósofos de la matemática como Rus se l l o Mos towsk i , 
defiende un modelo cuasl-empírico para las matemáticas en donde los axiomas 
son explicados por el resto del s i s tema y no al revés como ocurre en los s i s temas 
euclídeos. Al presentar la matemática como una teoría cuasi-empírica está admi-
tiendo que las matemáticas, como las ciencias f ís icas, están basadas y contras-
tadas en la práctica. 

Otra cuestión que Interesa señalar es que las formallzaciones que se han 
hecho de las dist intas ramas de las matemáticas, desde la geometría de Hllbert 
hasta la axiomática de Zermelo-Frankel para la teoría de conjuntos, se presentan 
como un todo ya estructurado en el que no se vis lumbra el camino que se siguió 
para s u establecimiento; una teoría cuasl-empírica permite superar este estado 
de cosas ya que presenta sincrónicamente todos los procesos que en el devenir 
histórico condujeron a la configuración actual de las matemáticas. Consideramos 
que esta caracterización que hace Lakatos de la matemática como teoría cuasi-
empírica tiene profundas implicaciones didácticas. La metodología euclídea es 
primitiva en el sentido de que niega los procesos histór icos y psicológicos mien-
tras la metodología cuasi-empírica lleva a la proliferación de hipótesis alternativas, 
pruebas y refutaciones, con un gran poder heuríst ico y didáctico. 

La otra columna que sustenta nuestra propuesta didáctica es el enfoque cons-
tructivista del aprendizaje. S iempre se dice que s i nos obligaran a resumi r en una 
sola frase la ¡dea central del constructivismo habría que citar a Ausubel, Novak y 
Hanesian (1978, p.1): 

«Si tuviese que reducir toda la psicología educativa a un solo principio, 
enunciaría éste: el factor más importante que influye en el aprendizaje es 
lo que el alumno ya sabe. Averigüese esto y enséñese en consecuencia». 

Pero en cuanto se intenta profundizar en el significado del concepto aparecen 
las dist intas interpretaciones o formas de «averiguar lo que el alumno ya sabe», 
que a su vez llevan a dist intas opciones curriculares. 

Pozo et al. (1991) establecen una distinción entre dos sentidos o acepciones 
dist intas del constructivismo. Uno es un constructiv ismo estático según el cual la 
percepción o comprensión que una persona tiene de un hecho dado depende no 
sólo del hecho percibido s ino depende fundamentalmente de las ¡deas que esa 
persona tenga en el dominio al que pertenece el hecho. Otro es un constructivis-
mo dinámico según el cual no sólo constru imos el mundo en el que v iv imos a par-
tir de nuestras ¡deas, concepciones y estructuras cognitlvas s ino que también 
const ru imos esas ideas, concepciones y estructuras que, por tanto, estarán en 
continuo cambio. 

Buena parte de la investigación sobre la enseñanza de las ciencias ha estado 
basada en el primer tipo o principio del constructivismo, constructiv ismo estático, 
que s i bien aporta un buen catálogo de ¡deas previas de los alumnos sobre los 
fenómenos científicos no resuelve el problema de conseguir que los alumnos 
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desarrollen los núcleos conceptuales de la ciencia a partir de s u s concepciones 
previas, es decir, que aprendan ciencia. Según el constructivismo dinámico el 
aprendizaje es s iempre el producto de la interacción de la idea previa activada y la 
nueva información proporcionada por la actividad de aprendizaje. Para que haya 
algún cambio en la idea previa debe producirse algún tipo de conflicto cognitivo 
así como una toma de conciencia por parte del alumno con respecto a s u s pro-
pias ideas y a su diferencia con otros modelos conceptuales alternativos. 

Nuestra estrategia didáctica para el cambio conceptual se basa en el construc-
t iv i smo dinámico y como tal, parte del conocimiento de las ideas propias de los 
alumnos, diseña situaciones para que los alumnos tomen conciencia de s u s pro-
pias ideas y no pretende supr imir o sust i tu i r s in más las ideas de los alumnos s ino 
desarrollar conceptos científicos a partir y a través de ellas. Entendemos el cambio 
conceptual como un proceso progresivo, gradual, que utiliza los contraejemplos y 
los datos en contra para ayudar a tomar conciencia de las debilidades de las con-
cepciones alternativas de los alumnos y presentamos explícitamente la teoría que 
resulta más explicativa para conseguir un verdadero cambio conceptual. 

N o s atrevemos a postular que una estrategia didáctica con es tos presupues-
tos no sólo favorece el cambio conceptual s ino también un cambio actitudinal. 
Se ha dicho muchas veces (Aiken, 1976; Gairín, 1987) que la actitud hacia la 
matemática tiene una relación directa con la aptitud para la matemática y se ha 
discutido en qué sentido va la flecha causal, s i desde la actitud hacia la aptitud o 
viceversa. S i s o m o s conscientes de nuestra resistencia emocional a cambios 
bruscos en nuestro estatus cotidiano (manifestación paralela a la de la aversión 
al r iesgo, que se estudia en la teoría de la decisión conductual) tendremos que 
reconocer la resistencia emocional de los estudiantes a un cambio conceptual 
que le exige el abandono de unas ideas, quizá erróneas desde la perspectiva 
científica, pero funcionales fuera del aula. E s te reconocimiento lo incorporamos 
a nuestra metodología y esperamos mejorar así la actitud y la aptitud de nues-
t ro s alumnos para las matemáticas. 

Pues bien, a la luz de es tos dos principios, el cuasi-empírico y el de cambio 
conceptual, diseñamos el currículo y el programa de aprendizaje que se presen-
tan en el capítulo 4, y los materiales didácticos que se presentan en la segunda 
parte de este libro. 

Por último, decir que en un trabajo dedicado al azar y la probabilidad no podía 
faltar un juego de azar como homenaje a los pioneros de la ciencia probabilística 
(y a Eric Rohmer, el cineasta del azar). Por eso proponemos el juego equitativo de 
los n azares: en cada capítulo de este libro figura un azar; el lector, en pago al pla-
cer experimentado en s u lectura (del libro o de los azares, supongo que algo lúdi-
co habrá), debe enviar un nuevo azar al autor o s i lo prefiere puede enviar 2n 

E u r o s (el azar de Europa) siendo n el número de azares que hasta ese momento 
se lleven recogidos. 
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CAPÍTULO 2 
LAS IDEAS PROBABILÍSTICAS DE LOS ESTUDIANTES. 
EL PROBLEMA DE SU INVESTIGACIÓN 

Segundo azar: De la ciencia 

«Dios no juega a los dados con el universo» 

Albert Einstein». 

«Dios no sólo juega a los dados, sino que a veces los arroja donde no 
podemos verlos» 

Stephen Hawking 

1. I N T R O D U C C I Ó N 

El anális is del desarrollo histórico-matemático de la teoría de probabilidades y 
de las ideas f i losóficas y psicológicas sobre el razonamiento probabilístico mues-
tra el carácter poliédrico de la probabilidad (Sáenz, 1995). La estructura axiomáti-
ca de Kolmogorov, a la que se suele reducir la teoría de probabilidades que se 
enseña en niveles elementales, no refleja la complejidad de las ideas estocásti-
cas. La abundancia de paradojas y falacias no sólo se dió en el desarrollo histór i-
co de la disciplina, aparece también en el proceso de aprendizaje individual. Las 
concepciones previas de los estudiantes, a veces son obstáculos para compren-
der y aceptar las ideas normativas. 

En este capítulo abordaremos dos cuestiones: 

7. La catalogación de las principales concepciones alternativas de los estu-
diantes de las que ha informado la investigación empírica en comprensión 
probabilística; 

2. E l anális is crítico de algunas tareas que se han utilizado en esta investiga-
ción y de las conclusiones extraídas de los resultados. 
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Rev i saremos los trabajos empír icos más representativos. Green (1982) dise-
ñó s u propio test de conceptos de probabilidad y analizó las respuestas de una 
mues t ra representativa de casi 3 0 0 0 adolescentes ing leses . Var ios de s u s 
í temes son meras reproducciones de las tareas originales piagetianas (Piaget e 
Inhelder, 1951) planteadas en vers iones de «lápiz y papel»; en este sentido, 
Green se preocupa sobre todo del concepto de probabilidad a priori, el enfoque 
clásico de la probabilidad. Algunos de s u s resultados soportan la teoría piage-
tiana de la evolución en estadios de la comprensión probabilística. Con todo, 
también incluye cuest iones que exploran ot ros enfoques de la probabilidad, 
como la probabilidad subjetiva. 

F ischbein y colaboradores han realizado numerosas y val iosas aportaciones 
a la comprensión de la probabilidad por los estudiantes. E l l ibro de F ischbein 
de 1975 se ha convertido en un texto clásico para estudiar la evolución de la 
cognición probabilística, desde una perspectiva que permite la exploración de 
los fundamentos y precursores intu i t ivos de los conceptos formales. En un 
estudio exploratorio, F i schbein y Gazit (1984) encuentran que la enseñanza de 
la probabilidad mejora algunas intuiciones probabil ísticas, por ejemplo, las que 
t ienen que ver con el efecto de representatividad y el efecto de recencia posi-
tiva. En un trabajo posterior, F ischbein, Nello y Marino (1991) identifican var ios 
factores que afectan posit iva o negativamente los ju ic ios probabil íst icos en 
n iños y adolescentes. 

Shaughnessy (1985, 1992) ha analizado las concepciones erróneas en proba-
bilidad que tienen su origen en los heuríst icos de juicio (Kahneman et al., 1982) y 
ha diseñado metodologías de enseñanza para adolescentes con el objetivo de 
superar tales errores conceptuales. Dentro de esta misma perspectiva de los 
s e s g o s cognitivos son importantes los trabajos de Falk (1983, 1986, 1989) sobre 
las dificultades que tienen los estudiantes para comprender los conceptos de 
independencia y probabilidad condicionada. También revisaremos las investiga-
ciones de Pollatsek y colegas (Pollatsek, Lima y Wel l , 1981) sobre la comprensión 
de la relación entre los conceptos de media muestral y media poblacional. 

Nos parece muy sugerente la revisión de la investigación empírica en com-
prensión probabilística realizada por Borovcnik y Bentz (1991). E s t o s autores han 
proporcionado un detallado anális is de tarea de varios í temes usados por los 
investigadores que acabamos de citar. Con ello han rendido un gran servicio a la 
investigación, alertando de las numerosas interpretaciones posibles que pueden 
hacer los estudiantes de una tarea y sugiriendo interpretaciones alternativas de 
las respuestas de los su jetos. Su revisión enfatiza la complejidad de algunas de 
las tareas que se utilizan en la investigación empírica y analiza cómo cambios 
leves en el enunciado de las tareas pueden conducir a diferentes soluciones de 
los alumnos. Incluiremos s u análisis en la revisión de varias tareas prototípicas de 
la investigación en el campo. 

E l los m i s m o s resumen los aspectos cruciales para interpretar los resultados 
de la investigación y señalan dificultades de comunicación entre el investigador y 
el sujeto que tienen implicaciones educativas en cuanto que pueden servi r de 
guía para la enseñanza. Argumentan que la comunicación en clase es s imilar a la 
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situación experimental y por tanto su análisis puede mejorar también la enseñan-
za real. Los analizaremos simultáneamente con la revis ión de las tareas. Ahora 
los enumeramos: 

- Condiciones externas de las entrevistas. 
- Reconstrucción del problema y s u verbalización. 
- Tipo de situaciones aleatorias implicadas (tareas artificiales o pseudo-reales). 
- Espectro limitado de conceptos de probabilidad: casi s iempre, enfoque de 

simetría. 
- Estrategias para resolver v s conceptos para percibir un problema. 
- Patrones de explicación de las concepciones erróneas: heuríst icos v s sesgos. 

S in embargo, Bentz y Borovcnik han ido demasiado lejos afirmando que no 
hay evidencia directa para las conclusiones alcanzadas en las investigaciones 
empíricas que han revisado. A nuestro juicio, esta afirmación es una distors ión e 
interpretación errónea de dicha investigación. S i el objetivo de un investigador es 
descubrir intuiciones probabilísticas primarias, brutas, previas a la instrucción, es 
difícil imaginar una metodología que no presente algunas tareas a los estudiantes 
y después intente interpretar s u s respuestas. No queda claro qué tipo de varia-
ciones o modificaciones metodológicas proponen Bentz y Borovcnik. En todo 
caso, argumentan que las respuestas obtenidas con una metodología como la uti-
lizada, pueden no representar los procesos de pensamiento de los estudiantes o 
bien porque el lenguaje les puede confundir, o bien porque no saben bastante 
acerca de la probabilidad o bien porque hay una interpretación alternativa de los 
datos que el investigador no tiene en cuenta. 

Como conclusión del presente capítulo exponemos la necesidad y las dificul-
tades de establecer un modelo de desarrollo conceptual probabilístico y las apor-
taciones que en este sentido puede hacer la perspectiva de procesamiento adap-
tativo de Payne, Bettman y Johnson (1993) desde el campo de la teoría de la 
decisión conductual. E s te enfoque comparte muchos puntos con la novedosa 
propuesta de Anderson (1990) que estudia el pensamiento desde el carácter 
adaptativo que posee y con la audaz reflexión de Penrose (1991) sobre la natura-
leza no-algorítmica de ciertos aspectos del conocimiento. Nos atrevemos a pro-
poner el s i s tema de ¡deas probabilísticas de los adolescentes al que llegamos en 
nuestra investigación (Sáenz, 1995). 

2. PRINCIPALES LÍNEAS DE INVESTIGACIÓN 
SOBRE LAS IDEAS PROBABILÍSTICAS DE LOS ADOLESCENTES 

2.1. La investigación de Green 

En lo que ha sido el estudio más amplio emprendido para investigar los con-
ceptos de probabilidad de adolescentes, Green (1982,1987) estudió lo que sabían 
3 .000 estudiantes en Gran Bretaña entre 11 y 16 años sobre conceptos de pro-
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habilidad y lo puso en relación con s u nivel de desarrollo piagetiano. Las tareas de 
Green consistían en diagramas de árbol, representaciones visuales de aleatorle-
dad, ruletas y tareas con urnas y canicas. La mayoría de los í temes de Green son 
de elección múltiple y aunque pidió a s u s estudiantes que escribiesen razones de 
s u s elecciones, esta información resultó muy incompleta y no demasiado útil 
para clarificar el pensamiento de los estudiantes. En todo caso, Green pinta un 
cuadro nada prometedor de la situación estocástlca en las escuelas inglesas. 

Hallazgos o conclusiones de su investigación: 

7. En relación a la teoría piagetiana, Green encontró que la mayoría de los 
jóvenes, incluidos los de 16 años, no habían alcanzado el estadio de las 
operaciones formales. Aunque un 7 5 % de los alumnos resolvieron bien 
una tarea combinatoria correspondiente al estadio de las operaciones con-
cretas (permutación de t res objetos) sólo un 1 2 % y un 4 % resolvieron bien 
los í temes de combinatoria correspondientes al estadio evolutivo formal 
(permutaciones de cuatro y cinco objetos). 

2. Green afirma que los alumnos entre 11 y 13 años muestran patrones de 
respuesta s imi lares y su rendimiento en el test es inferior a los alumnos en 
un rango de edad 14-16 años, aunque no presenta el análisis estadístico. 

3. El est i lo de enseñanza empleado, que Green define en un continuo «cen-
trado en el profesor... aprendizaje individualizado», no es un factor s ignif i-
cativo en el rendimiento en el test. 

4. Pobre habilidad verbal de los alumnos para describir correctamente situa-
ciones probabi l í s t icas. No desarrol lan espontáneamente s igni f icados 
comunes para términos que Indican dist intos grados de probabilidad. 

5. Los estudiantes resuelven mucho mejor í temes de tipo combinatorio que 
í temes donde hay que utilizar proporciones. Emplean varias estrategias 
para resolver cuest iones de comparación de probabilidades y lo hacen con 
poca consistencia. Por ejemplo, en una ser ie de tareas s imi lares en que tie-
nen que comparar las posibilidades de extraer una bola negra de dos bol-
sas que tienen dist intas composiciones de bolas negras y blancas, utilizan 
sobre todo y de manera poco consistente, estrategias de conteo (elegir la 
bolsa con más bolas negras) y estrategias aditivas (elegir la bolsa donde la 
diferencia entre bolas negras y blancas es mayor); la estrategia de propor-
ción (elegir la bolsa donde la proporción entre bolas negras y blancas es 
mayor) sólo la usan los alumnos mayores y de más nivel Intelectual. 

6. Green encontró una pobre aplicación de los diagramas de árbol y de la ley 
de multiplicación de probabilidades. 

7. Realizar inferencias desde un muestreo resulta difícil para los alumnos. 
Tienden a confiar en la idea abstracta de equiprobabllidad descuidando la 
situación aleatoria específica. 

8. Se podría pensar que con el énfasis dado a la simetría en las matemáticas 
escolares, los alumnos tendrían pocas dificultades al abordar tareas donde la 
simetría fuese un factor fundamental para definir el espacio muestral. Esto 
no es así como vemos al analizar los í temes 1 y 2 que vienen a continuación. 
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NQ1: Lanzamiento de una ficha (Green, 1982) 

Una pequeña ficha redonda es roja en un lado y verde en el otro. Se sostiene 
con la cara roja hacia arriba y se lanza alto en el aire. Gira y después cae. ¿Qué 
lado tiene más probabilidad de caer de cara, o no hay diferencia? Señala la res-
puesta correcta: 

A. El lado rojo tiene más probabilidad 
B. El lado verde tiene más probabilidad 
C. No hay diferencia 
D. No sé 

RESULTADOS 

Edad A B C* D 

11 18 28 4 5 9 

16 11 12 7 4 4 

Global 14 20 6 1 5 

La respuesta que se considera correcta s e ha marcado con un aster i sco. L o s 
números indican porcentajes de cada respuesta por edad, e s decir, el 4 5 % de los 
a lumnos de 11 años y el 7 4 % de los a lumnos de 16 años eligen la respuesta (C) 
que e s la que se considera correcta. 

Interpretación: 

El porcentaje de respues tas correctas de esta sencil la cuest ión e s relativa-
mente bajo. E s llamativo el dato de que sólo el 4 5 % de los a lumnos de 11 años la 
contestaron correctamente. Se supone que la respuesta (B), super ior en porcen-
taje a la (A), está inducida por el «efecto de recencia negativa». Con todo, en los 
a lumnos de 16 años prevalece el enfoque de s imetr ía. 

Borovnick y Bentz (1991) discuten varias estrategias potenciales (aunque no afir-
man que estén todas en las mentes de los alumnos) que revelan la complejidad del 
ítem y de la interpretación de las respuestas, a pesar de su aparente simplicidad: 

7. La estrategia normativa (ésta e s la estrategia que lleva a la solución formal-
mente aceptada): D e s p u é s de haber podado el problema de toda la infor-
mación irrelevante se llega al espacio muest ra l S={V,R} y consideraciones 
de s imetr ía conducen a una distr ibución un i forme que proporciona la res -
puesta (C). 

2. Comprens ión verbal: L o s su je tos s e fijan en el patrón de las palabras en 
negrita: ' rojo-verde-rojo' y llegan a la respuesta (B). En el m i s m o sentido, la 
cadena de asociaciones 'cara roja hacia arriba' + 'gira' + 'gira una vez' , lle-
va a la m i s m a respuesta (B). 

3. Interferencia con el pensamiento causal: S i el lanzamiento de la ficha fuese 
un exper imento f í s ico entonces las m i s m a s condiciones de realizar el 
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experimento llevarían a la misma caída cada vez. En este sentido, parece 
prometedor estudiar la física del lanzamiento de la ficha para poder predecir 
el resultado concreto bajo condiciones específicas. S in embargo, la solución 
normativa probabilística implica desechar las características f ís icas con la 
excepción de la simetría de la ficha. E l lanzamiento de una moneda o ficha se 
usa como un paradigma de la probabilidad 1/2; el problema es que esta pro-
babilidad es un resultado poco útil en cuanto que no sirve para especificar el 
resultado de un ensayo concreto. La ficha puede caer o bien de cara o bien 
de cruz. Ambos resultados son igualmente impredecibles en el sentido que 
no hay procedimiento de conjetura que garantice el 1 0 0 % de éxito, por tan-
to se elige la respuesta (C). E l propio enunciado del ítem puede sugerir cau-
salidad y en este sentido se puede esperar cualquier respuesta. 

4. Conflicto reflexión-decisión: La reflexión del alumno finaliza con una esti-
mación de 50 a 50, es decir P(V)=P(R)=1/2. Pero ¿Cuál de las respuestas 
elegir s i se fuerza al alumno a hacerlo? El resultado de la reflexión no ayu-
da a la decisión real. Los autores ven una discrepancia entre concepto y 
estrategia y suponen que s i un sujeto tiene realmente este conflicto ha de 
esperarse una de las respuestas (A), (B), o (D) y además s i se le pide una 
justificación no la va a tener. E s te conflicto es tanto más posible que ocurra 
cuanto más orientado hacia la acción esté el enunciado del ítem, por ejem-
plo, con preguntas del tipo: «¿Qué resultado esperas?» o «¿Por cuál resul-
tado estarías dispuesto a apostar?». 

Implicaciones didácticas: 

E s t e í tem e s m u y apropiado para comprobar que las ju s t i f icac iones 
probabilísticas son peculiares. S i P(V)=5/6 y P(R)=1/6, entonces hay una justifica-
ción intuitivamente comprensible para elegir V en el siguiente ensayo, pero s i 
P(V)=P(R)=1/2 entonces se justifica con la mism^ fuerza la elección de V o de R. 
¿Cómo puede una justificación para un suceso ser al m i smo tiempo justificación 
para s u negación? 

La interferencia con el pensamiento causal es profunda. Los experimentos 
probabil íst icos son replicables bajo las m i s m a s condiciones como lo son los 
experimentos en ciencias experimentales. S in embargo muestran muy distintas 
características: aunque las condiciones sean perfectamente reproducibles los 
resultados del experimento aleatorio pueden variar. 

Hogarth (1987) enuncia una diferencia fundamental entre los pensamientos pro-
babilístico y causal: el razonamiento causal es unidireccional por naturaleza; cuando 
se puede enunciar que X (por ejemplo, esfuerzo) precede y causa Y (por ejemplo, 
fatiga), no se puede mantener simultáneamente que Y causa X. En estadística, s in 
embargo, la relación entre X e Y se puede describir o discutir en cualquier dirección 
(de X a Y o de Y a X); además, ni X ni Y tienen prioridad temporal (pensemos en la 
correlación estadística entre dos variables, por ejemplo). Estepa (1995) analiza en 
profundidad la relación existente entre asociación estadística y casualidad. Tendre-
mos ocasión de profundizar en este problema al analizar la tarea 6. 
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Hay un conflicto entre el concepto como un resultado de la ref lexión y las 
est rategias de resolución de problemas como her ramientas or ientadas a una 
decisión para encontrar una solución concreta. E s diferente deliberar sobre pesos 
abstractos para las posibi l idades que elegir una posibil idad como un resultado 
para el s iguiente ensayo. L o s procesos cognit ivos implicados son d i s t in tos y lle-
van a di ferentes resultados; s i no se presta atención a los procesos cognit ivos 
reales de los estudiantes s e impide la comunicación necesaria entre profesor y 
a lumnos en el aula. 

Borovcnik y Bentz afirman que la comprens ión verbal e s débil y variable en 
cuanto que suaves cambios en el enunciado de un í tem pueden tener conse-
cuencias imprev i s tas en s u resolución. Hablar del proceso de enseñanza-aprendi-
zaje supone que el concepto que el a lumno aprende s ign i f icat ivamente no 
depende só lo de lo que le enseña el profesor s ino también de s u s propias ¡deas 
previas sobre dicho concepto. 

NB 2: Extracción de un nombre al azar (Green, 1982) 

En una clase de matemáticas hay 13 chicos y 16 chicas. El nombre de cada 
alumno se escribe en un papelito. Todos los papelitos se ponen en un sombrero. 
El profesor extrae un papelito sin mirar. Señala la respuesta correcta: 

A. Es más probable que el nombre sea de un chico que de una chica 
B. Es más probable que el nombre sea de una chica que de un chico 
C. Es igual de probable que sea el de un chico como de una chica 
D. No sé 

RESULTADOS: 

Edad A B * C D 

11 5 3 8 53 4 

16 4 7 1 25 0 

Global 4 5 3 42 2 

Interpretación: 

E s destacable el bajo porcentaje de respuestas correctas aunque e s verdad 
que es te Ítem e s un poco más difícil que la tarea n 2 1 s i cons ideramos que aquí s e 
pueden considerar dos t ipos de s imetr ía, los n iños considerados uno a uno y los 
n iños clasif icados en categorías de n iños y niñas. Al uti l izar esta tarea, Kapadia 
(1988) encuentra una diferencia significativa de sexo: el 8 1 % de los chicos y el 
61 % de las chicas responden correctamente a es te Ítem. E s t o parece implicar 
que la pseudo-realidad del contexto lleva a las chicas a usar en mayor medida s u s 
propias nociones de sent ido común que surgen con la experiencia cotidiana. 

Borovcnik y Bentz (1991) discuten las estrategias potenciales de los a lumnos 
para resolver es te ítem: 
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7. Estrategia normativa: La consideración de la s imetr ía en el espacio mues-
tral S = { m i , . . ,mi6 ,vi ,..,vi3 }, donde m significa mujer y v varón, lleva a la 

respuesta (B). 
2. Estrategia basada en otra s imetr ía: La consideración de la s imetr ía en 

S*={M,V} , lleva a escoger la respuesta (C). 
3. Pseudo-realldad del contexto: E l enunciado del i tem puede inducir a 

los s u j e t o s a uti l izar la Información del Ítem só lo s i les parece relevan-
te. En es te sent ido, no se t ienen en cuenta Intencionadamente los 
números 13 y 16 porque producen proporciones de 0 . 4 5 y 0 . 5 5 que no 
dif ieren demasiado de la probabilidad previa 0 .5 . Por otra parte, las 
característ icas pseudo-reales podrían inducir al su jeto a la uti l ización 
de otras est rategias de resolución de problemas o a una reconstruc-
ción mental di ferente del i tem del tipo «hay aproximadamente el m i s -
mo número de chicos y chicas en el mundo» (s in reconocer los núme-
ros 13 y 16) o «en es te mundo se prefiere a los chicos» o «hay más 
ch icos en mi c l a s e » . T a l e s r e c o n s t r u c c i o n e s l levan a desechar 
inconscientemente información relevante. 

4. Pensamiento causal: Se extrae el papellto o de un chico o de una chica, para 
cualquiera de ambos sucesos es completamente imposible predecir con 
certeza el resultado real; esta ignorancia simétrica lleva a la respuesta (C). 

5. Conflicto reflexión-decisión: la conclusión '50 a 50 ' o 'es más probable el 
papelito de chica' (reflexión) conjuntamente con el reconocimiento de que 
estará escrito sólo un s ímbolo en el papelito que se extraiga realmente 
(acción), lleva a que los su jetos contesten (A), (B) o (D). Una estrategia no 
probabllística puede determinar la elección real, por eso pedir a los su jetos 
razones de s u respuesta puede ser inútil. 

Implicaciones didácticas: 

Borovcnik y Bentz hacen una clarificadora distinción entre las dos categorías 
en que se pueden clasificar los métodos usados para resolver este problema. 
Una se refiere al proceso de abstracción que reconoce hasta que punto el experi-
mento es s imétrico, es decir cuál es el espacio muestral elegido; la otra categoría 
se refiere a las destrezas numéricas necesarias para la solución que incluye el 
uso de fracciones. 

E l proceso de abstracción es predominante en las tareas 1 y 2 en cuanto 
que los números implicados en el las son senci l los . Hay una ser ie de cinco (te-
m e s en la invest igación de Green (1982) relacionados con la comparación de 
probabilidades en dos urnas; la s ituación en e s o s í temes es altamente prees-
tructurada y por tanto el proceso de abstracción requerido es tr ivial y la prin-
cipal fuente de problemas viene de las dest rezas numér icas requeridas. En 
concreto, la tarea cons i s te en que el alumno tiene que decidir en cual de dos 
urnas A o B, que contienen un número variable de bolas negras (n) y blancas 
(b), hay más posibi l idades de extraer una bola negra. Las cinco s i tuaciones 
son las s igu ientes : 
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Situación 1 Situación 2 S ituación 3 Situación 4 Situación 5 

Urna A 3n, 1b 5n, 2b 2n, 2b 12n, 4b 3n, 1b 

Urna B 2n, 1b 5n, 3b 4n, 4b 20n, 10b 6n, 2b 

Só lo el 2 0 % de la muest ra respondió correctamente a los 5 [temes. S i los 
números implicados son senci l los (como en la situación 1), el porcentaje de res-
puestas correctas puede superar el 9 0 % incluso en a lumnos de 11 años, lo cual 
indica un rendimiento muy super ior al de los problemas 1 y 2; el porcentaje baja a 
medida que aumenta la complejidad de los n ú m e r o s (como en la situación 4). 

Hay que decir que s e han criticado los problemas de urnas por s u artif iciosidad 
y como consecuencia se han recomendado en la enseñanza problemas reales. 
Muchas veces, s in embargo, e s t o s problemas son sólo pseudo-reales (por ejem-
plo, el í tem 2, que acabamos de realizar) y puede que no sean mejo res que los 
problemas artif iciales s ino s imp lemente di ferentes. Se deben usar en la ense-
ñanza pero hay que prestar atención a s u s características. Hay otro problema 
que e s consecuencia del tipo específ ico de conocimiento que proporcionan las 
propos ic iones probabil íst icas. Las exper iencias aleatorias s e explican general-
mente como exper imentos en los que s e carece de cualquier conocimiento para 
predecir el resultado específico. La completa falta de habilidad en el nivel intuit i-
vo s e traduce o modela por equiprobabilidad en el nivel de la teoría. E l no tener 
razón suf ic iente para preferir uno de los resu l tados e s el principio de Laplace que 
aplica iguales probabilidades a todas las posibi l idades de un exper imento aleato-
rio. Un su jeto podría elegir la respuesta de igual probabilidad a pesar del número 
diferente de chicos y chicas y just i f icarla con un argumento del tipo: « e s una 
cuest ión de suer te» o «puede se r cualquiera de las dos cosas» , tal como Kapadia 
(1988) encontró en s u investigación. No s e puede igualar la completa ignorancia, 
en el sent ido de se r incapaz de predecir resu l tados específ icos, con la s imetr ía 
que exige la regla de Laplace; la enseñanza tiene que clarificar esta cuest ión. 

Na 3: Lanzamiento de monedas (Green, 1982) 

Una moneda ordinaria es lanzada cinco veces y todas las veces aparece 'cara'. 
Señala la frase correcta: 

A. La próxima vez es más probable que salga 'cara' de nuevo 
B. la próxima vez es más probable que salga 'cruz' 
C. La próxima vez, 'cara' es tan probable como 'cruz' 
D. No sé 

RESULTADOS: 

A ñ o s A B C * D 

11 14 14 6 7 5 

16 10 9 8 0 1 

Global 11 12 7 5 2 
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Interpretación: 

La conclusión de Green sobre las respuestas no correctas de los niños es la atri-
bución de un pensamiento erróneo, sesgado, pero no da interpretación detallada 
de esta idea. Kahneman et al (1982) atribuyen la falacia del jugador (solución B) al 
heuríst ico de representatividad. Con todo, los resultados de Green indican una 
relativa debilidad de este sesgo. 

Borovcniky Bentz (1991) analizan las estrategias potenciales: 

7. Estrategias normativas: La hipótesis PCcara en un lanzamiento')=1/2 y la infor-
mación muestral CCCCC se combinan para dar una nueva evaluación de 
PCcara en el 62 lanzamiento')=1/2. Decimos que una hipótesis es fuerte si hay 
una fuerte evidencia o creencia en que es verdadera en la situación específica. 
Claramente, P('cara')=1/2 es una hipótesis fuerte para el lanzamiento de una 
moneda; junto con la suposición de independencia produce la respuesta (C). S i 
la creencia en esta hipótesis es más débil (por estar jugando con un tahúr, por 
ejemplo), entonces se debe aplicar una prueba de contraste de hipótesis. 

2. Estrategias s imétr icas ingenuas: Una simetría ingenua respecto al espacio 
muestral {C,X} lleva a la respuesta (C) pero la s imetr ía relativa a la muestra 
real lleva a la respuesta equilibradora (B). 

3. Efecto de trampa: La información sesgada de 5 caras puede inducir a los suje-
tos a reformular el enunciado del Ítem en un sentido no probabilístico. La tram-
pa parece muy plausible y por ello los estudiantes no sabrían qué responder. 

4. Conflicto reflexión-decisión: S i el niño finaliza con una evaluación 50:50, el 
resultado de la reflexión no le da clave para la predicción del sexto ensayo. 
S in embargo, el niño puede senti rse urgido a elegir una posibilidad específica 
C o X y replantear la cuestión en una dirección orientada hacia una decisión 
tal como «¿ que lado mostrará la moneda en el siguiente lanzamiento?». 

5. Reconocimiento de patrón: Los patrones lógicos en la muestra presentada 
se pueden usar para hacer predicciones. Dependiendo del patrón específi-
co, son posibles las respuestas (A) o (B). El patrón lógico que conduce a (B) 
parece más atractivo a bastantes personas (falacia del jugador). 

Implicaciones didácticas: 

Borovcnik y Bentz concluyen que la cuestión de cómo un sujeto reconstruye un 
ítem no es trivial y además es crucial para cualquier interpretación de una respues-
ta. Incluso en contextos artificiales s imples (como el ítem 3), una idea engañosa o 
una reformulación orientada a la acción puede conducir en la mala dirección de res-
puesta. Los profesores necesitan una clara visión de varias posibles estrategias y 
no deberían perseguir únicamente la solución que se presume normativa. La tarea 
n2 3 muestra claramente que hay diferentes estrategias normativas y s i se ignora 
este hecho puede romperse la comunicación necesaria profesor-alumno. Además, 
este experimento ayuda a clarificar diferentes tipos de información probabilística. 
¿Cómo se podría distinguir entre la información P(H)=1/2 en monedas en general y 
en esta moneda concreta de la que tenemos la información muestral CCCCC? 
Es to nos lleva directamente a la estadística inferencial y a las pruebas de contraste. 
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2.2. Las investigaciones empíricas de Fischbein 

Estas investigaciones (1975, 1987, 1991) constituyen un conjunto muy rico de 
hallazgos sobre el pensamiento probabilístico de los estudiantes en un rango de edad 
entre 11 y 17 años y sugerencias para la enseñanza, que resumimos a continuación: 

7. L o s alumnos admiten una ambigüedad en los conceptos de suceso seguro 
y suceso posible: «obtener menos de un siete al lanzar un dado» es un 
suceso seguro y también posible; este hecho les conduce a identificacio-
nes abusivas entre ambos conceptos. 

2. Los fenómenos aleatorios pueden ser controlados por las personas que 
gracias a s u destreza pueden aumentar la probabilidad de ciertos sucesos . 

3. L o s ax iomas de la teor ía de probabi l idades (P(A)>0; P ( S ) = 1; 
P(AUB)=P(A)+P(B) donde A y B son sucesos incompatibles) derivan de una 
fuente intuitiva primaria. Por ejemplo, ningún sujeto en ninguna circunstan-
cia usó un número negativo para representar la probabilidad. También hay 
una intuición primaria favorable para la regla de Laplace. 

4. En las experiencias aleatorias de varias pruebas es difícil establecer el 
espacio muestral, sobre todo por dificultades combinatorias. Pocos alum-
mos comprenden que hay que considerar el orden de los resultados ele-
mentales que constituyen los sucesos: el par (5,6) es un resultado dist into 
que el par (6,5), en el lanzamiento de dos dados. Tendremos ocasión de 
revisar esta tarea posteriormente. 

5. Cuando la variable aleatoria es la suma de puntos al lanzar dos dados, la 
mayoría de los su jetos no comprenden la distribución de probabilidad que 
se origina y eligen la suma mayor como el resultado de mayor probabilidad. 

6. La multiplicación de probabilidades cuando se trata de la intersección de 
dos sucesos independientes (extracciones sucesivas con reemplazamien-
to de una canica de una bolsa que contiene una canica negra y una canica 
blanca) no la uti l izó espontáneamente ningún alumno de 13 años y la utili-
zaron 2 su jetos (el 1 0 % ) de un grupo de alumnos que no estudiaba mate-
máticas y 8 su jetos (el 4 0 % ) de un grupo que s í estudiaba matemáticas, 
ambos grupos de 17 años. 

7. La mayoría de los su jetos comprenden intuitivamente que, en la situación 
aleatoria anterior, P(negra, negra) < P(negra) pero tienen dificultades para 
cuantificar que P(negra) = 2xP(negra, negra). 

8. Una vez ejercitada la ley de la multiplicación de probabilidades y utilizada 
correctamente en tareas con dados, pocos su jetos transfir ieron la destreza 
al cálculo de la probabilidad de la extracción de 3 manzanas maduras de 
una cesta que contiene un 9 0 % de manzanas maduras y un 1 0 % de man-
zanas verdes; sólo en el grupo de matemáticas de 17 años, el 6 0 % de los 
su jetos hizo el cálculo correcto. 

9. Fischbein había supuesto que una vez que una intuición primaria correcta 
se había hecho explícita al alumno y asociada con el correspondiente cál-
culo normativo, se produciría el establecimiento de una estructura intelec-
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tual capaz de t rans fe r i r se a otras tareas. L o s datos en la experiencia de la 
multiplicación de probabilidades desmienten este supuesto. 

10. Parece que no hay mejora signif icativa de la comprens ión probabilística 
con la edad salvo en la amplitud de la transferencia, una vez que una regla 
de cálculo s e aprende en una situación determinada. 

11. La superior idad del grupo de a lumnos de matemáticas apareció cuando se 
les Indujo a t rans fe r i r una operación aprendida. F l schbeln establece la 
s iguiente h ipótes i s : la aptitud para la matemática presupone la habilidad 
para adaptar un procedimiento de cuantlf lcación a intu ic iones p reex i s -
tentes pero no supone necesariamente una mayor capacidad para generar 
intuiciones probabil íst icas correctas. 

Resumiendo a F ischbein dir íamos que la enseñanza convencional establece 
pocas conexiones entre las intuiciones pr imarlas y el modelo matemático. E s t o 
e s crítico en el caso de la probabilidad porque no hay experiencias directas que 
ayuden a los a lumnos a establecer esas conexiones por s í m i s m o s . Para que los 
a lumnos comprendan los conceptos matemáticos necesitan ver cómo las mate-
máticas reconst ruyen s u s concepciones, desde vagas intuiciones pr imar ias a 
Intuiciones secundarlas que emergen de una teoría formalizada. 

Como ejemplo de s u trabajo rev i semos una tarea utilizada por F i schbein que 
muest ra que el concepto de suceso compuesto presenta bastantes dificultades, 
sobre todo en relación con el papel del orden en la generación de resul tados dife-
rentes ; es un problema de raigambre histórica (Sáenz, 1995). 

N9 4: Lanzamiento de dados y de monedas (Fischbein, Nello y Marino, 1991) 
a) Vamos a considerar el lanzamiento de dos dados. ¿ Es más probable obte-

ner 5 con un dado y 6 con el otro, o 6 con ambos dados? ¿O la probabilidad 
es igual en ambos casos? 

b) Cuando lanzamos dos monedas ¿ Qué resultado es más probable: conse-
guir «cara» con una moneda y «cruz» con la otra, o conseguir «cara» con 
las dos monedas; o hay igual probabilidad para ambos resultados ? 

RESULTADOS (EN PORCENTAJES): 

Edad/Instrucción 
previa en 

probabilidades 
Sin respuesta P(6,6)<P(5,6 ó 6,5) 

Concepción 
errónea 

Errores 
Tipo I 

Errores 
T ipo II 

9-11 (S.l) 14.7 22.6 62.7 73.4 12.5 

11-14 (S.l) 18.7 18.7 62.6 89.6 4.6 

11-14 (C.l) 12.3 9.2 78.5 92.2 5.9 

Edad/Instrucción 
previa en 

probabilidades 
Sin respuesta P(C,C)<P(C,XÓX,C) 

Concepciones 
erróneas 

Errores 
Tipo I 

Errores 
Tipo II 

9-11 (S.l) 13.8 21.1 65.1 63.3 5.6 

11-14 (S.l) 16.5 10.1 73.4 73.4 2.9 

11-14 (C.l) 20 18.5 61.5 87.5 2.5 
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(S. l) significa « s in instrucción previa» y (C.l) significa «con instrucción previa». 
Fischbein et al. (1991) definen dos t ipos de concepciones erróneas: En la prime-
ra tabla, el error de tipo I significa: la misma probabilidad de obtener la pareja (6,6) 
que la pareja (5,6); el error de tipo II significa que la pareja (6,6) es más probable. 
En la segunda tabla, el error de tipo I significa: las parejas CX y CC son equipro-
bables y el error de tipo II significa que es más probable conseguir la pareja CC. 
Los porcentajes de ambos t ipos de concepciones erróneas se calculan en base al 
número total de errores. 

Interpretación: 

Analizando la naturaleza de las concepciones erróneas, se puede observar 
que casi todas las respuestas afirman que los dos resultados tienen la misma 
probabilidad. La idea de que la probabilidad de la pareja 5-6 es el doble que la pro-
babilidad de la pareja 6 - 6 só lo s e puede comprender s i s e t iene alguna 
representación del correspondiente espacio muestral. Se podría asumir que algu-
nos alumnos consideraron los pares como pares concretos ordenados y por tan-
to la respuesta correcta es que las parejas (5,6) y (6,6) son equiprobables; esto 
también es verdad para las parejas (C,X) y (C,C). Pero esto no fue el caso. Anali-
zando las justif icaciones, quedó claro que los alumnos no consideraron ningún 
orden y que la respuesta de equiprobabilidad, muy frecuente, se justificaba por el 
efecto del azar: «la probabilidad es la misma porque se puede obtener 6-6 y 6-5 o 
ninguno de es tos resultados», «en mi opinión la probabilidad es la misma porque 
el número obtenido es una sorpresa», «la probabilidad es la misma, porque no se 
puede determinar algo que depende sólo en el movimiento de un pequeño obje-
to como un dado, que es lanzado por cada persona de diferente manera». E l pri-
mero de los dos problemas ha s ido utilizado también por Lecoutre y Durand 
(1988) con resultados muy s imi lares. 

E s interesante considerar los resultados obtenidos y las justif icaciones dadas 
por los alumnos de más edad que recibieron una cierta instrucción en probabili-
dades. Desde luego, es muy sorprendente el dato de que consiguieron un por-
centaje de respuestas correctas menor que los alumnos más jóvenes que no 
recibieron ningún tipo de instrucción en probabilidades. Al considerar s u s just i f i -
caciones se puede explicar el por qué de ese hecho sorprendente: «cada dado es 
independiente del otro. La probabilidad de obtener con un dado un número deter-
minado es 1/6 y es la misma probabilidad de obtener el m i s m o número con el 
otro dado». Está claro que este estudiante fue instruido en probabilidades. Ut i l i zó 
las nociones básicas que le enseñaron: el concepto de independencia y el hecho 
de que las s e i s caras son equiprobables. Combinando esas dos ideas y conside-
rando los dos posibles resultados 5 y 6 separadamente (sucesos s imples) se lle-
ga a la conclusión de que las parejas 5-6 y 6-6 tienen la mi sma probabilidad. 

Se utilizan, pues, dos ideas erróneas para justif icar la igualdad de probabilida-
des de conseguir 6-6 y de conseguir 5-6: a) la idea más primitiva de que ambos 
sucesos son el efecto del azar y por tanto no hay razón para esperar uno más que 
otro; b) la ¡dea más sofisticada de que 5 y 6 son resultados equiprobables y por 
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tanto cada suceso que representa una combinación binaria de ellos, tiene la mis -
ma probabilidad. 

En cuanto a los su jetos que afirman que la pareja (6,6), o la (C,C), es menos 
probable, la mayoría hace, s implemente, la consideración empírica de que los 
resultados idénticos aparecen con menor frecuencia que los resultados diferen-
tes ; con todo, hay algunos alumnos de 13 o 14 años que recibieron alguna ins-
trucción en probabilidades que fueron capaces de encontrar la respuesta correc-
ta y justificarla formalmente: «e s más probable obtener un 5 y un 6 porque hay 
dos posibilidades (5,6) y (6,5) mientras (6,6) representa sólo una posibilidad». 

Implicaciones didácticas: 

No hay una comprensión natural de que en un espacio muestral, los resulta-
dos posibles se deben distinguir y contar de forma separada s i el orden de s u s 
componentes elementales es diferente. Nuestra intuición se sorprende por este 
descubrimiento. ¿Deberíamos concluir que la idea de un suceso compuesto y la 
evaluación de s u probabilidad carece de cualquier base intuitiva? La respuesta es 
negativa. Con otros t ipos de problemas muchos su jetos comprenden la función 
del correspondiente espacio muestral en la determinación de la probabilidad de 
un suceso compuesto. 

Hay en la investigación de Fischbein et al.(1991) dos t ipos de problemas 
que apoyan esta conclusión, es decir, indican claramente que, en ciertas cir-
cunstancias, los su je tos son capaces de evaluar espontáneamente la probabi-
lidad de un suceso compuesto. E l pr imer caso es cuando el problema de las 
parejas de dados o monedas se considera en una forma general: «¿Al lanzar 
dos dados es más probable conseguir dos números di ferentes o conseguir los 
m i s m o s números?» ; en esta forma general, la cuest ión genera muchas más 
respues tas correctas y las just i f icaciones hacen referencia al correspondiente 
espacio m u e s t r a l aunque, con frecuencia, descr i to incompletamente. E l 
segundo tipo de problemas son aquellos en que hay que comparar las proba-
bilidades de conseguir ciertos números obtenidos por suma de las caras cuan-
do lanzamos dos dados. Hablando de modo general, bastantes su je tos pare-
cen ser capaces de establecer la distr ibución de probabilidad de esta variable 
aleatoria. Con todo, el hecho de que un número es mayor se asocia frecuente-
mente con una mayor probabilidad s in uti l izar otra just if icación que la magni-
tud del número: por ejemplo, se considera más probable obtener la suma 10 
que la suma 7. 

Un importante factor que inf luye en algunas de las reacciones de los su je-
tos (incluso en adolescentes) tiene que ver con la capacidad de s intet izar lo 
necesario y lo aleatorio en el concepto de probabilidad. E s t e factor ya ha s ido 
analizado por Piaget e Inhalder (1951) y por F ischbein (1975). La idea de que 
un resultado de un exper imento estocástico depende sólo del azar, s in impor-
tar las condiciones del experimento, hace cualquier predicción infundada. E s te 
e s un hallazgo muy importante y debe ser tratado con mucho cuidado por los 
profesores . 
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2.3.- Las investigaciones de Shaughnessy 

L o s trabajos sobre comprensión probabilística de este autor (1981, 1985, 
1992) los podemos enmarcar dentro del paradigma de heur íst icos y sesgos (Kah-
neman et al., 1982) pero tienen una fuerte vertiente didáctica que es la que nos 
interesa en este momento. S u s hallazgos y conclusiones principales son: 

7. Los estudiantes no instruidos en teoría de probabilidades poseen conceptos 
probabilísticos erróneos debido a su desconocimiento de las leyes matemá-
ticas de la probabilidad; así, parece posible eliminar estas concepciones erró-
neas familiarizando a los estudiantes con la teoría formal de probabilidades. 
S in embargo, algunas concepciones erróneas están establecidas muy pro-
fundamente y no son el resultado de simple inexperiencia matemática; tie-
nen una base psicológica y la mera exposición a las leyes estadísticas no son 
suficientes para superarlas, aún en el mejor de los cursos. 

2. Shaughnessy relaciona los errores combinatorios de los alumnos con el 
sesgo de accesibilidad (Kahneman et al., 1982). Por ejemplo, cuando se les 
pide comparar el número de comités de 2 personas y el de 8 personas que 
se pueden generar a partir de 10 personas, los alumnos dicen que hay más 
comités de 2 personas. Shaughnessy explica esta violación del cálculo 
combinatorio Cio,2 = Cio,8, argumentando que es más fácil, más accesible, 

imaginar comités de 2 personas que de 8 personas; este hecho impide 
constatar que un comité de 2 personas define biunívocamente un comité 
de 8, cuando los seleccionamos de un grupo de 10 personas. 

3. Shaughnessy explica por el heuríst ico de representatividad (Kahneman et 
al., 1982) el sesgo de insensibil idad al tamaño muestral. Planteó a estu-
diantes de primer año de universidad matriculados en un curso introducto-
rio de estadística, el problema de dos maternidades (una con 15 nacimien-
tos diarios y otra con 45 nacimientos diarios) y les preguntó en cual de las 
dos habría un mayor número de días, en el t ranscurso de un año, en que al 
menos el 6 0 % de los nacidos sean niñas. Los estudiantes contestaron que 
aproximadamente el m i smo número en las dos maternidades porque usa-
ron la distribución 5 0 % - 5 0 % de chicos y chicas en la población como una 
estimación representativa y no tuvieron en cuenta el tamaño muestral (15 
frente a 45) que lleva a responder que es la maternidad más pequeña don-
de habrá un mayor número de días en que al menos el 6 0 % de los nacidos 
sean niñas. 

4. Una estimación para la probabilidad de un suceso puede no estar basada 
en un modelo probabilístico, s ino en modelos determiníst icos o en s i s te-
mas de creencias personales. Por ejemplo, rev i semos una tarea que ha 
generado muchís ima investigación conocida como «el problema de los 
taxis»: «Un taxi se vio implicado en un accidente nocturno. Dos compañías 
de taxis operan en la ciudad: el 85% de los taxis son verdes y el 15% son 
azules. Un testigo identificó el taxi del accidente como de color azul. En el 
juicio se evaluó la habilidad del testigo para identificar colores de taxi en las 
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mismas condiciones de visibilidad que en el momento del accidente: le 
pidieron que identificase el color de una muestra de taxis (el 50% azules y 
el 50% verdes) y el testigo identificó correctamente el color del 80% de los 
taxis presentados y falló en el 20% ¿ Cuál es la probabilidad de que el taxi 
del accidente sea azul?». 

En este problema, Kahneman et al. (1982) encontraron que los sujetos 
tienden a descuidar la información de las probabilidades previas (15% de taxis 
azules) que debería sugerir que un taxi azul es un suceso improbable, y se 
centran en la fiabilidad del testigo. Los sujetos parecen aceptar que el s imple 
ejemplo de un accidente debe ser representativo (sesgo de representativi-
dad) del dato de fiabilidad del testigo del 8 0 % : la respuesta modal al problema 
fue 8 0 % que coincide exactamente con la credibilidad del testigo e ignora las 
probabilidades previas. S in embargo, al replicar esta tarea, Shaughnessy 
(1992) ha encontrado un amplio rango de estimaciones de probabilidad como 
respuestas. Por ejemplo, hay un grupo de sujetos que defienden que la posi-
bilidad de que el taxi sea azul es del 1 0 0 % porque confían ciegamente en el 
testimonio del testigo. En su argumentación, no hay azar ni probabilidad; el 
porcentaje dado es más una expresión de confianza que una estimación de 
probabilidad. La información de base (las probabilidades previas) puede des-
preciarse s i no conecta con preconcepciones o creencias del sujeto. 

5. En esta línea de enfatizar el papel que juegan las creencias en los juicios y 
toma de decisiones con incertidumbre, Shaughnessy les planteó a los mis -
mos estudiantes el siguiente problema: «Suponte que estás siguiendo un 
curso de estadística y que cada semana t ienes un examen de 10 pregun-
tas. Tu promedio a lo largo del año ha sido de 7 respuestas correctas de 10. 
Esta semana has estudiado con un amigo y conseguiste 9 respuestas 
correctas ¿Te ayudó estudiar con un amigo?». Encontró respuestas en un 
amplio abanico que van desde «naturalmente ayudó porque 9 es mejor 
que 7 » hasta «no ayudó, un alumno que tiene de media 7 respuestas 
correctas puede conseguir en un examen 9 respuestas correctas, 7 y 9 son 
números cercanos»; en el medio encontró muchas respuestas «depen-
de». Shaughnessy afirma que estos alumnos están empleando un s i s tema 
de creencias y no realizando un cálculo. 

A continuación analizamos una tarea que es una variante de un ítem que Kah-
neman y T v e r s k y utilizaron para estudiar el sesgo de representatividad. Shaughn-
e s s y (1985) la propuso a 70 alumnos de primer curso de universidad, previamen-
te a un curso introductorio de probabilidad. 

NQ 5: Los seis niños 

La probabilidad de tener un bebé niño es aproximadamente 1/2. ¿Cuál de 
estas secuencias es más probable que ocurra teniendo 6 hijos? 

A VMMVMV 
B WVVMV 
C Las dos secuencias anteriores son igualmente probables 
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RESULTADOS (EN % ) 

A B C* 

7 0 3 2 7 

Interpretación: 

La secuencia (A) e s más representat iva del proceso de nacimientos porque 
en ella la frecuencia relativa de varones e s 1/2 que e s precisamente la probabi-
lidad teórica de que nazca un varón. Cuando S h a u g h n e s s y pide a los s u j e t o s 
que le den una razón de s u elección de (A), e l los f recuentemente dicen «por -
que V M M V M V se ajusta más a la proporción esperada de chicos y chicas de 
5 0 : 5 0 » . L o s es tud iantes han usado la probabilidad de que nazca un niño en un 
nacimiento, 1/2, como una indicación de la probabilidad de la secuencia global 
de nacimientos. 

Borovcnik y Bentz (1991) discuten las potenciales estrategias de los su je tos 
para resolver este ítem, las cuales cubren un abanico bastante más amplio que 
explicar la conducta só lo en base al heur ís t ico de representatividad: 

7. E s t r a t e g i a normat iva : A r g u m e n t o s de s i m e t r í a en S = { V , M } l levan a 

equiprobabilidad para n iños y niñas, e s decir P(V)=P(M)=1/2. Debido al prin-

cipio de independencia del s e x o de los bebes en los suces ivos nacimien-

tos, todos los e lementos del espacio producto S x S x S x S x S x S t ienen la m i s -

ma probabil idad ( ^ f : P ( V M M V M V ) = P (V) .P (M) .P (M) .P (V) .P (M) .P (V) = 

( = ¿ = 0 .015 , por tanto, la respuesta (C) e s la correcta. 

2. Comprens ión verbal: La respuesta (C) puede haber s ido interpretada en el 
sent ido de que hay una probabilidad de 1/2 para cada secuencia (esta inter-
pretación aparece en nues t ra propia invest igación: Sáenz , 1995) . E s t o 
entra en conflicto con la intuición correcta de que los resul tados (A) y (B) 
son altamente improbables, cada secuencia de longitud 6 t iene la pequeña 
probabilidad de 0 .015 . 

Otra fuente de confus ión su rge de identificar la secuencia (A) con el 
enunciado «número de chicos e s 3 » y la secuencia (B) con el enunciado 
« n ú m e r o de chicos e s 5 » . Como, intuit ivamente, P(3 chicos) > P( 5 chicos) 
se llega a la respuesta (A). E s decir, s i los su je tos basan s u s respues tas en 
clases de secuencias, por ejemplo, el número de chicos, y no en secuen-
cias s imp les , e s natural que contesten (A). 

3. Pseudo-real idad del contexto: Natura lmente, la probabil idad de naci-
m iento de un niño no e s exactamente 1/2, e s to s e conf i rma con la evi-
dencia e x p e r i m e n t a l de unas s u a v e s tendenc ias a s i m é t r i c a s en las 
fami l ias ; s i n embargo, s í s e espera que los s u j e t o s asuman la h i p ó t e s i s 
de independencia en los s u c e s i v o s lanzamientos de una moneda. Con 
todo, no e s fáci lmente a s u m i ó l e por los a l u m n o s modelar el f e n ó m e n o 
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de nacimientos de personas mediante el lanzamiento de una moneda. 
Además en los problemas reales normalmente no hay interés en el 
orden especial de la secuencia s ino sólo en los números . En definitiva, 
este tipo de contexto puede inducir a los su je tos a no tener en cuenta 
el orden y escoger la respuesta (A). Las invest igaciones de Borovcnik 
y Bentz indican que los su je tos están más d i spues tos a respetar el 
orden en un í tem de lanzamiento de moneda equivalente al que esta-
mos analizando. 

4. Conflicto reflexión-decisión: Aunque en este Ítem se pide una probabilidad, 
los su jetos tienden a percibirlo en una formulación que pide una decisión, 
lo cual es más cercano a s u s intuiciones. Las propias investigaciones de 
los autores citados muestran que s i la formulación del ítem se orienta más 
a la toma de una decisión, los su jetos escogen en mayor proporción la res-
puesta (A). 

Konold (1991) t iene evidencias de que aunque los estudiantes parezcan 
razonar en base del concepto de independencia, s i se indaga con más pro-
fundidad se pueden encontrar incons istencias en s u s respuestas . En s u estu-
dio encontró que un elevado número de su je tos contestaron inicialmente que 
var ias secuencias de cinco lanzamientos de una moneda (XCXCC, CCCXX, 
X C X X X , . . . ) eran igualmente probables cuando se les preguntó cuál de las 
secuencias tenía mas probabilidad de ocurrir, pero cambiaron de estrategia y 
seleccionaron una secuencia particular cuando se les preguntó qué secuencia 
tenía menos probabilidad de ocurrir. A partir del anál i s i s de las razones dadas 
por los estudiantes para s u s elecciones en la tarea, Konold concluye que los 
es tud iantes no basaban s u s r e s p u e s t a s en la falacia del jugador o en el 
heur í s t ico de representatividad, y sugiere que mucha gente toma decis iones 
en tareas probabil íst icas basándose en lo que él llama el enfoque del resu l -
tado. 

Implicaciones didácticas: 

¿Cómo se manif iesta la aleatoriedad en ensayos repetidos de una experien-
cia de azar? La Ley de los Grandes Números responde teóricamente a esta pre-
gunta pero muchas concepciones erróneas subrayan la complejidad del con-
cepto de l ímite de frecuencias relativas. Otro aspecto se refiere al patrón de 
ocurrencias específicas: hay una confianza intuitiva en patrones de resultados 
lógicos, causales o incluso mágicos; por ejemplo, después de cinco caras con-
secut ivas en el lanzamiento de una moneda se espera una cruz porque el 
patrón resultante parece más lógico. E s t o s patrones pueden ser un obstáculo 
para deducir el espacio muestral y la s imetr ía asociada que es un enfoque está-
tico en un sólo ensayo. 

La matemática de patrones aleatorios es complicada. Una secuencia de longi-
tud n es un elemento del espacio producto combinatorio, por ejemplo, el lanza-
miento de una moneda se i s veces con los resultados específicos CCCCCC o 
CCXXCX; la distribución de probabilidad en este espacio producto se obtiene 
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mediante el concepto de independencia de ensayos s imples (discutiremos las 
dificultades relacionadas con la independencia posteriormente). S i el lanzamiento 
de la moneda obedece la hipótes is de independencia, las dos secuencias ante-
r iores son aleatorias y tienen la misma probabilidad, s i esta hipótesis es dudosa, 
se aplica una prueba estadística. 

La mayoría de las personas util izan dos cr iter ios para juzgar s i una ser ie de 
lanzamientos de una moneda es aleatoria. Pr imero, asumiendo que la moneda 
está equilibrada se deben obtener aproximadamente el m i s m o número de caras 
que de cruces. S in embargo, un s imple cálculo probabilístico nos dice que hay 
sólo un 5 0 % de posibil idades, aproximadamente, de obtener 9, 10 o 11 caras en 
una secuencia real de 20 lanzamientos de una moneda equilibrada. Por tanto, en 
20 lanzamientos puede haber desde 0 hasta 20 caras y la probabilidad de obte-
ner resultados a lo largo de ese rango de números es mayor de lo que se imagi-
nan muchas personas. L o s su jetos tienden a juzgar la probabilidad en relación a 
cómo se aproximan los resultados a los que el los consideran ideales. E s el heu-
r íst ico de representatividad. En el caso de la moneda, el ideal es 10 caras en 20 
lanzamientos. 

Segundo, es poco probable que se obtengan 10 caras seguidas de 10 cruces 
o, en el otro extremo, que se obtenga una secuencia alternada de caras y cruces 
del tipo CXCXCXCX...; el patrón obtenido debería estar entre esos dos ext remos. 
La estadística proporciona un método para evaluar s i tales patrones intermediqs 
corresponden a secuencias alaetorias. La idea es definir una secuencia de los 
m i s m o s resultados, por ejemplo «caras», como una racha y contar el número de 
rachas en la serie. La característica principal del número y tipo de rachas obteni-
das en se r ie s generadas artif icialmente por personas es que, comparadas a 
secuencias aleatorias, las rachas de las personas tienden a ser demasiado cortas, 
es decir, hay demasiadas rachas. 

Falk (1983) encontró que los humanos s o m o s unos jueces muy pobres cuan-
do tenemos que reconocer y construir patrones aleatorios. E s te autor most ró a 
estudiantes de secundaria secuencias de 21 cartas verdes y amarillas y les pidió 
decidir s i la mezcla era aleatoria o no.Por ejemplo, les daba las dos secuencias 
s iguientes: 

1: AAAWAAWAAAWWWAAA 
2: VAVAVAVAAVAVAAVAWAW 

L o s estudiantes tendían a elegir las secuencias donde había más cambios 
entre los colores , por e jemplo elegían la secuencia 2 mejor que la 1. S i n 
embargo, de hecho las secuencias con rachas más largas de un color t ienen 
más probabilidad de ser aleatorias. Falk encontró los m i s m o s resul tados cuan-
do pidió a los a lumnos generar s u propias secuencias aleatorias de 21 cartas. 
Falk concluye que tendemos a ver patrones en s u c e s o s aleatorios cuando no 
los hay y por contra, in fe r imos aleatoriedad cuando no está presente. En defi-
nitiva, dice que los s e r e s humanos nunca deberían encargarse de la genera-
ción de secuencias aleatorias. Hablemos un poco más de las invest igaciones 
de este autor. 
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2.4. Los trabajos de Falk sobre independencia 
y probabilidad condicionada 

Las dificultades que tienen los estudiantes con probabilidades condiciona-
das y con el concepto de independencia de sucesos han s ido estudiadas con 
profus ión en el campo de la educación matemática: Bar-Hi l le l y Falk, 1982; 
Borovcnik, 1988; Borovcnik y Bentz, 1991; Cohén y Hansel, 1956; Falk, 1983, 
1988, 1989; Falk y Bar-Hi l lel, 1983; Ojeda, 1995; Pollatsek, Wel l , Konold y Har-
diman, 1987; Shaughnessy, 1992. Destacan los trabajos de Falk que es autor, 
entre otras, de la tarea 6 que analizamos a continuación y que se conoce como 
el Fenómeno de Falk. 

E l de independencia es uno de los conceptos claves de la teoría de probabi-
lidad. Se dice que dos sucesos (por ejemplo, los resultados de sendos lanza-
mientos de un dado) son estadíst icamente independientes s i el conocimiento 
del resultado de uno no proporciona información concerniente al resultado del 
otro. L o s sucesos aleatorios independientes no se limitan a juegos de azar tales 
como lanzamientos de monedas o dados, s ino que muchos procesos de la vida 
cotidiana tienen esas características: el control de calidad en todos los proce-
s o s de producción (por ejemplo, la fabricación de tuercas) asume la indepen-
dencia de las desviaciones de las medidas de las piezas fabricadas en relación 
a la medida estándar y admite desviaciones que caigan dentro de los l ímites de 
tolerancia. 

La investigación muest ra que las personas son poco hábiles para reconocer 
y operar con el concepto de independencia. Un fenómeno que ya hemos estu-
diado en la tarea 3 es «la falacia del jugador»: describe la conducta de muchas 
personas que, a pesar de saber que están operando con aparatos aleatorios 
con propiedades f i jas y conocidas (por ejemplo, una ruleta) s e comportan 
como s i esas propiedades cambiasen (por ejemplo, la probabilidad de obtener 
un rojo en la s igu iente tirada después de haber conseguido una se r ie de 
negros). 

Algunos investigadores han buscado la explicación a esta clase de fenómenos 
en consideraciones de tipo evolutivo. Un trabajo de Cohén y Hansel (1956) pre-
tendió explicar el modo en que niños de 6 a 15 años adquieren el concepto de 
independencia estadística. La tarea experimental pedía a los niños predecir cuál 
de dos resultados ocurriría en una secuencia de resultados generados aleatoria-
mente, es decir, era una tarea similar al experimento de lanzar una moneda. Los 
resultados indicaron que los niños más pequeños frecuentemente eligen con el 
criterio de equilibrar los resultados de las ser ies . Según Cohén y Hansel, el con-
cepto de independencia no empieza a formarse hasta que los niños alcanzan una 
edad comprendida entre 12 y 15 años. 

A continuación estudiamos una tarea diseñada por Falk (1988) que trata sobre 
una de las concepciones erróneas de la probabilidad condicionada más impor-
tantes: surge cuando el suceso condicionante ocurre después que el suceso que 
condiciona. E s muy interesante también el anális is que Borovcnik y Bentz hacen 
de esta tarea. 
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IMB 6: Urnas independientes 

Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Agitamos la urna y a 
ciegas extraemos dos bolas, una después de otra, sin reemplazamiento. 

a) ¿ Cuál es la probabilidad de que la segunda bola extraída sea blanca, 
sabiendo que la primera bola es blanca ? 

b) ¿ Cuál es la probabilidad de que la primera bola extraída sea blanca, sabien-
do que la segunda bola es blanca y no se conoce el color de la primera ? 

Resultados: 

Falk enfrentó a s u s estudiantes en la universidad con este ítem; la mayoría de 
ellos no tuvo dificultad en calcular 1/3 para a) pero el 5 0 % respondió con 1/2 para b). 

Interpretación: 

En notación matemática la primera cuestión nos pide calcular la probabilidad 
condicionada P(B2/BI ) y la segunda nos pide calcular P(Bi/B2). La primera cues-
tión no causa problemas porque hay una urna específica con t res bolas, dos de 
ellas negras y una blanca. La razón que dan los estudiantes que contestan 1/2 a la 
segunda cuestión es que la segunda extracción no afecta a la primera y por tanto 
la probabilidad requerida depende sólo de la composición inicial de la urna. El 
rechazo de los su jetos a considerar la evidencia que ocurre más tarde que el 
suceso juzgado refleja su razonamiento basado en la componente tiempo. E s to 
es congruente con ver la probabilidad como una medida de alguna característica 
de la situación de la urna, mientras que el núcleo del problema apunta a nuestro 
propio nivel de incertidumbre. Lo que se nos pide es revisar nuestro estado de 
conocimiento actual a la luz de nueva evidencia o información. 

Borovcnik y Bentz (1991) analizan las estrategias potenciales: 

7. Solución normativa: Se asume que la extracción en cada etapa del proceso 
es equiprobable. Util izando la definición de probabilidad condicionada, la 
solución es 1/3 en ambas situaciones. 

2. Sentido común: Algunos su jetos encuentran s implemente estúpido en el 
apartado b) del Ítem, ocultar la primera bola y mirar el color de la segunda, 
antes de dar la probabilidad de la primera bola. Como esta situación entra 
en conflicto con su sentido común los alumnos se pueden mostrar perple-
jos y confundidos o usar pensamiento causal o ligado a la componente 
temporal del enunciado. 

3. Pensamiento causal: Pr imero actúa la causa y como consecuencia sigue el 
efecto. Al comienzo hay una composición de la urna de 2:2, la segunda bola 
no puede influir en la primera extracción y por tanto la probabilidad es 1/2. El 
pensamiento que se desarrolla según un eje temporal está estrechamente 
relacionado con el pensamiento causal y justifica que los su jetos rehusen 
juzgar un suceso anterior por uno posterior porque esto invierte el curso real 
de acción. La percepción causal o el pensamiento basado en el tiempo pue-
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de llevar a confusión porque los su jetos pueden no entender que se les de 
como información extra que la segunda bola extraída es blanca. 

4. Simetría: De las t res bolas desconocidas dos son negras y una es blanca lo 
que da una probabilidad de 1/3 de que la primera bola sea blanca. No 
importa cual de las bolas blancas es la desconocida. L o s su jetos muestran 
un gran rechazo a aplicar s imetría dentro de este contexto dependiente de 
tiempo. 

Implicaciones educativas: 

Las urnas son un punto de referencia estándar para analizar problemas de azar 
pero pueden inducir a una interpretación causal de la probabilidad. E s útil tener una 
transformación apropiada de un problema a una tarea de urnas donde se pueden cal-
cular con facilidad las probabilidades. S in embargo, algunas veces, este proceso de 
conexión se generaliza incorrectamente y los alumnos pueden creer que las 
probabilidades no tienen sentido s in referirse a urnas. As í la probabilidad cambia su 
significado: una urna no causa el resultado específico directamente pero afecta el 
valor de la probabilidad. Las probabilidades condicionadas refuerzan esta interpreta-
ción causal porque generalmente se calculan en situaciones como la cuestión a) 
donde en cada etapa la nueva probabilidad condicionada se representa por una urna. 

L o s argumentos causales también se usan para motivar la regla de la multipli-
cación para sucesos independientes cuando se acentúa que se deben modelar 
las situaciones mediante la independencia estocástica s i carecen de influencia 
causal. La tarea nQ 6 es un contraejemplo muy iluminador porque el suceso 'blan-
co en la primera extracción' es causalmente independiente del suceso 'blanco en 
la segunda extracción' pero no es estocásticamente independiente (el pensa-
miento causal se enfrenta al pensamiento probabilístíco). 

Borovcnik y Bentz (1991) realizaron variaciones de este experimento y obser-
varon que los pensamientos causal y probabi l í s t íco están ordenados 
jerárquicamente. Los su jetos parecen usar independencia causal y sólo cambian 
s u estrategia cuando lo fuerzan razones lógicas. Enfrentaron a los estudiantes 
con la situación de que la segunda y la tercera bola extraídas (de una urna con 2 
bolas blancas y 2 negras) eran blancas y les pidieron la probabilidad de que la pri-
mera bola extraída fuese también blanca; s u respuesta inmediata fue 0. S in 
embargo, en el caso de una urna con 4 bolas blancas y 4 negras muchos respon-
dieron que 1/2 dando justif icaciones causales. Sólo cuando se les planteaba la 
situación de que desde la segunda a la quinta bola extraída todas eran blancas 
el los cambiaban a la respuesta 0; en esta situación es lógicamente necesario que 
una bola negra haya sido extraída la primera. Sólo reconocieron el valor de la 
información acerca de la segunda y subs iguientes bolas extraídas cuando los 
experimentadores cambiaron a una urna con 100 bolas negras y 100 blancas y 
presentaron el escenario de que todas las bolas extraídas desde la segunda has-
ta la cien, eran blancas. Entonces no era todavía lógicamente necesario que la pri-
mera bola fuese negra pero los su jetos reconocieron que los sucesos posteriores 
eran pertinentes para evaluar el suceso "bola blanca en la primera extracción". 
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Otro tipo de concepción errónea sobre las probabilidades condicionadas es la 
confusión entre una condicionada y s u inversa. Por ejemplo, hay diferencia entre 
la probabilidad de que alguien tenga el sarampión dado que tiene una erupción y 
la probabilidad de tener una erupción dado que se tiene el sarampión. La segun-
da probabilidad es mayor que la primera. Hay bastante confusión en relación a 
esta cuestión entre las personas, principalmente cuando se trata de diagnósticos 
de enfermedades. 

Las concepciones erróneas sobre probabilidad condicionada pueden estar 
estrechamente relacionadas con la comprensión del concepto de sucesos inde-
pendientes. En efecto, algunas presentaciones matemáticas del concepto de 
sucesos independientes prefieren definir «A es independiente de B <=> P(A/B) = 
P(A)» y otras optan por definir «A es independiente de B <=> P ( A n B ) = P(A) P(B)». 
Son definiciones formalmente equivalentes pero nosot ros pensamos que es 
mejor, didácticamente, introducir el concepto de independencia vía la definición 
de probabilidad condicionada porque creemos que esta vía es más intuitiva para 
los estudiantes. 

Falk menciona varias razones de por qué las situaciones que implican probabi-
lidades condicionadas son difíciles para nuest ros alumnos: 

7. Los estudiantes pueden tener dificultades para determinar el suceso con-
dicionante, como en el dilema de Monty que analizaremos a continuación. 

2. Pueden confundir condicionalidad con causalidad y por tanto investigar 
p(A/B) cuando se les pide calcular p(B/A). 

3. Pueden creer que la componente temporal impide a un suceso ser condi-
cionante, como en el Fenómeno de Falk. 

4. Pueden realizar una incorrecta representación del problema debido al 
enunciado o estructura del ítem, como en «el problema de los tax is» anali-
zado en el apartado anterior. 

Shaughnessy (1992) propone una tarea, el dilema de Monty, que además de 
iluminar las dificultades de los alumnos para determinar el suceso condicionante, 
ofrece una estrategia didáctica para generar una intuición secundaria del concep-
to de probabilidad condicionada. S u enunciado es el siguiente: 

En un juego, se muestra a los participantes tres puertas cerradas. Una 
de las puertas tiene un premio importante detrás de ella y las otras dos tie-
nen baratijas detrás de ellas.Se pide a cada uno de los participantes que eli-
jan una puerta. Entonces aparece Monty que abre una de las puertas no 
elegidas y la muestra al participante y siempre le enseña una baratija. Se 
les da a los participantes la opción de seguir con la puerta inicialmente ele-
gida o cambiar a la otra puerta no abierta ¿ Qué deberían hacer? 

Shaughnessy ha utilizado con profusión este problema para analizar algunas de 
las dificultades con la información condicionada de estudiantes de nivel secundario y 
de profesores en formación y en activo con años de experiencia. La mayoría de los 
sujetos creen que tan pronto como Monty abre una puerta con baratija, la probabili-
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dad de ganar el premio importante se incrementa automáticamente de 1/3 a 1/2. Lo 
razonan diciendo que «ahora sabemos que una de las puertas no es buena». 

Para subrayar el enfoque matemático del dilema de Monty el investigador pro-
pone a los estudiantes el siguiente problema complementario: « S i fueses el par-
ticipante en el juego qué estrategia elegirías y por qué: 

7. Seguir con la puerta elegida originalmente 
2. Lanzar una moneda, seguir con la puerta original s i sale cara y cambiar a la 

otra puerta s i sale cruz. 
3. Cambiar a la otra puerta. 

E l objetivo es hacer ver a los estudiantes que s i el participante en el juego no 
realiza ninguna acción para mejorar la probabilidad de ganar usando realmente la 
nueva información que le proporciona Monty, la probabilidad de ganar el premio 
importante sigue siendo 1/3. La estrategia 2) de lanzar una moneda se introduce 
para enfatizar la diferencia entre reelegir activamente una de las dos puertas cerra-
das y elegir pasivamente la puerta original. La estrategia 2) de lanzar la moneda 
incrementa la probabilidad de ganar a 1/2 mientras la estrategia 1) de seguir con la 
puerta original da una probabilidad de ganar de 1/3. Los estudiantes experimentan 
un cambio profundo de comprensión de este problema cuando tienen la posibili-
dad de hacer un ejercicio de simulación de cada una de las t res estrategias con 
una ruleta de t res sectores de igual área y una moneda. Descubren que es mejor 
para los participantes cambiar s iempre ya que el único modo de perder siguiendo 
esta estrategia es haber seleccionado la primera vez la puerta con el premio 
importante, como esta probabilidad es 1/3 se deduce que hay una probabilidad de 
ganar de 2/3 siguiendo la estrategia 3), la estrategia del cambio. 

Suponiendo que la puerta A contiene el premio importante y las puertas B y C 
las baratijas tenemos: 

E l participante Monty muestra la puerta La estrategia ganadora es 
elige la puerta 

A B o C 1 

B C 3 

C B 3 

E l éxito de una metodología de simulación con el dilema de Monty evidencia 
que las sugerencias de Borovcnik y Bentz (1991) y Shaughnessy (1992) de mode-
lizar problemas de probabilidad vía simulaciones es una técnica prometedora para 
enfrentarse y superar las concepciones erróneas. Esta será una estrategia funda-
mental en nuestra propuesta didáctica. 

L o s problemas de probabilidades condicionadas proporcionan la oportunidad 
de trabajar con los diagramas de árbol que son una herramienta muy útil para 
modelizar situaciones aleatorias. Esta herramienta proporciona la respuesta con 
facilidad pero puede camuflar el problema en cuanto no hay respuesta a la pre-
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gunta de por qué son inadecuados el pensamiento causal profundamente esta-
blecido o el pensamiento dependiente del tiempo. S i un método matemático 
proporciona fácilmente la solución pero no permite ningún control sobre s u 
mecanismo en un nivel intuitivo, entonces es probable que los estudiantes no 
internalicen el método y continúen confiando en s u s intuiciones muchas veces 
inadecuadas. Una enseñanza tal está condenada a fracasar. L o s métodos forma-
les son herramientas muy poderosas y precisamente s u ventaja inherente es no 
iluminar s u mecanismo pero al menos en la fase inicial el alumno tiene que estar 
convencido de su efectividad en el nivel intuitivo. 

Todos los investigadores de concepciones erróneas de la probabilidad 
condicionada aconsejan la utilización de ejemplos del mundo real para ayudar a 
los estudiantes a comprender este concepto. Por ejemplo, Falk (1988) hace notar 
que sucesos poster iores en el eje del tiempo se usan con frecuencia como suce-
s o s condicionantes en otras ciencias, tales como arqueología y astronomía en 
donde se realizan inferencias de lo que sucedió hace mucho tiempo basándose 
en lo que está sucediendo ahora. 

Aunque se ha escrito mucho acerca de las concepciones erróneas en probabili-
dad condicionada, apenas hay datos procedentes de investigación empírica sobre 
estas concepciones. Una excepción es el estudio de Pollatsek et al. (1987) que, s in 
embargo, tiene el inconveniente de usar una metodología de ítemes de elección 
forzada; aunque los investigadores animan a los estudiantes a escribir razones de 
s u s elecciones, éstos no proporcionan información útil ya que escriben muy poco. 

Tampoco, que nosotros sepamos, ha habido una investigación de la que exis -
ta informe que haya intentado cambiar las intuiciones erróneas de los estudiantes 
acerca de la noción de probabilidad condicionada; la literatura es abundante en 
sugerencias didácticas pero escasa en investigación de la eficacia de dichas 
sugerencias. Está claro que muchas de ellas se están utilizando realmente pero 
lo que se necesita es una investigación sistemática y extensa de las concepcio-
nes y creencias de los estudiantes acerca de probabilidades condicionadas con 
documentación de lo que sucede cuando se intenta aplicar algunas de las técni-
cas didácticas sugeridas en la literatura. 

2.5. Los trabajos de Pollatsek y colaboradores 
sobre estadística inferencial 

En el campo de la inferencia estadística confluyen la teoría de probabilidades 
y la estadística. La teoría de probabilidades se encarga de la modelización de los 
fenómenos aleatorios mientras la estadística regula la aplicación de la probabili-
dad al mundo real. Shaughnessy (1992) enumera las principales concepciones 
erróneas estadísticas que tienen las personas: 

7. La idea de que cualquier diferencia en las medias de dos grupos es significativa. 
2. La idea de que el mundo real es un mundo de causas determiníst icas. Para 

mucha gente no ex is te la variabilidad porque no creen en el azar. 
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3. S e tiene confianza injustificada en las muest ras pequeñas. 
4. S e tiene insuficiente respeto por las pequeñas diferencias en muest ras 

grandes. 
5. S e cree que un tamaño apropiado para una muestra aleatoria es indepen-

diente del tamaño global de la población. 
6. No se tiene conciencia del fenómeno de regresión a la media en la vida coti-

diana. 

Pollatsek, Lima y Wel l (1981) investigaron la comprensión que tienen los estu-
diantes de la relación entre la media muestral y la media poblacional, cuestión cla-
ve en estadística inferencial. Como ejemplo de s u s investigaciones analicemos la 
s iguiente tarea que consideramos muy clarificadora: 

l\la 7: La puntuación media 

La puntuación media para todos los estudiantes de secundaria de un distrito 
escolar es 400. Se selecciona una muestra aleatoria de 10 estudiantes. Un estu-
diante de esa muestra tiene una puntuación de 250. ¿Cuál esperas que sea la 
puntuación media para la muestra entera de 10 estudiantes? 

Resultados: 

Pol latsek, et al. (1981) propusieron a estudiantes de universidad novatos en 
estadíst ica esta tarea y la mayoría contestó que la media muestral debía se r 
4 0 0 . 

Interpretación. 

E s o s estudiantes pueden estar usando el heur íst ico de representatividad 
como guía porque creen que cualquier muest ra aunque sea pequeña debe 
reflejar la población entera, creen en en una « ley de los pequeños números» 
(Kahneman et al., 1982). Por otro lado, pueden estar confundiendo la media 
poblacional con la media muestral . La media poblacional no cambia pero la 
media muestral esperada se ve afectada por el conocimiento de una puntua-
ción. Una vez que conocemos una puntuación en nuestra muestra, el cálculo 
normativo para este problema cons is te en revisar nuest ras est imaciones para 
la media muest ra l pesando las 9 puntuaciones desconocidas por la media 
poblacional y añadiendo la puntuación conocida, es decir, la media revisada es: 
(9x400 + 250)/10 = 385 . 

Pollatsek et al. (1981) analizan la confusión de los estudiantes sobre la media 
muestral en situaciones donde se debe calcular como una media ponderada. La 
comprensión de la mayoría de los estudiantes de la media consiste en un algorit-
mo que suma todos los resultados y luego divide esa suma por el número de 
resultados porque ese cálculo es todo lo que le enseñaron acerca de la media. 
L o s estudiantes tienen sólo una comprensión instrumental de la media y además 
esa comprensión es parcial. Cuando los resultados no son igualmente probables 
o las puntuaciones necesitan ser ponderadas, las estimaciones del valor espera-
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do suelen estar equivocadas. E s to es tanto una deficiencia matemática como un 
fenómeno psicológico. 

Cuando se preguntó a los estudiantes cuál era la puntuación media esperada 
para las restantes 9 puntuaciones, los investigadores no encontraron evidencia 
de una estrategia de reequilibrado activo tal como esperaban. Esta estrategia lle-
varía a la predicción de que la media de las 9 puntuaciones restantes tendría que 
ser mayor de 400 para equilibrar la puntuación baja. En cambio, los estudiantes 
tienden a predecir o bien 400 o bien un número menor de 400 porque no creen 
que la media poblacional sea realmente 4 0 0 después de tener una puntuación 
concreta de 250. Pol latsek et al. concluyen que los estudiantes confían en la 
representatividad con mayor fuerza que en un mecanismo de reequilibrado acti-
vo. Uno de los hallazgos más sorprendentes de esta investigación es que incluso 
después de que se les mostró soluciones alternativas al problema en un escena-
rio de entrevista, la mayoría no cambió s u s predicciones. Con todo, los autores 
reconocen que la muestra de los su jetos entrevistados era pequeña. 

Implicaciones didácticas: 

Pollatsek y s u s colegas declaran que s u s su jetos se encuentran incómodos 
haciendo una estimación puntual para la media en problemas como el anterior. 
E s to sugiere que quizá se obtendrían resultados bastante diferentes s i se cam-
bian las tareas de estimación de valores puntuales a estimaciones de intervalos 
de confianza. Puede ser recomendable desde un punto de vista didáctico poner 
el énfas is en la estimación de intervalos de confianza mejor que en la estimación 
puntual porque el problema puede formar parte del bloqueo conceptual que 
caracteriza Konold como enfoque del resultado: cuando se pide a los estudiantes 
que den un s imple número para la probabilidad de un suceso, algunos no com-
prenden que el resultado puede ocurrir repetidamente. Puede ser más fácil mos-
trar la replicabilidad de una situación aleatoria utilizando la vía de los intervalos de 
confianza; Shaughnessy (1992) propone modificar la tarea del s iguiente modo: 

La puntuación media para todos los estudiantes de secundaria de un distrito 
escolar es 400. Se selecciona una muestra aleatoria de 10 estudiantes. Un estu-
diante de esa muestra tiene una puntuación media de 250. 

a) ¿Qué intervalo es más probable que contenga la media de la muestra?: 
1. 250-375 
2. 375-425 
3. 425-550 
4. un intervalo diferente, escríbelo: 

b) ¿Qué intervalo es más probable que contenga la media de la muestra?: 
1. 200-300 
2. 300-400 
3. 400-500 
4. un intervalo diferente, escríbelo: 
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Naturalmente podrían suscitarse problemas con esos intervalos de confianza, 
por ejemplo, donde se establecen las fronteras de los intervalos o s i hay varias 
posibles categorías de intervalos. Sería útil presentar tales í temes en un contexto 
de entrevista para obtener y explorar el rango más amplio posible de respuestas 
de estudiantes. 

Kahneman et al. (1982) encontraron que estudiantes de universidad novatos 
en probabilidades y estadíst ica eran in sens ib les al tamaño muestral cuando 
hacían estimaciones de probabilidad. E s o s resultados sugerían que esos estu-
diantes no tenían una comprensión operativa de la ley de los grandes números 
porque confiaban en el heurístico de representatividad. S in embargo, Nisbett et 
al.(1983) afirmaron que incluso su jetos s in entrenamiento formal en estadística 
util izan la ley de los grandes números cuando resuelven problemas de la vida 
cotidiana y, además, la habilidad para aplicar la ley de los grandes números en una 
amplia variedad de situaciones se puede mejorar mediante entrenamiento. En 
cur sos de formación de directivos, León (1994) ha encontrado al plantear el pro-
blema de las maternidades de Kahneman y T v e r s k y (enunciado al revisar las 
investigaciones de Shaughnessy) que aproximadamente el 8 0 % de los directivos 
ignora el tamaño muestral. 

En un intento de resolver algunos de los datos contradictorios acerca de la 
comprensión de los estudiantes de la ley de los grandes números, Wel l , Pollatsek 
y Boyce (1990) realizaron una serie de experimentos en donde se presentaba a 
los alumnos diferentes vers iones de problemas s imi lares matemáticamente. En 
una vers ión sólo se les pedía que dijeran qué se aproximaba más a la media 
poblacional, la media en una muestra grande o la media en una muestra pequeña; 
en otra versión se pedía a los estudiantes que est imasen la probabilidad de que la 
media muestral estuviese a cierta distancia de la media poblacional. Los estu-
diantes hicieron bastante bien la tarea en la primera vers ión pero bastante mal en 
la segunda. 

As í el cuadro emergente de la comprensión intuitiva de la ley de los grandes 
números no es s imple puesto que variables de tarea afectan mucho el razona-
miento de los estudiantes. Wel l et al. (1990) realizaron un experimento de segui-
miento en el que los estudiantes trabajaron con dis t r ibuciones mués t ra les 
mediante simulaciones por ordenador. Los estudiantes generaron y observaron 
gráficos de la distribución de 100 muestras de tamaño 10 y 100 de tamaño 100. 
Después de todo el entrenamiento se encontró que muchos estudiantes todavía 
creían que la variabilidad en las distr ibuciones muéstrales de tamaño 10 y 100 era 
la misma. El sesgo de insensibil idad al tamaño muestral tiene raíces profundas. 

La interpretación de Shaughnessy (1992) de los resultados del estudio es que 
no se mejora la comprensión de la ley de los grandes números s in enseñanza 
explícita del concepto de variabilidad en distr ibuciones muéstrales y de cómo el 
tamaño muestral afecta a esta variabilidad, la mera exposición a gráficos de dis-
tr ibuciones muéstrales no basta; se deben señalar explícitamente los patrones 
de variabilidad en las distr ibuciones muéstrales y las relaciones cuantitativas que 
están implícitas. El hecho de que hay números implicados en la segunda versión 
del estudio de Wel l et al. la hace significativamente más difícil que la primera ver-
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s ión. La dificultad de los alumnos para tratar con la vers ión numérica de esta 
tarea refuerza la tes i s de Paulos (1990) del anumerismo de las personas. Otro 
problema que los estudiantes tienen con cuestiones de distr ibuciones muéstra-
les es s u confusión continua entre puntuaciones individuales y medias de pun-
tuaciones. L o s estudiantes necesitan experiencias de cálculo directo de famil ias 
de medias y de creación de distr ibuciones de medias antes de pasar a las s imu-
laciones de ordenador. 

Todos es tos resultados avalan la metodología de enseñanza propuesta en 
este libro (capítulo 4) que no sólo consiste en experimentos y s imulaciones s ino 
que incluye instrucción en la teoría de probabilidades y también apoyan nuestra 
secuenciación didáctica en t res fases: experiencias aleatorias con aparatos f í s i -
cos, experimentos con tablas aleatorias y s imulaciones con ordenador. 

3. CONCLUSIÓN: NECESIDAD Y DIFICULTADES DE UN MODELO 
DE DESARROLLO CONCEPTUAL PROBABILÍSTICO 

La revis ión de la investigación empírica sobre razonamiento probabilístico que 
acabamos de realizar nos ha proporcionado dos tipos de datos o informaciones y 
nos ha abierto dos clases de interrogantes. 

En primer lugar, nos sumin i s t ró información sobre la naturaleza y el origen de 
las dificultades que tienen los estudiantes para comprender y aplicar los concep-
tos y leyes elementales de la teoría de la probabilidad (información conceptual). 
En segundo lugar, nos proporcionó un muestrar io de tareas úti les para explorar el 
pensamiento de los estudiantes al t iempo que nos informó de las carencias y 
l ímites de la metodología de investigación utilizada (información metodológica). 

En cuanto a los interrogantes, en primer lugar, nos planteó el problema de la 
naturaleza contingente del razonamiento probabilístico, es decir, la influencia en 
los juicios probabilísticos de variables de tarea y de sujeto (interrogante concep-
tual). En segundo lugar, nos susci tó el problema de medir o valorar la fuerza intui-
tiva de los conceptos y leyes normativas en relación a los heur íst icos de razona-
miento probabilístico y creencias acerca de sucesos inciertos (interrogante meto-
dológico). 

Digamos una palabra más sobre es tos interrogantes. Los es fuerzos para com-
parar juicios de probabilidad intuit ivos con las reglas estadísticas continúa siendo 
una cuestión importante de investigación en comprensión probabilística (Payne, 
Bettman y Johnson, 1993). E s t o s autores defienden la naturaleza constructiva y 
contingente de la conducta de decisión y de los juicios probabilísticos. S imón 
(1981) ya atribuyó este carácter constructivo a la limitación de la capacidad de 
procesamiento de la información. E s te constructivismo va más allá de negar s im-
plemente que los juicios observados resultan de una referencia a una lista maes-
tra en la memoria. La noción de juicios de probabilidad constructivos significa 
también que los juicios y decisiones no son generados necesariamente por algún 
algoritmo consistente e invariable como el cálculo del valor esperado. Parece que 
el sujeto tiene un repertorio de métodos para identificar s u s preferencias y desa-
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rrollar s u s creencias. E s o s múlt iples métodos o estrategias se generan tanto con 
la experiencia como con el entrenamiento. 

Es tas ideas concuerdan con las razones de Penrose (1991) para defender la 
naturaleza no-algorítmica de ciertos aspectos del conocimiento humano. En efec-
to, s i todo pudiera reducirse en nuestro funcionamiento mental a procesos algo-
r ítmicos, no podríamos aceptar, como aceptamos, determinadas verdades mate-
máticas que no son demostrables. En una línea semejante, Anderson (1990) 
defiende el carácter adaptativo del pensamiento. Su idea fundamental es: el hom-
bre no es una mera construcción azarosa s ino una construcción optimizada por el 
medio, mediante un proceso evolutivo. El s i s tema cognitivo actúa, s in cesar, con 
el objetivo de optimizar la adaptación del organismo al medio. Como dice Corral 
(1994), no es lo m i smo el criterio de racionalidad normativa, donde la gente pue-
de mostrarse no racional, que el de racionalidad adaptativa. Determinados heu-
r íst icos, irracionales desde un punto de vista normativo, pueden resultar adaptati-
vos para el psico-organismo y, por tanto, desempeñar una función racional. La 
psicología podría convertirse en una ciencia irreal s i sólo atendiera al enfoque 
algorítmico. No podemos desest imar las propiedades ecológicas de la cognición 
humana. 

La investigación descriptiva en procesos de toma de decisiones ha mostrado 
que la información y las estrategias utilizadas para construir preferencias o creen-
cias parecen altamente contingentes y predecibles en función de una variedad de 
factores de tarea, contexto y diferencias individuales (Payne et al., 1993). Facto-
res de tarea son características generales de un problema de decisión, como el 
modo de respuesta (juicio o elección, por ejemplo), que no dependen de los valo-
res particulares de las alternativas. Factores de contexto tales como s imi l i tud de 
alternativas, por otro lado, se asocian con los valores particulares de las alternati-
vas. Factores de tarea y contexto hacen resaltar diferentes aspectos del proble-
ma y evocan diferentes procesos para combinar información. Las personas son 
sens ib les a características que resultan con frecuencia, aunque no siempre, irre-
levantes desde una perspectiva normativa. Por tanto una cuestión importante en 
la investigación actual es la identificación de las condiciones de tarea que deter-
minan cuándo información normativamente importante (por ejemplo, las probabi-
lidades previas) se utiliza y cuándo no se utiliza. 

E l modo de construir una solución a un problema de decisión también es fun-
ción de factores de diferencias individuales tales como conocimiento previo, peri-
cia o capacidades de procesamiento. Las concepciones estocásticas de la gente 
están determinadas, en parte, por s u s propias experiencias (intuiciones prima-
rias) y en parte por la enseñanza (intuiciones secundarias). Cuando los investiga-
dores han pedido a los su jetos que est imasen probabilidades, predijesen resulta-
dos, realizasen juicios o tomasen decisiones bajo condiciones de incertidumbre, 
se han encontrado que los diferentes t ipos de razonamiento exhibido por nues-
t ros estudiantes indican varios niveles de sofisticación conceptual que van desde 
una total carencia de comprensión de los sucesos aleatorios a una capacidad para 
comparar varias vers iones matemáticas de sucesos aleatorios. Para cubrir este 
amplio abanico de concepciones, Shaughnessy (1992) clasifica las ideas probabi-
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l íst icas en cuatro tipos: no estadísticas, estadísticas ingenuas, estadísticas emer-
gentes y estadísticas pragmáticas. Una cuestión que no aborda esta caracteriza-
ción y que nos parece sustancial es la extensión en la que diferencias individua-
les en creencias se relacionan con cambios en tareas y contexto. 

La naturaleza altamente contingente de la conducta de decisión y del razona-
miento probabilístico presenta problemas para los investigadores en esos cam-
pos. En la teoría de la decisión conductual, Payne et al. (1993) afirman que, en 
principio, el hecho de que los procesos de decisión no sean invariantes en fun-
ción de entornos de tarea, complica la búsqueda de un pequeño conjunto de prin-
cipios subyacentes (modelos) que pueda describir la conducta de decisión. Ade-
más, la importancia y omnipresencia de factores de tarea y contexto puede crear 
una perspectiva de un campo de investigación caótico y fragmentado. 

S in embargo, cuando los investigadores plantean cuest iones acerca de las 
condiciones bajo las que diferentes t ipos de información y diferentes procesos 
de decisión se usarán con mayor probabilidad, surgen generalizaciones acerca de 
la conducta de decisión. Están bien establecidos, por ejemplo, los efectos de la 
complejidad de la tarea en el uso de estrategias de decisión, la importancia de la 
distinción ganancias v s pérdidas en decisiones con r iesgo y s in riesgo, y la impor-
tancia del proceso de anclaje y ajuste en juicio probabilístico; fenómenos como el 
de aversión al r iesgo sugieren que se pueden descubrir principios generales de 
conducta. De este modo, terminan diciendo Payne y colaboradores, la perspecti-
va constructivista no implica la carencia de creencias subyacentes s istemáticas 
en el proceso de generación de un juicio o decisión. 

Por parecidas razones hay muy pocos modelos formales de desarrollo con-
ceptual en el campo de la probabilidad y estadística. La dificultad de construir 
modelos de investigación en este campo radica en que s i un modelo intenta 
incorporar los resultados de los diferentes t ipos de estudios que han realizado los 
psicólogos y los educadores matemáticos, ese modelo corre el r iesgo de ser tan 
complicado que puede resultar en la práctica de poca o ninguna utilidad tanto 
para investigadores como para profesores. Por otro lado, s i uno se centra en una 
pieza del rompecabezas de la investigación estocástica y construye un modelo 
s imple, se corre el r iesgo de sobresimplif icar y dejar fuera del modelo importan-
tes perspectivas. Shaughnessy (1992) afirma que la historia de la investigación en 
el campo parece haber sido la de simplificar primero y hacer ajustes después. 

En nuestra investigación (Sáenz, 1995) intentamos seguir esa tradición y lle-
gamos a establecer un modelo relativamente s imple de pensamiento probabilís-
tico de los adolescentes, esperando que sea de alguna utilidad para investigado-
res y profesores. S i tuviéramos que sintetizar en breves apartados los hallazgos 
de esa investigación dir íamos: 

7. Quedó clara la naturaleza altamente cont ingente del razonamiento 
probabilístico de manera que los juicios y razonamientos probabilísticos de 
nuest ros adolescentes no son invariantes en función de factores de tarea. 

2. De los factores de su je to , el que más in f luye es la in s t rucc ión en 
probabilidades («para bien y para mal») y después el año escolar y el nivel 
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de aptitud en matemáticas. Con todo, en la mayoría de cuestiones estudia-
das no aparecen diferencias significativas en función de ninguna de las 
variables de sujeto con las que hemos trabajado. 

3. Encontramos diversos grados de aceptación intuitiva de las ideas formales 
probabilísticas de modo que conseguimos clasificarlas en t res categorías: 
intuitivas, contraintuitivas e internamente contradictorias. 

4. Detectamos la presencia sistemática de un pequeño conjunto de principios 
intuit ivos y/o normativos que permiten hablar de un s i s tema de ideas per-
sonales de los adolescentes sobre el azar y la probabilidad. Es tas ideas no 
están aisladas s ino que forman un s i s tema integrado de concepciones en 
torno a los s iguientes elementos: naturaleza, lenguaje y métrica del azar y 
asignación de probabilidades. Estableciendo una analogía con la teoría de 
la decisión conductual, el s i s tema sería el enfoque descriptivo de la teoría 
de probabilidades frente al enfoque normativo o matemático 
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LAS IDEAS PROBABILÍSTICAS DE LOS ESTUDIANTES. EL PROBLEMA. 

Describamos el s i s tema: 

53 

Aspectos o 
elementos del azar 

creencias subyacentes 
sobre la naturaleza del 
azar 

Teoría matemática 
de probabilidades 

- naturaleza dual del mundo: 
los fenómenos determinísti-
cos y los fenómenos aleato-
rios, en pie de igualdad, son 
las dos caras de la realidad 

- naturaleza dual de la probabi-
lidad: como grado de creen-
cia (probabilidad subjetiva) y 
como límite de frecuencias 
relativas (probabilidad objeti-
va) 

- naturaleza ordenable y jerar-
quizare del azar 

- la probabilidad como incerti-
dumbre (caso único) 

S i s tema de ideas 
personales 

-el pensamiento probabilístico 
subordinado al pensamiento 
determinístico: fenómenos 
de regresión a la media y de 
correlación explicados en tér-
minos de causa-efecto; la 
independencia estadística 
confundida con la indepen-
dencia física; la convergencia 
funcional interfiere en la con-
vergen-cia en probabilidad 
-confusión entre los enfoques 
subjetivista y frecuencial 
-sesgo de equiprobabilidad, 
debido a la naturaleza caótica 
del azar 

lenguaje del azar conceptos bien definidos de: 
suceso seguro, imposible, 
probable 

identifica: suceso seguro y 
muy probable 
suceso imposible y muy 
improbable 

métrica del azar axiomas de Kolmogorov escala de probabilidad [0,1] 

asignación de probabili-
dades 

Mecanismos como: 
- ley de Laplace 
- ley de los grandes números: 

frecuencia relativa 
- ley de la suma y la multipli-

cación de probabilidades 
-distr ibuciones discretas y 

continuas 
-teorema de Bayes 
-aritmética de los pequeños 

números 
Esquemas operatorios bási-
cos: 
- concepto de proporción 
- teoría combinatoria 
Las paradojas de la teoría de 
probabilidades 

Mecanismos como: 
-heur íst icos: representativi-

dad, accesibilidad, anclaje y 
ajuste, ley de los peque-ños 
números... 

- versiones intuitivas y primiti-
vas de las leyes normativas 
(ley de Laplace, ley de los 
grandes números, Regla de 
Bayes reducida al numera-
dor, etc.) 

-anumerismo: p.ej., la multi-
plicación de varios números 
siempre produce un número 
mayor 

Esquemas operatorios bási-
cos: 
- coexistencia de estrategias 

proporcionales y aditivas en 
problemas de proporciones 

- capacidad combinatoria limi-
tada 
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CAPÍTULO 3 

ELEMENTOS BÁSICOS 

DE LA EDUCACIÓN PROBABILÌSTICA 

Tercer azar: De la b u e n a suer te 

Hace unos pocos años, un hombre ganó un premio muy cuantioso en la 
lotería de España. Los curiosos periodistas le preguntaron cómo lo había 
conseguido.El premiado dijo que había buscado deliberadamente el billete 
que acababa en 48 y explicó: «Soñé con el número 7 durante 7 noches 
seguidas y 7 por 7 es 48» 

Hogarth (1987) 

Como educadores matemáticos nos interesa abordar el problema de las difi-
cultades de aprendizaje que tienen los alumnos que emprenden el estudio de la 
teoría de probabilidades, como una parte del currículo de matemáticas de la 
enseñanza secundaria. Al revisar trabajos anteriores que abordan el m i smo pro-
blema, hemos encontrado t res líneas de análisis: 

7. El enfoque historicista: las concepciones de los alumnos participan de las 
falacias y paradojas epistemológicas que han surgido en el desarrollo his-
tórico de la teoría matemática de las probabilidades. 

2. El enfoque psicologicista: no existe una teoría de la probabilidad conductual 
como hay una teoría de la decisión conductual. En cuanto al aprendizaje, el 
problema es la falta de una teoría cognitiva del aprendizaje contrastada. 

3. E l enfoque didactista: el problema no es de aprendizaje s ino de enseñanza; 
el profesor de matemáticas no necesita tener en cuenta las teorías cogniti-
vas del aprendizaje. La lógica de la enseñanza es la lógica de la disciplina. 

Nos llamó poderosamente la atención la falta de relación entre es tos t res 
enfoques: las aportaciones de uno de el los no se recogen ni influyen en los otros. 
S i los f i lósofos e historiadores de la matemática se centran en el carácter dual del 
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concepto de probabilidad y en las paradojas de la teoría de probabilidades, los psi-
cólogos se interesan, o bien por la génesis y evolución de la noción de probabili-
dad en el niño o bien por los sesgos en el razonamiento probabilístico de los adul-
tos ; a su vez, los didactas ensayan metodologías de enseñanza en las aulas (con 
o s in ordenadores, con o s in dados) que casi nunca toman en consideración las 
teorías cognitivas del aprendizaje o la epistemología de la matemática. 

Ubicados dentro del campo de la investigación psicológica en razonamiento 
probabilístico, nos volvió a sorprender la escasa permeabilidad entre los dist intos 
paradigmas de investigación. Haciendo dos grandes bloques, por un lado nos 
encontramos con los trabajos que versan sobre la adquisición y desarrollo de las 
nociones probabilísticas (teoría piagetiana, teoría de la intuición de Fischbein, aná-
l i s i s de reglas) y, por otro lado (con concepciones del sujeto y de la tarea experi-
mental completamente dist intas) nos encontramos con los trabajos sobre heurís-
t icos y sesgos en el razonamiento probabilístico (Kahneman, Slovic y Tversky , 
1982) emparentados con los estudios que se realizan dentro del marco de la teo-
ría de la decisión conductual. También echamos en falta una conexión del para-
digma de heuríst icos y sesgos con el enfoque de las concepciones alternativas 
de los alumnos. 

P e n s a m o s que s i bien e s t a s desconex iones se pueden jus t i f icar en la 
investigación básica, donde cada paradigma tiende a ser cerrado en s í m i smo y tie-
ne vocación explicativa universal, s in embargo, dificultan la formulación de impli-
caciones didácticas, la extracción de consecuencias aplicables al proceso de ense-
ñanza-aprendizaje de la teoría de probabilidades. Por eso, nuestra metodología de 
trabajo ha sido la de conectar e integrar, s iempre que tuviese sentido, las distintas 
implicaciones didácticas que se deducen de las dist intas perspectivas de análisis 
del problema. La investigación realizada (Sáenz, 1995) nos permitió identificar se i s 
factores esenciales para una educación probabilístlca eficaz: 

1. ANÁLISIS HISTÓRICO-EPISTEMOLÓGICO DE LA PROBABILIDAD 

Ex i s ten características poco usuales en el desarrollo histórico de la probabili-
dad en comparación a otras teorías matemáticas tales como la geometría o arit-
mética. Un enfoque matemático de la probabilidad empezó a surgir hace poco 
más de t res s iglos, mucho después que el hombre tuviera las primeras experien-
cias con el azar. Un gran número de paradojas acompañó el desarrollo conceptual 
indicando la disparidad entre intuiciones y enfoques formales. Un hito importante 
fue abandonar la tarea de formalizar una interpretación específica y concentrarse 
en estudiar la estructura de la probabilidad. Una fundamentación matemática sól i-
da se estableció por Kolmogorov en 1933 pero no clarificó la naturaleza de la pro-
babilidad. Todavía hoy existen dist intos enfoques f i losóf icos que despiertan con-
troversia. 

¿Por qué no hubo teoría de probabilidad en Occidente antes de Pascal, en el 
s iglo XVII, a pesar de que en todas las civilizaciones se utilizaban aparatos y juegos 
de azar? Hacking (1975) describe como «ausente familia de ideas» a este hecho y 
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al analizar las razones de esta ausencia considera insuficientes o irrelevantes cada 
una de las explicaciones que se han dado, consideradas individualmente: 

7. Se ha argumentado que una visión determinista del mundo excluye el pensa-
miento probabilistico; s in embargo, una conjetura alternativa pero mejor es que 
el pensamiento determinista, causal, es esencial para la formación de los con-
ceptos de azar y probabilidad y por eso el modelo de causación mecánica y el 
modelo probabilistico emergen en el mismo período histórico, el siglo XVII. 

2. Las loterías y los dados constituyen una buena forma de consultar a los 
d ioses directamente, s in sacerdotes intermediarios, pero entonces resulta 
impío intentar computar lo que los dioses dicen, es decir, el papel de los 
dados en la adivinación podría excluir investigaciones críticas de las leyes 
de la aleatoriedad; s in embargo, mucha gente impía y culta era aficionada a 
los juegos de azar (Hacking pone como ejemplo a Marco Aurelio) y no por 
eso reflexionaron sobre la aritmética del azar. 

3. Para concebir las leyes de la probabilidad necesitamos tecnología del azar, 
aparatos aleatorios que permitan generar ejemplos empír icos fácilmente 
comprensibles; las primeras experiencias aleatorias s iempre emplean lo 
que Neyman (1950, citado en Hacking, 1975) llamó un Conjunto de Proba-
bilidad Fundamental (CPF) de alternativas igualmente probables; sólo des-
pués de que el individuo comprenda esta idea puede progresar a conjuntos 
cuyas alternativas no son equiprobables. Se sugiere que en la edad antigua 
no exist ían CPF que nos diesen idea de equiprobabilidad: por ejemplo, los 
más antiguos de los dados cúbicos conocidos, hallados en tumbas egip-
cias datadas como anteriores al 2000 a. de C., no proporcionan un conjun-
to de 6 probabilidades iguales porque no son de tamaño uniforme, ni en el 
material ni en la forma de numerar s u s caras (si bien en muchos de el los 
los números de 1 a 6 están dispuestos de forma que las caras opuestas 
sumen 7, igual que en los dados modernos). S in embargo, argumenta Hac-
king, aunque no mucho, s í que exist ía material aleatorio adecuado, por 
ejemplo, se conservan dados de marfil muy antiguos en el Museo de Anti-
güedades del Cairo que están muy bien equilibrados. 

4. Hay dos motivos por los que una ciencia se desarrolla: en respuesta a pro-
blemas que ella misma crea y en respuesta a problemas que le son pro-
puestos desde fuera, problemas derivados, sobre todo, de necesidades 
económicas. Pues bien, sólo muy recientemente la teoría de probabilidad 
ha sido capaz de crear s u s propios problemas y generar s u s propios pro-
gramas de investigación; históricamente, el est ímulo vino de otras discipli-
nas: en el S . XVI I el establecimiento de los seguros y anualidades impulsa-
ron a la estadística, en el S .XVI I I la teoría de la medida se desarrollaba con 
fuerza sobre todo al servicio de la astronomía, en el S . X I X se creaba la bio-
mètrica para anális is de datos biológicos, en el S . X X las necesidades de la 
agricultura y medicina motivan el desarrollo de la teoría probabilistica; con 
todo, esta explicación economicista no tiene en cuenta que algunas des-
trezas de cálculo de anualidades ya eran utilizadas en la época romana. 
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5. La matemática en Occidente no era suficientemente rica en ideas y capa-
cidad de cálculo para generar una matemática del azar; faltaba, sobre todo, 
un algebra combinatoria porque hay que esperar a 1666 a que Leibniz 
publique su A r s Combinatoria. Por contra, los indios y árabes que tenían un 
buen s i s tema de numeración también desarrollaron antes terminología y 
cálculos probabilísticos (el término hazard es tan árabe como el término 
álgebra). Desde una perspectiva educativa, conviene subrayar el paralelis-
mo psico-histórico que se desprende del dato de que s i las técnicas com-
binatorias fueron necesarias para la aparición histórica de la probabilidad, 
Piaget e Inhelder (1951) establecen que es necesario que el niño posea el 
esquema combinatorio, que forma parte del pensamiento intelectual más 
avanzado, para que pueda comprender el concepto de probabilidad. 

En definitiva y como corolario, Hacking establece que la conjunción de diver-
s o s factores tales como la impiedad (la independencia del hombre de la religión), 
la existencia de aritmética, un diferente concepto de causalidad y el desarrollo 
comercial, debería conducir a la formación de la matemática de la probabilidad. 
Como dato confirmatorio encuentra que hace 2000 años la India tenía un avanza-
do s i s tema de mercado, tenía un buen s i s tema de numeración, y tanto su piedad 
como s u s teorías de las causalidad no seguían moldes europeos; pues bien, en 
esta sociedad se encuentran rastros de una teoría de la probabilidad desconocida 
en Occidente. Con todo y aunque los dados son uno de los más viejos pasatiem-
pos humanos, el hecho histórico es que no se conocen matemáticas de la alea-
toriedad hasta el Renacimiento y que ninguna de las explicaciones de este hecho 
es concluyente. 

De acuerdo a la leyenda, la probabilidad comenzó en 1654 cuando el jansenis-
ta Pascal resolvió los dos célebres problemas que le propuso el mundano Caba-
llero de Méré y envió s u solución a Fermat (en realidad, los dos problemas lleva-
ban ya algún tiempo en circulación entre los estudiosos de la época). Lo que s í es 
verdad es que la segunda mitad del S . XVI I es el tiempo del nacimiento de la pro-
babilidad: en 1657, Huygens escribió el primer libro de texto sobre la probabilidad 
que se ha publicado. Por esas fechas Pascal hizo la primera aplicación de razona-
miento probabilístico a problemas dist intos de los juegos de azar e «inventó» la 
teoría de la decisión: el pensador francés no duda en apostar por la existencia de 
Dios, ya que, por pequeña que sea la probabilidad de que ello ocurra, la ganancia 
es infinita s i es que, en efecto, Él existe; por lo que tal juego tiene la propiedad de 
tener una esperanza positiva. Aunque Pascal estableció estas consideraciones 
con la intención de predicar la religión, muestran como subproducto algo intere-
sant í s imo desde la perspectiva de la matemática: establecen el modo en que la 
aritmética aleatoria puede ser parte de un arte de razonamiento general y hacen 
posible comprender que la estructura de pensamiento sobre juegos de azar se 
puede transferir a una teoría de la inferencia que no está basada en un escenario 
de azar. En el libro Logic de Port Royal se mencionan medidas numéricas de algo 
que hoy día se llama probabilidad. Simultánea pero independientemente, Leibniz 
pensaba en aplicar una métrica de las probabilidades a problemas legales y en 
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desarrollar la combinatoria. John Graunt publicó en 1662 el pr imer conjunto 
extenso de inferencias estadísticas extraídas de los regist ros de mortalidad. 

La probabilidad que se desarrolla en t iempos de Pascal e s esencialmente 
dual: tiene que ver, a la vez, con frecuencias estables a largo plazo y con grados 
de creencia; es simultáneamente, estadística y epistemológica. La dualidad de la 
probabilidad está bien ilustrada por los fundadores de la teoría: el problema de 
Pascal de dividir el dinero de una apuesta cuando hay que interrumpir el juego, es 
de naturaleza aleatoria; s u argumento de decisión sobre la existencia de Dios es 
de grado de creencia. Huygens escribió sobre todo de problemas aleatorios. E l 
Logic finaliza con una discusión sobre el concepto de creencia razonable. ¿A qué 
necesidad histórica se debió que estas dos familias de ¡deas fácilmente distingui-
bles confluyeran en una sola? ¿Cómo se hizo posible este concepto dual de pro-
babilidad? 

Hacking (1975) afirma que los f i lósofos han analizado esta dualidad de la proba-
bilidad desde hace tiempo: Carnap distinguía entre probabilidad inductiva y proba-
bilística; Poisson aprovechaba las palabras chance y probabilité para hacer la mis -
ma distinción; Condorcet sugir ió facilidad para el concepto aleatorio y motivo de 
creencia para el concepto epistemológico; Russe l l usó credibilidad para el último. 

En el enfoque ep i s temológ ico de la probabil idad hay dos escue las de 
pensamiento dominantes: 

7. En las primeras décadas de este siglo, se prestó mucho interés a la teoría 
avanzada por Jef f reys (1933), según la cual la probabilidad conferida a una 
hipótesis por algún tipo de evidencia es una relación lógica entre dos pro-
posiciones: la probabilidad de h a la luz de e es el grado en el que e implica 
lógicamente a h. 

2. Por otro lado está la teoría que De Finetti (1937) llamó probabilidad perso-
nal o subjetiva; en esta teoría la probabilidad que tú asignas a una proposi-
ción particular depende de tu propio juicio personal, pero el conjunto de 
todas tus asignaciones de probabilidad debe estar sometido a reglas rigu-
rosas de coherencia interna. Independientemente de aceptar la teoría lógi-
ca o personal, ambas son plenamente epistemológicas, interesadas en la 
credibilidad de proposiciones a la luz de un juicio o evidencia. 

En el enfoque aleatorio de la probabilidad hay una familia de teorías estadísti-
cas que se centran en el estudio de la tendencia que muestran algunos fenóme-
nos experimentales o naturales a producir frecuencias estables a largo plazo en 
ensayos repetidos. La probabilidad de salir «caras» es una propiedad de la mone-
da como lo es s u masa, y la estabilidad de las frecuencias en ensayos repetidos 
es un hecho objetivo de naturaleza independiente del conocimiento de cualquier 
persona sobre ello. 

E s interesante analizar el caso de Jacques Bernoull i (1654-1705) que es v isto 
como subjetivista por unos, como logicista por otros y frecuencialista por otros. 
Se le ha llamado subjetivista porque introdujo la palabra 'subjetivo' al reflexionar 
sobre la probabilidad; otros dicen que anticipa la teoría de probabilidades logicista 
de Carnap y por fin, hay algunos que le consideran el precursor de la vers ión fre-
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cuencialísta en virtud de s u ley de los grandes números. Aunque se considera 
que estas t res concepciones de la probabilidad son virtualmente incompatibles, 
muchos investigadores afirman que se pueden encontrar los orígenes de todas 
ellas en el trabajo de Bernoull i . La verdad de la cuestión puede ser que se s int ió 
atraído por todas y cada una de esas ideas aparentemente incompatibles pero 
que suponen, cada una de ellas, una interpretación específica de la probabilidad. 
En todo caso, conviene señalar el dato significativo de que las teorías de hoy ya 
se pueden dist inguir en el nacimiento del concepto de probabilidad. 

En el Renacimiento lo que se llamó entonces probabilidad era un atributo de 
opinión y se contraponía a conocimiento que se podía obtener sólo mediante 
demostración. As í , surgió una dualidad entre ciencia (conocimiento) y opinión 
(creencia); había «altas ciencias», como matemáticas, mecánica, astronomía y 
fi losofía, que buscaban verdades absolutas y «bajas ciencias», como medicina, 
astrología y alquimia, que producían opiniones basadas en evidencia empírica 
(Hacking, 1975). Galilei (1632/1967) consideró la probabilidad como «ciencia 
baja», basada en la opinión. Una opinión, en principio, tenía tanto peso como cual-
quiera otra y sólo era más probable s i estaba soportada por alguna autoridad; por 
ejemplo, en el caso de enfoques contrapuestos a un problema, la solución tenía 
que basarse en opiniones de las escrituras y en las enseñanzas de la Iglesia. Para 
que emergiese nuestra moderna vers ión matemática de la probabilidad, tenía 
que cambiar el concepto de lo que se consideraba evidencia aceptable. Antes del 
S .XV I I se consideró la probabilidad como una materia de aprobación más que un 
cálculo matemático. Finalmente, la idea de evidencia experimental empezó a 
ganar respetabilidad en el S .XV I I gracias a los trabajos de Pascal y Huygens. 
Mientras las ciencias clásicas intentaban deducir efectos a partir de Pr imeras 
Causas, la nueva ciencia intentaba inducir causas a partir de efectos observados. 
Aquí descansan las semi l las de nuestra estadística. 

Queremos señalar otra característica de la disciplina estadística que puede 
haber sido un obstáculo para el desarrollo temprano de conceptos formales de 
probabilidad. Ante una situación de incertidumbre, gobernada por los dados que 
interpretan el juicio divino, tiene para el hombre el mayor interés el s iguiente 
resultado, el número que saldrá en el siguiente lanzamiento. El hombre no puede 
conseguir ninguna predicción definitiva y sólo puede especular a partir de patro-
nes de resultados previos o confiar en la divina voluntad. S in embargo para pro-
gresar en la formalización del concepto de probabilidad hay que considerar el 
s iguiente resultado sólo como representativo de resultados futuros o hipotéticos. 
Só lo esta transformación del problema lo hace abordable pero no da una res-
puesta a la cuestión original. La probabilidad de 1/6 no dice nada acerca de que 
número se obtendrá realmente y s i saldrá un «cinco» en la siguiente tirada de un 
dado. S in embargo y sorprendentemente, la probabilidad de 1/6 constituye algún 
conocimiento indirecto para una tirada específica. Es te aspecto de la probabili-
dad, todavía motivo de debate fi losófico, es un obstáculo importante para la com-
prensión de los alumnos. 

Con todo, no conviene sobreest imar la tardía conceptualización de la pro-
babilidad porque esto también ocurre en otras discipl inas. E l desarrol lo cientí-
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fico basado en un enfoque f í s ico causal enfrentado a un enfoque deíst ico 
estuvo marcado por grandes controvers ias incluso sobre las ideas que hoy 
nos parecen más naturales (no hay más que recordar los problemas de Gali-
leo con la Iglesia Católica). La geometría euclidiana no s u p u s o una temprana 
clausura conceptual ni de la geometr ía ni del pensamiento axiomático, tal 
como a veces se dice, en cuanto que só lo proporcionó reglas de construcción 
pero no conceptos fo rmales ; el problema del axioma de las paralelas no se 
clarificó hasta los trabajos de Gauss y Lobachevski en el S . X I X . En aritmética 
no se cons iguió una axiomatixación de los n ú m e r o s hasta Peano, apenas 
hace 100 años. También e s verdad que un nivel de desarrol lo conceptual s i m i -
lar en probabilidad se alcanzó todavía más tarde puesto que la axiomatización 
de la probabilidad data de 1933 . 

Piaget e Inhelder (1951) estudian la génes is psicológica de la idea de azar y lle-
gan a la conclusión, paralela a la conclusión histórica, que el concepto de proba-
bilidad emerge muy tarde en el desarrollo autónomo del niño, precisamente en el 
estadio de las operaciones formales que es el estadio superior de desarrollo inte-
lectual. E l niño necesita un pensamiento causal desarrollado y los esquemas ope-
ratorios de la proporcionalidad y de la combinatoria para comprender y aplicar las 
leyes formales de la probabilidad. 

S i se detecta este paralelismo entre el desarrollo histórico y la génes is psico-
lógica de los conceptos de azar y probabilidad, conviene no ignorarlo en el proce-
so de enseñanza-aprendizaje de la teoría de probabilidades. En nuestra investiga-
ción (Sáenz, 1995) hemos encontrado que, al abordar problemas clásicos de la 
teoría de probabilidades, nuest ros alumnos daban las m i smas soluciones (inco-
rrectas) que buenos matemáticos, como D'Alembert y el Caballero de Meré, que 
estudiaron esos m i s m o s problemas en los albores de la ciencia estadística. Pode-
mos decir, en un enfoque aproximativo, que s u s problemas de entonces son los 
problemas de ahora de nuest ros alumnos. 

2. LA EXISTENCIA DE CONOCIMIENTO PREVIO 
DE CARÁCTER ESPECÍFICO 

Ausubel , Novak y Hanesian (1978) afirman que só lo cuando ex i s te en la 
es t ructura cognitiva del su je to algún concepto (aunque sea rudimentar io) 
relevante para la información nueva, el aprendizaje es s ignif icativo. Lo que se 
aprende es función, básicamente, de lo que ya se sabe. Y lo que se sabe son 
ideas, creencias, intuiciones, estrategias de razonamiento (heur ís t icos), pro-
cedimientos, conceptos formales , etc., y este conocimiento es: a veces erró-
neo, a veces incompleto, a veces acorde con la ciencia. En todo caso e s 
adaptativo y funcional de modo que se const ruye en la experiencia diaria de 
los s u j e t o s y permanece porque t iene utilidad y economía en el contexto de 
tareas cotidianas. 

En el capítulo anterior hemos presentado el s i s tema de ideas probabilísticas 
de los estudiantes que engloba muchas intuiciones e ideas sobre el azar y la pro-
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habilidad, las menos, conformes con la teoría axiomática de probabilidades, las 
más, alternativas a dicha teoría. Hemos conseguido clasificar en t res categorías 
los conceptos probabilísticos: intuitivos, internamente contradictorios y contrain-
tuit ivos. Podemos suponer que los conceptos intuit ivos no causarán dificultades 
en el proceso de enseñanza-aprendizaje, que los internamente contradictorios s í 
causarán dificultades superables mediante una buena estrategia didáctica y que 
los alumnos tendrán las mayores dificultades de aprendizaje con los conceptos 
contraintuitivos. 

E s t e conjunto de conocimientos de carácter específ ico, que dir ige el 
razonamiento probabi l í s t ico de n u e s t r o s a lumnos muchas veces es impl íci-
to, opaco. Nues t ra est rategia inst ruccional dir igida al cambio conceptual 
(Dr iver, 1988 ; Pozo, 1989) facilita que es te s i s t e m a de ideas personales se 
haga explícito, t ransparente, tanto al a lumno que debe se r consciente de 
las ideas que const i tuyen s u pensamiento y de las l imi taciones del m i s m o , 
como al p ro feso r que debe conocer lo s conocimientos i n tu i t i vos de s u s 
a lumnos y partir de e l los s i quiere que el aprendizaje del modelo científ ico 
sea s ignif icat ivo. 

3. HEURÍSTICOS DEL RAZONAMIENTO PROBABILÍSTICO 
QUE AL ACTIVARSE EN SITUACIONES ENGAÑOSAS 
PUEDEN PRODUCIR SESGOS 

Kahneman, Slovic y T v e r s k y (1982) muestran que la gente se basa en un 
número limitado de principios heuríst icos (como el de representatividad, accesi-
bilidad, anclaje y ajuste, etc.) que convierten las tareas complejas de evaluar y 
predecir probabilidades en operaciones más s imples. Generalmente estos heu-
r íst icos resultan de una gran utilidad pero en algunas ocasiones conducen a erro-
res graves y s i s temáticos produciendo sesgos cognitivos, ejemplos de los cuales 
hemos estudiado en el capítulo anterior. La confianza en los heuríst icos y la per-
s istencia de los s e s g o s no es algo que caracterice únicamente a los su jetos inex-
pertos, también los expertos estadíst icos son propensos a esos m i s m o s sesgos 
cuando piensan de un modo intuitivo. Es tas observaciones tienen, al menos, dos 
implicaciones inmediatas para el proceso de enseñanza-aprendizaje de la teoría 
de probabilidades: 

E s necesario conocer el equipamiento intuit ivo probabilístico de nuest ros 
estudiantes, construido a partir de su experiencia diaria prolongada, porque de ahí 
van a inferir los heuríst icos, reglas o estrategias de razonamiento estadístico coti-
diano.- E s necesario enseñar eficazmente las reglas estadísticas básicas (leyes 
de los grandes números, principio de regresión a la media, independencia esta-
dística, etc.) porque es tos conceptos o principios no se aprenden de la experien-
cia cotidiana a pesar de que todo el mundo está expuesto a lo largo de s u vida a 
numerosos ejemplos de los que podrían inducirse esas reglas. La enseñanza ha 
de posibilitar el enfrentamiento de los alumnos con situaciones engañosas, es 
decir con tareas que eliciten sesgos del razonamiento probabilístico. 
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4. EL DESARROLLO DE LAS OPERACIONES 
LÓGICO-MATEMÁTICAS DEL CONOCIMIENTO 

Numerosos estudios han relacionado la teoría piagetiana con la enseñanza de 
las matemáticas y algunos de el los se han dirigido a comprobar que los su jetos 
con un nivel de desarrollo lógico-formal pleno tienen un rendimiento elevado en 
matemáticas (Corral y Tejero, 1986). Un problema dist into es que sólo un bajo 
porcentaje de adolescentes alcanzan el nivel formal completo. En nuestra inves-
tigación aparece una relación directa del desarrollo cognitivo con el rendimiento 
en probabilidades. Lo primero que cabría concluir de es tos experimentos es la 
necesidad de fomentar el desarrollo de operaciones generales de procesamien-
to, s i se quiere optimizar la asimilación de conceptos matemáticos. Ahora bien, 
esto no quiere decir que haya que enseñar el pensamiento formal directamente 
porque es te pensamiento no cons i s te só lo en un conjunto de est rategias 
potentes para resolver problemas particulares s ino que es también un modo dis-
tinto de enfrentarse con la realidad que permite posteriormente la construcción 
por parte del sujeto de esas estrategias. 

Por tanto y tal como dice Corral (1994), lo que procede es facilitar al estudian-
te los es t ímu los suf icientes para que pueda ir construyendo por s í m i smo esas 
operaciones generales de procesamiento. En este sentido, el proceso de ense-
ñanza-aprendizaje de la teoría de probabilidades puede ser ocasión para que se 
desarrollen plenamente varios de los esquemas básicos del pensamiento formal 
como son el esquema proporcional, el esquema combinatorio, la noción de pro-
babilidad y el esquema correlacional, que a s u vez son necesarios para la com-
prensión de las leyes del azar y la probabilidad. 

5. DIFERENCIAS INDIVIDUALES 

¿Por qué algunos alumnos rinden más que otros? Cuando pedimos a nuest ros 
estudiantes que realicen una tarea matemática podemos observar muchas dife-
rencias entre ellos. Algunos contextos de tarea serán atrayentes para unos alum-
nos y no lo serán para otros (por ejemplo, un problema combinatorio con equipos 
de fútbol seguramente motivará más a los chicos que a las chicas). Ciertos alum-
nos pese a considerar interesante el contexto no serán capaces de resolver el 
problema. L o s que están capacitados para resolver lo podrán util izar variados 
métodos de resolución. El hecho de que sur ja tal cantidad de escenarios dist intos 
para una determinada tarea matemática es una característica que tiene que valo-
rarse a la hora de considerar el proceso de aprendizaje. 

Orton (1990) afirma que hay dos razones para que cualquier método enseña-
do para resolver un problema concreto no satisfaga a todos los alumnos. En pri-
mer lugar, en razón de su nivel de conocimientos previos; en segundo lugar, por-
que no compagine con su est i lo cognitivo. La cuestión de que dist intos alumnos 
prefieren dist intos métodos de solución de un m i smo problema es sólo una de la 
amplia gama de cuest iones relacionadas con las diferencias individuales. Las 
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capacidades, preferencias, actitudes y motivación contribuyen a que unos alum-
nos rindan más que otros. 

Hemos investigado la influencia de una amplia variedad de factores de sujeto 
(edad, sexo, desarrollo cognitivo, esti lo cognitivo, rendimiento en matemáticas y 
conocimientos previos) en el razonamiento probabilístico y encontramos que la 
variable que más influye (para bien y para mal) es la existencia de instrucción en 
probabilidades. 

6. EL DOMINIO AFECTIVO 

Muchos profesores tenemos la percepción de que los factores afectivos jue-
gan un importante papel en el proceso de enseñanza-aprendizaje de las matemá-
ticas. Esta percepción se corresponde con invest igaciones que muestran la 
influencia de e s o s factores en la resolución de problemas de matemáticas 
(McLeod y Adams, 1989). El papel del afecto parece ser particularmente impor-
tante en el desarrollo de destrezas de pensamiento de alto nivel, no rutinarias. 
S in embargo, las teorías sobre educación matemática no han puesto mucho énfa-
s i s en el papel del afecto sobre todo aquellas teorías encuadradas dentro del 
paradigma del procesamiento de la información; con todo, S imón (1967) ins i s t ió 
en la importancia de incluir factores como motivación y emoción en tales teorías 
aunque reconoció las dificultades que implicaba la investigación en afectos, en 
comparación a la investigación en procesos cognitivos, que son mucho más fáci-
les de describir, diferenciar y clasificar. 

Nuestra propuesta didáctica, que presentaremos en el s iguiente capítulo, la 
hemos bautizado como cambio conceptual y actitudinal porque incluye una amal-
gama de aspectos cognitivos, metacognitivos y afectivos que deben estar pre-
sentes en diferentes momentos del proceso educativo: 

7. Metacognición: est imular a los alumnos para que vuelvan sobre las ideas 
mantenidas por el los o por otros y reflexionen y expresen una opinión 
sobre ellas. 

2. Clima de clase: fomentar una actitud de respeto, tanto del profesor como 
de los alumnos, hacia las ideas de los demás, incluso cuando son erróneas. 

3. Papel del profesor: proporcionar oportunidades para que los alumnos se 
expresen por s í m i smos , s in temor al ridículo y asegurar que las ideas cien-
tíficas se imponen en la clase, no en base a su autoridad s ino en base a la 
toma de conciencia del alumno que las acepta, tras haber sido contrasta-
das. 

4. Papel del alumno: asumir la responsabilidad de s u propio aprendizaje, de 
conocer otras ideas y de cambiar s u s puntos de vista ante otros que sean 
más viables. 

Por último, queremos resaltar un hecho que nos parece especialmente suge-
rente: Corral (1994) ha llegado a estos m i s m o s se i s aspectos esenciales de la 
comprensión y la adquisición del conocimiento matemático pero desde una pers-
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pectiva radica lmente d i ferente a la nuestra. La suya es una posic ión psicológica 
pura, de tal m o d o que propone una v inculación de cada uno de los seis fac tores 
con los ope rado res ocu l tos de la teoría de los ope radores c o n s t r u c t i v o s de 
Pascual-Leone (1980). El nuest ro es un s is tema transdiscipl inar que integra enfo-
ques h is tór ico-epis temológicos, psicológicos y didáct icos. El adopta una posic ión 
de observador del quehacer ma temát i co de los sujetos, nosot ros que remos inter-
venir d i rec tamente en la mejora de ese quehacer. Pero lo impor tante es que coin-
c id imos en el d iagnóst ico de los aspectos impl icados en el proceso. Considera-
m o s un feliz resul tado de nuest ro trabajo el que pueda abrigarse en una teoría 
cognit iva c o m o la de Pascual-Leone. 
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CAPÍTULO 4 
LA ENSEÑANZA DE LA TEORÍA DE PROBABILIDADES 
DESDE UN ENFOQUE CUASI-EMPÍRICO 
Y PARA EL CAMBIO CONCEPTUAL 

Cuarto azar: De la enseñanza 

La teoría de las probabilidades, en el fondo, no es otra cosa que el buen 
sentido reducido a cálculo 

Pierre-Simon de La pía ce (1814) 

1. INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se presenta el diseño y construcción de un método de ense-
ñanza de la teoría de probabilidades en el nivel educativo secundario, que ha de 
tener las siguientes características, según las conclusiones del capítulo anterior: 

1. Ha de basarse en una r igurosa fundamentac ión ep is temológ ica de la 
matemát ica. 

2. Ha de contener estrategias de enseñanza dirigidas al cambio conceptual 
(según la tradición de las concepciones espontáneas) y al desarrollo del 
pensamiento intuitivo correcto. 

3. Ha de incorporar un diagnóstico y t ratamiento de los sesgos del razona-
miento probabilístico. 

4. Ha de proporcionar un entrenamiento específico en estrategias cognit ivas 
y metacognit ivas. 

5. ha de tener en cuenta las diferencias individuales, tanto intelectuales como 
motivacionales, que se dan entre los alumnos. 

El enfoque tradicional de la enseñanza de la teoría de probabilidades se basa 
epistemológicamente en el carácter hipotético-deductivo de la teoría; a partir de 
ahí propone una enseñanza que se ajuste a la estructura lógica de la materia, de 
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una manera lineal, sin tener en cuenta los procesos cognl t lvos del aprendizaje. A 
pesar de los pobres resul tados escolares que tal en foque proporciona, no cabe 
duda que t iene dos v i r tudes esenciales que explican, a nuestro juicio, su perma-
nencia : 

a) Hay una coherencia profunda entre la concepción epistemológica de la 
probabilidad y los contenidos y métodos de enseñanza que se utilizan. 

b) Los profesores se s ienten ident i f icados, por educación y tradición, 
con tal premisa epis temológica y por tanto encuentran naturales y 
sin posib les al ternat ivas los con ten idos y mé todos de enseñanza 
que se deducen de tal premisa. 

Muchas veces los en foques didáct icos que pre tenden superar los bajos rendi-
m ien tos escolares que obt ienen un gran porcentaje de a lumnos, se basan en una 
serie de innovaciones metodológ icas (uso del ordenador, resolución de proble-
mas, etc.) que tratan de tener en cuenta el proceso de aprendizaje del a lumno. 
Sin embargo, estas innovaciones fracasan una y otra vez y la mayoría de profeso-
res vuelven al en foque tradicional de enseñanza. ¿Por qué? 

Nosot ros pensamos que la razón es que las nuevas propuestas didáct icas se 
l imi tan a ser meras re formas puntuales de las act iv idades didácticas tradicionales 
pero no cuest ionan la naturaleza hipotét ico-deduct iva de la teoría y la supedita-
c ión del proceso de enseñanza-aprendizaje a la estructura interna del curr iculo 
probabi l íst ico. Las nuevas propuestas cons t i tuyen un con junto de sugerentes 
pero subsidiarias act iv idades de aula de tal m o d o que al final lo impor tante sigue 
s iendo hacer explícitas las conexiones matemát icas consis tentes. Los profeso-
res intuyen es te desajuste epis temológico-d idáct ico y a la menor dif icultad del 
proceso educat ivo vuelven a las act iv idades tradicionales donde se s ienten más 
cómodos . 

Nuestra propuesta didáctica pretende superar las deficiencias del en foque tra-
dic ional pero quiere seguir conservando las dos v i r tudes pr imordia les de ese 
en foque: la existencia de un marco ep is temológ ico explícito y la coherencia de 
los conten idos y m é t o d o s de enseñanza con ese marco. Para ello, de f in imos 
nuest ro mode lo de instrucción según cuatro grandes descr iptores que sintetizan 
todas las fases y aspectos del proceso de enseñanza-aprendizaje: base episte-
mológica, base psicopedagógica, conten idos y mé todos y aplicación en el aula. 

2. MARCO EPISTEMOLÓGICO: 
LA M A T E M Á T I C A ES CUASI-EMPÍRICA 

Según la ortodoxia del emp i r i smo lógico, mientras que la ciencia es a pos-
terior i , sustant iva y falible, la matemát ica es a priori, tautológica e infalible. Sin 
embargo Lakatos (1981) def iende una asimi lación radical de la matemát ica a la 
ciencia y muest ra que el emp i r i smo e induct iv ismo matemát ico , no sólo respecto 
al or igen y m é t o d o de la matemát ica sino tamb ién respecto a su just i f icación, 
es tán más v ivos y ex tend idos de lo que se pudiera pensar. Apoya sus argumen-
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tos en la autor idad de exper tos con temporáneos en f i losofía de la matemát ica : 
«Russell fue, probab lemente , el p r imer lógico moderno que a f i rmó que la natura-
leza de la matemát ica y de la lógica pudiera ser inductiva. Russell, que en 1901 
había proc lamado que el edif ic io de las verdades matemát icas se mantenía ¡neo-
movib le e inexpugnable.. . , en 1924 pensaba que la lógica y la matemát ica eran 
e x a c t a m e n t e ¡guales que las ecuac iones de la e lec t rod inámica de M a x w e l l : 
ambas cosas son aceptadas deb ido a la verdad observada de algunas de sus con-
secuencias lógicas» (p.43). Gódel (1944) admi t ió que, bajo la inf luencia de la críti-
ca moderna de sus fundamentos , la matemát ica había perdido ya gran parte de 
su «certeza absoluta» y que en el fu turo, debido a la aparición de nuevos ax iomas 
de la teoría de conjuntos, sería cada vez más falible. Según M o s t o w s k i (1953), la 
matemát ica sólo es una ciencia natural más y Kalmar (1967) af i rma que: 

«La consistencia de la mayor parte de nuestros sistemas formales es 
un hecho empírico... ¿ Por qué no confesar que la matemática, al igual que 
otras ciencias, se basa finalmente sobre, y ha de ser contrastada en, la 
práctica?» (citados en Lakatos, 1981, p.47). 

La epis temología clásica ha mode lado durante dos mil años su ideal de teoría, 
científ ica o matemát ica , sobre la concepc ión de la geometr ía euclídea. La teoría 
ideal es un s is tema deduct ivo con una inyección de verdad indudable en la cúspi-
de (una conjunción f inita de axiomas), de modo que esa verdad, f luyendo desde 
la cúspide hacia abajo, a t ravés de canales de inferencias válidas, seguros y pre-
sentadores de la verdad, inunda todo el s is tema. 

El teo rema de Gódel (1981) sobre la incomple t i tud de los s is temas fo rmales 
acabó con la vieja utopía axiomát ica. Se admitía, de m o d o implíci to, que todas las 
ramas de la matemát ica se organizaban a partir de un con junto de axiomas sus-
cept ib les de desarrollar s i s temát i camente la infinita total idad de proposic iones 
verdaderas susci tadas. El t rabajo de Gódel d e m o s t r ó que esta supos ic ión es 
insostenible. El m é t o d o ax iomát ico t iene l imi taciones intrínsecas. La ar i tmét ica 
ordinaria de los números enteros no puede ser p lenamente axiomatizada. Aún 
más: es impos ib le establecer la consistencia lógica interna de una amplia clase 
de s is temas deduct ivos a menos que se adopten principios tan comple jos de 
razonamiento que su consistencia interna quede tan sujeta a la duda c o m o la de 
los propios s is temas. Penrose (1991) ha acertado al establecer c o m o origen de la 
insat isfacción que provoca en ampl ios sectores cientí f icos el v igente marco epis-
temológ ico, las s i tuaciones científ icas inesperadas (como el teo rema de Gódel) y 
las s i tuaciones científ icas anómalas (como las conjeturas en la teoría de núme-
ros). Penrose sugiere que estas dos clases de si tuaciones deben l levarnos a una 
nueva ref lexión sobre la naturaleza del pensamien to y sobre la conciencia. 

His tór icamente, el que la ciencia, a pesar de los ingentes esfuerzos que se 
hicieron, no pudiera organizarse en teorías euclídeas supuso un gran golpe para 
el racional ismo ultra-opt imista. Resultó que las teorías cientí f icas estaban organi-
zadas en s is temas deduct ivos donde la inyección crucial del valor de verdad se 
encontraba en la base, en un con junto especial de teoremas. Pero la verdad no 
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f luye hacia arriba. El f lu jo lógico impor tante en tales teorías cuasi-empír icas no es 
la t ransmis ión de la verdad, sino más bien la t ransmis ión de la falsedad, desde los 
teo remas especiales ubicados en la base (enunciados básicos) hacia arriba, hasta 
el con junto de ax iomas (hipótesis). Hay que aclarar que una teoría que es cuasi-
empír ica según Lakatos puede ser empír ica o no-empírica en el sent ido usual: es 
empír ica sólo si sus teoremas básicos son enunciados básicos espacio- tempora-
les cuyos valores de verdad v ienen determinados por el código v igente del cien-
t í f ico exper imenta l . De una teoría euclídea puede af i rmarse que es verdadera; de 
una teoría cuasi-empírica, a lo sumo, que está bien corroborada, pero es s iempre 
conjetural . Además , en una teoría euclídea los enunciados básicos verdaderos, 
que son los ax iomas del s is tema deduct ivo, prueban el resto del s is tema; en una 
teoría cuasi-empírica los enunciados básicos verdaderos son expl icados por el 
resto del s is tema. 

La metodología de una ciencia depende en gran medida de que dicha ciencia 
aspire a un ideal euclídeo o cuasi-empírico. La regla básica de una ciencia que 
adop te el pr imer objet ivo es la búsqueda de axiomas autoev identes, la metodo lo-
gía euclídea es ant iespeculat iva. La regla básica del segundo t ipo de ciencia es la 
búsqueda de hipótesis imaginativas y audaces con una gran potencia explicativa 
y heurística; es te t ipo de ciencia invoca una prol i feración de hipótesis alternativas 
para ser crit icadas, la metodología cuasi-empírica es in t r ínsecamente especulat i -
va (Lakatos, 1976). 

El desarrol lo de una teoría euclídea comprende tres fases: 

7. Estado intui t ivo precientíf ico, de ensayo y error, que const i tuye la prehisto-
ria de la disciplina. 

2. Per iodo de f undamen tac i ón que reorganiza la discipl ina y es tab lece su 
estructura deduct iva. 

3. Todos los prob lemas son resueltos dentro del s is tema establecido. El des-
cubr imiento de falsadores lógicos (proposiciones de la fo rma p&-p) lleva al 
s is tema a su destrucc ión. 

El desarrol lo de una teoría cuasi-empírica es muy d i ferente: 

7. Se parte de problemas, a los que se dan soluciones arriesgadas que se 
some ten a pruebas severas, a refutaciones. 

2. Se establecen dist intas teorías rivales para los hechos problemát icos. 
3. Se s o m e t e n las teorías a revisión cont inua. 

Lakatos (1981) analiza el fracaso de los dos intentos más impor tantes de una 
reorganización euclídea perfecta de la matemát ica clásica, el logic ismo y el for-
mal ismo, y af i rma que los estudios fundamenta les no consiguieron establecer de 
una vez por todas la certeza de los mé todos matemát icos , fracasaron en su obje-
t ivo de const i tu i r la matemát ica c o m o el paradigma de certeza y verdad y condu-
jeron inesperadamente a la conclusión de que tal vez fuese imposib le una reor-
ganización euclídea de la matemát ica; por tanto, concluye Lakatos, las teorías 
matemát icas son cuasi-empíricas, al igual que las teorías científ icas. 
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La historia de las teorías cuasi-empír icas es una historia de arr iesgadas espe-
culaciones y de refutac iones dramát icas. Pero las nuevas teorías y las refutacio-
nes espectaculares no se dan cada día en la vida de las teorías cuasi-empír icas. 
Existen períodos de es tancamiento cuando una sola teoría domina la escena sin 
t e n e r r iva les o r e f u t a c i o n e s reconoc idas . S e m e j a n t e s pe r í odos hacen q u e 
muchos olv iden la crit icabil idad de los supues tos básicos. Teorías que parecían 
contraintui t ivas o degeneradas al ser propuestas por pr imera vez, cobran autori-
dad. Se propagan i lusiones metodo lóg icas extrañas: a lgunos imaginan que los 
axiomas m i s m o s empiezan a resplandecer bajo la luz de la certeza euclídea, o t ros 
imaginan que los canales deduct ivos de la lógica e lementa l t ienen el poder de 
retransmit i r la verdad induc t ivamente desde los enunc iados básicos hasta los 
axiomas ex is tentes. El e jemplo clásico de período anormal en la vida de una teo-
ría cuasi-empírica es el largo domin io de la mecánica y de la teoría de la gravedad 
newton ianas. El carácter paradójico e implausible de la teoría l legó a desesperar 
al m i s m o Newton , sin embargo, t i empo después, Kant pensaba que era autoevi-
dente y ot ros f i lósofos de la ciencia creyeron que estaba probada induct ivamen-
te. El peligro principal de es tos engaños radica en que ambos cambian el desafío 
y la aventura que supone trabajar en la a tmósfera de la crítica pe rmanen te de las 
teorías cuasi-empír icas por el embo tam ien to y la pereza de una teoría euclídea o 
inductivista, en la que los ax iomas están más o menos establecidos, y donde la 
crítica y las teorías rivales son reprimidas. 

Habiendo resumido el pensamien to lakatosiano sobre el carácter cuasi-empíri-
co de la matemát ica, vamos a utilizar es te en foque para analizar s o m e r a m e n t e la 
teoría de probabi l idades y proponer una didáctica de dicha discipl ina basada en el 
en foque ep is temológ ico de Lakatos. 

El modelo probabilístico de Kolmogorov es una teoría euclídea cuyos axiomas son: 

7. 0 < P(A) < 1 
2. P(AUB) = P(A) + P(B), A y B son sucesos incompat ib les. 
3. P(U) = 1 

De estos axiomas, s iguiendo un mé todo es t r i c tamente deduct ivo, se inf ieren 
un gran número de teoremas. Este mode lo teór ico se just i f ica ante el a lumno por 
las propiedades de las f recuencias que sólo actúan c o m o evidencia intuit iva del 
mode lo teór ico formal que se def ine. En este proceso están ref lejadas las tres 
fases de la teoría euclídea que antes señalamos: 

7. Estado intui t ivo precientí f ico que en el caso de la teoría de probabi l idades 
puede ser el mode lo de Laplace y el mode lo frecuencial . 

2. Período de fundamentac ión con la axiomát ica de Ko lmogorov y los teore-
mas que de ella se deducen. 

3. Asignación de probabil idades en un problema determinado siguiendo crite-
rios de simetría (modelo de Laplace) o repit iendo el exper imento, teniendo en 
cuenta la ley de estabil idad de las frecuencias relativas (modelo frecuencial). 

En un en foque cuasi-empír ico del desarrol lo de la ciencia probabilíst ica dire-
mos que, h is tór icamente, se part ió de prob lemas que se podían solucionar den-
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t ro de los mode los de Laplace o frecuenclal y que se l legó al mode lo de Kolmo-
gorov después de pruebas severas y de refutaciones de los anter iores mode los 
que permi t ieron abordar nuevos problemas. Ahora coexis ten junto al mode lo for-
mal de Kolmogorov, los mode los informales laplaciano y frecuencial donde se 
resuelven los prob lemas e lementa les de probabil idades. Sólo porque existen fal-
s i f icadores lógicos de los mode los informales y prob lemas que no se pueden 
plantear fue necesario llegar al mode lo de Kolmogorov. Este, a su vez, presenta 
fa lsadores de t ipo lógico y de t ipo heurístico, es decir problemas lógicos y pro-
b lemas de asignación de probabil idades, por lo que parece surgir la necesidad de 
crear un nuevo mode lo formal . En definit iva, hay una revisión cont inua de las teo-
rías y no un embo tam ien to perezoso en una de ellas. 

La caracterización teór ica de la probabi l idad en el aula que def iende Stein-
br ing (1991) t iene m u c h o s puntos en c o m ú n con el en foque cuasi-empír ico de 
las ma temát i cas que de f iende Lakatos, a pesar de los s igni f icados aparente-
m e n t e opues tos de los té rm inos «teór ico» y «cuasi-empír ico». En e fec to , de 
a m b o s en foques se deduce que el s igni f icado de los conceptos probabi l íst icos 
no queda c o m p l e t a m e n t e def in ido por la estructura axiomát ica inicial s ino que 
ese s igni f icado depende del nivel de desarrol lo de la teoría de probabi l idades, es 
decir, se va enr iquec iendo a medida que se despl iega la teoría y las representa-
c iones y med ios de trabajar con los conceptos . A su vez, la teoría se desarrolla 
apl icando los concep tos d isponib les a prob lemas reales. Ahora bien, ni las defi-
n ic iones y reglas básicas ni las apl icaciones empír icas cubren por sí solas el con-
cep to de probabi l idad, es la relación de la c o m p o n e n t e teórica y la c o m p o n e n t e 
empír ica quien da s igni f icado comp le to a la noción de probabil idad. Por e jemplo , 
si el azar está de te rminado por la equiprobabi l idad de la def in ic ión de Laplace, 
debería haber un sólo con junto de casos posib les y una probabi l idad única en el 
p rob lema de la cuerda de Bertrand; sin embargo, cada uno de los t res mode los 
de soluc ión propues tos representa el f e n ó m e n o aleatorio y sus probabi l idades 
asociadas; el concep to de azar no es s igni f icat ivo sin referencia a un generador 
real de sucesos. 

La aceptación de la tes is de que la matemát ica en general y la teoría de pro-
babi l idades en particular, t ienen un carácter cuasi-empír ico y en es te sent ido son 
equiparables a las ciencias naturales, genera profundas impl icaciones didáct icas. 
Frente al en foque formal is ta que t iende a identif icar la matemát ica con su abs-
t racc ión axiomát ica fo rmal de tal manera que la matemát ica no t iene propiamen-
te historia s ino que es un con junto s iempre crec iente de verdades eternas e 
inmutables, el en foque cuasi-empír ico pone el acento en los cont rae jemplos, las 
refutac iones y la crítica c o m o componen tes esenciales y naturales del quehacer 
matemát i co . La deducc ión ya no es el único patrón heuríst ico de la matemát ica y 
se admi te y se p romueve el es tab lec imiento de dist intas teorías rivales para los 
hechos problemát icos. 

Estas propuestas llevadas al proceso de enseñanza-aprendizaje de la teoría de 
probabi l idades implican, entre otras consecuencias, tomar en consideración las 
ideas y conjeturas de los a lumnos sobre los f e n ó m e n o s aleatorios c o m o autént i -
cas teorías alternativas a las teorías formales. No se puede ignorarlas a priori, 
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sino que hay que considerar las y someter las a un proceso de pruebas y refuta-
c iones y de evaluación del potencial heuríst ico que encierran. Los a lumnos han 
de comprobar que las teorías matemát icas t ienen historia, una historia de lucha y 
de aventura intelectual, y que esta historia puede volver a repet irse en su m e n t e 
cuando el los las reconst ruyen para aprenderlas. ¿Por qué negar a los a lumnos la 
condic ión de sujetos pensantes? 

3. MARCO PSICOPEDAGÓGICO: 
EL PROCESO DE ENSEÑANZA-APRENDIZAJE DE LA MATEMÁTICA 
ENTENDIDO COMO UN PROCESO DE CAMBIO CONCEPTUAL 

En el con tex to de los abundantes estudios sobre la existencia en los a lumnos 
de concepc iones espontáneas erróneas con respecto a los f e n ó m e n o s científ i-
cos, han comenzado a surgir diversas teorías del aprendizaje de concep tos cien-
tí f icos que conc iben és te c o m o un proceso de cambio conceptual o de t ransfor-
mac ión de esos conceptos espontáneos en conceptos cientí f icos. Escogemos el 
en foque de cambio conceptua l c o m o marco ps icopedagógico de nuestra pro-
puesta didáctica por dos mot ivos : 

En pr imer lugar, porque el mode lo que se ha t o m a d o para el p roceso de 
t rans fo rmac ión de las concepc iones al ternat ivas en ideas c ien t í f i camente acep-
tadas es la propia ep is temología , que analiza los camb ios concep tua les habidos 
en la histor ia de la ciencia. Ya sea a partir de las ideas de Kuhn (véase Posner, 
Str ike, H e w s o n y Gertzog, 1982) o de Lakatos (véase Pozo, 1989), los mode los 
de camb io conceptua l en la enseñanza de la ciencia sue len asumir la neces idad 
de act ivar las concepc iones de los a lumnos para somete r las a conf l i c to y pos te-
r i o r m e n t e , sus t i tu i r las o t r ans fo rmar l as en ideas c i e n t í f i c a m e n t e co r rec tas . 
Este or igen ep i s temo lóg i co del en foque de camb io conceptua l se ajusta per-
f e c t a m e n t e a nues t ra p r e m i s a de cohe renc ia e p i s t e m o l ó g i c o - d i d á c t i c a . En 
segundo lugar, estas teorías, aunque son teorías cogni t ivas del aprendizaje de 
concep tos c ient í f icos, t ienen una perspect iva inst rucc ional clara en cuan to que 
t ratan de ident i f icar est ra teg ias didáct icas que f o m e n t e n el camb io conceptua l 
desde la ciencia intui t iva o natural de los a lumnos a la ciencia fo rma l (Driver, 
1988; Pozo, 1989). 

3.1. P lan team ien tos del aprend iza je c o m o c a m b i o c o n c e p t u a l 

Los autores que se preocupan del aprendizaje como cambio conceptual asumen 
explícitamente el planteamiento constructivista del aprendizaje (por esta causa se sue-
le conocer a este tipo de metodología como constructivismo) y se plantean el aprendi-
zaje suponiendo que los individuos t ienen la información disponible en forma de 
esquemas (conocimiento organizado). Desde esta perspectiva, el estudiante cuando 
se enfrenta con una situación problemática nueva, utiliza sus esquemas para intentar 
comprenderla, explicarla y resolverla. En este sentido, el proceso de aprendizaje es 
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una interacción entre el medio (físico, social,...) y las características mentales del que 
aprende. Es así como las personas, desde muy pequeñas, nos hacemos nuestra pro-
pia visión del mundo, es decir, nuestros propios esquemas de conocimiento. 

En definit iva, se aprende a partir de las ideas prev iamente ex is tentes en la 
m e n t e de los a lumnos. Este conoc imiento que el a lumno ya posee y aplica a la 
interpretación de las s i tuaciones planteadas durante el aprendizaje, ha recibido 
múl t ip les nombres : ideas previas, preconcepciones, ideas erróneas, teorías inge-
nuas, ¡deas espontáneas, concepc iones alternativas, etc. En algunos casos el 
p rop io n o m b r e que se usa impl ica p lan teamien tos d idác t icos d i fe ren tes . En 
m u c h o s casos estas ideas construidas espon táneamente y a través de las expe-
r iencias personales de interacción con el medio , no cor responden a las ideas 
cientí f icas sobre los f e n ó m e n o s o s i tuaciones que las han originado. Por esta 
razón muy a m e n u d o reciben el nombre de conceptos erróneos. Algo que se sue-
le olvidar es que no todas las ideas espontáneas son erróneas, a pesar de que no 
coincidan to ta lmen te con las ideas científ icas sobre el f enómeno . 

Una gran parte de los esfuerzos de invest igación, sobre todo en la enseñanza 
de las ciencias exper imenta les, se ha dir igido a buscar cuales eran las concepcio-
nes erróneas de los a lumnos sobre cada uno de los temas que se pre tende ense-
ñar, y existen grandes recopi laciones de estas ideas previas. No negamos que 
es te trabajo sea impor tante, sino que a f i rmamos que so lamente lo es en func ión 
de lo que se haga después sobre estas ¡deas previas; en este sent ido, vamos a 
analizar algunas de sus característ icas pero sobre todo nos interesa examinar en 
qué consiste un p lanteamiento teór ico de c ó m o se puede plantear el cambio de 
es tas concepc iones alternativas por otras más científ icas. 

3.2. Carac ter ís t i cas de las ideas prev ias 

1. Funcionales. Son úti les para explicar las si tuaciones famil iares; es to expli-
ca su carácter de permanentes, ya que sirven «para funcionar cotidiana-
mente» . Es interesante estudiar la actuación de los individuos al enfrentar-
se a una si tuación para la que su idea no sirve. Esta es una estrategia de 
nuestra propuesta didáctica. 

2. Espontáneas y personales. Surgen de manera natural en la men te del 
a lumno porque se producen en la interacción cotidiana con el mundo. Algu-
nos autores añaden que surgen fuera de las s i tuaciones de enseñanza-
aprendizaje; en nuestra opinión, ésta es una idea restrictiva ya que las acti-
vidades del aula contr ibuyen también a crear «conocimiento» que se utiliza 
para enf rentarse a nuevas si tuaciones; en este sent ido, no son distingui-
bles las ideas previas surgidas fuera del aula de las surgidas dentro. 

3. Compart idas por gran número de individuos. Con el adjetivo compart idas 
no queremos significar que aparezcan por interacción entre individuos, quere-
mos decir que, en muchos individuos, aisladamente, aparece la misma con-
cepción del mundo ante la misma situación. Esto parece implicar que existe 
una cierta regularidad en la forma en que se construye el conocimiento. 
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Si a d e m á s t e n e m o s en cuen ta que es tas concepc iones sue len, en 
m u c h o s casos, reproducir las ideas por las que ha ido pasando la ciencia a 
lo largo de su historia (por e jemp lo prenewton iana, newtoniana. . . , en el 
caso de la física) no es extraño que algunos autores (Posner e t al., 1982) 
hayan establec ido un paralel ismo entre la const rucc ión de la ciencia y la 
const rucc ión del conoc imiento . 

4. Casi s iempre, cientí f icamente incorrectas. Los descubr imientos espontá-
neos de los a lumnos, cuando se realizan sin los conoc imientos o condiciones 
adecuados suelen producir un conoc imiento c ient í f icamente incorrecto. 

5. Implícitas. Los individuos no son p lenamente consc ientes de estas ¡deas, 
de fo rma que son capaces de usarlas aunque no suelen ser capaces de 
verbalizarlas. Esta característ ica es esencial en el m o m e n t o de intentar 
descubr i r cuales son estas ¡deas ya que al ser implíci tas no se les puede 
preguntar d i rec tamente sino que es preciso poner a los a lumnos en situa-
ciones en que tengan que aplicarlas. 

6. Coherentes / Incoherentes . Son coheren tes en cuanto que para el m i s m o 
f e n ó m e n o ( idént icamente considerado) s iempre se aplica la m isma idea; 
pero son incoherentes porque para dos f e n ó m e n o s que c ient í f icamente 
respondan a la m isma ley teór ica, aunque con d is t in tas característ icas 
externas, se aplican ideas d i ferentes. 

7. Resistentes al cambio . C o m o surgen de la interacción espontánea del 
individuo con s i tuaciones reales de su medio , no suelen ser afectadas por 
ideas recibidas en otros contex tos d i ferentes, c o m o el aula, en donde las 
s i tuaciones (aun s iendo c ient í f icamente iguales) se presentan con caracte-
rísticas externas tan d i ferentes a las s i tuaciones de la vida normal que sue-
len aparecer c o m o comp le tamen te d i ferentes para los a lumnos. Esta resis-
tenc ia al c a m b i o genera d i f i cu l tad para mod i f i ca r es tas c o n c e p c i o n e s 
espontáneas med ian te la instrucción. 

8. ¿Están organizadas? ¿Se trata de ideas aisladas o fo rman parte de una 
estructura conceptua l común? ¿En qué t ipo de representac ión están basa-
das? Estas preguntas, cruciales no sólo desde un punto de vista psicológi-
co s ino t a m b i é n d idáct ico, encuen t ran respues tas m u y var iables y, en 
general, poco precisas. A lgunos autores suponen que las concepc iones 
alternativas están organizadas en fo rma de «teorías implíci tas» o «teorías 
personales» (Pozo, 1989) pero la invest igación realizada t iende a tener un 
carácter f ragmentar io y descr ipt ivo. 

3.3. C ó m o se e n f r e n t a n los a l umnos al aprend iza je a pa r t i r de sus 
ideas prev ias. C ó m o p rovocar camb ios en estas ideas prev ias 

En su ar t ícu lo Accommodation of a scientific conception: Toward a theory 
of conceptual change, Posner, Str ike, H e w s o n y Ger tzog (1982), rev isado en 
1992 por Str ike y Posner, cons t ruyen un m o d e l o teór i co de c ó m o se p roduce 
el p roceso por el que un con jun to de c o n c e p t o s camb ian bajo el i m p a c t o de 
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n u e v a s ¡deas y nueva i n fo rmac ión para t r a n s f o r m a r s e en o t ro c o n j u n t o de 
c o n c e p t o s , m u c h a s veces i ncompa t ib le con el p r imero . Es tab lecen dos for -
m a s d i f e ren tes de adqu is ic ión del c o n o c i m i e n t o . A lgunas veces los es tud ian-
t e s t i enen c o n c e p t o s para en f ren ta rse a la s i tuac ión, en es te caso el nuevo 
c o n o c i m i e n t o se inc luye en la es t ruc tu ra cogn i t i va ex i s ten te y la f o r m a de 
a d q u i s i c i ó n se l lama as im i l ac ión . Pero en o t ras ocas iones los c o n c e p t o s 
e x i s t e n t e s son inadecuados para c o m p r e n d e r sa t i s fac to r i amen te el f e n ó m e -
no q u e se p resenta . En es te caso los a l umnos deben reorganizar sus concep -
tos , se p roduce así un camb io más radical que se l lama a c o m o d a c i ó n . Un 
m o d e l o de aprendiza je por camb io concep tua l debe expl icar c ó m o se p roduce 
la reorgan izac ión de los c o n c e p t o s actua les del a lumno , o d icho de o t ro m o d o 
c o m o t i ene lugar la acomodac ión . 

El bagaje de conoc im ien tos de un individuo es similar al «núcleo duro» de 
una c iencia, en te rmino log ía de Lakatos (1978). Este bagaje p rocede de las 
exper ienc ias previas, imágenes o mode los que se han creado en la m e n t e del 
indiv iduo. Las personas t ienden a aplicarlos a los nuevos f e n ó m e n o s y no se dis-
cu ten , so lamente progresan o degeneran en func ión de que sirvan o no para 
expl icar s i tuaciones nuevas. Sólo cuando este «bagaje» no sirve se produce una 
acomodac ión . 

Lo que Posner et al. (I982) l laman acomodación, o cambio a «gran escala», Gil-
ber t y Wa t t s (1983) lo l laman «cambio revolucionario» para indicar que es te t ipo 
de cambio implica reestructuraciones profundas en el conoc imiento del estudian-
te. A l proceso de asimi lac ión o «cambio a pequeña escala» lo de f inen c o m o 
«cambio evolucionario» para indicar que este t ipo de cambio implica un aumen to 
en la precisión y la riqueza del pensamiento de los a lumnos pero no rompe las 
est ructuras ex is tentes sino que crea puentes entre el nuevo conoc imien to y el 
previo, modi f icando el conoc imien to ex is tente pero de fo rma más superf icial. 

Han de darse ciertas condic iones para que se produzca la acomodación: 

7. Debe existir insat isfacción con las concepc iones existentes. S iempre se 
t iende a no hacer grandes cambios; t ienen que acumularse múl t ip les situa-
ciones que no puedan resolverse con los conceptos que se t ienen. 

2. La nueva concepc ión debe ser inteligible. El individuo debe comprender 
los té rminos y los símbolos util izados y ser capaz de construir una repre-
sentación coherente del nuevo concepto. 

3. La nueva concepc ión debe ser in ic ialmente plausible. Debe ser consisten-
te con otros conoc imien tos y ha de resolver los problemas que genera la 
concepción anterior. 

4. El nuevo concepto debe sugerir un nuevo «programa de invest igación», 
dicho en té rm inos de Lakatos (1978). Debe abrir nuevas áreas de proble-
mas y de invest igación. 

Debe quedar claro que aunque se describe la acomodac ión de una concep-
c ión científ ica c o m o un cambio radical en el s is tema conceptual de una persona, 
no es un cambio abrupto sino que suele ser un proceso por pasos, de ajuste gra-
dual de la concepc ión de la persona. 
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4. CONTENIDOS Y MÉTODOS 

Del marco ep is temológ ico y ps icopedagógico que acabamos de establecer y 
de los resul tados de las invest igaciones sobre el pensamien to probabi l íst ico de 
los ado lescentes se deducen los dos principios operat ivos que con fo rman nues-
tra propuesta didáct ica: 

7. Los conten idos y m é t o d o s didáct icos deben respetar la naturaleza cuasi-
empír ica de la teoría de probabi l idades. 

2. Los contenidos y mé todos didáct icos deben adecuarse a un en foque del 
proceso de enseñanza-aprendizaje como un proceso de cambio conceptual . 

4.1. Los con ten idos y m é t o d o s d idác t i cos deben respetar 
la natura leza cuas i -empí r ica de la teo r ía de p robab i l i dades 

Nuest ro mode lo de inst rucción incorpora las propuestas metodo lóg icas de 
Freudhental (1983), Engel (1988) y Shaughnessy (1992) que aconsejan un enfo-
que exper imenta l para la enseñanza de las probabi l idades. Nuestra h ipótes is , 
dent ro del en foque cuasi-empír ico de Lakatos, es que si s i tuamos el razonamien-
to y el cálculo probabil íst ico en un contex to de resolución de prob lemas (Mayer, 
1986), s igni f icat ivo y atrayente para el a lumno, con un contraste exper imenta l de 
las so luc iones y hacemos un en t renamiento especí f ico para desarrollar el esque-
ma comb ina to r io y las representac iones gráf icas, mejorarán las dest rezas de 
razonamiento y de cálculo. En es te sent ido y en línea con trabajos nuest ros ante-
riores (Sáenz y García, 1980), los ejes sobre los que girará la instrucción son los 
s iguientes: 

7. El análisis ep is temológ ico del conoc im ien to es muy útil para una mejor 
comprens ión de la relación entre intuic iones subjet ivas y s i tuaciones alea-
torias objet ivas y sus mode los matemát i cos (Beth y Piaget, 1966). Una 
perspect iva dinámica del conoc imien to ayuda a suavizar la estr icta alterna-
tiva entre la intuición subjet iva del a lumno y la estructura objet iva de la teo-
ría. Comenzando con juicios muy personales acerca de la si tuación aleato-
ria dada, comparando la si tuación empír ica con sus mode los propuestos, 
esperamos dirigir a los a lumnos hacia general izaciones razonables, carac-
ter izaciones más precisas e ideas más profundas. Los en foques de ense-
ñanza t ienen que proporcionar or ientaciones, principios y mater iales para la 
estocást ica escolar que sean cons is ten tes en relación a las d i f icu l tades 
ep is temológ icas del conoc im ien to estocást ico. 

2. Las numerosas paradojas de la teoría de la probabi l idad i lustran la difícil 
relación entre intuic iones subjet ivas y est ructuras objet ivas de probabil i-
dad. Las paradojas mues t ran con f recuencia una contradicc ión en t re el 
mode lo matemát ico y la si tuación aleatoria en relación al cálculo matemát i -
co y la representación intuit iva de la situación. Por eso, un principio educa-
cional impor tante es el trabajo s imul táneo en un nivel empír ico-exper imen-
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tal y en un nivel teór ico de model ización; ambos niveles deben estar rela-
c ionados el uno con el ot ro y se debe evitar la confianza indebida en uno 
sólo de ellos. 

3. Es necesario un ent renamiento en reconoc imiento de la estructura profun-
da de los p r o b l e m a s probabi l ís t icos (Schoenfe ld , 1989). Los a l u m n o s 
hacen un reconoc imiento superf icial de la estructura de los problemas y se 
guían en sus procesos de razonamiento por sesgos que producen conduc-
tas erráticas en tareas que son es t ruc tura lmente isomorfas. La destreza en 
el descubr imien to de estos i somor f i smos debe ser una de las herramien-
tas intelectuales que el a lumno posea. Por e jemplo, el a lumno resuelve 
mejor la tarea de calcular la probabil idad de obtener «dobletes» al lanzar 
dos dados (es decir, conseguir el m i s m o número en los dos dados) que la 
tarea de calcular la probabil idad de que dos personas cumplan años el mis-
m o día, cuando son dos problemas isomor fos matemát i camente . En defi-
nitiva, hay que utilizar la analogía c o m o un ins t rumento esencial de apren-
dizaje (Aparicio, 1992). 

4. Es necesario en t renamiento en construcc ión de mode los diagramát icos de 
los problemas. Uno de los errores s is temát icos de los a lumnos consiste en 
la incapacidad para hacer el inventario comp le to de los sucesos asociados 
a un f e n ó m e n o aleatorio cuando no está claro el espacio muestra l , les falla 
el esquema combinator io . Hay técnicas, c o m o los diagramas en árbol, que 
son m u y úti les para luchar contra este t ipo de errores. Este principio didác-
t ico t iene que ver con la importancia que Steinbring (1991) le concede a los 
medios de representación del conoc imiento . 

5. Hay que plantear la probabil idad c o m o un concepto poliédrico, cuyo signifi-
cado no se puede adquirir de una sola vez, de manera lineal, sino que exi-
ge una aprox imación en espiral a medida que se desarrolla la teoría. En 
concreto, hay que insistir en las cuatro interpretaciones de la probabil idad: 
clásica o en foque de la simetría, empír ica o enfoque de las f recuencias, 
subjet iva o intuit iva, formal o normativa. La enseñanza tradicional se centra 
en las dos pr imeras interpretaciones y da un salto para llegar a la cuarta. 
Nues t ro en foque metodo lóg ico se p ropone utilizar, además de las dos 
interpretaciones tradicionales, la idea de probabil idad subjet iva. 

6. Hay que plantear las s i tuaciones aleator ias en fo rma de juegos y apues-
tas. Este p lan teamien to , que aconseja con viveza Freudhenta l (1983), 
permi te crear un con tex to de aprendizaje s igni f icat ivo y mot ivador , lo cual 
es m u y conven ien te para superar las posib les resistencias, cogni t ivas y 
emoc iona les , que presenten los a lumnos a una nueva teoría matemát i -
cas del azar de la que t ienen ideas previas. En es te sent ido, las act ivida-
des de enseñanza-aprendizaje deben con tener hasta donde sea posible 
una s i tuac ión que requiera una dec is ión . La neces idad de decidir , de 
estar sub je t i vamen te impl icado en un prob lema, es una fuen te de mot i -
vación para los a lumnos . 

7. Las act iv idades de clase también deben incluir exper imentos concretos y 
s imulaciones. Las actividades pueden dirigirse a a lumnos individuales o a 
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grupos de a lumnos. Una cuidadosa organización y coordinación de experi-
men tos y s imulac iones ayuda a or ientar las tareas individuales de acuerdo 
a los objet ivos comunes de enseñanza. Esta metodología se debe desarro-
llar en tres fases, en relación a los med ios didáct icos de representac ión de 
las tareas. En una pr imera fase se realizan los exper imentos aleator ios con 
aparatos físicos, famil iares a los a lumnos c o m o dados, monedas , urnas, 
ruletas, chinchetas, etc.; en una segunda fase se utilizan tablas para gene-
rar secuencias de números aleatorios; en una tercera fase, se utiliza la téc-
nica de s imulac ión por ordenador de s i tuaciones aleatorias. El ob jet ivo del 
desarrol lo en fases es analizar y explorar la difícil relación entre s i tuación 
aleatoria y su model ización probabilíst ica, según niveles crec ientes de abs-
tracción. Esta dialéctica de aspectos empír icos específ icos de conten ido y 
aspectos matemát i cos específ icos de modelo , establece lo que Steinbr ing 
(1991) llama 'el carácter teór ico del conoc im ien to estocást ico ' , y encaja en 
un en foque cuasi-empír ico de la enseñanza de la probabil idad. 

La simulación es un mé todo esencial en probabil idades no sólo porque propor-
ciona un mé todo de solución sino que su ejecución real ya requiere un pr imer 
modelo . Extracciones concretas de una urna, lanzamientos de uno o varios dados, 
codif icación de números aleatorios a partir de una tabla de números aleatorios, o 
s imulaciones de ordenador son exper imentos que pueden llevar a diagramas de 
árbol y modelos probabil ist icos generales. Por tanto, el acceso fácil a una simula-
ción fact ible de un problema no sólo proporciona un resultado numér ico sino tam-
bién una comprens ión conceptual de la situación. Debemos usar y comparar diver-
sos generadores de números aleatorios: desde dados hasta el tablero de Galton y 
tablas de números aleatorios; desde dados cargados a si tuaciones estocást icas 
reales. El requer imiento de comparar tales generadores de números aleatorios 
impulsa el estudio de propiedades comunes en fo rma de variaciones, o del análi-
sis de diferencias en la fo rma de cambios fundamenta les del modelo. 

La tecnología informática ofrece nuevas oportunidades al aprendizaje: posibilidad 
de simular fenómenos aleatorios que son muy difíciles de experimentar en la prácti-
ca por su coste en dinero o t iempo, pensemos por ejemplo, en la ley de los grandes 
números o en una distribución como la binomial; las posibilidades gráficas y de cons-
trucción de modelos que ofrecen los ordenadores; la componente de motivación 
para el a lumno que supone la utilización de esta tecnología; etc. 

4.2. Los c o n t e n i d o s y m é t o d o s d idác t i cos deben adecuarse 
a un en foque de c a m b i o c o n c e p t u a l 

Una cosa es aceptar que los estudiantes mant ienen concepc iones d i ferentes 
que deberían cambiarse y otra cuest ión muy dist inta es concluir que c o m p e t e a la 
responsabi l idad del profesor el emprender una estrategia docente encaminada a 
faci l i tar el cambio conceptua l . M ien t ras a lgunos didactas pueden de fender la 
separación de responsabi l idades (los pro fesores presentan el con ten ido y los 
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estud iantes lo aprenden) nuestra posición es dist inta. Creemos que es responsa-
bi l idad del profesor darse cuenta de las concepc iones de los a lumnos y enseñar 
de manera apropiada para facil itar el cambio conceptual . Hewson (1993) plantea 
una serie de aspectos de la enseñanza para el cambio conceptual que considera-
m o s def in i tor ios de es te en foque y que h e m o s incorporado a nuestra propuesta: 

7. Diagnóst ico o el icitación: ¿Usa el profesor alguna técnica diagnóstica para 
elicitar las concepc iones previas de los a lumnos y las razones por las que 
las mant ienen? 

2. Cambio de estatus: ¿Usa el profesor estrategias diseñadas para ayudar a 
los a lumnos a rebajar el estatus del conoc im ien to previo prob lemát ico y 
elevar el estatus de otras ideas científ icas? ¿Existen otros ámbi tos de apli-
cación donde usar la nueva concepción? ¿Es necesario revisar las concep-
ciones ep is temológ icas de los a lumnos? 

3. Evidencia de resultado: ¿Queda claro que los resultados del aprendizaje se 
basan, en parte, en una consideración explícita del conoc imiento previo? 

4. Metacogniclón: ¿Se sienten los alumnos dispuestos a volver sobre una o más 
ideas mantenidas por ellos o por otros, para reflexionar y opinar sobre ellas? 

5. Clima de clase: ¿Existe una act i tud de respeto, tanto por parte del profesor 
como de los a lumnos, hacia las ideas de los demás, incluso cuando son 
contradictorias? 

6. Papel del profesor: ¿El profesor da opor tun idades para que los a lumnos se 
expresen por sí m i s m o s sin temor al ridículo y sin miedo a una evaluación 
inmediata de la corrección de sus ideas? 

7. Papel del a lumno: ¿Desean los a lumnos asumir la responsabi l idad de su 
propio aprendizaje, de conocer otras ¡deas y de cambiar sus puntos de vis-
ta ante otros que parezcan más viables? ¿Pueden encargarse los a lumnos 
de su propio aprendizaje? 

5. APLICACIÓN DE LA METODOLOGÍA EN EL A U L A 

Hasta aquí hemos hablado del marco y de los principios de nuestra propuesta 
didáctica. Queda por explicar el d iseño de su aplicación en el aula. Hay que resol-
ver dos problemas esenciales: la construcc ión del currículo (macronivel) y la orga-
nización de las act iv idades de enseñanza-aprendizaje de cada contenido discipli-
nar (micronivel). 

5.1 . Cons t rucc i ón del cu r r í cu lo (macron ive l ) 

Una perspect iva construct iv is ta del currículo c o m o propone Driver (1988) o 
H e w s o n (1993) se basa en una concepción de quien aprende como parte activa e 
interesada en el proceso de aprendizaje y que aporta sus conoc imientos previos 
para construir conceptos en si tuaciones nuevas. Además , si no se concibe el 
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conoc im ien to cientí f ico c o m o objet ivo sino c o m o const rucc ión social, c o m o un 
producto del esfuerzo colect ivo de la humanidad, en tonces la social ización t iene 
que ser una parte impor tante del proceso de enseñanza-aprendizaje de la ciencia 
en la escuela (Fischer, 1988 y 1989). Desde esta perspect iva, el d iseño del currí-
culo, de las estrategias de aprendizaje y de los mater ia les debe sustentarse en 
cuatro fuen tes de información: 

7. In formación sobre las ¡deas previas de los estudiantes. Los a lumnos l legan 
a clase con ¡deas previas que necesi tan ser conocidas y tenidas en cuenta 
por el d iseñador del currículo, por el profesor y por los propios a lumnos, 
pues to que inf luyen en los signi f icados que se const ruyen en las si tuacio-
nes de aprendizaje. 

2. I n fo rmac ión sobre el d o m i n i o de conoc im ien tos , ob je to del curr ículo. El 
d iseñador debe t o m a r dec is iones sobre su c o n t e n i d o y se lecc ionar las 
ideas c ient í f icas que d e b e n ser conoc idas por d e t e r m i n a d o s a l u m n o s , 
de en t re las muchas que c o m p o n e n el co rpus de cualqu ier d isc ip l ina 
c ient í f ica. 

3. In formación sobre el p roceso de aprendizaje. El d iseñador del currículo t ie-
ne que tener s iempre un marco teór ico en el que enmarcar su d iseño; en 
una perspec t i va cons t ruc t i v i s ta , el p roceso de aprendiza je se conc ibe 
c o m o el conjunto de exper iencias mediante las cuales los que aprenden 
const ruyen una concepc ión del m u n d o más cercana a la concepc ión de los 
cientí f icos. Nosotros c o m o diseñadores hemos de establecer el currículo 
con un objet ivo de cambio conceptual . 

4. In formación sobre el med io o entorno educat ivo. Existen variables c o m o 
las directr ices oficiales, el amb ien te de aprendizaje en las escuelas, la dis-
ponibi l idad de t iempo, los recursos mater iales, y o t ros factores más sut i les 
c o m o las expectat ivas del profesor y estud iante sobre el conoc imien to , la 
ciencia, la escuela y sus papeles en todo ello, que el diseñador de currícu-
lo debe tener en cuenta. Durante una secuencia de aprendizaje los que 
aprenden deben recorrer un camino desde su estado de conoc im ien to pre-
sente a cierto estado de conoc imien to fu tu ro y eso han de realizarlo en un 
med io determinado que debe ser ten ido en cuenta al diseñar un currículo. 
Por eso, el d iseño ha de ser lo su f i c ien temente abierto para que sean posi-
bles las adaptaciones curr iculares que exige un entorno educat ivo determi -
nado (MEC, 1989). 

En base a estos cuatro fac tores se const ruye el currículo, que debe incluir no 
sólo los conten idos científ icos, sino también las táct icas y estrategias de aprendi-
zaje y los mater iales concretos de trabajo en el aula. Después de la puesta en 
práctica de este currículo se realiza la evaluación del proceso de aprendizaje. Esta 
evaluación servirá de feed-back para las adaptaciones y modi f icac iones curricula-
res que sean pert inentes, en una dinámica cont inua de mejora del proceso de 
enseñanza- aprendizaje. 

En la f igura s iguiente se ilustra el proceso de d iseño y desarrol lo del currículo, 
según Driver (1988), que h e m o s adoptado c o m o mode lo . 
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En nuestra investigación (Sáenz, 1995), la fase de diseño y construcción del 
currículo la realizamos con juntamente con los profesores de los grupos que iban 
a exper imentar el mode lo de instrucción por cambio conceptual y nos llevó un 
total de 100 horas. En ellas está incluido el t iempo de familiarización con la meto-
dología puesto que ninguno de los profesores la conocía previamente y además, 
el papel del profesor se hace mucho más comple jo que el de transmisor o comu-
nicador del conocimiento, propio de un s istema de enseñanza tradicional. Como 
mediador entre el conoc imiento de los científ icos y las comprens iones de los 
a lumnos, se requiere del profesor que actúe como diagnosticador (en este senti-
do, hemos utilizado muchas ideas de la propuesta de «enseñanza diagnóstica» 
de Bell, 1987) del pensamiento de los a lumnos y al m ismo t iempo que lleve en su 
cabeza un mapa del dominio conceptual que permita sugerir actividades apropia-
das y negociar signif icados. 

Llegamos a la siguiente secuenciación de contenidos: 
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1. Experimentos alea-
torios y deterministas 

1. Uti l ización del voca-
bular io adecuado para 
descr ib i r s i t uac iones 
relacionadas con el azar. 

1. R e c o n o c i m i e n t o y 
va lorac ión de las Mate -
máticas para interpretar, 
describir y predecir situa-
ciones inciertas 

2. Espacio muestral 2. Reconoc im ien to de 
f e n ó m e n o s a lea tor ios 

3. D is t i n tos t i pos de 
sucesos : suceso ele-
men ta l , suceso c o m -
puesto, unión de suce-
sos, i n te rsecc ión de 
sucesos, suceso segu-
ro, suceso impos ib le , 
sucesos c o m p a t i b l e s , 
sucesos incompat ib les, 
sucesos contrarios 

4. Frecuencia absoluta 
y relativa 

3. Confección de tablas 
de f recuenc ia para 
representar el compor -
tamiento de fenómenos 
aleatorios 

2. Cur ios idad e interés 
por inves t igar s i tuac io-
nes de azar 

5. Propiedad de la fre-
cuencias relativas 

4. Confección de gráfi-
cas para representar el 
compor tamien to de los 
f e n ó m e n o s a leator ios 

3. Cautela y sentido críti-
co ante las in foremacio-
nes estadís t icas en los 
medios de comunicación 

6. Leyes de los grandes 
números 

5. Uti l ización del voca-
bular ios prec iso para 
cuant i f icar s i tuac iones 
relacionadas con el azar 

4. Corrección, precis ión 
y pulcr i tud en la realiza-
ción de los trabajos 

7. Concepto de proba-
bilidad 

6. Detección de errores 
en la in terpretac ión de 
las leyes de los grandes 
números 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



84 MATERIALES PARA LA ENSEÑANZA DE LA TEORÍA DE PROBABILIDADES 

CONCEPTOS PROCEDIMIENTOS ACTITUDES 

8. Pop iedades de la 
probabilidad 

7. Ut i l ización de infor-
maciones diversas (fre-
cuenc ias , s imet r ías , 
observac iones previas) 
para asignar probabilida-
des a los sucesos 

9. Regla de Laplace 8. Cálculo de probabili-
dades en casos sencillos 
con la ley de Laplace 

5. Sensibilidad, gusto y 
precisión en la observa-
ción y diseño de expe-
riencias aleatorias 

10. Asignación de pro-
bab i l idades a sucesos 
equiprobables 

9. Detección de errores 
en la asignación de pro-
babilidades 

11. Asignación de proba-
bi l idades a sucesos no 
equiparables 

10. Formulación y com-
probación de conjeturas. 
Análisis y descripciones 
de juegos de azar 

12. Experimentos com-
puestos 

11. Utilización de diver-
sos procedimientos (dia-
gramas de árbol, tables 
de contingencia y técni-
cas combinatorias) para 
el cálculo de la probabili-
dad de sucesos c o m -
puestos 

6. Cautela y sentido crí-
t ico ante las creencias 
popu la res sobre los 
f e n ó m e n o s a lea tor ios 

13. Tablas de con t in -
gencia y d iagramas de 
árbol 

14. Probabi l idad com-
puesta 

12. Leyes de la suma y 
la multiplicación de pro-
babilidades 

13. Probabi l idad del 
suceso contrario 
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15. Exper imen tos alea-
torios independientes vs 
dependientes 

14. P lan i f i cac ión de 
e x p e r i e n c i a s senc i l l as 
para l levar a c a b o el 
es tud io de la probabi l i -
dad condicionada 

16. Probabi l idad condi -
cionada 

15. Aplicación de probabi-
lidad condicionada en la 
resolución de problemas 
cotidianos sencillos 

16. Detección de errores 
relacionados con la proba-
bilidad condicionada 

17. Tablas de n ú m e r o s 
aleatorios: generación de 
una tabla y p ruebas de 
aleatoriedad 

17. Obtención de núme-
ros aleatorios con técni-
cas diversas 

18. Utilización de técnicas 
de simulación para calcular 
probabi l idades (mé todo 
de Montecarlo) 

18. P robab i l i dad geo -
métr ica 

19. Rea l i zac ión de 
e x p e r i e n c i a s senc i l l as 
para estudiar el compor -
tamien to de f e n ó m e n o s 
de azar geomét r i cos 

7. Valoración y refuerzo 
de la au toest ima 

19. Valoración aleatoria 20. Interpretación prác-
tica de la desigualdad de 
Tchebyshev 

8. Control de los propios 
sesgos de razonamiento 
probabilistico 

20. Valor e s p e r a d o de 
una variable aleatoria 
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CONCEPTOS PROCEDIMIENTOS ACTITUDES 

21. Varianza de una 
variable aleatoria 

22. D is t r i buc ión b ino- 21. Cálculo de probali-
mial dades en una binomial 

23. Valor esperado y 
varianza de una distribu-
ción binomial 

24. Dis t r ibuc iones dis- 22. Técn icas s imp les 
cretas y continuas de inferencia estadística 

25. Distribución normal 23. Cálculo de probabili-
dades en una normal 

26. Parámetros de una 
normal 

27. Aproximación de la 
b inomia l m e d i a n t e la 
normal 

24. Reconocimiento de 
pr inc ip ios es tad ís t i cos 
( regres ión a la media , 
correlación) 

Este listado de contenidos se puede estructurar y modelizar mediante un 
número reducido de situaciones y distribuciones aleatorias. El punto de partida es 
la distinción entre fenómenos aleatorios y fenómenos determinísticos y la dife-
rente naturaleza de sus respectivas modelizaciones. 

7. Experiencias aleatorias vs deterministas: La ciencia se puede entender 
como el proceso de observar fenómenos naturales y construir modelos 
abstractos de los que se espera, de acuerdo a sus propias reglas, que se 
compor ten de manera similar a lo que se ha observado. Se utilizan los 
modelos para predecir nuevas propiedades de esos fenómenos y para rea-
lizar exper imentos que contrasten la validez de las predicciones. Si es 
necesario, se refinan o modif ican los modelos que de esta manera repre-
sentan cada vez mejor a los fenómenos reales que modelizan. Esta des-
cripción se aplica tanto a la modelización probabilística como a cualquier 
otra metodología científica. La característica diferenciadora de un modelo 
de probabilidad es que incorpora incert idumbre o error aleatorio de modo 
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formalizado. Esta aleatoriedad int roduce la compl icac ión de que la prueba 
de validez de mode los no es directa c o m o lo es con mode los determiníst i -
cos; algunas veces los mode los probabi l ís imos sólo nos permi ten predecir 
resul tados especí f icos con una medida adicional de confianza (probabili-
dad) y otras veces se model iza el compor tam ien to sin una predicción de 
resultados específ icos. 

Si no se c u m p l e una pred icc ión hay dos pos ib i l idades: p r imera , el 
mode lo rea lmente no se ajusta; segunda, el mode lo se ajusta pero ha ocu-
rrido un caso fuera de los l ímites de confianza. Esta aleator iedad es natu-
ra lmente inherente a la probabil idad y es el r iesgo de aplicar mode los pro-
babilísticos. Además , aunque una predicción sea correcta en un determi -
nado caso, puede surgir de un mode lo inadecuado. Por otro lado, el mode-
lo equidistr ibucional, que es un en foque clásico en probabil idad, no permi-
te una predicción específ ica en cuanto que cada resultado es tan probable 
c o m o cualquier otro. ¿Cómo se puede comprobar la validez de es te mode-
lo si ocurre, por e jemplo jugando a la lotería primit iva, una racha de ciertos 
números en el ú l t imo mes? 

Así, los mode los probabil íst icos son d i ferentes a los mode los determi-
nistas con respecto a su evaluación en s i tuaciones reales específ icas. Eso 
no quiere decir que los mode los probabi l íst icos sean menos r igurosos y sí 
abren la posibi l idad de aplicaciones en áreas tales c o m o la medic ina y las 
ciencias sociales donde los en foques determin is tas , muchas veces, no 
son apropiados. 

2. Representaciones de la incer t idumbre: la mét r ica para med i r incert i -
d u m b r e llamada probabi l idad es la más famil iar a los c ient í f icos hasta el 
pun to de que m u c h a s veces se ignora el hecho de que ex i s ten o t ras 
representac iones de incer t idumbre al ternat ivas. Cons ideramos que con-
v iene analizar estas representac iones al ternat ivas a la probabi l idad c o m o 
número entre 0 y 1 que cump le la propiedad de adit ividad, porque pueden 
ayudar a una comprens ión más profunda de los f e n ó m e n o s aleator ios y 
del lenguaje del azar. 

El compe t ido r más famil iar, cot id iano e impor tan te de la probabi l idad 
es la comun icac ión verbal sobre s i tuac iones de incer t idumbre : «parece 
p robab le que n ieve es ta n o c h e » , « e s t o y casi s e g u r o q u e es ta t es i s 
requer i rá al m e n o s t res reescr i turas». Las palabras son el med io más 
c o m ú n de in formar a o t ros acerca de nuest ras op in iones y la mayoría de 
id iomas o f recen bastantes palabras para expresar grados de incer t idum-
bre. El prob lema que presentan es su amb igüedad . Cuentan von Win te r -
fe ld t y Edwards (1986) que S. Kent, el h o m b r e decis ivo de los serv ic ios 
de inte l igencia amer i canos en los años 60, estaba p reocupado con el 
hecho de que casi t odos los d o c u m e n t o s de intel igencia contenían infor-
m e s verbales con enunc iados de ince r t i dumbre amb iguos y por eso pro-
puso un con jun to de reglas para t rans fo rmar palabras en probabi l idades; 
l legó a establecer rangos de probabil idades para cada frase que expresaba 
incert idumbre: por ejemplo, al enunciado «al tamente improbable» le asigna-
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ba un rango de probabilidad (en %) entre 0 y 15, «dudamos» entre 15 y 45, 
«probablemente» entre 55 y 85, «al tamente probable» entre 85 y 100, etc. 
Su propuesta no funcionó; los analistas de inteligencia no estaban acostum-
brados a trabajar con probabil idades sino con et iquetas verbales y no llega-
ron a la precisión adicional que Kent les pedía. 

¿Por qué son las palabras mucho más atractivas que los números? En 
pr imer lugar, porque son vagas, ambiguas. Las personas asocian números 
con precisión y eso les produce respeto y temor, es «el hombre anumér i -
co» que descr ibe Paulos (1990). Una segunda razón para utilizar palabras 
es que la precisión sobre la incer t idumbre no es s iempre necesaria; si no 
basamos ninguna decis ión en esa evaluación, la comunicac ión de un grado 
de incer t idumbre s imp lemen te informa de un estado de la mente . Una ter-
cera razón para evitar los números es que invitan a la recogida de datos y 
eso es s iempre una tarea laboriosa. 

Pensamos que es muy necesario ejercitar con los a lumnos esa transfe-
rencia fluida entre números y palabras que representan incer t idumbre. Pre-
fer imos ver las incer t idumbres en fo rma numérica, incluso aunque no haya 
una decis ión crucial que tomar que exija la precisión de los números . Hay 
que alfabetizar ma temát i camen te a nuest ros a lumnos y poner los sobreavi-
so de que muchos proced imientos estadíst icos malos se pueden ocultar 
fác i lmente detrás de enunciados verbales de incer t idumbre (para encon-
trar e jemplos de esta af i rmación basta leer, al azar, un periodico o ver un 
programa cualquiera de TV). 

Vayamos ahora a las model izaciones que p roponemos para la enseñan-
za secundaria. 

3. Experiencias aleator ias de una prueba: se trata de modelizar matemát i -
camente f e n ó m e n o s de la vida real que se compor tan c o m o sucesos alea-
torios del t ipo lanzamiento de una moneda, de chinchetas, de dados, de 
extracción de bolas de urnas, etc. La probabil idad asociada al lanzamiento 
de la chincheta sólo puede obtenerse con la exper imentac ión, sin embar-
go, en los o t ros juegos puede calcularse la probabil idad med ian te argu-
mentos de simetría. Las experiencias de Laplace son pruebas aleatorias 
donde la equid ist r ibución es plausible en base a la existencia de una s ime-
tría física, por e jemplo, lanzamientos de dados o de monedas normales o 
ruletas con sectores iguales. En la enseñanza tales mode los son úti les para 
ilustrar probabi l idades numéricas que calibran el peso de incer t idumbre. 
Son un punto de referencia para comparar un f e n ó m e n o real a su mode lo 
s imét r ico y además permi ten una s imulac ión de las consecuenc ias del 
f enómeno . La experiencia individual puede generar intuiciones incorrectas, 
por e jemplo al lanzar un dado en el juego del parchís, puede parecer intuiti-
vamente m e n o s probable un «cinco» que otras caras del dado porque el 
cinco es un resul tado deseado y recordamos más las veces que lo hemos 
estado esperando que las veces que no ha salido cualquiera de los ot ros 
números. El análisis de experiencias aleatorias de una prueba nos conduce 
a las pr imeras leyes de los grandes números. 
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4. Experiencias aleatorias de varias pruebas: son sucesiones de exper ien-
cias aleatorias de una prueba. Se lanza la moneda o el dado varias veces o 
se lanzan varias monedas o varios dados a la vez. Estas exper iencias per-
m i ten introducir las leyes de la suma y la mult ip l icación de probabi l idades, 
la noción de probabi l idad condicionada y el concepto de sucesos y pruebas 
independientes, entre otras ideas probabil íst icas impor tantes. En part icu-
lar, son interesantes las exper iencias de Laplace repetidas. La dist r ibución 
de la suma de dos dados fue h is tór icamente un problema destacado. Para 
resolverlo f o rma lmen te fue necesario el desarrol lo de mé todos de con teo 
(técnicas combinator ias) y se discut ió durante m u c h o t i empo si había que 
tomar en consideración el orden de resultados, es decir si (2,3) es resulta-
do d i ferente que (3,2). 

El papel de la independenc ia en la as ignación de probabi l idades en 
exper iencias aleatorias compuestas , espec ia lmente exper imentos repeti-
dos, se representa muy bien mediante ruletas o urnas. Un mues t reo alea-
tor io es la repet ic ión independiente de la m isma prueba. La di ferencia con-
ceptual entre la media de una muestra, la media de la población y la varia-
ble aleatoria que se asocia a las medias de las d i ferentes muest ras se acla-
ra mediante exper iencias de Laplace repet idas. Su influencia en los teore-
mas límite se puede estudiar mediante s imulac ión (método de Montecar -
lo); las f recuencias son válidas estadís t icamente si nacen de ensayos inde-
pendientes y su f iabil idad depende del tamaño muestral . 

5. Distribución Binomial: sabemos que una variable aleatoria que se def ine 
c o m o suma de pruebas de Bernoull i de parámetro constante p, s igue una 
distr ibución binomial. La distr ibución binomial es el e jemplo más represen-
tat ivo de distr ibución discreta. His tór icamente está en el or igen de los teo-
remas límite. La esperanza matemát ica y la varianza de una variable aleato-
ria que s igue una d is t r ibuc ión b inomial , t i enen una fue r te c o m p o n e n t e 
intuit iva por lo que sirven para la int roducción de estos dos conceptos aso-
ciados a una variable aleatoria cualquiera. H is tór icamente el valor esperado 
de una variable aleatoria jugó un papel más fundamenta l que la probabil i-
dad, en la resolución de algunos prob lemas famosos . 

Otro concepto interesante es el de t i e m p o de espera: cuando se realiza 
un exper imento puede interesar el t i empo de espera para que ocurra un 
determinado resultado. En pruebas de Bernoull i con probabil idad p de con-
seguir un éxito, el t i empo de espera «esperado» para lograrlo es 1/p. Para 
evaluar probabi l idades individuales, la evaluación del t i e m p o de espera 
a lmacenado en nuestra memor ia es un ingrediente fundamenta l ; desgra-
c i a d a m e n t e esta i n f o rmac ión puede p rovocar sesgos po rque a lgunos 
resul tados son relevantes para los sucesos que v ienen a cont inuación y 
ot ros son de menor importancia. Además, el t i e m p o de espera para un 
suceso que no ha ocur r ido es independ ien te del t i e m p o de espera ya 
transcurr ido. 

6. Distribución Normal : Un f e n ó m e n o aleatorio que sigue una ley normal se 
puede introducir c o m o una sucesión de pruebas de Bernoull i en donde el 
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número de ensayos es alto y p t iene un valor in termedio. En estas condi-
ciones la distr ibución normal es, por el teo rema central del l ímite, una bue-
na aproximación para calcular probabi l idades binomiales. La hipótesis de 
errores e lementa les se fo rmu ló para explicar por qué el error de medidas 
repet idas se d is t r ibuye no rma lmen te . Esta hipótesis se aplicó pronto a 
variables b iométr icas y durante largo t i empo se consideró que cualquier 
cantidad se distribuía normalmente . La distr ibución normal es muy impor-
tante tan to c o m o una d is t r ibuc ión que descr ibe cant idades observadas 
c o m o un requ is i to f u n d a m e n t a l para p roced im ien tos c lás icos c o m o la 
regresión o el análisis de varianza. Además , el teorema central del límite 
sumin is t ra una base sól ida para aprox imar la d is t r ibuc ión de la med ia 
muestra l por la normal y facilitar así el cálculo de los intervalos de confian-
za y los cont rastes para la media de una distr ibución. 

La distr ibución normal es el único e jemplo de distribución continua que 
se suele estudiar en la enseñanza secundaria y por eso conviene dedicar 
atención a ciertos aspectos que la difererencian de una distr ibución discreta. 
Las distr ibuciones continuas se presentan t ípicamente en dos formas. La 
más familiar es la función de densidad, representada, por ejemplo, para la 
distr ibución normal por la célebre campana de Gauss. El requer imiento clave 
para una función de densidad es que el area bajo la curva sea 1. Es útil recor-
dar que las ordenadas en esta función no representan probabilidades, en par-
ticular pueden ser mayores que 1. Para una distribución normal, por ejemplo, 
el valor de la función de densidad en la media será igual a 1 si r = si r es 
menor que esa cantidad, la densidad en la media será mayor que 1. n 

La func ión de distr ibución es s imp lemen te la integral de la func ión de densi-
dad. El valor y de cualquier función de distr ibución, correspondiente a un valor x=l 
de la variable aleatoria, representa la probabi l idad de que el valor de la variable 
aleatoria sea menor o igual a I. Puesto que las probabil idades son mucho más 
comprens ib les in tu i t ivamente que las densidades, la mayoría de mé todos para 
generar d is t r ibuciones de variables cont inuas piden cuest iones que buscan gene-
rar func iones de distr ibución. Esto plantea algún efecto negativo: puesto que las 
func iones de dist r ibución son las integrales de func iones de densidad, es difícil 
detectar v isua lmente di ferencias entre ellas que serían obvias en las correspon-
d ien tes func iones de densidad. Por e jemplo, es muy fácil reconocer la asimetría 
inspeccionando una func ión de densidad pero es difícil reconocerla inspeccionan-
do una func ión de distr ibución. 

A partir de estas s i tuaciones y mode los aleatorios el programa de enseñanza 
está est ructurado en las s iguientes unidades didácticas: 

0. P lanteamiento del problema: experiencias aleatorias vs determin is tas 
1. Lenguaje del azar: representaciones de la incer t idumbre 
2. Experiencias aleatorias de una prueba 
3. Leyes de los grandes números 
4. Experiencias aleatorias de varias pruebas 
5. Razonamiento estadíst ico intuit ivo 
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6. Variable aleatoria 
7. Distr ibución binomial 
8. Distr ibución normal 
9. Replanteamiento del prob lema 

5.2. Organ izac ión de las ac t i v idades de enseñanza-aprend iza je 
(m ic ron ive l ) 

Sigu iendo la p ropues ta de Dr iver (1988) y de H e w s o n (1993), cada un idad 
didáct ica está es t ruc tu rada en to rno a una secuenc ia de ac t iv idades que t ie-
nen c o m o ob je t i vo f o m e n t a r el camb io concep tua l en el p e n s a m i e n t o de los 
es tud ian tes . 

Hay una sesión inicial de or ientación, de puesta en escena, dest inada a des-
pertar la a tenc ión de los estud iantes y su interés por el t ema ; el m é t o d o seguido 
para ello es muy variado: puede ser la propuesta de una act iv idad práctica, o de 
problemas en contex tos cot idianos, la lectura de una noticia de periódico, etc. 

A cont inuación, se dest ina algún t i empo a que los a lumnos revisen y d iscutan 
sus propias ideas o mode los acerca de algún problema concreto. Esta fase de eli-
citación, que t iene c o m o obje t ivo el hacer explíci tas las ideas previas de los 
a lumnos, se inicia genera lmente en pequeños grupos. Se pide a cada grupo que 
represente sus ideas en un cartel o por otros medios y que las presenten a toda 
la clase. Se identi f ican semejanzas y di ferencias en las ideas de los estud iantes y 
se señalan aspec tos para poster io r cons iderac ión. Los car te les p e r m a n e c e n 
expuestos durante el resto de la unidad del trabajo y más tarde pueden ser corre-
gidos o comentados . 

La fase de reestructuración, que t iene c o m o propósi to la asimi lación o la aco-
modación, es decir, modif icar, ex tender o reemplazar las ideas previas por ideas 
científ icas, supone el uso de un ampl io rango de estrategias que incluyen: 

7. Confrontar las ideas de los estud iantes con cont rae jemplos. Esto puede 
promover insat isfacción con las concepc iones iniciales, pero por sí m i s m o 
no genera concepc iones científ icas. 

2. Ampl iar el rango de aplicación de una concepción. Las concepc iones de los 
estud iantes son globales y vagas; exper iencias part iculares pueden ayu-
darles a clarificar sus nociones (por e jemplo, l ímite funcional y probabi l idad 
c o m o límite de frecuencias). 

3. Construir una concepc ión alternativa. En algunos casos las ideas previas 
de los estud iantes no guardan relación con la concepc ión científ ica y se 
hace necesario construir un mode lo alternativo. 

4. Evaluar las nuevas ideas y comprobar que t ienen un exceso de conten ido 
empí r ico (en t é rm inos de Lakatos) en relación a las ideas previas. Eso 
supone comprobar que las nuevas ideas no sólo expl ican y predicen fenó-
menos que ya expl icaban las ideas intuit ivas de los estud iantes sino que 
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predicen f e n ó m e n o s para los cuales las ideas informales eran contradictor ias o 
no tenían expl icación. 

Los mé todos didáct icos a seguir en esta fase de reestructuración de ideas 
son muy variados: realización de exper imen tos estocást icos cuyos resul tados 
vayan en contra de lo previsto por las ideas de los a lumnos, expl icaciones del pro-
fesor, etc. 

La fase de aplicación de las nuevas ideas t iene c o m o propósi to reforzar la 
const rucc ión de ideas científ icas tanto en si tuaciones famil iares c o m o nuevas. 
Esto puede suponer act iv idades de d iseño de nuevos exper imentos aleatorios o 
de resolución de problemas, entre los que se incluyen los t ípicos ejercicios de f in 
de lección. 

La fase de revisión del cambio en las ideas da a los a lumnos la oportunidad 
de revisar la ex tens ión y maneras en que ha cambiado su pensamiento . Sus ide-
as iniciales pueden haberse modi f icado o pueden haber const ru ido nuevas ideas 
y es el m o m e n t o de la comparac ión entre unas y otras. Un m é t o d o muy útil para 
realizar esta revisión es pedir a los a lumnos que lleven un diario personal donde 
vayan anotando es tos cambios en su pensamiento probabilíst ico. 

En el gráf ico s iguiente se esquemat iza esta estructura general de la secuencia 
enseñanza, según Driver (1988). 

Orientación 

C o m p a r a c i ó n c o n 
ideas prev ias 

Elicitación de ideas 

Restructuración de ideas 

Clarif icación e in tercambio 

Exposición a s i tuaciones 
de conf l ic to 

Construcciones de nuevas ideas 

Evaluación 

Apl icación de ideas 

Revisión del cambio en las ideas 
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En la segunda parte de es te libro p resen tamos la secuencia de enseñanza y 
los mater ia les concre tos de cada unidad didáct ica. En la in t roducción de esta 
segunda parte f igura un con junto de prescr ipc iones sobre el proceso de ense-
ñanza-aprendizaje que los profesores han de respetar si quieren abordar es te pro-
ceso desde una perspect iva de camb io conceptual . Los pro fesores que trabaja-
ron con nosot ros analizaron, d iscut ieron y aceptaron el marco de actuación que 
establecen estos principios educat ivos (Sáenz, 1995). 
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I. INTRODUCCIÓN 

1. GUÍA DE A C T U A C I Ó N PARA LOS PROFESORES 

El marco pslcopedagógico escogido que propugna una enseñanza dirigida al 
cambio conceptual nos marca la necesidad de cambiar la perspectiva tradicional 
en la enseñanza de la teoría de probabilidades y plantear nuevos enfoques en el 
proceso de enseñanza-aprendizaje, a saber: 

Nuevos c o n t e n i d o s de la enseñanza 

7. Nuestra propuesta educativa aborda aquellos contenidos que presentan 
problemas epistemológicos; el desarrollo histórico de la teoría de probabili-
dades es una fuente de paradojas y sitauciones engañosas de alto valor 
didáctico. Hay que «convencer» a los alumnos de que las concepciones 
científicas t ienen una validez relativa y pueden cambiar. Esto debe ayudar a 
que se den cuenta que también sus ¡deas personales generalmente son 
válidas sólo en contextos específicos y, por tanto, deben modif icarse para 
extenderlas a otros contextos. 

2. Nuestra propuesta aborda los contenidos y tareas en los que existan pre-
concepciones y/o elicitan sesgos en el razonamiento probabilístico de los 
sujetos, de tal modo que se ponga en evidencia la falta de capacidad expli-
cativa y predictiva del modelo informal, intuitivo, del alumno. 

3. Hay que enseñar estrategias metacognit ivas, que capaciten a los alumnos 
para reflexionar sobre su propio conocimiento, para que confíen en él pero 
sean conscientes de sus límites. 

4. La enseñanza debe incluir entre sus objetivos, el desarrollo de las opera-
ciones lógico-matemáticas generales del conocimiento. 
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Nuevas es t ra teg ias y ac t i v idades de enseñanza-aprendiza je 

7. Se ha de reconocer el papel act ivo que juegan las concepc iones de los 
a lumnos en el aprendizaje y de ahí la importancia de hacerlas explícitas 
mediante act iv idades específ icas para ello. Las concepc iones de los a lum-
nos no son conoc im ien tos pasivos, que existen en su men te y pueden ser 
modi f icados o sust i tu idos, sino que juegan un papel act ivo en el aprendiza-
je. Aspec tos parciales de este papel act ivo son: 

• Las concepc iones guían las observaciones. Esto es impor tante sobre 
todo cuando cen t ramos la enseñanza a partir de observaciones de la reali-
dad o de exper imentos . Las concepciones tamb ién guían la in formación 
que se recibe del profesor o del libro. Cuando se recibe una información, 
no se refleja exac tamente igual, sino que queda «filtrada» por lo que pien-
sa el que la recibe. Todos t e n e m o s evidencia de asociación en té rminos ; 
cuando o ímos una palabra evocamos conoc imien tos relacionados, que son 
dist intos para cada individuo. 

• No siempre es suficiente con la evidencia empírica para convencer a los 
alumnos de que sus concepciones no son las adecuadas. Este hecho también 
ha sucedido repet idamente en la historia de la ciencia: a pesar de evidencia en 
contra se mantuvieron durante largo t iempo algunas teorías (la teoría corpus-
cular de la luz, por ejemplo). Es necesario que existan varias evidencias de este 
tipo y además que afecten a la estructura conceptual del alumno, para que se 
produzca el confl icto cognitivo. Hay una tendencia a considerar solamente los 
aspectos de la realidad o de la experiencia que están de acuerdo con el punto 
de vista del observador, eludiendo los aspectos que no están de acuerdo. 

• Es necesario comparar expl íc i tamente las ¡deas nuevas, proporciona-
das por la ciencia escolar, con las concepciones alternativas que t ienen los 
a lumnos. Hay que introducir el mode lo formal o normat ivo probabil íst ico 
con act iv idades que favorezcan la util ización de las nuevas ideas en una 
amplia variedad de si tuaciones aleatorias 

2. Se han de cuidar los aspectos afect ivos ya que existe resistencia emocio-
nal al cambio conceptual . Aspec tos parciales de esta estrategia son: 

• Crear un con tex to de aprendizaje signif icat ivo y motivador. Para ello, 
y en la medida de lo posible, se han elegido las act ividades de aprendizaje 
para que l lamen la atención (por e jemplo, juegos, apuestas) y se plantean 
en contex tos que tengan sent ido para los estud iantes (por e jemplo, tareas 
de t oma de decis iones bajo incer t idumbre en contex tos cotidianos). Si se 
han de desarrollar esquemas conceptuales en el a lumno, el con tex to en el 
que se haga esto es impor tante para mantener la atención y facilitar la apli-
cabil idad de las concepc iones. 

• Crear un amb ien te de aprendizaje no amenazante. Un ambien te de 
aprendizaje que requiere que los estudiantes expl ic i ten sus ideas y que 
prueben nuevos caminos de pensamiento podría ser muy f rustrante si los 
esfuerzos de los estud iantes son evaluados demasiado pronto por el pro-
fesor o por o t ros estud iantes. En es te caso, f ren te a un problema, los 
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a lumnos no Investigarán por sí m i s m o s sino que pedirán que se les expli-
que la solución, cor toci rcui tando, de esta manera, el proceso de const ruc-
ción del conoc imiento . En muchos casos se requiere que los pro fesores 
cambien sus hábitos de dirección de la d iscusión en la clase, ev i tando pre-
guntas cerradas, aceptando dist intas sugerencias de la clase sin exigir una 
conclusión prematura sobre un punto. 

• Fomentar el trabajo en pequeño grupo. Es preciso introducir fases 
«de negociación» en las que los a lumnos discutan y contrasten sus con-
cepciones probabilísticas; la importancia de la discusión para permit i r que 
quienes aprenden expresen y compartan sus ideas, ha sido reconocida des-
de hace años; pequeños grupos de alrededor de cuatro estudiantes fo rman 
la unidad estructural en torno a la cual t iene lugar el esquema de activida-
des. Las actividades de grupos suponen discutir y expresar teorías o ideas 
sobre un tópico, diseñar exper imentos para comprobar sus ideas, diseñar 
mode los más comple jos para representar experiencias, acometer activida-
des de construcción práctica en las que se apl iquen las concepciones. 

• Tener en cuenta las di ferencias individuales, tanto intelectuales c o m o 
afect ivas. 

Nueva c o n c e p c i ó n de la eva luac ión 

La evaluación, c o m o e lemen to esencial del proceso de enseñanza-aprendiza-
je, es uno de los aspectos que más debe evolucionar cuando pasamos de una 
enseñanza tradicional a un en foque basado en el cambio conceptual . En la ense-
ñanza tradicional se evalúan casi exc lus ivamente los conten idos tactuales, con-
ceptuales y procedimenta les, que ha adquir ido el a lumno en el proceso de ins-
trucción, supon iendo que parte de un nivel cero de ¡deas y concepc iones acerca 
de la mater ia evaluada y uti l izando la prueba escrita c o m o exclusivo ins t rumento 
de evaluación. En un en foque de cambio conceptual se abre de manera conside-
rable el abanico de propósi tos, objetos, t ipos e ins t rumentos de evaluación. 

7. Los propósi tos de la evaluación son: 
• Realizar un d iagnóst ico inicial de los conoc im ien tos de los a lumnos. 
• Realizar una valorac ión del p roceso de enseñanza-aprendiza je en 

cuanto al contenido y t ra tamiento de ese proceso, las actividades y recur-
sos docentes, la atmósfera en el aula y los mé todos de la propia evaluación. 

• Realizar un d iagnóst ico de la adquisic ión de conten idos conceptua-
les, procedimenta les, act i tudinales, propios de la disciplina, así c o m o de 
las estrategias cognit ivas y metacogni t ivas que fo rman parte de una edu-
cación matemát ica integral. 

• Realizar una valoración del cambio conceptua l producido, desde el 
s is tema de ideas intuit ivas, previas, al s is tema normat ivo. 

2. El ob je to de evaluación no sólo es el a lumno por separado, sino que tam-
bién son objetos de evaluación el profesor o profesores que impar ten los 
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mismos conten idos curriculares, el grupo clase y las unidades y activida-
des didácticas. 

3. Los t ipos de evaluación deben incluir tareas que requieran una integración 
del conoc im ien to , la apl icación de lo aprendido a con tex tos nuevos, de 
resolución de prob lemas y razonamiento. Esas tareas han de prestar aten-
ción preferente a los principios de «matemát icas para todos» y «atención a 
la diversidad y di ferencias individuales» y, en este aspecto, han de estar en 
func ión del nivel y la madurez de los a lumnos. También debe valorarse el 
trabajo en clase y fuera de ella y valores c o m o el de la solidaridad, la parti-
cipación y la responsabi l idad en el trabajo. 

4. La evaluación no debe apoyarse en un sólo ins t rumento o en una sola téc-
nica y por tanto hay que utilizar técnicas de observación, preguntas y expo-
siciones orales, tareas escritas, autoevaluaciones y evaluaciones de compa-
ñeros, trabajos individuales y en grupo, protocolos de resolución de proble-
mas, observación del cuaderno del a lumno y cuest ionarios sobre el grado 
de sat isfacción personal, valoración del aprendizaje y act i tudes de los alum-
nos hacia la materia y proceso de enseñanza que se está desarrol lando. 

2. ACERCA DE LAS UNIDADES DIDÁCTICAS 

Cada unidad didáctica consta de una guía del profesor y unas hojas de trabajo 
para los a lumnos. Estos mater iales fueron d iscut idos en un seminar io de trabajo 
en el que part iciparon los profesores que después iban a exper imentar el mode-
lo. C o m o se puede comprobar, t ienen el carácter de materiales semi-elaborados 
(por e jemplo, no se proporcionan las def in ic iones de los conceptos probabilísti-
cos aunque sí la secuencia en que deben ser introducidos) porque pensamos que 
los prob lemas de comprens ión de los a lumnos requieren una intervención activa 
del profesor y a justes constantes de los mater ia les de enseñanza. El profesor 
debe conformar, modi f icar y evaluar el proceso de enseñanza-aprendizaje y por 
eso no t iene sent ido proporcionar un material per fec tamente est ructurado y fina-
lizado que restrinja los grados de l ibertad del profesor en su aula. 

Con la decisión de preparar materiales didácticos semi-elaborados también pre-
tendemos alcanzar un objet ivo de generalización: que muchos profesores se sien-
tan mot ivados para exper imentar la metodología que le proponemos. No queremos 
reducir al profesor a un mero t ransmisor de nuestros mater iales, la propuesta 
didáctica le da libertad para atender a los requer imientos concretos de su grupo de 
a lumnos pero no le exige que se convierta en un diseñador de currículo. Para la 
consecución de este objetivo, juega un papel muy importante la guía del profesor 
de cada unidad didáctica. No es, ni más ni menos, que una forma concreta de reali-
zar un proceso de enseñanza-aprendizaje basado en el cambio conceptual; en este 
sentido, cont iene el foco de atención para cada fase del proceso, las actividades del 
profesor y de los a lumnos y los contenidos y medios propuestos. 

A modo de e jemplo, p resentamos a cont inuación la secuencia de enseñanza-
aprendizaje de la unidad didáctica 4 (experiencias aleatorias de varias pruebas). 
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E s t r u c t u r a d i d á c t i c a de la u n i d a d : se adapta a la secuencia de enseñanza-
aprendizaje recomendada por Driver desde una ópt ica de cambio conceptua l . El 
foco de atención se centra en pr imer lugar en hacer explícitas las ideas de los 
a lumnos (fase de elicitación), en segundo lugar, en realizar exper imen tos aleato-
rios para provocar el conf l ic to cogni t ivo y en explicar los conten idos normat ivos 
que expl ican los resul tados consegu idos en los exper imen tos (fase de reestruc-
turación), en tercer lugar, en aplicar las nuevas ideas a nuevos con tex tos (fase de 
aplicación) y en cuarto lugar, en revisar las ideas previas a la luz de los nuevos 
conoc im ien tos (fase de revisión del cambio conceptual) . 

C o n t e n i d o s p r o b a b i l i s t i c o s i m p l i c a d o s : f iguran en la co lumna correspon-
d iente de la unidad didáctica. Esta unidad int roduce las exper iencias aleatorias de 
varias pruebas que admi ten c o m o med ios idóneos de representación los diagra-
mas de árbol. Los árboles y caminos se utilizan con profus ión para calcular pro-
babil idades compues tas y para operativizar los concep tos de sucesos indepen-
d ientes y dependientes . 

Papel de l p ro feso r : el profesor no es sólo el t ransmisor de una in formación 
sino que es el d i rector-coordinador del proceso de enseñanza-aprendizaje. Por 
eso, hay un ampl io abanico de act iv idades del profesor que van m u c h o más allá 
de la expl icación de los conten idos y corrección de los ejercicios: mot iva, mode-
ra, resume, critica y supervisa la act iv idad de sus a lumnos, con el ob jet ivo princi-
pal de que éstos decidan si sus ideas previas son út i les para explicar c ier tos fenó-
m e n o s aleator ios o neces i tan ser ref inadas o sust i tu idas por otras ideas más 
compe ten tes . 

S u g e r e n c i a s m e t o d o l ó g i c a s : las ideas metodo lóg icas que con fo rman esta 
unidad son las que descr ib imos en el apartado 4 del capítulo 4 (conten idos y 
métodos) : en foque exper imenta l y de resolución de problemas, uti l ización de jue-
gos y apuestas, etc. C o m o e jemplo , podemos considerar el prob lema 9 de la hoja 
de trabajo 9: es una si tuación aleatoria m u y engañosa donde la gran mayoría de 
a lumnos acepta que se trata de una apuesta equitat iva. Pues bien, si el profesor 
intenta resolver el prob lema f o r m a l m e n t e (con ayuda de un diagrama de árbol, 
por e jemplo) se encontrará que sus a lumnos no aceptan su expl icación. Es nece-
sario crear un entorno de juego de estrategia, para que los a lumnos se convenzan 
de que hay una estrategia ganadora, p rec isamente la que le of rece la teoría de 
probabi l idades. 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



UNIDAD O 

Foco de a t e n c i ó n A c t i v i d a d e s de los a l u m n o s A c t i v i d a d e s del p ro feso r 

Elicitar las ideas de los a lumnos 
sobre la ex is tenc ia de leyes que 
gobiernan el azar. 

• Los alumnos en grupo debaten las 
preguntas. 

• Cada grupo presenta sus conclusio-
nes a la clase. 

Dar ejemplos de fenómenos aleatorios 
y de fenómenos determinísticos. 
Hacer ver que los fenómenos determi-
nísticos están gobernados por leyes. 
Plantear las preguntas: 
• ¿Hay leyes del azar?. 
• ¿Cuáles?. 
• ¿Se pueden medi r los f enómenos 

aleatorios?. 
• ¿Cómo?. 

Nota: 
Trabajo para casa: Cada alumno ha de redactar y entregar un escrito con sus respuestas a estas preguntas. No se eva-
lúa la corrección o incorrección de las respuestas, lo importante es que sean las ideas propias de cada uno. Por tanto, 
no vale de nada copiar ideas de otros. Es obligatorio presentar el escrito, al día siguiente de ser propuesto. 
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Foco de a t e n c i ó n A c t i v i d a d e s 
de los a l u m n o s 

A c t i v i d a d e s 
de l p r o f e s o r M a t e r i a l 

Lenguaje del azar que t ienen Los a lumnos forman grupos Presenta la hoja de trabajo 1. 
los a lumnos de 4 para completar la hoja 

de trabajo 1. 
- Confeccionan un cartel 
para la escala de probabili-
dad. 

Explica el método de trabajo. 

Una persona de cada grupo 
informa a la clase, explican-
do la asignación de valores 
en la escala confeccionada 
por el grupo. 

Negociación en la clase, tra-
tando de llegar a una escala 
unificada. 

Preside la ses ión de infor-
mación. 
Superpone en el encerado 
las diversas escalas. 

M o d e r a la negoc iac ión . -
Busca los puntos comunes 
en las escalas. 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r 

Con ten idos 
imp l í c i t os 

Lenguaje científico del azar. 

Aplicación de las ideas nue-
vas. 

Revisión del cambio en las 
ideas. 

Los a lumnos han de tomar 
apuntes que serán mo t i vo 
de evaluación. 

Los a l u m n o s de manera 
ind iv idual , con tes tan a la 
hoja de trabajo 2. 

Los alumnos han de escribir 
un texto indicando explícita-
mente los cambios produci-
dos en sus ideas acerca del 
lenguaje del azar y la medida 
de probabilidades. 

• Presenta la escala de pro-
babilidad estándar. 

• Expl ica los c o n t e n i d o s 
implícitos. 

• Corrige la hoja de trabajo 
n.fi 2 

- Experimento y suceso ale-
atorio vs exper imento 
determinist ico. 

- Probabilidad como grado 
de creencia. 

- Suceso seguro e imposi-
ble. 

- La probabilidad varía entre 
Oy 1. 

- Comparación de probabili-
dades. 

-As ignación de probabilida-
des subjetivas. 
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HOJA DE TRABAJO 1 

EL LENGUAJE DEL AZAR 

7. Daniel y Ana son madri leños. Acuden al m i s m o inst i tuto y su profesor les ha 
pedido que preparen una previsión del t i empo para el día 24 de junio, fecha en 
que comenzarán sus vacaciones. 

Puesto que están aún en el mes de mayo, Daniel y Ana no pueden predecir 
exactamente lo que ocurrirá. Por ello, han buscado una lista de expresiones para 
utilizar en la descripción del pronóstico. He aquí algunas de ellas: 

En pr imer lugar, comienzan a clasificar las palabras según la confianza que 
expresan en que suceda algo. Este es el comienzo de su clasif icación: 

¿Podrías acabar de clasificar estas palabras? Busca nuevas palabras o frases para 
referirte a hechos que pueden ocurrir y compáralas con las dadas anter iormente. 

2. He aquí algunas de las cosas que podrían suceder en Madr id el 24 de junio: 

-lloverá, 
-nevará y la nieve alcanzará un metro de altura, 
-el día será claro y soleado, 
-habrá un ligero viento, 
-la temperatura máxima sobre pasará los 90 grados, 
-la temperatura mínima será 10 grados bajo cero, 
-el cielo estará despejado, 
la temperatura oscilará entre 25 y 35 grados. 

cierto 
posible 
bastante probable 
hay alguna posibilidad 
seguro 
es imposible 

casi imposible 
se espera que 
incierto 
hay alguna probabilidad 
puede ser 
sin duda 

imposible 
casi imposible 

seguro=sin duda 

Para realizar su in forme,Ana y Daniel han comenzado de la s iguiente manera: 
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Previsión meteoro lóg ica para el 24 de junio en Madr id: 

-puede ser que llueva, 
-es casi imposible que nieve y 
se alcance un metro de altura de nieve. 

¿Podrías ayudar a comple tar el in forme?Asigna a cada una de las f rases una 
palabra que exprese la confianza que t ienes en que ocurra. 

3. La escala de la probabil idad. 

Ana y Daniel han te rminado su trabajo, pero no están sat isfechos.Para com-
pletarlo, van a asignar un número a cada una de las palabras uti l izadas en la acti-
v idad 1 .Esta es la escala que util izan: 

imposib le seguro 

¿Podrías asignar un valor en la escala de probabil idad a cada una de las pala-
bras?. 
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HOJA DE TRABAJO 2 

«CARTAS»» 

7. Asigna una expresión de las de la act ividad 1 de la "I*1 hoja de trabajo a cada uno 
de los s iguientes resultados que se pueden obtener al sacar una carta de una 
baraja española. 

«Sacar As» 
«Sacar una figura» 
«Sacar el as de espadas» 
«Sacar una carta que no sea copas» 
«Sacar una carta mayor que 5» 

2. Aho ra as igna un n ú m e r o a cada exp res ión y rep resén ta l os en la escala 
acordada. 

«LA VIDA DE UNA PERSONA» 

Observa las s iguientes frases relativas a la vida de una persona: 

«Vive sólo 3 años» 
« Vive sólo 20 años» 
«Vive sólo 50 años» 
«Vive sólo 95 años» 
«Vive sólo 70 años» 
«Vive sólo 120 años» 

Asigna un número de la escala a cada una de ellas 

«BOLSA CON BOLAS» 

C o l o c a m o s en una bolsa t res bolas rojas, t res 
blancas y t res verdes: 

¿Cuántas bolas hemos de sacar de la bolsa para 
estar seguros de obtener los tres colores?. 

«JUEGOS VARIOS» 

Indica las posibi l idades que existen de ganar en los s iguientes juegos: 

«Quinielas de fútbol» 
«Obtener cara al lanzar una moneda de 100 pts» 
«Ajedrez» 
«Obtener un 6 al lanzar un dado» 
«Lotería primitiva» 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



UNIDAD 2 

Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a lumnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Mate r ia l 

Ideas de los alumnos sobre 
exper ienc ias a leator ias de 
una prueba. 

Intercambio de las ideas de 
la clase. 

Completan la hoja de trabajo 
3 en pequeños grupos. 

Una persona de cada grupo 
in fo rma a la c lase de las 
soluciones dadas. 

Presenta la hoja de trabajo, Hoja de trabajo. 
n.s 3. 

Resume y estructura y toma 
nota de las soluciones dadas 
pero no comenta su correc-
ción. 

Encerado. 

Realizar experiencias aleato-
rias de una prueba. 

Completan la hoja de trabajo 
ns 4. 

Organiza la d istr ibución de 
material. Promueve debate, 
observación e interpretación 
de los resultados. 

Monedas, cajas de chinche-
tas, dados normales, dados 
blancos, dados lastrados. 

Intercambio de los resulta-
dos experimentales. 

Una persona de cada grupo 
in fo rma a la c lase de los 
resu l tados de los exper i -
mentos. 

Resume de nuevo y t oma 
nota de resu l tados y los 
compara con las pr imit ivas 
soluciones. 
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de los a lumnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Con ten idos 

E! punto de vista formal. Toman apun tes que serán 
evaluados. 

Presenta explícitamente los 
con ten idos probabi l ís t icos 
que se están utilizando y los 
aplica a la interpretación de 
los prob lemas propuestos. 

Aplicación de los conceptos Realizan en casa la hoja de Corr ige y c o m e n t a en el 
aprendidos. trabajo ne 5. encerado la hoja de trabajo 

n2 5. 

Espacio muestral 
Frecuencia absoluta 
Frecuencia relativa 
Probabi l idad y su re lac ión 
con la frecuencia 
Escala de probabilidad 

Axiomas 1 y 2 de la probabi-
lidad 
Sucesos simples equiproba-
bles y no equiprobables 
Sucesos compuestos 
Regla de Laplace para asig-
nar probabi l idades a suce-
sos equiprobables 
Sesgo en los experimentos. 
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HOJA DE TRABAJO N f i 3 

7. Si lanzas al aire una moneda 100 veces. ¿Cuántas veces esperas que salga 
cara?. ¿Cuál es la probabil idad de obtener cara al lanzar una moneda al aire?. 

2. Si lanzas al aire una chincheta 100 veces. ¿Cuántas veces esperas que caiga 
de punta ?. ¿Cuántas veces esperas que caiga de cabeza?. ¿Cuál es la proba-
bil idad de que al lanzar una chincheta caiga de punta?. ¿Cuál es la probabi l idad 
de que caiga de cabeza?. 

Nota: Caer de punta —> 

Caer de cabeza —> 

3. Si lanzas al aire un dado 24 veces. 

¿Cuántas veces esperas que te salga un 3? 
¿Yun 5? 
¿ Y un ns impar? 
¿Cuál es la probabilidad de obtener un 3? 
¿ Y de obtener un 5? 
¿ Y de obtener un nQ impar? 

4. Imagínate un dado que t iene los s iguientes números en sus caras: 

Lo lanzas al aire 24 veces: 

¿Cuántas veces esperas que te salga un 3? 
¿Yun 5? 
¿Y un 2? 
¿ Y un nB impar? 
¿Cuál es la probabilidad de obtener un 3? 
¿ Y de obtener un 5? 
¿ Y de obtener un 2? 
¿ Y de obtener un número impar? 
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HOJA DE TRABAJO l\ls 4 

7. Lanza una moneda 100 veces y anota los resultados en la columna «recuen-
to» de la tabla: 

Resultado Recuento 
Na esperado 

de veces 
Frecuencia 

absoluta 
Frecuencia 

relativa 

C 

X 

100 100 100 1 

En la columna 'na esperado de veces' escribe los números de caras y de cru-
ces que suponías ibas a obtener, antes de realizar el experimento. (Recuerda tu 
contestación al ejercicio 1 de la hoja de trabajo 3) 

El número de veces que sale cada cara de la moneda es su f recuencia absoluta. 
Si dividimos dicho número por el número total de lanzamientos (en este caso 

100) obtenemos la f recuenc ia re lat iva de este suceso. 
Completa todas las columnas de la tabla. 

2. Lanza al aire una chincheta 100 veces y completa la siguiente tabla como en el 
caso anterior: 

Resultado Recuento 
N2 esperado 

de veces 
Frecuencia 

absoluta 
Frecuencia 

relativa 

A 

l 

100 100 100 1 

3. Vas a jugar al parchís con un amigo.Para poder comenzar a mover la ficha es 
preciso obtener un cinco, pero tu amigo prefiere que se le exija obtener un 3, 
porque piensa que de ese modo t iene ventaja. ¿Tú que opinas? ¿Puedes 
dejarle que comience a mover la ficha cuando le salga el tres, o es preciso que 
los dos juguéis a obtener el mismo número? 

Fíjate en la tabla que te presentamos.Trata de adivinar cuantas veces, aproxi-
madamente, saldrá el 3 y cuantas el 5 si lanzas un dado 24 veces.Escribe este 
número en la columna 'número esperado de veces'. 
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Resultado Recuento 
Frecuencia 

absoluta 
Frecuencia 

relativa 
N 2 esperado 

de veces 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
Total 24 1 24 

Lanza el dado 24 veces y anota los resul tados en la tabla. 
Calcula la f recuencia relativa de obtener 5 y la de obtener 3. ¿Cuál es mayor? 

Completa todas las co lumnas de la tabla. 
Para medi r la mayor o menor posibi l idad de que ocurra un suceso en un expe-

r imento, le as ignamos un número ent re 0 y 1,l lamado su p r o b a b i l i d a d . Asigna-
mos una probabi l idad 0 a un suceso que nunca puede ocurrir,por e jemplo, que 
salga un 7 al lanzar el dado. As ignamos un 1 a un suceso que ocurre s iempre que 
se realiza el exper imento ;por e jemplo, al lanzar la moneda es seguro que saldrá 
cara o cruz. A cualquier ot ro suceso d is t in to del imposib le y del seguro se le asig-
na un numero entre 0 y 1: 

0 1/4 1/2 3/4 seguro 
imposib le probable 

a medias 

¿Cuál de las s iguientes af i rmaciones te parece verdadera cuando lanzamos un 
dado?: 

a) la probabilidad de obtener un 3 es mayor que la de obtener un 6. 
b) la probabilidad de obtener un 6 es mayor que la de obtener un 3. 
c) la probabilidad de obtener un 1 es mayor que la de obtener un 6. 
d) la probabilidad de obtener un 6 es igual que la de obtener un 3. 
e) la probabilidad de obtener un 7 es mayor que 1/2. 
f) la probabilidad de obtener un 7 es menor que 7/2. 

4. a) En 24 t iradas de un dado,¿Cuántas veces piensas que ocurr i rán los resulta-
dos «se is» ,» impar» .Ano ta es tos n ú m e r o s prev is tos en la co lumna « N ú m . 
esperado de veces». 

Resultado Recuento 
N 2 de veces 

obten ido 
Frecuencia 

relativa 
N 2 esperado 

de veces 

seis 

impar 
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b) Lanzar un dado 24 veces. Anotar los resultados de los sucesos «seis» e 
«impar». 

c) Calcula la f recuencia relativa de cada uno de es tos sucesos.¿Cuál es el 
mayor? ¿Cuál es menor? Si rep i tes es te exper imen to ,¿Puedes cambiar 
estos números? 

d) Ordenar de mayor a menor los números : 

0,7, Probabilidad de obtener un seis, Probabilidad de obtener impar. 

5. Lanza el dado que te proporciona el profesor 24 veces (es el dado del ejercicio 
4 de la hoja de trabajo 3). 

Comple ta la tabla: 

Resultado Recuento 
Frecuencia 

absoluta 
Frecuencia 

relativa 
N 2 esperado 

de veces 

1 
2 

3 
4 

5 
6 

Total 24 1 24 

Enumera el conjunto de todos los resultados posibles. Compara entre sí las 
probabi l idades de obtener un 5, un 3 y un 2. 

6. Lanza el dado que te proporciona el profesor 24 veces (dado lastrado). 

Completa la tabla: 

Resultado Recuento 
Frecuencia 

absoluta 
Frecuencia 

relativa 
N2 esperado 

de veces 

1 
2 
3 
4 

5 
6 

Total 24 1 24 

Enumera el conjunto de todos los resultados posible. ¿Notas algo especial en 
es te dado?. 
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HOJA DE TRABAJO 5 

7. Una urna cont iene 100 bolas numeradas 00, 01, 02, 03,..., 99. Se saca una bola 
al azar. Sea X la pr imera e Y la segunda cifra de su número . Determinar las pro-
babil idades de los s igu ientes sucesos compues tos . 

a) X = 3 b) Y * 4 c) X * Y d ) X > Y 
e) X < Y f) X + Y = 9 g) X * Y > 49. 

2. Un club cuenta con 100 socios. A través de un cuest ionar io se conocen los 
datos recogidos en la tabla: 

H O M B R E S MUJERES 

Practican depor te 48 12 

No pract ican depor te 16 24 

Se selecciona una persona al azar. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que se trate de un hombre, una mujer, un practi-
cante de deportes, un no practicante de deportes y un hombre practicante 
de deportes?. 

b) Supuesto que la persona elegida es una mujer. ¿Cuál es la probabilidad de 
que practique deporte?. 
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Foco de a tenc ión 

Ideas de los a lumnos sobre las dos 
leyes de los grandes números. 

Intercambio de las ideas de la clase. 

Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

En grupos, resuelven los problemas de 
la hoja de trabajo n2 6. 

Una persona de cada grupo informa a 
la clase. 

A c t i v i d a d e s 
del p ro feso r 

Presenta la hoja de t raba jo n.2 6. 
Fomenta las respuestas de los alum-
nos pero sin comentar su corrección. 

Resume las respuestas en el encera-
do. 

Realización de exper imentos. Realizar los exper imentos propuestos Explica el concep to de d iagrama de 
en la hoja de trabajo n2 7. barras y de líneas. Construye las hojas 

de registro 3 y 10 de la hoja de trabajo 
7 en el encerado. 

Ideas de los a lumnos sobre las leyes 
de los grandes números después de 
realizar los experimentos. 

Los a lumnos por grupos, han de for-
mular por escrito las leyes que rigen el 
compor tamien to del azar en los ejer-
cicios presentados en las hojas de tra-
bajo 6 y 7. Se discuten en la clase. 

Presenta la pregunta: ¿Qué leyes pue-
den expl icar el c o m p o r t a m i e n t o del 
azar en los ejercicios realizados? 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a lumnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Con ten idos 

El punto de vista formal de Toman apuntes 
las leyes de los g randes 
números. 

Explica los contenidos implí-
citos. Repasa los ejercicios 
de la hoja 6 y 7. 
Explícita y se enfrenta al ses-
go de representatividad y a la 
falacia de jugador. 

Estabil idad de las f recuen-
cias relativas. 
Formulación de la 1§ ley de 
los grandes números. 
Diferencia entre los concep-
tos de probabilidad y l imite 
funcional. 
Compor tamien to «raro» de 
las frecuencias absolutas: 2a 

ley de los grandes números. 

Aplicación de los conceptos Ejercicio para casa: Hoja de C o m e n t a el e je rc ic io para 
estudiados trabajo n2 8. casa, una vez realizado por 

los alumnos 

Fondo editorial de Acceso Libre. UAM Ediciones



118 1 1 4 MATERIALES PARA LA ENSEÑANZA DE LA TEORÍA DE PROBABILIDADES 

HOJA DE TRABAJO INIa 6 

7. En cada ronda de un juego, 20 bolas son distr ibuidas a leator iamente entre 5 
niños: Elena, Pepe, Pedro, Ana y Juan. Cons ideremos dos de las d ist r ibuciones 
posibles: 

II 

Elena 4 4 

Pepe 4 4 

Pedro 5 4 

Ana 4 4 

Juan 3 4 

Si se realiza muchas veces el juego ¿Habrá más resultados del t ipo I o del t ipo II? 

2. La diferencia entre el número de caras y el de cruces de una sucesión de tira-
das de una moneda, a medida que aumenta el número de éstas: 

a) tiende a 0 
b) no tiende a ningún número 
c) tiende a infinito 

3. El coc iente entre el número de caras y el de cruces de una sucesión de tiradas 
de una moneda, a medida que aumenta el número de éstas: 

• a) tiende a 7 
b) no tiende a ningún número 
c) tiende a infinito 

4. Estoy lanzando un dado al aire y anotando las veces que m e sale un «3». Teó-
r icamente, si el dado no está trucado, tengo probabil idad 1/6 de obtener un 
«3». Los datos de mi exper imento son: 

Numero de lanzamientos 120 240 1200 4800 48000 
Número de «3» esperados 20 40 200 800 8000 
frecuencia real del «3» 29 49 177 766 7894 

DIFERENCIA EN VALOR ABS. 9 9 23 34 106 

Es decir que las diferencias entre el número de veces que ha salido el «3» y el 
número de veces que «esperábamos» que saliera t iende a aumentar. Esto es porque: 

a) el dado está trucado 
b) el dado está bien y lo que ocurre se puede explicar por una de 

las leyes del azar. 

(Si calculo la frecuencia relativa veo que tiende a 1/6) 
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5. Si es tamos lanzando una moneda al aire y han salido 3 caras seguidas, en la 
próxima tirada: 

a) es más probable que salga cara 
b) es más probable que salga cruz 
c) es igual de probable que salga cara o cruz 

6. Tenemos una máquina que llena una urna de bolas blancas y negras. La máqui-
na lanza con igual probabi l idad una bola blanca que una negra dent ro de la urna. 
Cuando la máquina lleva func ionando un rato, con tamos las bolas que hay en la 
urna. ¿ Necesar iamente hay el m i s m o número de bolas blancas que de negras 
en la urna? 

7. Le en t regamos a dos niñas, Xiana y Violeta, una cuadrícula 10x10 a cada una y 
les ped imos que decidan lanzando una moneda a cara o cruz si cada casil lero lo 
dejan de blanco o lo pintan de negro. 

La cuadrícula de Xiana queda así: La cuadrícula de Violeta queda así: 

A la vista de ellas, ¿qué opinas? 

a) las dos niñas fueron obedientes y las cuadrículas están con-
feccionadas según las normas dadas 

b) Xiana no tiró la moneda sino que pintó los casilleros para que 
pareciera una trama aleatoria sin serlo 

c) Es Violeta la que hizo trampa 
d) Las dos hicieron trampa, pintando la cuadricula sin tirar la 

moneda 
e) no puedo saber si hicieron trampa o no. 

8. Un borracho está abrazado a una farola y decide volver a casa, pero no se 
acuerda de dónde está su casa ni sabe dónde pone el pie. Decide confiar su 
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camino al azar. Para ello lanza una moneda de peseta y otra de duro al aire. 
Cada lanzamiento de las dos monedas la indica el paso a dar: 

Peseta Duro Paso a dar 

cara cara hacia delante y hacia la izquierda, 

cara cruz hacia delante y hacia la derecha, 

cruz cara hacia atrás y hacia la izquierda. 

cruz cruz hacia atrás y hacia la derecha. 

¿Qué sucederá al cabo de un rato: el borracho estará dando vueltas a la farola 
o se alejará de ella? 
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HOJA DE TRABAJO IMfi 7 

7. Por parejas, lanzar un dado 120 veces. Completar la siguiente tabla. 

X f fr 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

120 1 

f es la frecuencia absoluta 
y f r la frecuencia relativa. 

Cons t ru i r el d iagrama de barras c o r r e s p o n d i e n t e 
¿Cuál sería el d iagrama de barras esperado? . 

2. Cada pareja que reúna los resultados con 
otra pareja y completar la tabla. 

4 5 6 

X f fr 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

240 1 
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Construir el diagrama de barras correspondiente. 

f r 

3. Reunir los resultados de todas las parejas 
en una sola tabla 

Construir el diagrama de barras. 

f r 

4 5 6 

X f fr 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

2 3 4 5 6 1 

¿Que observas en este diagrama que los diferencia de los anteriores? 

4. Antes de lanzar el dado ¿Cuál es la probabilidad teórica de conseguir un «3»? 
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5. Completar la siguiente tabla: 

Núm. de 
lanzamientos. 

12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 

Núm. de 
veces que 
salió el 3 

Frecuencia 
relativa del 3 

6. A partir de la tabla anterior construir un gráfico de líneas: 

fr 

12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132 144 156 168 180 192 204 216 228 240 

7. Traza en el anterior gráfico la línea que representa la probabilidad teórica de 
conseguir un 3 al lanzar un dado. 

8. ¿Observas alguna tendencia en la línea que representa la frecuencia relativa 
del 3?. 

9. ¿Crees que lo que pasa con la frecuencia relativa del 3, pasaría con la frecuen-
cia relativa de obtener el 4? 

10. Completar la siguiente tabla: 

Núm. de lanzamientos 120 240 480 1200 2400 4800 

Frecuencia esperada del 3 

Frecuencia absoluta del 3 

| Fr. esperada - Fr. absoluta | 

Frecuencia relativa del 3 

| Fr. relativa - probabilidad del 3 | 

¿Observas algo raro en esta tabla? 
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HOJA DE TRABAJO Ne 8 

7. Simular el paseo del borracho. Para ello por parejas, completar la siguiente tabla: 

N 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 0 1 0 0 

D 

Donde N es el número de movimientos y D es la distancia en mm. del «borra-
cho medio» a la farola. 

¿Se acerca o se aleja el borracho de la farola?. ¿Por qué sucede esto?. 

2. Carrera con una moneda: 

META META 
OESTE ESTE 

7 - 6 - 5 - 4 - 3 - 2 -1 ( ) 1 2 3 4 5 6 " 

Se coloca una ficha en punto de salida 0. Se lanza una moneda. Si sale cara, la ficha 
avanza un lugar hacia la derecha. Si sale cruz, la ficha avanza un lugar hacia la izquierda. 

Se repite el lanzamiento de la moneda, hasta que la ficha llegue a la meta 
ESTE o a la meta OESTE, que acaba el juego: 

Juega varias veces y completa el siguiente cuadro: 

LLEGA A NQ tiradas Caras Cruces f r caras f r cruces 

Meta ... 

Meta ... 

Meta ... 

Meta ... 

Compara con los resultados de tus compañeros. 

¿Qué observas en las frecuencias relativas? 
¿Qué pasaría si las metas estuvieran más lejos?. 

Relaciona los resultados con las leyes de los grandes números que has estudiado. 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a lumnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Ma te r ia l 

Hacer exp l íc i tos los 
supues tos de los que 
parten los a lumnos en 
las experiencias aleato-
rias de varias pruebas. 

Realizar expe r imen tos 
aleatorios. 

Descr ib i r el resu l tado 
de los e x p e r i m e n t o s . 

Revis ión de las ideas 
originales. 

Los alumnos en grupos discuten 
los problemas de la hoja de trabajo 
n2 9, confección del cartel. 

Una persona de cada grupo infor-
ma a la clase sobre las soluciones. 

Discusión en la clase. Se recogen 
las soluciones dominantes. 

Se dividen en grupos: unos reali-
zan el exper imento 7; otros reali-
zan el exper imento 8; el experi-
mento 9 se realiza con toda la cla-
se. 

Cada grupo elabora un cartel para 
informar a la clase de su experi-
mento. 

Discusión con toda la clase. 

Presenta la hoja de trabajo N.2 9. 
Recorre los grupos fomentando el 
trabajo ordenado. 

Modera la sesión. No crit ica las 
soluciones dadas. 

Modera la sesión. Trata de resumir 
o esquemat i za r las so luc iones 
dominantes y las razones dadas. 

Organiza los grupos y el material. 
Ayuda a los grupos cuando se lo 
pidan. Promueve debate, observa-
ción e interpretación de los resul-
tados. 

Estimula el debate sobre posibles 
modos de mejorar el exper imen-
to. Por ejemplo: en el problema 7, 
¿influye que el 2 f i jugador conozca 
el resultado obtenido por el 1e?. 

Promueve la discusión problema 
por problema. 

Cartas o cartulinas. 
Monedas. 
Dados sin marcar 
caras. 
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de los a lumnos 

Ac t i v i dades 
del p ro fesor Con ten idos 

Ut i l izac ión de recu rsos y 
heur ís t i cos es tad ís t i cos . 
Arboles y caminos. 

Verificación de la validez de 
las técnicas estadísticas. 

Toman notas. 

Toman notas. 

Aplicación de las nuevas ide-
as. 

Revisión del cambio en las 
ideas. 

Resuelven la hoja de trabajo 
10, individualmente. 

Los alumnos individualmen-
te deben escribir sobre las 
diferencias en su compren-
sión de los problemas antes 
y después de la instrucción. 

Presenta los diagramas en 
árbol de los problemas de la 
hoja de trabajo n° 9. 

Relaciona los resu l tados 
ob ten idos de esta manera 
con los resu l tados de los 
exper imentos. Explica con-
tenidos. 

Manda reso lver los e jer-
cicios de la hoja de trabajo 
10 en el encerado. 

Exper ienc ias a leator ias de 
una sola prueba vs de varias 
pruebas. 
Diagramas en árbol. Cami-
nos. 
Sucesos independientes. 
Sucesos dependientes. 
Intersección de sucesos. 
Probabilidad de la intersec-
ción 
Unión de sucesos. 
Probabilidad de la unión. 
Sucesos incompatibles. 
Sucesos compatibles. 
Sucesos contrarios. 
Suma de probabil idades de 
sucesos contrarios. 
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HOJA DE TRABAJO 9 

7. De la urna de abajo se extrae al azar una letra, se t oma nota y se devue lve a la 
urna. Después se repi te el proceso dos veces más. 

¿Qué probabilidad hay de obtener la palabra ANA? 

a a a n n 

2. De la urna anterior se extrae al azar una letra, se t oma nota y no se devue lve a 
la urna. Después se repi te el proceso dos veces más. 

¿Qué probabilidad hay de obtener la palabra ANA? 

3. Los c o n d e n a d o s a m u e r t e en Celofan ia t i enen una ú l t ima pos ib i l idad de 
librarse de la pena. Con los o jos vendados , deben elegir al azar una de las 
t res urnas de abajo y sacar una bola. En el caso de que esta sea blanca, sal-
van su vida. 

¿Cuál es la probabilidad de que se salven? 

4. Hay 9 viajeros en la aduana, de los que 5 son honrados y 4 defraudadores. Un 
aduanero elige a 3 personas para pasar el control . Descubre que los 3 son 
defraudadores. 

¿Cuál es la probabilidad de obtener un resultado tan bueno? 

5. Cada vez que el profesor Freud ve a 7 personas juntas apuesta 100 contra 1 a 
que por la menos 2 de ellas han nacido el m i s m o día de la semana. 

¿Cuál es la probabilidad de que pierda su apuesta? 

6. Cain y Abel t iran al m i s m o t i empo sobre un blanco. Sus probabi l idades de acer-
tar son respec t ivamente 4/5 y 7/10. 

¿ Cuál es la probabilidad de que por lo menos se alcance el blanco una vez? 

7. Se consideran los dados a, b, c, d, cuyas caras aparecen a cont inuación: 
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0 

o 

5 

1 1 1 

5 

5 

El pr imer jugador escoge un dado y el segundo otro (de los tres que quedan). 
Los lanzan y gana el que más puntuación obtenga. 

¿Qué prefieres ser el 1a o el 2ajugador?. ¿Por qué? 

8. Dos jugadores p o n e n 20 .000 p ts cada uno y se las j uegan del s igu ien te 
m o d o : se las l levará el p r imero que gane 6 veces al j uego de lanzar una 
m o n e d a al a i re .Cuando uno de el los va ganando 5 a 3, se t iene que in ter rum-
pir el juego. 

¿Cómo se deben repartir las 40.000 pts? 

9. D isponemos de 3 cartas: una de ellas es negra por ambas caras, otra roja por 
ambas caras y la tercera t iene una cara roja y la otra negra. Se me ten las cartas 
en un sombrero y una mano ¡nocente extrae una de ellas de la que se puede ver 
sólo una de las caras.Supongamos que es roja. Un jugador te ofrece apostar 
cierta suma de dinero contra la m isma cantidad de su parte, apostando él a 
favor de la carta roja-roja. 

¿Te parece una apuesta equitativa? 

10. ¿Cuántas personas se necesitan en un grupo para estar seguros que al 
menos dos de ellas tienen el mismo día de cumpleaños?. 

11. ¿Cuál es la probabilidad de que en una clase de 23 personas, haya al menos 2 
con el mismo día de cumpleaños? 
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PROPUESTA DE EXPERIMENTOS ALEATORIOS 

EXPERIMENTO 7 (Hace referencia al problema 7 de la hoja de trabajo 9) 

Se consti tuyen 3 parejas, cada una de ellas con 4 dados transitivos. Se las per-
mite jugar un rato, el juego. Cada pareja ha de contestar a la pregunta formulada 
y justificarla. 

Luego ha de informar a la clase. Posteriormente, el profesor puede desafiar a 
cualquier alumno a jugar y demostrar que hay una estrategia ganadora. Ha de 
plantear la pregunta: 

¿Influye que el 2Sjugador conozca el resultado obtenido por el 
1a, o sólo el dado que ha escogido el 1S? 

EXPERIMENTO 8 (Hace referencia al problema 8 de la hoja de trabajo 9) 

Se constituyen 10 o más parejas, que parten de la hipótesis de que uno de los 
miembros de la pareja está ganando por 5 a 3. Juegan el juego 16 veces cada 
pareja. Se trata de ver cuantas partidas gana un jugador y cuantas el otro. 

Posteriormente se recogen en una sola tabla los resultados de las 10 parejas. 

Partidas realizadas 16 160 

Partidas ganadas por A 

Partidas ganadas por B 

Probabilidad de ganar A 

Probabilidad de ganar B 

EXPERIMENTO 9 (Hace referencia al problema 9 de la hoja de trabajo 9) 

El profesor extrae 30 veces, cada vez una de las 3 cartas de una bolsa, mos-
trando una de las caras. Los alumnos han de adivinar el color de la otra cara. Un 
alumno, al lado del profesor va anotando el color de la cara oculta y al final mues-
tra a la clase el resultado. 

Se invita a los alumnos que escojan una estrategia para jugar de nuevo el jue-
go (si no se les ocurre, se les proporciona). 

a) Escoger al azar el color de la cara oculta. 
b) Escoger para la cara oculta el mismo color de la cara visible. 
c) Escoger el color contrario. 

De nuevo se repite el juego y se ve cuál estrategia es la ganadora. 
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HOJA DE TRABAJO 10 

7. En un cajón hay 4 calcet ines negros, 6 rojos y 2 blancos. Se extraen dos al azar. 

¿Cuál es la probabilidad de que sean del mismo color? 

2. Se extraen suces ivamente y al azar las 10 letras contenidas en la urna. 

a a a a b b b a a b 

El resul tado de la extracción son palabras que cont ienen 6 letras a y 4 letras b. 

¿Cuál es la probabilidad de obtener la palabra «abbaabaaab»? 

3. Se lanza un dado 6 veces. ¿Cuál es la probabilidad de: 

a) Obtener cada vez un número diferente. 
b) Obtener sólo números impares. 
c) Obtener sólo cincos o seises. 
d) Obtener al menos un cuatro. 

4. Sean X e Y el pr imer y el segundo resultado de lanzar un dado dos veces. Cal-
cular las probabi l idades de los sucesos siguientes: 

a)X = 2 b) Y <4 c) (X = 2) U (Y = 1) 
d) (X < 3) U (Y > 2) e) X + Y = K 
f) X * Y> 18 g) X * Y = 7 

5. Sacamos 2 cartas de una baraja. Probabil idad de obtener : 

a) Dos bastos. 
b) Un basto. 
c) Ningún basto. 
d) Algún basto. 

6. ¿Qué es más probable: obtener al menos « un seis» al tirar un dado 4 veces, u 
obtener al menos « un doble seis», al tirar 2 dados 24 veces? 

7. Se lanzan cuatro dados. Si sale « 6 « en alguno de ellos gano; sino, pierdo. 

¿Tengo ventaja? 
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UNIDAD 5 

Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Ma te r ia l 

Razonamiento estadís-
t ico in tu i t i vo de los 
alumnos. 

Los alumnos en grupos discuten 
los problemas de la hoja de trabajo 
n° 11, confección del cartel. 

Una persona de cada grupo infor-
ma a la clase sobre las soluciones. 

Presenta la hoja de trabajo. 
Recorre los grupos fomentando el 
trabajo ordenado. 

Modera la sesión. No critica las solu-
ciones dadas. 

Realización de s imula-
ciones por los alumnos. 

Describir el proceso y el 
resultado de la simula-
ción. 

Discusión en la clase. Se recogen 
las soluciones dominantes. 

Los a lumnos han de ref lexionar 
sobre cómo simular el problema, 
proponer una s imulación y reali-
zarla. 

Cada grupo informa a la clase de 
cómo simuló el problema respec-
tivo y el resultado. 

Modera la sesión. Trata de resumir 
o esquematizar las soluciones domi-
nantes y las razones dadas. 

Propone que se simulen los ejer- Dados normales, 
cicios 7, 8, 9, 11, por parejas o por Tarjetas, 
trios. Monedas. 

Bolas en urnas. 

Est imula el debate sobre c ó m o 
ampliar o realizar de otro modo la 
simulación. 
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Foco de a tenc ión A c t i v i d a d e s 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Con ten idos 

Análisis teór ico de los pro- Toman notas, 
blemas propuestos. 

Resuelve los problemas de la Tamaño de la muestra. 

Verificación de la validez de 
las técnicas estadísticas. 

Aplicación de las nuevas ide-
as. 

Toman notas. 

En g rupos , los a l u m n o s 
resuelven la hoja 12. - Discu-
sión en la clase. 

hoja 11. Comenta la utilidad 
de las simulaciones. 

Relaciona los resu l tados 
teóricos con los experimen-
tales. 

Modera la sesión. 
Reflexiona sobre los proble-
mas de la hoja 12. 

Distribución binomial. 
Regresión a la media. 
Independencia estocàst ica. 
Heur ís t i cos y sesgos del 
razonamiento probabilistico. 
Números aleatorios. 
Simulación. 
Método de Montecarlo. 
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HOJA DE TRABAJO 1 1 

1. El número m á x i m o de cabel los que t iene una persona es 500000; el número 
de habi tantes de Madr id es 3000000, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 
2 habitantes de Madrid tengan el mismo número de cabellos? 

2. Cons ideremos la letra r. ¿Es más probable que r aparezca en la primera posi-
ción de una palabra o en la tercera posición? Verifica una. Tu es t imac ión para la 
proporción de esos dos valores es... 

3. Considera los s iguientes cuadros 

A B 
XXXXXXXXXX XX 
XXXXXXXXXX XX 
XXXXXXXXXX XX 

XX 
XX 
XX 

¿En cuál de los cuadros hay más fo rmas posibles para pasar de la pr imera fila 
a la úl t ima, sabiendo que desde una x cualquiera de una fila puedes saltar a cual-
quier x de la fila inmed ia tamente inferior? 

-En A 
-En B 
-El mismo número 

4. En una cierta ciudad hay dos matern idades. En la mayor nacen aproximada-
men te 45 bebés por día y en la menor 15. C o m o sabes, más o menos el 5 0 % 
de los recién nacidos son niños aunque el porcentaje exacto de niños varía de 
un día a otro. Durante un año entero cada matern idad registró los días en los 
que más del 6 0 % de los recién nacidos fueron niños. ¿Qué maternidad regis-
tró más días de éstos?: 

-La mayor 
-La menor 
-Las dos maternidades registraron aproximadamente el mismo 
número de días 

5. Si se extrae una muest ra de 100 personas ¿Qué es más probable? 

a) Que esté constituida por 53 hombres y 47 mujeres 
b) Que esté constituida por 50 hombres y 50 mujeres 

6. Hemos lanzado 1000 veces la moneda al aire y han salido 550 caras y 450 cruces. 
Si t i ramos la misma moneda otras 1000 veces, lo más probable es que 

a) salgan menos de 550 caras 
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b) salgan 550 caras o más 
c) es igual de probable el suceso a) que el b) 

7. 3 cazadores m u y hábiles hacen blanco a cada tiro. Se da suelta s imul tánea-
m e n t e a seis p ichones; cada cazador dispara una vez. ¿Cuántos pichones que-
dan vivos por término medio? 

8. 27 exploradores están perdidos en una cue-
va de la que parten 3 caminos. Uno de ellos 
lleva al exterior en una hora. Los dos restan-
tes no t ienen salida: si ent ran por uno de 
ellos, vuelven a la cueva en dos días; si lo 
hacen por otro, vuelven en t res días. C o m o 
no llevan ninguna luz y la cueva está oscura y 
l lena de obs tácu los , e l igen, cada vez que 
hacen un in ten to de salir, uno de los t res 
caminos al azar. 

Si sólo t ienen comida y agua para sobrevivir durante m e n o s de seis días, 
¿cuántos de los 27 exploradores crees que lograrán salir de la cueva? 

¿Cuántos se salvarían si hubiese 54 exploradores?¿Ysi hubiese 18? 
Si hubiera un número cualquiera de exploradores, ¿qué proporción de ellos 

crees que se salvaría? 
Si tuvieran a l imentos para subsist ir indef in idamente, ¿crees que se salvarían 

todos los exploradores? 

9. Tenemos 4 tar jetas, cada una de las cuales t iene una letra por el anverso y un 
n ú m e r o por el reverso . Se co locan enc ima de una mesa de la s igu ien te 
manera: 

0 

Se puede asegurar que si en el anverso hay una vocal entonces en el reverso 
hay un número par. Admi t iendo esto: 

¿Cuál es la probabilidad de que detrás de A haya un impar? 
¿Cuál es la probabilidad de que detrás de 5 haya una consonante? 
¿Cuál es la probabilidad de que detrás de B haya un par? 
¿Cuál es la probabilidad de que detrás de 2 haya una vocal? 

10. La posibi l idad de no morir en un accidente de coche es del 9 9 % , la de no 
morir en un accidente domés t i co es del 9 8 % , la de l ibrarnos de una en fe rme-
dad pu lmonar es del 9 5 % , la de librarnos de la locura es del 9 0 % , la de librar-
nos de un cáncer es del 8 0 % y la de librarnos de una en fe rmedad del corazón 
es del 7 5 % . Estima la posibi l idad de que una persona no padezca ninguna de 
estas desgracias. 
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11. ¿Cuál es la probabilidad de que entre 6 nacimientos 3 sean mujeres: 

• 3/6 
• 20/64 
• 1/8 

12. a) Hay quién dice que, genera lmente , los hombres t ienen mas hermanas que 
las mu jeres y que las mu jeres t ienen mas hermanos varones que los hom-
bres t ienen. Es decir que una chica, si t iene hermanos, genera lmente t iene 
mas hermanos varones que hermanos mujeres; en cambio, un chico, si t iene 
hermanos, suele tener mas hermanos mujeres que hermanos varones ¿Cre-
es que esto es cierto? 

b) A lgu ien ha lanzado al aire una moneda varias veces y ha ido anotando el 
número de caras y el de cruces. Tú sólo has v is to que una de las veces salió 
«cara» ¿Puedes afirmar que en el resto de los lanzamientos hay más «cru-
ces» que «caras»? 

13. En la prensa apareció el s igu iente anuncio del que sup r im imos el nombre del 
producto: « Presentamos la solución a su problema de obesidad: de todos los 
compradores del p roducto XXXX sólo el 3 % quedó insat is fecho y pidió la 
devoluc ión de su importe. Decídase Ud. a probarlo. No se arrepentirá». Supo-
niendo que esta información es cierta ¿podemos afirmar con seguridad que 
este producto es eficaz? 

¿Qué porcentaje de los compradores quedó satisfecho de su 
compra? 
¿ Que probabilidad tienes de que si compras el producto quedes 
satisfecho? 

14. La puntuación media global en matemát icas en un distr i to escolar grande era 
400. Si 5 estudiantes fueron a leator iamente selecc ionados del distr i to y las 
puntuac iones respect ivas en matemát icas de 4 de el los fueron 380, 420, 400 
y 600 ¿Cual sería la puntuación esperada para el 5B estudiante? 
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HOJA DE TRABAJO 12 

7. Imagina que eres un explorador que ha l legado a una isla desconocida en el 
Pacífico Sur. Encuentras varios animales, personas y objetos que te resultan 
desconocidos. Observas las propiedades de tus «muest ras» y haces conjetu-
ras acerca de si esas propiedades serían iguales en otros animales, personas y 
ob je tos del m i s m o t ipo. 

Suponte que encuent ras un pájaro nuevo, el piorrón. Es azul de color. ¿Qué 
porcentaje de piorrones esperas que sean azules? ¿Porqué? 

Suponte que el piorrón que encuentras anida en un eucal iptus, una clase 
de árboles que es m u y común en la isla. ¿Qué porcentaje de todos los piorro-
nes en la isla crees tú que anida en los eucaliptus? ¿Porqué? 

Suponte que encuent ras un nativo que es m iembro de una tr ibu que él lla-
ma los Barratos. Es gordo. ¿Qué porcentaje de todos los hombres Barratos 
crees que serán gordos? ¿Porqué? 

Suponte que el hombre es de color marrón. ¿Qué porcentaje de los hom-
bres Barratos esperas que sean marrones (como opuestos a negros, blancos, 
rojos o amarillos)? ¿Porqué? 

Suponte que el c ientí f ico de la expedic ión descubre un e lemen to muy raro 
l lamado f lor id ium. Este e lemento calentado a muy alta tempera tura arde con 
una llama verde. ¿Qué porcentaje de todas las muestras de floridium encon-
tradas en la isla esperas que ardan con una llama verde? 

Suponte que la muest ra de f lor id ium conduce la electr icidad. ¿Qué porcen-
taje de todas las muestras de floridium encontradas en la isla esperas que con-
duzcan la electricidad? 

2. Resuelve el problema anterior pero supon iendo que encuentras tres ejempla-
res de piorrones, que son azules y anidan en eucal iptus los tres; encuentras 
t res hombres nat ivos que son gordos y de color marrón, los tres; y encuentras 
t res muest ras de f lor id ium que arden con llama verde y conducen la electrici-
dad, las t res muest ras . 

3. Resuelve el m i s m o ejercicio pero ahora suponiendo que encuentras 20 e jem-
plares de cada ( piorrones, nativos y f lor idium). 

4. Juan es un hombre de 33 años, muy reservado e introvertido, s iempre servicial 
pero con poco interés por la gente o por el mundo real. Con un carácter tranqui-
lo y ordenado, necesita el orden y la estructura y es muy met iculoso. 

Ordena las s igu ientes ocupaciones de más probable a m e n o s probable, 
c o m o profes ión de Juan: agricultor, vendedor, pi loto de líneas aéreas, bibliote-
cario, médico. 

¿Qué criterio sigues, o en qué te basas para hacer la clasificación? 

5. Durante las vacaciones, Luis decidió viajar hasta Vigo para visitar a algunos de 
sus par ientes y amigos. Poco después de Benavente, paró en una gasolinera y 
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entró en la t ienda para comprar un mapa de carreteras. Allí, en una esquina, 
había dos máquinas tragaperras. Luis las había v is to muchas veces, pero nun-
ca había jugado con ninguna. Fué hacia ellas, y es tuvo examinándolas, t ratando 
de imaginar c ó m o funcionaban. Un anciano que estaba sentado cerca de las 
máquinas le habló. «No hay n ingún s is tema para ganar con estas máquinas. Es 
cuest ión de suer te. Usted ponga una moneda, t ire de la palanca y tenga espe-
ranzas de ganar. Pero dé jeme decir le algo: en algunas máquinas, es más fácil 
perder que en otras. Esto es porque los dueños pueden cambiar les el meca-
n ismo de manera que se pierde más fác i lmente . ¿Ve esas dos máquinas? La 
de la izquierda le da a us ted alguna opor tun idad de ganar, pero en la de la dere-
cha perderá m u c h o más f recuen temen te . Hágame caso, he es tado jugando 
con ellas durante años». El anciano se levantó y salió de la gasol inera. 

Luis es taba m u y in t r igado d e s p u é s de es ta c o n v e r s a c i ó n por las dos 
máquinas tragaperras, así que jugó con la máquina de la izquierda un par de 
m i n u t o s . Perd ió a p r o x i m a d a m e n t e el d o b l e de v e c e s de las q u e ganó . 
«Humm. . .» -se di jo-»El h o m b r e di jo que había posib i l idades de ganar en la 
máquina de la izquierda. Debía de estar equivocado». Entonces probó a jugar 
otro par de minu tos con la máquina de la derecha y te rm inó ganando más 
veces que perdió. Luis conc luyó que el hombre estaba equ ivocado sobre las 
probabi l idades de ganar en las máquinas y que verdaderamente , la máquina 
de la derecha daba más premios que la de la izquierda. 

Comenta las conc lus iones de Luis y su razonamiento. ¿Estás de acuerdo 
con él? Explica tu respuesta. 

6. La famil ia Suarez había decid ido hace m u c h o t i empo que a la hora de cambiar 
su coche se comprarían lo que ellos l lamaban «uno de esos coches suecos 
sól idos, seguros y const ru idos para durar», un Volvo o un Saab. Se les acaba 
de estropear de f in i t i vamente el v iejo coche y necesi tan con urgencia uno nue-
vo. Así que ráp idamente consiguieron la revista Informe del consumidor donde 
encontraron que los exper tos consideraban ambos coches c o m o m u y buenos, 
aunque el Volvo quizá destacaba en a lgunos aspectos. A d e m á s los lectores de 
Informe del consumidor que poseían un Volvo se quejaban en m e n o s cartas de 
prob lemas mecán icos que los dueños de un Saab. Estaban a punto de ir a 
comprar un Volvo cuando recordaron que dos amigos suyos tenían un Saab y 
otro tenía un Volvo. El señor Suarez los l lamó, y los dos poseedores de un Saab 
le comenta ron que habían ten ido pequeños problemas mecán icos pero nada 
serio. El dueño del Volvo exp lo tó cuando le preguntó sobre su coche: «Prime-
ro el... inyector in format izado de gasoil se est ropeó: fueron 25000 pts. Des-
pués fue la caja de cambios. Hubo que cambiarla. Después la t ransmis ión y el 
embrague. Al final, lo vendí con t res años.» 

Dado que los Suarez van a comprarse hoy un Volvo o un Saab, ¿qué coche 
crees que deberían elegir? ¿Por qué? 

7. David es un estud iante de COU que está planif icando su ingreso en la Univer-
sidad. Tiene un exped ien te académico exce lente en el Bachi l lerato, y ha sido 
admi t i do en los dos cen t ros de es tud io que sol ic i tó: un pequeño Ins t i tu to 
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Superior de Ar tes y una Universidad. A m b o s centros están bastante igualados 
en cuanto al prestigio y al costo de los estudios y están situados en atractivas 
ciudades de la costa, a distancias similares de su casa. David t iene amigos 
mayores que él en ambos sit ios, todos estudiantes bril lantes como David y con 
intereses similares. Los amigos del inst i tuto de artes le comentaron que a ellos 
les gustaba mucho el sitio, y que lo encontraban muy interesante. Los amigos 
en la Universidad le di jeron que tenían muchas quejas tanto a nivel personal 
c o m o con respecto a la educación. David pensó inicialmente en ir a la Escuela 
de Ar tes liberales pero después decidió que visitaría ambos sitios antes. No le 
gus tó lo que vió en la Escuela de Artes: algunas de las personas que conoció le 
parecieron frías y desagradables; un profesor con el que coincidió b revemente 
le pareció áspero y poco competente ; y no le gustó el ambiente del campus. 
Pero sí le gustó lo que vió en la Universidad: algunas personas que conoció 
parecían vitales, entusiastas, agradables; conoció a dos profesores que pusie-
ron un interés personal en él; y volvió a casa con una agradable impresión del 
campus. 

¿Qué escuela debería escoger David, y por qué? Intenta analizar los argu-
men tos de ambos lados, y explica cuáles de ellos son más fuertes. 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro fesor Ma te r ia l 

Ideas intu i t ivas de los 
a lumnos sobre el con-
cep to de esperanza 
ma temá t i ca y la t oma 
de decisiones con ries-
go. 

Intercambio de las ide-
as de los alumnos. 

Realización de s imula-
c iones y exper iencias. 

Revisión de las ideas de 
los alumnos. 

En grupos, resuelven la hoja de 
trabajo 13. 

Una persona de cada grupo infor-
ma a la clase y luego hay discusión 
general. 

En grupos, resuelven la hoja de 
trabajo 14. 

Discuten y exponen sus cambios 
de ideas, debido al resultado de 
las simulaciones. 

Presenta la hoja de trabajo 13. Urna con 2 bolas blan-
Fomen ta las respues tas de los cas y 3 negras, 
alumnos sin comentar su correc-
ción. 

Resume las respuestas y sintetiza 
las ¡deas compar t i das por los 
alumnos. 

Presenta la hoja de trabajo n.Q 14. 
Reparte el material. 

Fomenta la discusión y la explica-
ción de los cambios en las ideas. 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro fesor Con ten idos 

Los conceptos formales de 
variable aleatoria, esperanza 
matemática, varianza. 

Toman apuntes. Explica los contenidos, repa-
sando los ejercic ios de las 
hojas de t raba jo 13 y 14. 
C o m e n t a el c o n c e p t o de 
juego equ i ta t i vo y la aver-
s ión por el r iesgo, c o m o 
conducta sistemática de los 
sujetos. 

Aplicación de los conceptos 
estudiados. 

Ejercicios para casa: la hoja 
de trabajo 15, resuelta indivi-
dualmente. 

Resuelve los ejercicios para 
casa, una vez realizados por 
los alumnos. 

Variable aleatoria. 
Distribución de probabilidad. 
Esperanza matemática. 
Criterio de decisión Bayes. 
Juegos equitativos. 

La esperanza matemática es 
un operador lineal 
E(X+Y)=E(X)+E(Y) s iempre. -
E(X*Y)=E(X)*E(Y) cuando X 
e Y son independientes. 

La varianza, la desv iac ión 
típica. 

c2 = E[X2] -
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HOJA DE TRABAJO 13 

7. Carmen y Daniel han inventado un juego de dados con las s igu ientes reglas: 
Lanzan dos dados consecu t i vamente y calculan la di ferencias de puntos entre 
el mayor y el menor : 

- Si resulta una diferencia de 0,l,o 2, entonces Carmen gana una ficha. 
- Si resulta 3,4, o 5, es Daniel quien gana una ficha. 

El juego comienza con un total de 20 f ichas y termina cuando no quedan 
más ¿Te parece que este juego es equitativo? Si tuvieras que jugar ¿Cuál juga-
dor preferirías ser? 

2. Se cambian las reglas del juego anterior del s iguiente modo : 

- Si resulta una diferencia de 0,1,6 2 entonces Carmen gana una ficha. 
- Si resulta una diferencia de 3,4, ó 5 entonces Daniel gana dos fichas. 

¿Te parece que este juego es equitativo? Si tuvieras que jugar ¿Cuál juga-
dor preferirías ser? 

3. Abel posee un capital de 1000.000 pts, mientras que Caín de 100.000.000 pts.Éste 
propone el siguiente juego: Se lanza una moneda, si se obt iene cara, Abel pierde 
1.000.000, y si sale cruz, gana 10.000.000. ¿Crees que Abel debe jugar? 

4. Caín que es agen te de seguros , p ropone a Abe l que asegu re su capi ta l , 
que es de 1 .000 .000 pts, con una póliza anual que só lo cues ta 1.000 pts . 
La probab i l idad de que el capi ta l de Abe l se des t ruya (por robo, o por pér-
dida, o cua lqu ier ot ra causa) es de 0 ,0005 ¿Crees que Abel debe asegurar 
su capital? 

5. Cons ideremos una clínica que analiza sangre en busca de una en fe rmedad que 
se sabe afecta a una persona de cada 100. Los pacientes acuden a la clínica en 
grupos de 50 y el director se pregunta si en vez de analizar de cada uno por 
separado, no le saldría más a cuenta mezclar las 50 muest ras y analizarlas en 
conjunto. Si la muest ra total da negat ivo, podría declarar sanos a los 50, y en 
caso contrar io habría de analizar la sangre de cada m i e m b r o del g rupo por 
separado. ¿Cuál es el número esperado de análisis que habría que realizar en 
caso que se decidiera adoptar este procedimiento? 

6. Una urna cont iene 2 bolas blancas y 3 negras. Se extraen las bolas una tras 
otra sin reposición, por cada bola blanca el jugador recibe 1 pts; por cada bola 
negra paga 1 pts. El juego es, ev iden temente , perjudicial, pues el jugador pier-
de en cada partida 1 p ts .Supongamos que el jugador puede detener el juego 
cuando quiera. ¿Cuál es entonces, la mejor estrategia y cual es el valor espera-
do de la ganancia? 
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HOJA DE TRABAJO 14 

7. Practica con un compañero 5 veces el juego 1) de la hoja de trabajo anterior y 
anota los resul tados en una tabla c o m o la s iguiente: 

Diferencia de 
puntos Recuento Núm. de veces Frecuencia relativa 

gana C 0 

1 

2 

gana D 3 

4 

5 

Total de lanzamientos 100 

A la vista de es tos resultados, ¿confirmas tu primera opinión sobre si tu juego 
es justo o no? 

2. Contesta a las s iguientes cuest iones: 

a) Enumera todos los resul tados posibles que puedes obtener al lanzar dos 
dados. 

b) Los sucesos s imples que componen el suceso 

A= «La diferencia de puntos es 5» son los siguientes: 
A={(1,6),(6,1)} 

Enumera todos los e lementos de los s iguientes sucesos: 

B-»La diferencia es 4 puntos» 
C=»La diferencia es 3 puntos» 
D=»La diferencia es 2 puntos» 
E=»La diferencia es 7 punto» 
F=»La diferencia es 0 puntos» 

c) Enumera los e lemen tos que componen los s iguientes sucesos: 

6 U C ; B u F ; E u D . 

d) Expresa el suceso «gana Carmen»como unión de alguno de los sucesos A, 
B, C, E, F. 

e) Expresa el suceso «gana Daniel» como unión de alguno de los sucesos citados. 
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f) Asignar una probabi l idad a los sucesos siguientes: 

«La diferencia de puntos es 0» 
«La diferencia de puntos es 1» 
«La diferencia de puntos es 2» 

g) ¿Cual es la probabilidad de que Carmen gane el juego? 

h) ¿ Cuál es la probabilidad de que Daniel gane el juego ? 

3. ¿Que relación hay entre las probabilidades que se calculan en f) y en g) ¿Por 
qué hay esa relación ? 

4. Con la modi f icación de las reglas que se propone en el ejercicio 2 de la hoja de 
trabajo anterior, el juego se convier te en equitat ivo, ¿Por qué? 

5. Te proponen practicar un juego con las s iguientes reglas: 

• Lanzar 3 monedas; 
• Si salen 2 caras o 2 cruces entonces gana A una ficha; 
• Si salen 3 caras o 3 cruces entonces gana B una ficha; 
• Repetir hasta agotar las 20 fichas con que se comienza el juego; 
• Gana el jugador que consigue más fichas. 

¿Prefieres ser el jugador A o el B? Razona la respuesta. Si no estás seguro 
practica este juego con un compañero 5 veces. 

Enumera todos los resultados e lementa les dist intos que han ocurr ido. ¿Son 
todos los posibles o existe alguno más?. 

Cuenta el número de veces que ha ocurr ido cada suceso y const ruye un dia-
grama de barras para representar los resultados. 

6. Comprobar la estrategia de cada uno, s imulando el ejercicio 6 de la hoja de tra-
bajo anterior. 
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HOJA DE TRABAJO 1 5 

7. Se lanza 3 veces una moneda. El resultado C supone ganar. Def ine la distr ibu-
ción de probabil idad de la variable aleatoria ganancia y represéntala en un his-
tograma. 

2. Calcula el valor esperado y la varianza de la variable aleatoria anterior. 

3. Se lanza dos veces un dado normal. Sobre esa experiencia aleatoria se pueden 
def inir d i ferentes variables por e jemplo: 

X: número obtenido en el 1er lanzamiento. 

Y: suma de los números obtenidos en el 1er lanzamiento y en el 2S lan-
zamiento. 

Def ine tú, otras 5 variables aleatorias d i ferentes a X e Y. 

4. Calcula el espacio muestral , la distr ibución de probabil idad, el histograma y el 
valor esperado de la variable Y. 
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UNIDAD 7 

Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r Con ten idos 

Introducción a la distri-
buc ión b inomia l con 
una actividad probabilis-
tica estándar: el lanza-
miento de monedas. 

Realizan ind iv idualmente la hoja 
de trabajo 16. 

Realizan en grupo el exper imento 
para tener masa de datos pero 
luego cada uno t rabaja por su 
cuenta. Cada alumno debe llegar 
hasta donde pueda en la realiza-
ción del trabajo. 

Debaten y comparan los resulta-
dos conseguidos. 

Anima a que los a lumnos hagan 
predicciones. 

Controla la realización del experi-
mento. 

Modera el debate. Presenta la dis-
tr ibución binomial como el modelo 
teórico. 

Presentación de la dis- Toman apuntes, 
tribución binomial. 

Apl icación de los nue-
vos c o n c e p t o s a una 
tarea donde P(éxito) ^ 
0,5. 

Basándose en la hoja de trabajo Distribución de proba-

Realizan ind iv idua lmente la hoja 
de trabajo 17. 

16, explica los contenidos corres-
pondientes. 

Controla la puesta en común de 
los resultados y marca las seme-
janzas y diferencias de la tarea con 
ch inche tas y de la tarea con 
monedas. 

bilidad discreta. 
Distribución de proba-
bilidad binomial. 
Media de la binomial. 
Varianza de la b ino-
mial. 
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Foco c(e a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro fesor Mate r ia l 

Utilización de la distribución Realizan en grupos la hoja 
binomial en situaciones coti- de trabajo 18. 
dianas de toma de decisio-
nes. 

Presenta los disposi t ivos o 
aparatos de simulación: 
- Dados. 
- Tablas de nos aleatorios. 
- Ordenador. 

Explica las técnicas de simu-
lación. 

Dados Icosaédricos. 
Tabla de números aleatorios. 
Ordenador con un programa 
de hoja de cálculo. 

Ut i l idad y me todo log ía de Puesta en c o m ú n de los 
las simulaciones. resultados conseguidos. 

Interpreta los resul tados. -
Los relaciona con la distribu-
ción binomial. 
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HOJA DE TRABAJO N9 16 

7. Escribe tu conjetura o predicción de los s igu ientes sucesos: 

Si lanzas 6 monedas, ¿Cuál es la probabilidad de que consigas: 

a) Seis caras. 
b) Cinco caras. 
c) Cuatro caras. 
d) Tres caras. 

2. Realiza el s iguiente exper imento en grupos de seis a lumnos: 

Lanzad 6 monedas. Registrad el número de caras. Repetid el lanzamiento 
de las seis monedas, 50 veces. Usad los datos conseguidos para responder 
cada una de las s iguientes cuest iones: 

a) ¿Cuál es la probabilidad de conseguir seis caras?. ¿Cinco caras?. 
¿Cuatro caras?. ¿Tres caras?. ¿Dos caras?. ¿Una cara?. ¿Cero 
caras?. 

b) ¿Cuál es la probabilidad de conseguir al menos una cara?. ¿Al 
menos dos caras?. 

3. Desarrolla un mode lo matemát ico para encontrar la probabil idad teórica de los 
resul tados de lanzar 6 monedas al aire: Pr imero haz una lista de todos los resul-
tados posibles al lanzar 6 monedas; Segundo, de termina una manera de asig-
nar una probabil idad a cada resultado. 

• ¿Cuál es la probabilidad teórica para conseguir al menos una 
cara?. ¿Al menos dos caras?. 

• ¿Cuáles son las ideas de las que partes para establecer tu 
modelo matemático?. 

4. Compara las probabil idades empír icas o exper imenta les del ejercicio 2) con las 
probabi l idades teóricas del ejercicio 3). ¿Coinciden: mucho o poco?. 

Haz un gráfico para comparar las probabi l idades exper imenta les (observa-
das) de cero caras, una cara,..., seis caras, en 50 tandas de lanzamientos de 6 
monedas, con las probabil idades teóricas. 

5. ¿Cuáles fueron las ideas de las que partiste al realizar el experimento de lanzar 
6 monedas al aire?. ¿Cambias tus predicciones hechas en el ejercicio V?. ¿Por 
qué?. 

6. Comenta cualquier observación o reacción que se te ocurra en relación a esta 
act ividad que acabas de realizar. 

7. Compara tus resultados con los conseguidos por tus compañeros. 
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HOJA DE TRABAJO l\l& 1 7 

7. a) Escribe tu conjetura o predicción para la probabil idad de que una chincheta 
caiga de cabeza, cuando la lanzas al aire. 

b) Lanza una chincheta al aire 75 veces y anota las veces que cae de cabeza y 
las veces que cae de punta. 

c) En base a los datos exper imenta les, calcula la probabil idad de que una chin-
cheta caiga de cabeza y la probabil idad de que caiga de punta. 

2. Haz esta parte de la actividad en grupo de 3 personas: cada a lumno del grupo 
ha de tener una chincheta de di ferente color. Usa las probabil idades calculadas 
en el ejercicio 1) para determinar las probabil idades de que: 

i) La chincheta roja caiga de cabeza, 
¡i) La chincheta azul caiga de cabeza, 
iii) La chincheta dorada caiga de cabeza. 

Lanzad las 3 chinchetas juntas y registrad resultados. Antes de realizar este 
exper imento, escribe tu predicción para cada una de las siguientes probabil idades: 

a) Todas las chinchetas caen de cabeza. 
b) Ninguna chincheta cae de cabeza 

(¿hay otro modo de expresar este mismo suceso?) 
c) Al menos una chincheta cae de cabeza. 

(¿hay otro modo de expresar este mismo suceso?) 
d) La chincheta roja cae de cabeza. 
e) Dos chinchetas caen de cabeza y una cae de punta. 

Lanzad ahora las 3 chinchetas juntas, 60 veces. Registrad los datos como ter-
nas, por e jemplo C P P significa chincheta roja cae de cabeza, chincheta azul y 
chincheta dorada caen de punta. 

Usa los datos que habéis reunido para calcular las probabil idades exper imen-
tales a), b), c), d), e), de es te ejercicio. Compara estos cálculos a tus predicciones 
anter iores. ¿Alguna sorpresa? ¿Que ideas tenías al hacer el experimento?, ¿Que 
ideas tienes para mejorar este experimento? 

3. a) Desarrolla un mode lo matemát ico para asignar probabil idades teóricas a los 
resultados de este exper imento: pr imero lista todos los posibles resultados 
del exper imento ; después, diseña un modo de asignar una probabil idad a 
cada resultado. 

b) Usa tus datos obtenidos en el ejercicio 2) para determinar las probabilidades 
experimentales de cada uno de los resultados que acabas de listar en 3a). 
Compara esas probabilidades empíricas con las probabilidades teóricas dadas 
por tu modelo matemát ico. Haz un gráfico para comparar tus probabilidades 
experimentales con las probabilidades teóricas. ¿Se parecen los 2 gráficos? 
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c) ¿De que ideas o hipótesis has partido para diseñar el modelo matemático?. 
¿El modelo para el experimento con chinchetas difiere del modelo para el 
experimento con monedas?. ¿En que sentido difiere, si es que difiere?. 
¿Hay algún parecido entre ambos experimentos? 

4. Comenta cualquier observación, reacción o cuest ión que tengas en relación a 
esta actividad. 

5. Compara tus resultados con los conseguidos por tus compañeros . 

HOJA DE TRABAJO N f i 1 8 

7. Suponte que estás s iguiendo un curso de estadíst ica y t ienes un examen cada 
semana de 10 preguntas. Tu media, durante los meses que llevas s iguiendo el 
curso, es de 6 contestac iones correctas. La úl t ima semana, tú has estudiado 
con un amigo y conseguis te 9 contestac iones correctas. ¿Te ayudó el estudiar 
con un amigo? 

2. Suponte que Ana, una amiga tuya jugadora de baloncesto, te dice que con su 
viejo m é t o d o de tirar t i ros libres, t iene un porcentaje de acierto de 6 0 % . Le 
acaban de enseñar un mé todo nuevo de tirar y con él ha conseguido 9 canas-
tas en sus 10 pr imeros lanzamientos. ¿Debería aceptar que el método nuevo 
realmente es mejor que el viejo? 

3. Diseña un exper imento con dados que te permi tan s imular el ejercicio 2). 

4. Usa una tabla de números aleatorios, para realizar la m isma simulación. 

5. Desarrolla y usa un programa de ordenador con un generador de números ale-
ator ios para realizar el expe r imen to 1000 veces y calcular el porcentaje de 
ensayos con éxitos. 

6. ¿Hay alguna distribución de probabilidad teórica que se puede usar para calcu-
lar el porcentaje de ensayos con éxito, sin necesidad de experimentación?. 
¿Cómo se haría? 

7. A la vista de los resultados que has obtenido. ¿Podrías aconsejar a Ana? 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro fesor 

Con ten idos 

Presentar la d is t r ibu-
ción normal como una 
ap rox imac ión de la 
b inomial que agiliza el 
cálculo de probabi l ida-
des. 

Definición formal de la 
distribución normal. 

Realizan la hoja de trabajo 19 
en grupos. 
- Hay una puesta en c o m ú n 
para discutir resultados. 

Toman apuntes. 

Modera la puesta en común. 

Presenta la normal , aprove-
chando los e jerc ic ios 5 y 6, 
como una distribución continua 
que permite aproximar una dis-
tr ibución binomial con n gran-
de. Usa la aproximación normal 
para resolver los e jerc ic ios 
1,2,3,4. 

Distr ibución de probabil idad 
continua. Ecuación de la fun-
ción de dens idad norma l 
aprovechando los ejercicios 7 
y 8. Propiedades de la curva 
normal. N(0,1) y N(|i,o). Tipifi-
cación de variables aleatorias. 
Interpretación de las probabi-
lidades de los sucesos: 
Z < z 
Z > z 
|z| < z 
|Z ¡ > z 
en términos de áreas, donde 
Z está tipificada: 
p< z| < 1 ) = 0.6827 
p< z < 2 ) = 0.9515 
P( I z| < 3 ) = 0.9973 

- Distribución normal. 
- Ejemplos reales de distribu-
ciones normales. 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r 

Cálculo de probabi l idades en la 
Normal (0,1) y en la Normal (|a,c). 
Manejo de tablas. 
Ap l icac ión del t e o r e m a centra l 
del límite. 

Resuelven individualmente la hoja 
de trabajo 20. 
Hay una puesta en común. 

Corrigen la hoja de trabajo 20 

Introducción a la inferencia esta- Resuelven en grupo la hoja de 
dística. trabajo 21. 

Hay una puesta en común. 

Toman apuntes 

Actúa de coordinador y moderador. 

Corrige los ejercicios en la pizarra. 
Insiste en el interés de la distribución normal por 3 
motivos: 
a) La gran variedad de fenómenos que se ajustan, 

al menos aproximadamente, a una distribución 
normal. 

b) El teorema central del límite, que permite utilizar 
la distribución normal para estimar la media de 
una población, sea cual sea la distr ibución de 
partida, con tal de tomar una muestra del tama-
ño suficiente. 

c) Su utilidad en la inferencia estadística. 

Modera. 

Presenta intuitivamente 3 conceptos claves de la infe-
rencia estadística: 

- tamaño de la muestra. 
- intervalo de confianza. 
- test de hipótesis. 

Resolviendo los problemas de la hoja 21. 
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HOJA DE TRABAJO 19 

7. Se lanza 20 veces una moneda. Con 9, 10 u 11 éxitos se gana un premio. Cal-
cula la probabi l idad de ganar el premio. 

2. ¿Cuál es la probabilidad de obtener el «6» al menos 7 7 00 veces, cuando se lan-
za 6000 veces un dado?. 

3. ¿Cuál es la probabilidad de que, al tirar 6000 veces un dado, el número de 
«seises» se desvie al menos 50 de su esperanza matemática 1000?. 

4. Se lanza 10000 veces una moneda. ¿Cuál es la probabilidad de que el número 
de éxitos se desvie más de un 7 % de su esperanza matemática 5000?. 

5. Cons t ruye el h is tograma de la dis t r ibuc ión binomial B(10,0.6) y representa 
sobre esa m isma f igura, una campana de Gauss, que se ajuste lo más posible 
al h istograma. 

6. Haz lo m i s m o para la binomial B(12, 1/3). Te doy calculadas las probabil idades: 

PÍO) = 0.008 P(4) - 0.238 P(8) = 0.015 
P(1) = 0.046 P(5) = 0.191 P(9) = 0.003 
P(2) = 0.127 P(6) = 0.111 P(10) = 0.000 
P(3) = 0.212 P(7) = 0.048 P(11) = P(12) 

7. Dibuja la func ión 

Indica sus propiedades que te parezcan más relevantes. 

8. ¿Que relación hay entre las gráficas de las funciones 
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HOJA DE TRABAJO 20 

7. En la distr ibución N(0,1) calcular las s igu ientes probabi l idades: 

a) P(Z> 2.1) 
b) P(Z > -1.23) 
c)P(-1 <Z<1) 

2. En una distr ibución normal N(100,5), calcular la probabi l idad de que la variable 
t o m e un valor comprend ido entre 97 y 100. 

3. Los errores aleatorios de una cierta medic ión obedecen a una ley normal con 
una desviación típica de 1 m m . y esperanza matemát ica de 0. Hallar la probabi-
lidad de que de dos observaciones independientes el error, por lo m e n o s en 
una de ellas, no supere el valor absoluto de 1.28 m m . 

4. La vida en horas de un cierto tubo electrónico es una variable aleatoria que 
sigue una distr ibución N(280, s). ¿Cuánto debe valer s, si se sabe que la proba-
bilidad de que uno de tales tubos tenga una duración comprendida entre 240 y 
320 horas es 0.8?. 

5. En un estanque de una piscifactoría se ha tomado una muest ra de 3000 tru-
chas y se ha med ido en cm, la longi tud de las mismas, resul tando que se dis-
t r ibuyen según la N(26,7), 

Calcula los valores 

X- 3o, x-2o, x-O, x + o, X + 2G, X + 3o 

y reparte las 3000 truchas en esos intervalos. 

6. Una determinada empresa produce pilas para juguetes. C o m o no t iene un pro-
ceso de fabricación muy depurado, resulta que el 7 0 % de las pilas producidas 
t ienen una duración aproximada de unas 1000 horas pero hay un 3 0 % de pilas 
que se agotan en 5 minutos aprox imadamente . Sin someter las a ningún con-
trol de calidad, y sin separar unas de otras se empaquetan en cajas de 36 pilas. 
¿Cuál será la vida media de las pilas de una caja?. ¿Qué tipo de distribución de 
probabilidad seguirá esta variable? 
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HOJA DE TRABAJO 21 

7. Se quiere est imar la proporción de madri leños que t ienen el grupo sanguíneo 
0 , con una precisión de 2 centés imas. ¿Cuál es el tamaño de la muestra que 
se debe utilizar, si queremos una certeza en nuestra estimación del 95%?. 

2. Para estimar la proporción p de madrileños con el grupo sanguíneo 0 , se examina 
a 200 individuos, con 80 éxitos. La mejor estimación de p es 0 = 80/200 = 0.4. Se 
desea determinar para p un intervalo de confianza con una certeza del 95.45%. Es 
decir, se trata de buscar dos números p-j y tales que p-) < p < P2 sea verda-
dero con una probabilidad del 95.45%. 

3. Se necesi tan 400 torni l los. La probabil idad de que un torni l lo sea de fec tuoso 
es 0.1. ¿Cuántos se deben pedir para recibir suficientes tornillos no defectuo-
sos, con una certeza del 99%?. 

4. Parece lógico suponer que el cumpleaños de las personas no guarda ninguna 
relación con el día de su muer te . En este sent ido parece razonable establecer 
la hipótesis de que aprox imadamente el 2 5 % de las muer tes que se producen 
en una comun idad determinada t ienen lugar en el t r imest re siguiente al cum-
pleaños del d i funto y el ot ro 7 5 % en los t res t r imest res restantes. 

Una muest ra al azar de 747 reseñas cronológicas aparecidas en los periódicos 
de una cierta ciudad durante el año 1977, indicaba que el 4 6 % de las defunciones 
consideradas se produjeron en los tres meses s iguientes al cumpleaños. ¿Pode-
mos rechazar la hipótesis establecida? 
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Foco de a tenc ión Ac t i v i dades 
de los a l umnos 

Ac t i v i dades 
del p ro feso r 

Revisar el cambio de ideas sobre el 
azar, en los alumnos. 

- Cada alumno ha de redactar un escri-
to respondiendo a las preguntas: 
¿Hay leyes del azar? 
¿Cuáles? 
¿Se pueden medir los fenómenos alea-
torios? 
¿Cómo? 

Plantea las preguntas. 

- Cada alumno ha de redactar un escri-
to, indicando explícitamente: 

- Ideas que sean iguales en los dos 
escritos. 

- Ideas que hayan camb iado de un 
escrito a otro. 

- Ideas que hayan aparec ido en el 
segundo escritoque no estaban en el 
primero. 

- Ideas que estaban en el primer escri-
to y que no están en el segundo. 

Entrega a cada alumno su ejercicio del 
primer día del curso con las respuestas 
a las mismas preguntas. 
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