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1.- INTRODUCCION

Los numerosos trabajos publicados sobre los valores atipicos que se presentan en los datos de las
variables econémicas ponen de manifiesto la importancia de éstos en el campo estadistico. De hecho,
la existencia de valores atipicos no corregidos en las variables que se analizan en el campo
econométrico puede generar efectos bastante negativos, llevando, por ejemplo, a identificar modelos
que podriamos llamar "espurios" ademis de obtener estimadores sesgados que no reflejan los valores
reales de los coeficientes, y en muchos casos dejando en entredicho el significado econémico de las

relaciones objeto del estudio.

En la extensa bibliografia que se ha desarrollado sobre los valores atipicos, en el campo
econométrico, se aprecian dos tendencias segin el tipo de relacién que se especifique. Por un lado, la
consideracién de estas observaciones como una parte importante del anilisis del modelo de regresién
lineal (MLR) y por otro, el anilisis de intervencién de los atipicos en el campo de las series temporales,
tendencias ambas que se diferencian en la consideracién de una relacién generalmente estitica en el
modelo de regresién mientras que la posibilidad de que un valor atipico expanda su efecto a lo largo

de varios periodos es la que se considera en el enfoque de series temporales.

En cada una de estas dos tendencias, se han desarrollado métodos de deteccién de estos valores
atipicos, métodos de correccién asi como medidas de la influencia que estas observaciones puedan
tener sobre el anilisis, siendo también importante el desarrollo teérico sobre los efectos que estos
valores pueden tener en cada uno de los casos. Se puede sefnalar que ha sido tan importante el
desarrollo tedrico en torno a estas observaciones que los programas de software poco a poco han ido

incorporando estos métodos tanto de deteccién como de correccién de los valores atipicos.

A nuestro juicio, la deteccién de un supuesto valor atipico debe ir acompafnada de un ejercicio de
bisqueda de las causas que provocan la aparicién de éste. Debido a que principalmente el objeto del
andlisis econométrico se centra en las variables de tipo econémico, pensamos que no debe ser dificil
hallar las causas de estos valores. De esta forma, se puede evitar aceptar un modelo como bueno en el

que la modelizacion de multiples valores atipicos, no captados por la estructura del modelo, sin causa



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

aparente. Es decir, la justificacion econémica de la aparicién de un valor atipico, ya sea por
intervencién de la autoridad econémica, ya sea por la ocurrencia de un hecho que modifica la
estructura de la variable, evitari la introduccién o modelizacién de valores atipicos sin causa justificada,
pudiendo explicarse estas observaciones por otro tipo de variables econémicas que realmente si que se
encuentran relacionadas con la realidad econémica. Por este motivo, creemos que a las definiciones
dadas sobre valores atipicos habria que afnadirles alguna consideracién sobre la justificacién de su apa-

ricién.

En otro orden de cosas, las soluciones que se han propuesto a este problema son muy distintas,
yendo desde la eliminacién de estos valores hasta su modelizacién mediante la introduccién de
variables ficticias para captar este comportamiento anémalo. Sin embargo, en este campo, también las

soluciones son distintas dependiendo del tipo de anilisis que se realice.

En este trabajo, haremos un breve resumen de las tendencias sobre valores atipicos que se han
desarrollado, centrindonos principalmente en los avances mas recientes. Pero hasta llegar a este punto
pasaremos por una seccién en la que se definirdn los valores atipicos, viéndose en una tercera seccion
los efectos que estas observaciones plantean sobre los principales estadisticos en el modelo de
regresién lineal. En la seccién 4 se resumirin los principales métodos de deteccién de estas
observaciones. La seccién 5 se dedicard a la correcciéon de los valores atipicos ilustrando tanto los
métodos de deteccién como las consecuencias de la falta de tratamiento en la seccién 6 mediante un
modelo de regresién sencillo. Finalmente en la seccion 7 se presentardn las principales conclusiones asi

como las lineas de investigacién futuras en este campo.

0
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2.- DEFINICIONES DE VALOR ATIPICO
2.1. DEFINICIONES

En los numerosos articulos y libros escritos acerca del problema de los valores atipicos
se han dado diferentes definiciones de valores atipicos, si bien todas ellas se pueden englobar
en la siguiente: Un valor atipico es aquella observacién que se distancia claramente del resto
de las observaciones, es decir, seria una observacién que es inconsistente con el resto de los

datos,(Barnett y Lewis (1984)).

Como ya se dicho, ésta podria considerarse como una definicién global. Cabe sefalar
que se han propuesto definiciones atendiendo a la funcién de probabilidad que siguen los
datos, siendo la mis comin la distribucién normal. En este caso, entonces, se consideraria una
observacién como atipica, asumiendo que los datos siguen una N(0,1), cuando el valor de
dicha observacién supere a las bandas +1.960, siendo estos limites los marados por una
distribucién normal de « observaciones, con un 95% de probabilidad. De esta forma, para una
muestra de tamano infinito con una N(0,1), habrd un 95% de probabilidad de que los valores
se encuentren entre esos dos limites, siendo un atipico todo valor que se encuentre en el 5%
restante. Esta es la definicién de valor atipico que mds ampliamente se utiliza en el anilisis
economeétrico, si bien no debe considerarse como unica, siendo imprescindible la verificacién
de la hipétesis de normalidad en estas observaciones para poder utilizar esta definicién de

valor atipico.

Por otro lado, y tal y como ponen de manifiesto Barnett y Lewis (1984), se debe tener
una especial precaucién en distinguir entre observaciones extremas, atipicos y contaminantes.
Las observaciones extremas son aquellas que aparecen en primer y dltimo lugar cuando se
ha ordenado la muestra de menor a mayor o viceversa. Cualquiera de estas dos observaciones
puede ser un atipico atendiendo a la distribucién de probabilidad que siga la muestra. Las
observaciones contaminantes son aquellas que, ain apareciendo en la muestra, pueden
venir generadas por una distribucién de probabilidad distinta. De esta forma, los atipicos

pueden o no ser contaminantes y los contaminantes pueden o no ser atipicos.

11



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

Finalmente y a modo de resumen incluimos las definiciones de atipicos mis

cominmente utilizadas en las investigaciones.

En una muestra de tamafio moderado tomada de una poblacién aparecen uno o varios
valores que sorprendentemente se encuentran lejos del grupo principal de datos. Ferguson
considera que estos valores atipicos deben ser rechazados porque existe una probabilidad
muy pequefia de que las observaciones atipicas ocurran y ademis porque se obtienen
estimaciones mejores con una muestra en la que se han eliminado dichos valores que en

muestras completas que tienen en cuenta los atipicos.

+ Definicién de Maddal

Un valor atipico no es mis que una observacién que se comporta de forma diferente al
resto de las observaciones. Segin Maddala, en caso de que existan valores atipicos, lo usual es
omitirlos y volver a estimar la regresion presentando tanto los resultados con los atipicos

como los resultados sin ellos, analizando las posibles diferencias.

2.2 - CONSIDERACIONES SOBRE ESTAS DEFINICIONES

La principal consideracién que cabe hacer sobre esta definicién es que nunca se hace
alusién a la existencia de algin motivo que cause la aparicién de este valor atipico. Todas las
definiciones se establecen sobre bases teéricas, desde el punto de vista estadistico, sin hacer
alusién a que la existencia de los valores atipicos en variables de tipo econémico debe venir
ocasionada por algin hecho que provoca la aparicién de una observaciéon que en valor

absoluto supera claramente al resto.

Estas consideraciones se suelen introducir en lo que los autores denominan origenes de
los valores atipicos, atribuyendo su aparicién a errores de medida (principalmente errores en
la recoleccién de los datos o en la introduccién de los datos), a errores en la ejecucion,
refiriéndose en este caso Barnett y Lewis a la introduccidon entre la muestra de observaciones
que no pertenecen a dicha muestra y a la variabilidad inherente a la propia variable (variacién

natural de una muestra).
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A nuestro entender, conocer la causa de la aparicion de una observacién atipica en una
muestra es fundamental, siendo el primer ejercicio que debe readizarse al ser detectada. De
esta forma, evitaremos un problema importante en el andlisis econométrico: la utilizacién de
métodos de correccién de tales valores de forma indiscriminada, es decir, puede que el
modelo estimado no sea el adecuado y la forma de solucionar este problema desde luego no
es corregir valores atipicos mediante cualquier método. Sin embargo, conociendo la causa que
provoca la aparicién de estas observaciones, se sabrid con seguridad que la correccién de los
atipicos no se hace de forma indiscriminada y que éstos no aparecen como consecuencia de

una mala especificacién del modelo.

Asimismo, las consecuencias de la no deteccién de los valores atipicos pueden provocar
también importantes distorsiones en los modelos. De hecho, se pueden producir situaciones
en las que si no se corrigen estas observaciones, se intente explicar una variable mediante una
serie de sofisticados métodos que carecen totalmente de explicacién, sobre todo en el campo
econémico, mientras que al corregirlos, los modelos econométricos suelen presentar sencillos

esquemas, con una interpretacién econémica facil.

A partir de estas consideraciones, se puede decir que los valores atipicos pueden
provocar serias alteraciones de los modelos pero que estas dependen de la influencia que

éstos tengan sobre las estimaciones y los modelos considera-dos.
2.3 - MEDIDAS DE INFLUENCIA DE LOS VALORES ATIPICOS

Resulta ampliamente reconocido en las investigaciones que 1) algunos atipicos tienen
una influencia muy pequena sobre los parimetros estimados del modelo ajustado a una
variable y 2) las observaciones que se han detectado como atipicas mediante contrastes
normales tipo estindar pueden tener una influencia muy fuerte en la estimacién de los
parimetros (Pefa (1987)). Asimismo, Pefia (1987) sefala que los diferentes estimadores en un
modelo, no tienen porqué verse afectados de la misma manera que los otros por lo que

propone diferentes medidas de influencia de los valores atipicos que recogeremos aqui.

Antes de exponer dichas medidas, hay que sefialar que Pefa deriva un método para

detectar la influencia de los valores atipicos vilido para todo tipo de situaciones, incluyendo

13



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

como casos particulares el modelo de regresion lineal, los modelo ARIMA y los modelos de

funcién de transferencia siendo ademds muy ficiles de implementar.

Considera un modelo, en el que se pueden incluir todas las situaciones anteriormente

descritas, del tipo:
Y. =H+b'x, +0'y,, +0a_ +a,

donde p es un parimetro de nivel global, b, ¢ y 6 son vectores de parimetros, X,
representa el vector de variables explicativas, y,_; es el vector de valores retardados de la
respuesta y a,_, es un vector iid N(0,6?), incluyendo de esta forma un parimetro de nivel ,

un parimetro de escala G y un vector de parimetros estructurales B'= (b',¢',0'), pardmetros
todos ellos que en la estimacién pueden verse afectados por la presencia de algin valor

atipico. Considerando la estimacién miximo verosimil de estos parimetros, tendriamos el

vector de estimaciones: ]1, B, G'i, Ep, siendo éstas dos ultimas las estimaciones de las matrices

de varianzas-covarianzas de estos estimadores.

Ahora bien, supongamos que la observacién i-ésima se ha detectado que puede ser un

valor atipico y se trata como un "missing value" obteniéndose asi los estimadores maximo
verosimiles en esta situacion: ﬁ(i), B(i), siendo los EMV de los parimetros del modelo cuando
se considera que la observacién i-ésima es un "missing value", % es un estimador insesgado
de la varianza G2 y 6‘3” representa el mismo estimador cuando la observacién i-esima se

considera "missing value".
Teniendo en cuenta estas estimaciones, Pefia (1987) deriva tres medidas de influencia:

A - Influencia en el nivel global:

A -~ 2

B

DL ()=

14
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B - Influencia en los parametros estructurales:
Ds (1) - (B == B(i))' ip(B_ ﬁ(i)) (232)

medida en la cual se pueden separar los efectos de los componentes del vector de

pariametros B.

C - Influencia en la escala:

D, (i) = —o——— (2.3.3)

Mediante estas tres medidas de influencia se puede calcular como seri el efecto del

valor atipico considerado en la observacién i-€sima sobre los estimadores del modelo.

Las medidas de influencia expuestas en esta seccién son las mids novedosas en estos
temas y tienen la ventaja de no ser exclusivas para una situacién muy determinada. Se pueden
calcular para modelos de muy diversa indole, sin necesidad de considerar una situacién

especial.

Tradicionalmente, se derivaron otras medidas de influencia bajo la forma de curvas de

influencia que expondremos a continuacion.
2.4 - CURVAS DE INFLUENCIA

A partir de las siguientes preguntas ;cémo afecta la contaminacién a la precisién (y tal
vez el sesgo) de un estimador?la contaminacién, influye sobre un estimador dado?el efecto
sobre un estimador es proporcional al nimero de contaminantes presentes?; suponiendo que
s6lo hay un contaminante, ;como se relaciona su efecto con su magnitud?;cial es el peor
efecto que puede tener un contaminante?;es un efecto limitado o no?, se derivaron las curvas
de influencia para determinar en qué grado los atipicos o contaminantes afectan a los estadis-

ticos y estimadores para una muestra dada.

15



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

Un contaminante o un atipico, en una muestra de tamafio n si es de gran magnitud,
generard un cambio importante en la media hacia alguno de sus limites; pero, dos
contaminantes, en una muestra de tamafio impar, n=2m-1, puede al menos cambiar la
mediana muestral X, a X, X4 ASpectos como estos proporcionan herramientas
poderosas que dan lugar a la curva 6 funcién de influencia. Para describirlas, Barnett y Lewis
(1984) se basan en los trabajos de Hampel (1968,1971) quien las analiza desde un punto de
vista general sin centrarse en los casos particulares del modelo lineal general o de las series

temporales.

Dadas n "buenas observaciones" (que llamaremos a partir de ahora modelo bisico)
X;s X5, -y X, ¥ un estimador: T(X,, X,, ..., X,;), queremos en principio examinar el efecto
sobre T de sustituir una de las n observaciones por un contaminante. Denominaremos a la
observacién contaminante X, y supondremos que tiene un valor fijo, & De esta forma, se
analizard el efecto sobre el estimador T del contaminante, de manera que T en el modelo

alternativo se basa en un muestra de tamano n+1.

Con objeto de aclarar los términos del problema, analizaremos dos ejemplos.
Supongamos que T(x,X,,..,X,) = T es la media muestral X. Denotamos
T(X,, X5, ---s X,,&) = T, para la media X, en la muestra contaminada mayor. De esta forma, el

efecto de afiadir € supone cambiar el valor del estimador en una cantidad:

>l

ni+§_i=7;-

2.4.1
n+1l n+1 ( )

X -X=

Esto es proporcional a 1/(n+1), esto es a la cantidad de contaminacbn en la muestra; el

efecto estandarizado para la cantidad de contaminacién es:
m+DE,-X)=E-X (2.4.2)

Esta cantidad excederd de cualquier limite para & suficientemente grande, de manera

que es una funcién lineal del valor del contaminante.
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Por otro lado, si T es la varianza muestral S* para una distribucién con media y varianza

desconocidas, tendremos para la muestra ampliada:
nS? =(n—1)S’ +nx> +&’ - (nX+ &)’ /(n+1) (2.4.3)
proporcionando:
S2-8* =[(-%)*/(n+1)]-(S*/n) (2449
El efecto estandarizado serd entonces:

(n+1)(S?-8%) = (§-%)°

-(“—:-llsz (2.4.5)

El efecto, de nuevo, excede cualquier limite para § suficientemente grande, pero esta
vez es una funcién cuadritica de £. Los efectos por unidad de contaminacién (2.4.2) y (2.4.5)

se llaman funciones de influencia en muestras finitas (o alguna veces, curvas de
influencia en muestras finitas). Una funcién de influencia en muestra finita depende del
argumento, &, del estimador, T, y en general de la distribucn de base, F; también depende

explicitamente del tamafio muestral, n. Esto se denota: IC; .. ().
El equivalente asintético se define entonces:

P_I’E ICT.F;n (E-l) = ICT.F:n (&) (246)

Esta es la funcién de influencia asintética, o simplemente, la funcién de influencia,

IC; £.,(§), la cual se revela como una herramienta Gtil.
IC, (&) =@E-p’-o’ Q4.7

Esta ecuacién convierte la misma informacién que la versién finita en (2.4.5) con
respecto a la influencia cuadritica no limitada por sus contaminantes en &. En esta

derivacién, cada estimador T(Xx,,...,X,) (para X S en la parte derecha de (2.4.5) ha sido

17
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reemplazado por lim__ T(x,,...,x,) (1 0?). Esta forma limite depende sélamente de F yla

denotaremos T(F)..

Definicién formal: Decimos que la funcién de influencia de un estimador T(x,,...,X,) en

la distribucién bdésica F es:
IC;£(8) = im{[T((1 - MF +AG) - T(F)]/A} (2.4.8)
donde G es la distribucion atémica:

Plx=E§]=1

Podemos también escribir (2.4.8) como:
d
ICr(®) = —-{T[A-MF+AGTY| | (2.4.9)

Analizaremos a continuacién ciertos ejemplos de la curva de influencia asintética.
Media muestral:
IC;(8) = lim{[(1 - Mp+2AE ~pu]/A} = E—p
que podria haberse obtenido haciendo n—< en (2.4.2).
Varianza muestral:
ICg (&) = lim{[(1-A)(* + 6" +AE* = (1- Mp +AE* — 0’ |/A} = € -p)* -0
Mediana muestral

No es practicable calcular la funcién de influencia de la mediana muestral X en una
muestra finita puesto que el cambio en la mediana muestral en el movimiento de un nimero
de observaciones par o impar 6 viceversa no estd definido. En la base asintética, sin embargo,

el cilculo es directo. T(F) es ahora la mediana poblacional m, definida por:

18
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m
1
[dF=—
= 2

T((1-A)F+AG), la mediana de la distribucién mixta, es igual a m+A, donde A es un
nimero positivo o negativo dependiendo de si § es mayor o menor que m. Asumimos que F

es continua, con densidad f. Para A<0, tenemos:

=(1-A)F(m+A)+A=(1- l)[%+ Af(m)]+ A= -%-+ -21-l+ Af (m)

(S

generando A = -A/[2f(m)]. De forma similar para A>0, A =+A/[2f(m)]; entonces la
funcién de influencia, Q_T. (A/A) es:

IC, (§) = ig"z%;Tm

La influencia de un contaminante sobre la mediana muestral estd asi deli-mitada, siendo

ésta una diferencia esencial con la media muestral.

A partir de las curvas o funciones de influencia se han derivado numerosos estadisticos
para detectar la presencia de valores atipicos o de contaminantes, evaluando su importancia
en la muestra. Estos estadisticos o métodos de deteccién de atipicos seran analizados en

secciones siguientes.
2.5 - CLASES DE ATIPICOS EN EL MODELO DE REGRESION LINEAL

En el caso del MRL, se considera que un valor atipico afecta Gnicamente al periodo de
tiempo en el que se produce aunque si la variable independiente presenta diferencias para
lograr la estacionariedad en media, el atipico puede ocasionar variaciones bruscas en los
periodos afectados por el orden de diferenciaciéon de la variable. Se considera pues que la
observacién atipica no se propagari en el tiempo, como ocurre el caso de la metodologia de

series temporales.

19



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

En este sentido, en el modelo lineal, podemos encontrar dos tipos de situaciones: un
cambio brusco en el nivel de la serie en un tnico periodo, volviendo posteriormente a su
nivel anterior (hablariamos en este caso de un atipico tipo impulso) y una segunda situacién
en la que se produce un cambio en el nivel de la serie, nivel en el que se mantiene en el resto

de la muestra (hablindose en este caso de un atipico tipo escalon).

Estas dos situaciones descritas son muy comunes en las variables de tipo econémico, en
las que las intervenciones por parte de las autoridades econémicas son bastante frecuentes.
Sin embargo, estas intervenciones pueden ser puntuales provocando la aparicién de valores
atipicos tipo impulso (como la disminucién del precio de la gasolina en un mes en el que se
espera que la inflacién en el resto de los componentes del indice de precios sea elevada).
Tambgn pueden ser intervenciones con una duracién prolongada como es el caso de una
devaluacién de la moneda que genera un aumento en el nivel del tipo de cambio,

manteniéndose en un nivel superior al anterior.

Para corregir la influencia de estos dos tipos de atipicos, se construyen dos variables

ficticias, dependiendo del caso que se analice. Por un lado, una variable tipo impulso, que

denominaremos |7, definida mediante la expresién:

{0 t#71
1 t=<

La variable ficticia para la correccién de un atipico tipo escalén, denominada E[, se

define mediante la expresion:

Nétese que IT = (1-B)E], siendo B el operador retardos.

20
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3.- EFECTOS DE LOS VALORES ATiPICOS SOBRE LOS ESTADISTICOS

En el anilisis del modelo de regresién, la falta de modelizacién de un valor atipico se
puede enmarcar dentro del problema de errores de especificacién. Si consideramos el modelo
verdadero como aquel que tiene en consideracién el tratamiento de un valor atipico y el
modelo erréneo aquel que omite la modelizacién del atipico, se pueden comparar las
estimaciones y sus estadisticos asociados en ambos modelos bajo el enfoque de los errores de

especificacion.

Para lograr este objetivo, se consideran los dos tipos de atipicos que se presentan en la
estimacién del modelo de regresién tradicional: un atipico impulso, es decir, aquel que se pro-
duce en un momento del periodo de estimacién y el atipico escalén, aquel que produce un
cambio de nivel en la variable endégena, nivel en el que se mantendra hasta el final de la
muestra. Estos dos atipicos se introducirin por separado, diferenciando asi los efectos que se
producen en las estimaciones segin se trate de un atipico de tipo impulso o de tipo escalén.

Las definiciones de las variables ficticias asociadas a estas dos situaciones serdn:

0te1

- Para un atipico tipo impulso: I} ={1 t=1

0 0st<1

- ipico tipo escalén: I'=
Para un atipico tipo : {l =

Con objeto de simplificar la exposicién consideraremos un modelo con una Unica
variable explicativa y en desviaciones con respecto a la media. Esta simplificacién no alterari
los resultados siendo inmediata, si bien mds complicada, su generalizacién a un modelo con k
variables explicativas. Es importante también resaltar que se analizarin por separado las
consecuencias de la omisién de la modelizacién de los valores atipicos, siendo también

inmediata la generalizacion a la presencia de muiltiples valores atipicos y de distinto tipo.

Debido a que englobamos el problema dentro de los errores de especificacion, trata-

remos con dos modelos, uno considerado como erréneo:

¥, = B.x,, + v, donde el investigador supone v,~N(0,52) 3.1

23



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

y asumimos que O'ﬁ = 0'3. El segundo, serd el modelo verdadero, donde se considera la

modelizacién del atipico:
b £ lelt * 81: +u, u:"N(O’ 0-:) G.2)
Pasamos a continuacion a calcular las estimaciones de los parimetros en cada modelo.

Modelo verdadero

T -lr T
B fot ZI‘xh thyt
b3

zltxlt 2112 ZLY:

A partir de este sistema de ecuaciones, se pueden hallar inmediatamente los estimadores

del modelo verdadero que serdn:

T T T

21‘2 IR AT W i Z I,
B B1 t=1 t=1 t= 5

T

T

2
PIRTH NN DS
t=1

t:] t--l

T T T T
>xi ¥ Ifu=¥ %0 5 x0, (3.4

8 = 8+ t=1 t=1 t=1 t=1 .
i &

4 2
2 T
pIETHN bW
t=1

t=1 t=1

Si x'E[u]=0, entonces, estos dos estimadores serin insesgados, E[B,]=8,;Ef]=5
condicién que se cumplird sea cual sea el tipo de atipico que se considere, ya sea impulso o

escalon.

Por lo que respecta a las varianzas de ambos estimadores éstas vendrin definidas a

partir de la expresion:
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[& ., T
VB % ixl| 3.5)
ved) P9 S S | |
obteniéndose ficilmente las expresiones para las varianzas:
‘_ EIN
Var(B,) =
ixf:i 1:2 _(ixnl: ]
=1 =1 =1 (3.6)
o 2.x

"o Sy :l—[ixnlr )

Tanto los estimadores como las varianzas tendrin una expresiéon ligeramente distinta
segin se trate de un atipico tipo impulso o de un atipico tipo escalén. Con el objeto de
apreciar las diferencias entre los estimadores y las varianzas en cada caso, presentamos ambas

expresiones para cada caso.

A- Atipico tipo impulso

i XU, — X, u,
= G.D

= ixfl_(xh‘j

=1

-

siendo su varianza

" o’

Var(B,) = - - (3.8
36

25



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

 x Y
u, ixlt — Xy X1 Uy

§=8+ —— U €X))
gxi == (xl'ry
2
Var(9) = —-‘:‘I—"—'z— (3.10)
ixlzt -(X lt)

t=l
donde x,, es el valor de la variable X,, en el momento Ty u, es el valor de la
perturbacién en el momento 1.
B- Atipico tipo escalon

. (T'_T"'l)ixnut ixltzut
t=1 =t

B, =B+ =l =L (3.11)

(T-1+ l)i x5 —[ xh]

A 2(T~— 1
Var(f)=—— 20T (3.12)
(T-1+ l)ixi —[)ixn]

ix’f,iu, - ix,,ix.,ut
(T-1+ l)j:xf, —[ixn ]2

=t

$=5+ (3.13)

& Yt
(T-1+ I)ﬁ‘xft —[i‘,xu]z

=t

Var(§) = (3.14)

26



DOCUMENTOS DE TRABAJO

donde T es el tamafio muestral, (1-1) representa el momento muestral justamente

anterior a la aparicién del atipico

Modelo erréneo

El estimador de B en este caso vendri dado por la expresion:

)37 Yl D

Bl ='ﬂ"'_—={)'t =x1ﬁ|"'1:8""-1:}:[31'*'5‘_=l 5 (3.15)
)3 Y

2
X1t

=1 =1 t=1

donde se aprecia claramente que es un estimador sesgado, teniendo el sesgo la

expresion:

T
Exn )
B=0%5— (3.16)

2

t=1

Esta expresion depende del parimetro asociado a la intervencién en el modelo
verdadero y de la relacién existente entre la intervencién y la variable exégena incluida en el

modelo.

Por su parte, la varianza de este estimador sera:

0.2
Var(,) = (3.17)

2
ixn

t=1

La expresién del sesgo variard en funcién del tipo de atipico que se considere, mientras

que la expresion de la varianza no se vera afectada por el atipico.
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A- Atipico tipo impulso:

La expresién del estimador para un atipico tipo impulso sera:

1
t

xhu
(3.18)
ixf.

-+ —

+8—
ixu

viniendo el sesgo en este caso determinado por el parimetro asociado a la variable
ficticia de la intervencién, por el valor de la variable exégena en el momento de la
intervencién y por la suma de cuadrados de esta misma variable para todo el periodo

muestral.
B- Atipico tipo escalon

El estimador en este caso sera:

X1 ixn“
B, +8+ (3.19)
ixu ixlt

siendo en este caso el sesgo:

T
an
B=03&5— (3.20)

2
an
t=1

Como puede observarse nos encontramos con dos estimadores, uno insesgado y otro
sesgado, y cada uno con varianza distinta, por lo que para decidir cuil de los dos estimadores

es mejor tendremos que comparar las varianzas.

Atendiendo a cada uno de los casos, se puede observar que la varianza del estimador

del modelo verdadero es mayor que la del estimador del modelo erréneo.
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En el caso de un atipico tipo impulso, a partir de la expresién (3.8), la varianza del

estimador en el modelo verdadero puede escribirse:

K /)ﬁ oz/ixh

var(B,) = I . 3.21)

de manera que, si comparamos las varianzas de ambos estimadores, todo dependeri del

factor a expresado por:

a=-Flt (3.22)

estando siempre comprendido entre 0 y 1, de manera que se pueden obtener las si-

guientes situaciones:

£ o’
-sia=0= Var(B,) = iu = VBI(BI)
X,

t=1
-sia=1= Var(ﬁl) estaria indeterminada.
- si 0<a<1 = Var(B,) > Var(B,)
De esta forma, tendremos:

- Modelo verdadero: estimador insesgado y varianza mayor en un gran nimero de

situaciones.

- Modelo erréneo: estimador sesgado y varianza menor en la mayor parte de los

€asos.
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Por este motivo, tendremos que recurrir al anilisis de los errores cuadriticos medios

para determinar cuil de los estimadores es preferible.

Todo lo realizado para el caso del tipico tipo impulso se verifica también para el otro

tipo de atipico.

En el caso de un atipico tipo escalén, a partir de la expresién (3.12), la varianza

quedara:
1
oﬁ-i
2
5 o2 (T-1+1 % \Y
Var(B,) = - = ———= =) (3.23)
(r—1:+1)ixf, {ixh ) ixn ixn
=l N 1-X, “':'r_ 1-X,, t?
2.5 2x;
t=l t=1

donde X,, representa a la media de la variable exdgena en el periodo comprendido

entre 1y T.

A partir de la desigualdad de Jensen,

2 2
TINER I

t=l =1

Por otro lado:

ixft > ixft {aplicando desigualdad de Jensen}> Flt*_—(ix“]) =X, ix“
- =1

t=1 t=T 1) =T
T ixlt
2 t=t
:z:axu BX‘ix“ =X =1
S Yk

t=1
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A partir de esto se aprecia claramente que Var(B,) > Var(Bl). De esta forma, nos en-
contramos de nuevo con un estimador insesgado pero con varianza mayor y un estimador
sesgado con menor varianza, lo que nos lleva al analisis de los errores cuadriticos medios

para decidir cuil de los estimadores es el mis apropiado.
Analisis del cociente de Errores Cuadraticos Medios
El error cuadratico medio (ECM), definido mediante la expresion:
ECM = (sesgo)’ + Varianza (3.24)

nos permite comparar dos estimadores con el objeto de decidir cuil de los dos tiene las

mejores propiedades.

1.- Atipico tipo impulso: este cociente tendri la siguiente expresién:

2
82 [X“] 2+_iolu
2 2
ECM(B,) [2" & (3.25)
ECM(B,) o >

donde si operamos se llega, después de unas no demasiado complicadas operaciones

algebraicas, a la siguiente expresion para el cociente de errores cuadraticos medios:

& 1

ECM(B,) |+ 0sasi (3.26)

:
ECMB,) 1 Var®)

donde a viene dado por la ecuacién (3.22) y Var(s) es la varianza del estimador del

parametro asociado a la intervencion estimador en el modelo verdadero. De esta forma, para
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decidir acerca de ambos estimadores, tendremos que analizar los posibles valores que puede

tomar:
82
Va® (3.27)
Casos:
(a) Si .._82_=0 ﬁm<1:ECM(B )<ECM(§ )
Var(9) ECM(B,) it :

Si se produce este caso, & =0, E(ﬁl)=Bl, de manera que el modelo erréneo seria

vilido no produciéndose el error de especificacién.

8’ ECM@B,)

| —— =1 = ———=—=1= ECM(B,) = ECM(,) | implicarf
() Si Vard 1= ECM(B,) =5 (B,) (B,) lo que implicaria que

la modelizacién del valor atipico en el modelo verdadero no mejoraria el ECM de la

estimacion.

&2 ECM(B,)

m 51 = EC—M(&T)- - 8 ECM(B, )> ECM(B,) lo que supondria que

© Si

la estimacién de B en el modelo verdadero seria estadisticamente mas idéneo.

En principio, si la variable endégena contiene un valor atipico y éste viene recogido por

3., la estimacién de & en el modelo verdadero seria significativa. En este sentido, si

sustituimos

82
Var(0)

(3.28)
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esta expresion es equivalente al cuadrado del estadistico t para contrastar la hip6tesis de
significatividad individual del parimetro 8. De esta forma, el cociente de los errores

cuadriticos medios vendria representado por:

ECM(B,) _

2 —
ECM(B,)—a[t 1]+10<a<1 (3.29)

donde en este caso todo el anilisis vendria determinado por dicho estadistico. Debido a
que la inclusién de variables ficticias para recoger comportamientos atipicos no captados por
las variables exégenas inicamente se realiza si realmente dicho valor es atipico!, se puede
suponer ficilmente que dicho estadistico serdi mayor que 1, lo que implicaria que siempre se

cumpliria que:
ECM(B,) > ECM(B,) (3.30)

Esto nos puede llevar a concluir que, si consideramos (3.29) como vilida, siempre seri
mejor modelizar el valor atipico, obteniéndose estimadores con errores cuadriticos medios

menores que para los estimadores en los que no se modelizan los valores atipicos.
2. ATIPICO TIPO ESCALON

En este caso, el cociente de los errores cuadriticos medios vendrd dado por la

expresion:

5
A Tol“
5] B s/
ECM(B,) = . /= (3.31)
Bb) " S ot [Yx:
=1 t=1
I—ETa 1 i-lt:‘)"

! Es decir, si realmente en dicha fecha se produce algin hecho anémalo que provoque la aparicién de ese atipico.
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expresién que, después de unas modificaciones algebraicas, y considerando el valor de

la Var(S) de la expresién (3.14) quedari:

ECM(B,) [( & \|
ECM(B.) By~ 1+a.r,|_(—vm(s) -1)1‘ (3.32)

viniendo en este caso a definido por la expresion:

T
PR
=1

a=iz (3.33)

2
2

t=1

De esta forma, el cociente de errores cuadriticos medios dependera de diversas

variables y de sus posibles combinaciones:

Los posibles casos que se pueden dar en esta situacién son:

1.- Si a=0, ECM(ﬁ,)=ECM(|31), lo que implica que no existe error de

especificacién.

T
2-S8ia>0 = th > 0, nos encontraremos con las siguientes situaciones:
=1

2 2

b =1 b - -
a) Var(ﬁ) >1=3 a'xtI:Var(s) - 1] > 0= ECM(B,) > ECM(B,)

2 -~ ~
b) —<1= a.ir[ 5(3) - l] < 0= ECM(B,) < ECM(B,)

8’ &? = A
—=1 % 3 ——1|=0=ECM = ECM
<) = a x‘|:Va_r(8) ] = (B]) (B])

34
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3.- Sia<0 = ix“ <0= X, <0, los casos que se pueden plantear serin:
t=t

§? 5
. >1=>ax[ —1J>0=>ECM(BJ>ECM(51

Var(d) Var( )

2 2

b)

= <1=:»ax[

-1|< 0= ECM(B,) < ECM(B,)
arh) ]< => CHES @)

Var(S)

2 2
o : =1=-..ai[ £ 1] 0 = ECM(B,) = ECM(B,)

siendo exactamente los mismos que en el caso 2.

2

Todo, realmente, salvo en el caso en que a=0, dependera de ‘
Var(9)

de manera que si

asumimos de nuevo que:

# ¥ a3
Var(§) = Var(d)

podremos basar el anilisis en la inclusién o no de una variable ficticia para captar el

comportamiento de un valor atipico. Asi, podremos escribir:

ECMB) _ ¢ [t —1]+1
ECM(B,

Si el parametro 8 es estadisticamente significativo:

+ - 1=, EOM@)

1= ECM ECM
ECM(ﬁ,) >l= (B|) > (B1
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Analisis de la varianza residual

El anilisis de los residuos también debe verse afectado por la falta de modelizacién de
un valor atipico ya que todo lo que no es explicado de la variable endégena por las variables
exégenas en un modelo de regresién de la variable end6gena, se encontrard en los residuos.

Por este motivo es conveniente analizar los residuos en ambos modelos.
id o verdade

Podemos definir los residuos del modelo verdadero mediante la expresion:

a, =y, - S’t = (Bl - Bl )X, + 6- S)I: +u, (3.34)

siendo la suma residual en este caso:

T

T o T A P R ¢ x % T
Y a2 =B, -B,)* Y x5 +2B, - BB - )Y x, I +2(B, —B)Y x,u, + G- Y I +2(8 - 8)Y Ifu, + Y u?
=1

t=1 t=1 t=1 =1 =1 t=1

(335

La expresién (3.34) se verd modificada en cada caso dependiendo del tipo de atipico

que se esté analizando, de manera que para un atipico tipo impulso, tendremos

que la suma residual vendra dada por:

T 4 T i R g T @ ,. T
Y62 =B, -B)* Y x5 +2(B, =BG - 8)x,, +2(B, - B Y x,u, +(8-8)* +2(8 - d)u, + Y u? (3.36)
t=1 =1

=1

mientras que dicha expresién para el caso en el que el atipico es del tipo escalé:

-

sera:

iﬁf = (B, - B.)’i x2 +2(B, —ﬁ,)(S—S)Ex“ +2(B,-B, )2 X,u, +(5—S)’(T—'r+1)+2(8—3)iu‘+ iuf

(3.37)
2) Residu el 1 On

Por su parte el modelo erréneo tendra unos residuos que vendrin dados por la

expresion:
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U=y, -9 =(|3| - E] )Xy, +51: +u, (3.38)

y la suma residual tendri la expresién siguiente:

3 = B, - B K+ 2B, ~ BB K, +2, -3 x,u, + 8317 +283 I, + X u? (3.39)

t=l t=1 1=l =1 =1 =1 t=1

donde de nuevo dicha expresién se verd modificada en funcién del tipo de atipico
que se considere. Para un atipico de tipo impulso, tendremos que la suma residual

del modelo erréneo sera:

iﬁf =B, - Bl)’ixi +2(B, - B,)dx, +2(B, - B, )i x,u, +8° +28u, + iu? (3.40)

t=1 t=1 t=1 1=1

mientras que para el caso de un atipico tipo escalén, dicha expresién sera:

3 =B, — B S+ 26, — B8 x, +2B, ~B) Y xyu, + (T -1+ +283 u, + Y u? BAD

t=1 =1 t=1

Debido a que las expresiones anteriores no nos dicen mucho acerca de la com-
paracion de las sumas residuales para cada uno de los casos, seria mis qtil analizar la
esperanza de dichas sumas residuales, obteniéndose asi una expresién para el sesgo
de la estimacién de la varianza residual generado como consecuencia de la omisién

de la modelizacién de un valor atipico en un modelo de regresion.

La esperanza de la suma residual para el modelo verdadero puede escribirse:

i 3 A L ~ ~ -
E[Z ﬁf] = Var(B, )i x; +2cov(B,8)Y x,If + Var(?))i 17+ 213[([?:l -B, )i x“ut] + 2E|:(8 - B)i Ifu,} + Tc
t=1 t=1 t=1 t=1 t=1

t=1

(3.42)

expresién que variard en funcién del tipo de atipico que se considere.
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Ademis, con independencia del tipo de atipico que se deba modelizar, tendremos que:

E{(ﬁl = ﬁl)gxltut]z 0-3
E{(S-a)il;‘u.]wi

- Siel ati del , considerando los valores de las varianzas para

los parimetros B, y S, obtenidas en las expresiones (3.8) y (3.10) y considerando

que la covarianza entre ambos parimetros es:

Cov(B, )=~ Fi . l“"icix" (3.43)
2 —
g Z (xl':)zl t=1 x"(l a)
;xu 1= T

y expresando las varianzas de los estimadores en el modelo verdadero mediante las

relaciones siguientes:

ol
Var@,) =v———

Y x%(1-a)
t=1

GZ
ar(0) -

T iCa)

se demuestra entonces ficilmente que la esperanza de la suma residual es:

E{iﬁf } = (T -2)c? (3.44)
=1

38



DOCUMENTOS DE TRABAJO

de manera que se puede definir un estimador insesgado de la varianza residual

mediante la expresion:

~2
I

6. = T (3.45)

Sin embargo, la esperanza de la suma residual para el modelo erréneo puede escribirse

de la siguiente forma:

t=1 t=1 t=1 t=1 t=1

(3.46)

E[ia3]= B[, - B, 2], + 2B, - ﬁl)]silrxn £y +2E[(B. -B, )ﬁxuu.]wtiilru. +E[i u}

que para un atipico tipo impulso y considerando que:

§ -8 3t -5 sc:

=1
E[( EI - B,)odx,, ] =8’a
_ T
(ﬁl _Bl)letut - O'i
=1
entonces vendri recogida por la siguiente expresion:

E{i‘ﬁf]= (T-1o>+&* (1-a) (3.47)
=1

lo que claramente proporciona un estimador sesgado de la varianza residual cuando el

modelo que se utiliza no incluye la modelizacién de un atipico tipo impulso.

Si consideramos la estimacion MCO de la varianza residual, tendremos:
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o2
i 8*(1-a)
2 __ t=1 2 -
& == Efpl]=cl+——— (3.48)
siendo pues el sesgo de la estimacién de la varianza residual:
1§ §’(1-a)
2y =
sesgo(G2) a1 (3.49

sesgo que depende del parimetro asociado a la variable ficticia en el modelo verdadero,

9, y del parimetro a definido en (3.22).

- Si el atipico es del tipo escalén, la covarianza entre los estimadores Bl y 8 vendri
dada por la expresion:

quixn quixn

Cova(B,,8)=— = s

(T—1+l)ixft —[ixh J] (T-7+ I)Z,Xﬁ (1-X,.2)
t=1 1=

t=T

(3.50)

siendo las expresiones para las varianzas las consideradas en (3.12) y (3.14),

considerando ademas que:

E[( |31 = Bl )]= _°2u
E[6-8)]=-2,

la expresién para la esperanza de la suma residual en el modelo verdadero seri:

oi(T—m))zjﬁ +0 (T-1+ l)i X5 —kﬁ[ixu J
§ 3 |- D
- (T—r+nixf.—(flxu]
t=l

=t

3.5D
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De nuevo operando llegamos a la expresién de la esperanza de la suma residual en el
caso de un atipico tipo escalén para el modelo verdadero, considerando siempre la definicién

del parimetro a de (3.22)

E{iﬁi’]= (T-2)o. (3.52)
t=1

de manera que un estimador insesgado de la varianza residual para el modelo verdadero

cuando el atipico considerado es del tipo escalén sera:

& 2
R

_ _t=1
" (T-2)

~

(3.53)

Por otro lado, considerando, para el atipico tipo escalén que:

H -3 [-803x, +o:

1=t

E{(B,—Bi)ﬁgx“]=—5za§x“ L £
4:(131 —Bl)gxhut]= ~0,

la expresion para la esperanza de la suma residual en el modelo erréneo en el caso de

la omisién de un atipico del tipo escalén sera:

E{i""} 82 xh+0'2 26%a ix“—zoj+52(T—~c+1)+Tc§ (3.54)

=t
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expresion en la cual realizando ciertas operaciones nos quedara:

t=1

donde a viene definida en este caso por la expresion (3.33). De esta forma, el estimador

MCO de la varianza residual seri:

-~2
&= ém (3.56)
(T-)) '

que serd un estimador sesgado se la varianza residual, con expresién para el sesgo dada

por:

8 (T-1+1)(1-a.X,)
(1~1)

sesgo(82) = (3.57)

donde de nuevo depende del parametro asociado a la variable ficticia en el modelo

verdadero y del parametro a.
Conclusiones de los efectos de los valores atipicos sobre los estadisticos del MLG

El error de especificacién cometido al ignorar la modelizacién de un valor atipico en un

modelo de regresién tiene como consecuencias:

1.- Los estimadores obtenidos serin estimadores sesgados, viniendo el sesgo de-
terminado por la relacién entre las variables exégenas incluidas en el modelo y las

variables ficticias que recogen el comportamiento de los valores atipicos.

2.- Al considerar el cociente de los errores cuadriticos medios de los estimadores en
un modelo verdadero (con la modelizacién de los valores atipicos) y en un modelo

erréneo (sin la modelizacién de los valores atipicos), se puede decir que en la mayor
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4.- DETECCION DE VALORES ATIPICOS

Los trabajos realizados sobre la deteccién de valores atipicos, tanto en series temporales
como en el modelo lineal general, centran especialmente su atencién en la importancia de

encontrar contrastes o0 métodos de deteccién que eviten los dos principales problemas que se

presentan: el problema del enmascaramiento de atipicos, que aparece cuando los efectos de
un valor atipico enmascaran los de otros y ¢l problema de la inundacién que surge al

considerar una observacién como atipico cuando realmente no lo es.

Los contrastes derivados a lo largo de las investigaciones han puesto de manfiesto la
dificultad de evitar estos dos problemas, no habiéndose conseguido en todos los casos. Por
ello, en esta seccién expondremos los principales métodos propuestos, centrindonos en los

desarrollos mas recientes.

Tal y como se puso de manifiesto en las secciones anteriores, el problema de los valores
atipicos puede provocar efectos de magnitud importante por lo que la detecciéon de los
valores atipicos se convierte asi en una etapa indispensable en todo anilisis de un modelo de

regresion.

En el modelo de regresion, al plantearse la explicacion de una variable, Y, en funcidn de
un conjunto de variables explicativas, incluidas en la matriz X, nos podremos encontrar con
atipicos tanto en Y como X. En este sentido, se han definido los puntos influyentes
("leverage points") en direcciéon y y en direccion x, debido a que puntos elevados en
cualquiera de las variables incluidas en el modelo pueden provocar la aparicién de valores

atipicos que distorsionan claramente la estimacién y los estadisticos asociados a ésta.

Se han desarrollado diferentes métodos de deteccién de atipicos que podremos englobar

en las siguientes categorias:
1.- Métodos basados en los residuos.

2.- Métodos de eliminacién de una o miltiples filas
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3.- Métodos basados en la distancia de Mahalanobis
4.- Métodos grificos

Dentro de cada una de las categorias anteriores, se han propuesto diferentes métodos de
deteccién de atipicos. Aqui simplemente nos referiremos a los métodos mas habituales y a los
de desarrollo mis reciente, no pretendiendo por tanto una enumeraciéon exhaustiva de todos

los contrastes derivados.

Asimismo, la clasificacion anterior de los contrastes es una de las muchas que se
hubiesen podido obtener Obedece tnicamente al juicio de la autora por razones de
simplicidad expositiva. Ademads, los contrastes que se presentan podrian haber sido incluidos

en otra categoria diferente debido a que muchos de ellos presentan caracteristicas comunes.
4.1.- METODOS BASADOS EN LOS RESIDUOS
En el modelo de regresién:
Y=XB+u
donde Y =(y,,¥;,--»¥1), X es la matriz de regresores de dimensién Txk y

u = (u,,U,,...,ur) es un vector de errores aleatorios con E[u]=0 y V(u) =021, tendremos

los siguientes resultados basicos.
Definimos la matriz H ("hat matrix") de la siguiente forma:
H=XXX)"'X

siendo la matriz de proyeccién que transforma el vector Y en su estimador minimo

cuadritico: Y=HY , donde H es una matriz simétrica e idempotente y tr(H)=k. Gracias a estas

propiedades podemos escribir:
c 2
b, = z:(hij Vi
j=

donde h; es el i-ésimo elemento de la diagonal principal de la matriz H.

48



DOCUMENTOS DE TRABAJO

Si definimos los residuos minimo cuadriticos 1=Y—Y, podemos expresar las

covarianzas de Y y U de la siguiente forma:

Cov(‘?) =o’H
Cov(l) =c¢*(I-H)

La matriz de proyeccién H se ha utilizado en numerosas ocasiones para determinar la
influencia de determinados puntos de observaciones. En concreto, se analizan los elementos
de la diagonal principal de la matriz H, considerando como influyentes aquellos elementos en
los que h; sean mayores que 2k/T (en otras ocasiones, 3k/T). Sin embargo, tal y como ponen
de manifiesto Rousseeuw y Leroy (1987), este método no tiene en consideracién las posibles
observaciones influyentes en Y debido a la forma de construir la matriz H que sélo considera

las variables en X.
Por este motivo, se desarrollan los métodos basados en los residuos, que son:

- Residuos estandarizados, definidos por:

=i 4.1.1
§ =g (4.1.1)

siendo S? = —1—- f
T — k i=1

]
- Residuos estudentizados definidos por:

(4.1.2)

' S\1-h,
el cual, segin , Belsley, Kuh y Welsch (1980), en un gran nimero de situaciones

practicas, se distribuye como una t con T-k-1 grados de libertad, pudiéndose interpretar como

un medio para medir la significatividad de un residuo estudentizado.

De esta forma, los residuos estudentizados proveen un buen camino para examinar la
informacién en los residuos tanto porque tienen la misma varianza como por su facil relacién,

en numerosas ocasiones, con la distribucién t. Valaes elevados de (4.1.1) y (4.1.2) en valor
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absoluto determinarian la presencia de puntos influyentes que deberian ser analizados como
posibles atipicos. Segin Rousseeuw y Leroy (1987), un residuo estandarizado o estudentizado
superior a 2.5 (considerado como punto de referencia debido a la gaussianidad supuesta en

numMerosos casos practicos) podria establecerse como un valor atipico a analizar.

Los residuos estandarizados y en especial los residuos estudentizados han sido los
métodos mis ampliamente utilizados en las investigaciones para detectar valores atipicos. Sin
embargo, en numerosas situaciones, nos encontramos con que puntos influyentes tienen un
residuo estudentizado pequefo. En problemas en los que hay multiples atipicos en los datos
de las variables X, ni los residuos estandarizados ni los estudentizados detectan los atipicos
debido al desplazamiento que se produce en el ajuste minimo cuadritico. De esta forma, se
produce el efecto de enmascaramiento de atipicos. (Véase Rousseeuw y Leroy (1987) para

gran numero de ejemplos).

Rousseeuw (1985) propone otro método para detectar miltiples atipicos basado en los
residuos que denomina diagnéstico resistente (RD;), que busca identificar todos los puntos
que son atipicos. La idea bisica de este diagnéstico estd estrechamente relacionada con la

definicién de la regresion de mediana de cuadrados minima (LMS), consistente en:

Minianjzar med @7 4.1.3)

para cada subconjunto J={i1,i2,...,ik} de (1,2,...,T) conteniendo k subindices. Se

obtienen asi BJ y los residuos correspondientes ﬁi(BJ), a partir de los cuales se construyen

los residuos estandarizados mediante la expresién:

a,(8,)
ggﬂﬁ B0

A partir de esta expresion, el caso i-ésimo se define como atipico mediante la expresién:

P, = rn;axM (4.1.4)
jrgg_eiJu (B, )|
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De esta forma, las observaciones con P, elevado se considerarin aberrantes o al menos
sospechosas. El problema suge en ;qué se puede considerar elevado?. Rousseeuw y Leroy
(1987) consideran que el punto i-ésimo se identifica como atipico si su P, es mayor que un
valor critico C,, el cual podri derivarse a partir de la distribucién de P, bajo condiciones de
normalidad. Desgraciadamente, es muy dificil derivar C, que depende también de las
variables X. Por ello, propone una versién estandarizada de P,, definiendo el diagnéstico

resistente:

P
T (4.1.5)

j=1..T

para cada observacién i. Esta expresion inicamente se puede aplicar cuando la mediana

de todos los P; es diferente de 0, hecho que unicamente ocurre cuando el ajuste es exacto, es
decir, cuando mis de la mitad de las observaciones cae en el mismo hiperplano, hecho que se
descubre realizando una estimacién robusta, como la LMS. Su experiencia les lleva a asegurar

que RD,; se puede considerar elevado si su valor excede de 2.50.

Segin Rousseeuw y Leroy (1987), por construccién, el diagnéstico RD, no es
susceptible del efecto de enmascaramiento y sugieren que el RD, debe interpretarse
conjuntamente con los residuos estandarizados de un ajuste muy robusto, pudiendo concluirse
que todos los puntos con un residuo estandarizado elevado también poseen un RD, grande,
no siendo cierto el inverso. Puede suceder que una o mis observaciones con RD,;>2.50
tengan residuos estandarizados de un ajuste robusto reducidos. Tales observaciones son

"puntos de influencia inofensivos", que no influyen en el ajuste.
4.2.- METODOS BASADOS EN LA ELIMINACION DE UNA O MULTIPLES FILAS

Estos métodos buscan valorar la influencia de una 6 muiltiples observaciones en los

estadisticos derivados a partir del modelo de regresién.

Se fundamentan en la idea de determinar si la eliminacién de una 6 miltiples filas afecta
de forma sustancial a los estadisticos. Si esto ocurre, podremos determinar una 6 multiples

observaciones influyentes que deberan ser analizadas como posibles atipicos.
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En la primera parte de esta seccién, analizaremos la influencia de la eliminacién de una
Unica fila a partir de los estadisticos propuestos por Cook (1977) y Belsley, Kuh y Welsch
(1980).

4.2.1.- ELIMINACION DE UNA UNICA FILA (ENX YENY)

Cook (1977) busca detectar observaciones influyentes en el modelo de regresién lineal.
Para ello, basindose en la definicion de la elipsoide de confianza al (1-a)%, la cual si
consideramos normalidad para el vector desconocido B, viene dada por el conjunto de todos

los vectores B* que satisfacen:

(B*—B) X' X(B*-P)
kS?

SFyrp(d-a)

siendo f}: KXY 8= o Ey 11y (1— ) el valor de la distribucién F con k

y T-k grados de libertad al 1-¢, donde k es el niimero de parimetros del modelo.

Para determinar el grado de influencia que el i-ésimo dato tiene en el estimador [, el

camino mis natural es calcular el estimador minimo cuadritico (EMCO) de B eliminando dicha
observacion, estimador que denotaremos B( -i)- De esta forma, Cook (1977) considera que la

distancia entre ambos estimadores puede entenderse como una buena manera de medir esa

influencia. Define asi una medida de la naturaleza critica de cada punto mediante la ex-

presion:

D. (B(—i} - P’) X X(ﬁ(—i) - Ig)
' kS?

i=12,..,T (4.2.1.1)

estadistico que provee una medida de la distancia entre B_;, y B en términos de niveles

de significacién descriptivos. Si suponemos que D;~F, ;_,,(1—), un dato se considera

influyente si ﬁ(_i) estuviese fuera de la regién de confianza del 10% (Cook (1977)). Cook y

Weisberg (1982) y Montgomery y Peck (1982) consideran que un valor de D, alrededor de 1.0

seria generalmente considerado como grande.
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Con el objeto de evitar realizar (T-1) regresiones eliminando cada vez una observacién,
Cook (1977) expresa D, de una forma mis sencilla y a la vez clarificadora. Para ello,

considera ciertas derivaciones. Se demuestra ficilmente que:

BBy = (XwXe) x[yi -] (4.2.12)

donde X _; es la matriz X con la i-ésima fila (x'i) eliminada, y;, es la i-ésima

observacién del vector Y. Si definimos h; =x,(X' X)"'x; y asumimos v,<1 (lo cual se

produce cuando X _;, es de rango completo) entonces:

(XXos) T X (e X) ez (0 X) (-h,) (4.2.1.3)

de lo que se deduce que:

X'X
KX, X) — = (XX ) X (4.2.14)
Sustituyendo (4.2.1.4) en (4.2.1.2):
s L (XX)Nx i
BBy =" b [y, -xB] (4.2.1.5)

a partir de la cual se desprende inmediatamente que:

D = XIB IL 42.1.6
i s k(1-h,) (42.1.6)

De esta forma, D, depende de tres cantidades relevantes, relacionadas todas ellas con el

conjunto de datos completo: el nimero de parimetros, k, el residuo estudentizado i-ésimo:

- Yi"x;B
S S,

y el ratio entre la varianza del i-ésimo valor predicho:
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V($) = x,(X'X)" x,6* =h, 0"

y la varianza del i-ésimo residuo:

V( ,)=0c*(1-hy)

De esta forma, se puede expresar D, mis simplemente:

V(y;
V(g;)

-

(4.2.1.7)

5
D. =

Claramente, t’ es una medida del grado con el que la observacién i-ésima puede ser

considerada como un atipico a partir del modelo asumido. El cociente de varianzas mide la

sensibilidad relativa del estimador B a atipicos potenciales en cada punto. Un valor elevado

de este cociente indica que el punto asociado tiene una fuerte ponderacién en la

determinacién de los ﬁ Ambas medidas, combinadas en (4.2.1.7) proporcionan una medida

del impacto total que una Gnica observacion tiene sobre la solucién minimo cuadritica.

El problema de esta medida surge cuando p(X(_i)) <k, de forma que ﬁ(_i) no esta

esencialmente definido.

A partir de esta medida, Belsley, Kuh y Welsch (1980) desarrollan un conjunto de
contrastes con el objeto de valorar los efectos que la eliminacién de una fila tiene sobre los

estadisticos mas usuales en el anilisis de regresion.

El efecto de eliminar una fila sobre el vector de coeficientes estimados se analiza en

Belsley, Kuh y Welsch (1980) mediante:

e XX i
DFBETA, = BB, = 5-1—;)-11"—“- (4.2.18)

Si el interés se centra en el efecto sobre un Unico elemento del vector de parimetros
estimados, el j-ésimo, se valora en relacién a la varianza de Bj,oz(X' X)}j’. Si definimos

C=(X'X)"X', entonces:
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A A c;0;
B-Beis =15~ (4.2.1.9)

T
Puesto que: Z(X' b, e x'ixi(X‘ X)'=(XX)"!

i=1

Mosteller y Tukey (1977) demuestran que:

)
var(,) =0 X.c (4.2.1.10)
k=1

De esta forma, una medida del cambio que se produce en el parimetro ﬁ ; al eliminar la

i-ésima fila se define mediante la expresion:
DFBETAS; = ———= e (4.2.1.11)

donde Belsley et al (1980), con el objeto de hacer el denominador estocisticamente
independiente del numerador en el caso de gaussianidad, consideran en vez de S* (el

estimador usual de 67%), Sf_i) definido como:

1 =
Sf—i) = mZ[YR -ka{-i}T

k=i

En el caso general, si |DFBETASij es elevado, se considerard que la observacién i-

-~

ésima es influyente en la determinacién del parimetro Bj. Tanto Belsley et al (1980) como
Rousseeuw y Leroy (1987) consideran que si |DFBETASij| > 2/AIT, la observacién i-ésima se

considerari influyente debiendo ser analizada.

Bajo la hipétesis de normalidad, Belsley et al (1980) consideran un contraste Wtil para
analizar el efecto sobre el estadistico t, valordndose asi la sensibilidad del output de regresién

ante la eliminacién de una fila. En este sentido, definen:
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~

DFTSTAT, = b, - Beo, (4.2.1.12)

s JXX); SelXeXeo]l

estadistico que ayudarid a determinar si la eliminacién de una fila afectari de forma

importante a las conclusiones del contraste de hipétesis.
El efecto que la eliminacién de una fila tiene sobre los valores ajustados se mide a través

del contraste:

. | 1 L1 ot
DFFITS, = §, - § iy =[1—hﬁ} = (4.2.1.13)

expresién muy similar a D; en (4.1.b.1.6) donde se emplea S en vez de S _;,. Segin

Rousseeuw y Leroy (1987) y Belsley et al (1980), una observacién que cumpla:

1/2
DFFITS, > 2(%) deberia ser analizada como influyente.

Con objeto de valorar el efecto de la eliminacién de una fila sobre los residuos, Belsley

et al (1980) definen los residuos estudentizados de la siguiente forma:

~

* uj
RSTUDENT =, = (4.2.1.14)
Scol-h;

n

diferencidndose de la expresién anterior en (4.1.2) en el uso de S_;, en vez de S,

presentando los mismos problemas anteriormente comentados.

Finalmente, Belsley et al (1980) analizan los efectos de la eliminacién de una fila sobre

la matriz de covarianzas de los estimadores, proponiendo dos formas de analizarlos.

En primer lugar, proponen realizar el cociente de los determinantes:

det[(X'(_i)X(_i,)_l ] / det] (X' X)"']
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sugiriendo que, al diferir ambas matrices inicamente en la inclusién y exclusién de una
sola fila, un valor de este ratio cercano a la unidad indicard ¢ e ambas matrices son muy
cercanas, reflejando que la matriz de covarianzas es insensible : la eliminacién de la fila i-

ésima.

En segundo lugar, y con objeto de considerar ademis los efectos de la eliminacién de
una fila sobre la variable y, mediante la estimacién de su varianza, proponen el siguiente

estadistico:

det{Sf_i)[(X'(-i)X(*“)_l]}

COVRATIO = - -
det{s’(x x)"'}
' L (4.2.1.15)
_ S det[(X(,i,X(_i)) ]
s* 7| det(x X)7|
el cual al considerar que:
*det[ XX ;)| = (1 - hy)det(X' X)
2
T-k-1S7,, =(T-k)S* - 1 _'hﬁ
* | = i
' Sy1-hy
puede expresarse:
COVRATIO = = (4.2.1.16)
[(T_k"l) +— } (1-h,)
T-k T-k

Como herramienta de diagnéstico, el interés de centrard en aquellas observaciones de
(4.2.1.16) cuyos valores no sean cercanos a la unidad, siendo estas observaciones las que
probablemente sean mis influyentes y necesiten una investigaciéon mis profunda. Belsley et al
(1980) analizan los casos extremos que se pueden producit deduciendo que deberin

analizarse los puntos con [COVRATIO - 1| cercanos o mayores que 3k/T.
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Por iltimo, definen un estadistico para analizar el efecto de la eliminacién de una fila

sobre la varianza de §;. Partiendo de:

Var(9;) = Szhii y

,. i N
Var(y ;) = Var(x;B_;) =S(—i)|_ﬁj

n

forman el cociente:

2
S(—i)

FVARATIO = —— <2
S*(1-h;)

ratio que exhibe los mismos esquemas de comportamiento que el COVRATIO.

Rousseeuw y Leroy (1987) analizan estos estadisticos para medir la influencia de una
fila. Ponen de manifiesto que estas medidas se definen en funcién de los residuos MCO y de
los elementos de la diagonal de las matrices H y C, conteniendo asi dos tipos de informacién:
los residuos MCO, ;, que son medidas del mal ajuste y las matrices H y C que reflejan la
distancia o alejamiento de X, en el espacio de las variables explicativas. Sin embargo, su inter-
pretacién no es tan sencilla cuando los datos contienen mas de un caso atipico. Estos
estadisticos son susceptibles del efecto enmascaramiento puesto que dos o mais atipicos
pueden actuar conjuntamente para reforzar o cancelar la influencia de los otros. El resultado
final es que estos estadisticos de un inico caso no tienen éxito en la identificacién de atipicos,
fracasando a menudo en revelar el impacto de pequenos grupos de casos porque la influencia

de un punto podria estar enmascarada por otro.
4.2.2.- ELIMINACION DE MULTIPLES FILAS

Ante la posibilidad del enmascaramiento de atipicos, se plantea la necesidad de
encontrar técnicas que sean capaces de detectar los efectos potencialmente influyentes de un

grupo de observaciones.

En este sentido, Cook y Weisberg (1982) generalizan la expresidon (4.2.1.1) para medir el

efecto de mis de un caso, obteniendo:
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(ﬁ(-—:) = ﬁ) X X(ﬁ(—l) =3 ﬁ)
kS?

donde I recoge los indices correspondientes al grupo de casos potencialmente

D,(I) = (4.2.2.1)

influyentes y B(_I) es el estimador MCO eliminando las filas indexadas por I.

El problema fundamental de esta aproximacién es la seleccién de los casos que se
deben incluir en 1. Segin Belsley et al (1980) se pueden utilizar las técnicas expuestas
anteriormente para seleccionar los casos a incluir en I. Sin embasgo, tal y como exponen
Rousseeuw y Leroy (1987), se puede producir el caso de que existan puntos conjuntamente
influyentes pero que lo sean de forma separada, de manera que no consideran vilidos los
diagnésticos de un dnico caso para detectar el subconjunto a incluir en 1. Esto lleva a que se
tengan que calcular Cfr“ combinaciones donde m=1,2,...,T/2, lo que dificulta extremadamente

el cilculo.

Belsley et al (1980), al considerar que sus técnicas de eliminacién de una fila son
vilidas, estiman que el subconjunto a incluir en I se puede detectar ficilmente y generalizan

los estadisticos anteriores al caso de eliminacién de muiltiples filas.

La generalizacién del efecto sobre la estimacién de un parametro de la eliminacién de m

filas es:

_IB’E-SE;] : ”I 4.2.2.2)

para j=1,2,...k y m=2,3,... donde escala indica una medida apropiada del error estindar.

Si el interés se centra en los valores ajustados, la medida se transforma en:

xf[B po ﬁ(—l. )l
Escala

(4.2.2.3)

para r=1,..., T. Estas medidas también pueden expresarse:
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[ﬁj - E(—l.)j][ﬁj ks B(—I.Jj]

4.224)
Escala
BB, | X X|B-B.
pofo|x2p-be (422.5)
Escala
Los efectos sobre el ajuste pueden analizarse mediante la expresion:
MDFIT = [B-B ., X, Xery B-Brs ] (4.2.2.6)
lo que también se puede expresar (Bingham (1977)):
' a =1
I.Xl. [Xt—l.)X(—l,)] Xl, (8 4.2.2.7)

donde G es el vector columna de los residuos MCO e I como subindice denota la

matriz o el vector con filas cuyos indices estin contenidos en I .

La generalizacién del cociente de varianzas para la eliminacién de m filas es:

det{Sf_l_)(X;_,_,X{_,_,)‘:}
det{s*(X' X)'}

COVRATIO(I, ) = (4.2.2.8)

Tal y como sefialan Rousseeuw y Leroy (1987) las técnicas de eliminacién de multiples
filas no son tan populares como las de eliminacién de una tnica fila debido a los problemas
de cilculo. Estos vienen motivados por la dificultad de encontrar aquellas filas que forman el
subconjunto I . Se han derivado medidas para aliviar este problema pero en ningin caso se

garantiza la identificacién de los casos "malos" presentes en el conjunto de datos.

4.3.- METODOS BASADOS EN LA DISTANCIA DE MAHAILANOBIS

La aproximacién cldsica para la deteccién de valores atipicos se realiza mediante la

distancia de Mahalanobis al cuadrado, definida mediante la expresién:
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MD; (x;,X) = (x; = T(X)C™ (X)(x; = T(X)) (4.3.1)
calculada para cada observacion, siendo T(X) la media aritmética y C(X) el estimador

cliasico de la covarianza:

C(X) = %i(xi -%)' (x, —X) (432)

i=1
Los puntos para los cuales MD?(x;,X) es elevada se eliminan de la muestra y se
procede de nuevo con la muestra "limpiada". Esta aproximacién produce buenos resultados si
Gnicamente hay un atipico, pero sufre, en los casos de miltiples atipicos, del efecto
enmascaramiento. Los estadisticos como la media y la matriz de covarianzas son muy sensibles

a la presencia de atipicos ya que son estadisticos no robustos.

Por estas razones, los métodos de deteccién de atipicos basados en el cuadrado de la
distancia de Mahalanobis se han centrado en la obtencién de estimaciones robustas de T(X) y

C(X) para evitar los problemas anteriormente comentados.

Rousseeuw (1985) y Rousseeuw y Leroy (1987) se basan en dos técnicas de estimacién
robusta: Elipse de Volumen Minimo (MVE) y Determinante de Covarianza Minimo (MCD) que,

para los parimetros a estimar en MD? se definen de la siguiente forma:

a.- El MVE para T(X) se define como el centro de la elipse de volumen minimo

cubriendo al menos h puntos de X, donde h=[(T+k+1)/2] 2

El estimador de la matriz de covarianzas C(X) correspondiente viene dado por la
misma elipse, multiplicada por un factor adecuado para conseguir la consistencia con

los datos normales multivariantes.

b.- El MCD, estimador de determinante de covarianza minimo, para T(X) se define
como la media de los h puntos de X, para los cuales el determinante de la matriz de

covarianzas es minimo.

2 La notacién [] significa la parte entera de . .
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Rousseeuw y van Zameren (1989) proponen reemplazar la media y la covarianza
clasicas en MD? por sus MCD 6 MVE robustos, resultando asi distancias robustas que

permiten identificar los puntos de influencia en los datos de regresién.

Rousseeuw y Leroy (1987) dicen que, en el anilisis de regresién, las técnicas anteriores
se aplicarian sobre la matriz de variables explicativas X con el objeto de encontrar los puntos
de influencia. Sin embaigo, conocer estos puntos no es suficiente ya que se tienen que tener
también en cuenta la respuesta en y; con el objeto de determinar si (y;,X;) es un atipico en
el modelo de regresién (es decir, si (y,;,X;) se desvia del esquema lineal de la mayoria de los
datos). De esta forma, la cuestién de si X; es un "buen" o "mal" punto de influencia uni-
camente puede averiguarse por medio de una técnica de regresién robusta como el LMS que

comentaremos en la seccién dedicada a la correccién de los valores atipicos.

Netkov y Neytchev (1991) proponen un procedimiento, basado en la técnica LMS y

MVE, para distinguir entre "buenos" y "malos" puntos de influencia.

El procedimiento, para el modelo:

Y=XB+u

donde Y es un vector (Tx1), X es una matriz (Txk) y u es (Tx1) se compone de las

siguientes etapas:
1.- Hacer la regresién LMS, es decir encontrar el estimador de minima mediana de
residuos al cuadrado:
minilénizar (02 )pr (4.3.3)

donde p= [T/2]+ [(k+1)/ 2],[§ son los coeficientes de la regresién, (ﬁz)i:_r, i=1,..T,

son los residuos al cuadrado ordenados de menor a mayor. Calcular los residuos

estandarizados % donde S es un estimador de la desviacién tipica final y ; son
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los residuos basados en la regresion LMS. Identificar entonces la i-€sima observacién

como atipico LMS si %l 2 2.5 (Rousseeuw y Leroy (1987)).

2.- Aplicar la técnica MVE sélo a las variables explicativas. Calcular la distancia

robusta (RD,) 3 correspondiente para cada observacién. Calcular el valor critico

1/2
tas)
k,0975 *

3.- Dibujar los residuos estandarizados de la regresién LMS contra las RD, calculadas

en la segunda etapa. Los puntos de este grifico caerdn en las siguientes categorias:

12
- Observaciones regulares, con reducida RD, [F{Di <(xi'w,5)l ] y residuos

estandarizados pequefos [u,/{ < 25]

- Atipicos verticales (VO), con RD, pequena y % grande.
- "Buenos" puntos de influencia (GLP), con RD, elevada y % reducidos.

- "Malos" puntos de influencia (BLP), con RD; y % elevados.

De esta forma, se detectan los atipicos en ambas direcciones (Y y X), no estando sujeto

este procedimiento a los efectos de enmascaramiento ni de inundacién de atipicos.

Rousseeuw y van Zomeren (1990) ilustran grificamente este procedimiento ya que
ponen de manifiesto que la mejor forma de decidir sobre los "buenos" y "malos" puntos de

influencia es mediante el analisis grifico de los residuos robustos , /S, versus las distancias

robustas RD,.

En un primer grifico de los valores de la variable endégena versus la variable exégena
se pueden distinguir qué tipo de atipicos nos podemos encontrar. Asi en la figura 1, las

observaciones (a) serin observaciones regulares, la observacién (b) se considera un atipico

3 Es la distancia de Mahalanobis de (4.1.c.1) sustituyendo T(X) y C(X) por las estimaciones MVE robustas.
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vertical, el punto (c) es un buen punto de influencia y finalmente (d) se denomina mal punto

de influencia.

1 o). . ()

@ .."."
"(d)

X

Figura 1: Determinacién gréfica de los puntos de influencia

Sin embargo, el grifico mis ilustrativo es el que recoge los residuos robustos

estandarizados contra las distancias robustas:

T (). . (b)
; 2.5
1=
.
Di

(v)

Figura 2: Residuos estandarizados versus distancias robustas

A partir de la figura 2, en la que se dibujan las distancias robustas frente a los residuos
estandarizados, se pueden clasificar las observaciones en cuatro categorias. Antes de pasar a

definir las clases de observaciones, hay que sefialar que la recta (v) recoge el valor de

1’7(&.0 975 - Las cuatro categorias en que se pueden dividir las observaciones se han denotado

en la figura 2 y son las siguientes:

(a) Este punto se considera como atipico vertical ya que tiene una RD, de valor

reducido y un residuo estandarizado elevado.

(b) Las observaciones incluidas en este cuadrado se denominan malos puntos de

influencia ya que presentan una distancia robusta elevada y un G/S elevada.
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(c) El punto (c) presenta una distancia robusta grande y sin embargo un residuo

estandarizado reducido por lo que se denomina buen punto de influencia.

(d) Los puntos incluidos en el cuadrante (d) se consideran observaciones regulares

ya que presentan tanto la distancia robusta como los residuos estandarizados

reducidos.

Rousseeuw y van Zomeren (1990) destacan que un tunico diagnéstico no es suficiente
para clasificar las observaciones en estas cuatro categorias y ademis revelan que este método
es mucho mis eficiente en la deteccién de los valores atipicos y puntos de influencia que el
que otros autores han propuesto, consistente en dibujar los residuos minimo cuadriticos
estandarizados frente a la distancia de Mahalanobis. Neykov y Neytchev (1991) recomiendan

la utilizacién del método de Rousseeuw y van Zomeren (1990) en todo andlisis de regresion.

Por su parte, Hadi (1992) considera que la estimacién MVE de los parimetros de la
distancia de Mahalanobis propuesta por Rousseeuw (1985), aunque genera estimaciones de
T(X) y C(X) robustas, plantea un coste de cdlculo demasiado elevado. Por este motivo, se
centra en la obtencién de estimadores robustos para la media y la matriz de covarianzas de la

distancia de Mahalanobis con un menor coste operativo.

El procedimiento se centra en la matriz de variables explicativas X, de orden Txk, siendo

las etapas a seguir:
- Etapa 0: Ordenacioén inicial.

Reordenar las T observaciones en forma ascendente de acuerdo con una distancia

robusta elegida de forma adecuada. Por ejemplo:

Di(CyiSx) = (X, —C) S (%, ~Cy) i=Lai,T (4.3.4)

siendo C; y Sy estimadores robustos de localizacién y de la matriz de varianzas-

covarianzas. Se dividen entonces las observaciones en dos subconjuntos iniciales:

1.- Subconjunto bdsico: que contiene las k+1 primeras observaciones.
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2.- Subconjunto no bidsico, conteniendo las T-k-1 observaciones restantes.

- Etapa 1(a): Conjunto bisico de rango completo.

Si el conjunto bisico es de rango completo, calcular:

J& -GS (x,-C,) i=1,..T (4.3.5)

donde C, y S, son la media y la matriz de covarianzas del subconjunto basico.
- Etapa 1(b): Conjunto bisico no de rango completo.

Si el conjunto basico no es de rango completo, calcular primero los autovalores de
S,, A, 2A, 2...2A, =0 y la matriz de autovectores correspondiente, V,. Entonces,

calcular las distancias:

J&x, -CY VW V.(x,~-C,) i=1..,T (4.3.6)

donde W, es una matriz diagonal cuyo j-ésimo elemento es:

1
W,

.= m j=1..,T (4.3.7)

donde A, es el autovalor, distinto de 0, mis pequefio de S,
- Etapa 2: Incrementar el tamano del subconjunto bisico.

Reordenar las observaciones en orden ascendente de acuerdo con las expresiones
(4.3.5) 6 (4.3.6), segin sea el caso. Sea r el nimero de observaciones en el
subconjunto bisico actual. Dividir las observaciones en dos subconjuntos - uno,
conteniendo las r+1 primeras observaciones y - otro, conteniendo las T-r-1

observaciones restantes.

- Etapa 3: Criterio de parada.
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Repetir los pasos 1-2 hasta encontrar un determinado criterio de parada y calcular

entonces las distancias robustas:

Di(C,.S,)=+/(x, =G, ) (6,8,)(x, ~C;) i=1...T (4.3.8)

2 3 : .
donde ¢, =Cp,m;/¥; s €s un factor de correccién para obtener la consistencia
cuando los datos provienen de una distribucién normal multivariante y m; es el

100(h/T)th percentil de los T valores de (4.3.8). Los estudios de simulacién sugieren

que G, ={1+r[(T—k)F, siendo r el nimero final de observaciones en el

subconjunto basico final.

La l6gica de este procedimiento radica en que al ordenar las observaciones en la etapa
0, el subconjunto bisico estari libre de atipicos, de manera que las estimaciones del
parimetro de localizacién y de la matriz de covarianzas seran robustas no viéndose afectadas
por los atipicos. De esta forma, la distancia que se calcula en la etapa 1, utilizando (4.3.5) 6
(4.3.6), sera robusta. Después se incrementa en una observacién el subconjunto, realizando las
mismas operaciones hasta encontrar un criterio de parada que hay que determinar Se han

propuesto dos criterios de parada:
a) parar cuando Min{Di (C,:S,);i€ conjunto no bésico}z s
b) parar cuando el subconjunto bisico contenga h observaciones.

El valor critico de C, se define tal que:
Pr[min{Di (C,:S,); i € conjunto no bésico }> C, IX no contenga atipi cos] =l-a

El problema reside en que C_, depende de la distribucién de D,(C,;S,) que no es
conocida. Por ello, Hadi adopta el criterio (b), definiendo h como la parte entera de
[T+k+1]/2. Alcanzado el criterio de parada, se utilizan las observaciones contenidas en el
subconjunto basico para estimar los parametros de localizacién y de escala, usindose para
calcular la distancia (4.3.8), declarindose como valores atipicos las observaciones superiores a

esta distancia. Debido al desconocimiento de la distribucién de D,(C,;S,), no se podri hallar
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un limite de manera que Hadi sugiere la realizacién de un grifico de los valores de

D,(C,;S,) donde se presentarin claramente los valores atipicos como aquellas observaciones

que se distancian claramente del resto.

Hadi aprecia ventajas claras de este procedimiento con respecto al de la distancia

robusta propuesto por Rousseeuw, destacando las siguientes:
1.- Menos costoso en tiempo de cilculo que la RD,; de Rousseeuw.

2.- Mayor eficiencia y precisién en el cilculo de los parimetros de localizacién y de
escala: la RD; utiliza p+1 observaciones mientras que la D;(C,;S,) usa h=(T+k+1)/2

observaciones.

3.- S, es mis estable que la calculada en el procedimiento de Rousseeuw (1985).

4.- Mientras que en la RD, puede ocurrir que la matriz de covarianzas sea 0, en el
procedimiento sugerido por Hadi se propone la expresion (4.3.6) para evitar estas

situaciones.

Tras dos afos de perfeccionamiento de este procedimiento, Hadi (1994) modifica el
contraste anterior, presentando como ventajas adicionales que es uniformemente mas potente
y que se encuentra mucho menos afectado por los problemas de enmascaramiento e

inundacién de atipicos, permitiendo ademas un mayor control sobre el tamafio del contraste.
Hadi (1994) redefine las etapas de su contraste:
- Etapa 0: Ordenacién inicial: Sin cambios respecto al contraste anterior.

- Etapa 1: Si el subconjunto bdsico es de rango de columnas completo, calcular
D?(C,;S,) donde C,y S, son la media y la matriz de covarianzas del subconjunto
bésico. Si éste no es de rango completo, incrementarlo en tantas observaciones como

se requieran hasta conseguir que sea de rango completo.

- Etapa 2: Incrementar el subconjunto bisico. Sin cambios con respecto al contraste

anterior.
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- Etapa 3: Repetir las etapas 1 y 2 hasta que el subconjunto basico contenga

h= [E—?k-i-—l] observaciones. Entonces ir a la etapa 4.

- Etapa 4: Sea r el nimero de observaciones en el subconjunto basico actual. Define

entonces el factor de correccién C,, mediante la expresion:

L, 1 Pl 2  k+if
G =t ool LM T T

el cual sélo depende de T y k. A partir de esto:

(a) Calcular D?(C,;Cy,S,), y ordenarlas de forma ascendente. Sea Df,, el
estadistico de orden r-ésimo de las D?(C,;CS,). [Si S, es singular utilizar la

ecuacién (4.3.6) del contraste anterior].

(b) Si D(zm)in.u,T, entonces el proceso termina y se declara que todas las
observaciones que satisfacen D} (C,;CpS,) 2 X} o1 son atipicas. Si D{,,;, < X% o/ if

al paso 5.

- Etapa 5: Dividir las observaciones en dos subconjuntos: un subconjunto bisico que
incluya las r+1 primeras observaciones y un subconjunto no bisico conteniendo las
T-r-1 observaciones restantes. Si T=r+1, se para el proceso y se declara que no hay

atipicos. En otro caso, volver al paso 4.

Este método de deteccion de atipicos en la matriz de datos X dnicamente puede
utilizarse cuando el tamafo muestral es elevado, T>3k+1. Esto puede parecer una desventaja,
pero presenta una légica bastante grande. En un conjunto de datos en el que el tamafio
muestral sea reducido, los atipicos se confundirin con las observaciones "buenas", no
pudiéndose entonces hablar de atipicidad pues serdn realmente tipicas. No se podria apreciar
claramente cuiles son las observaciones que se desvian del conjunto de datos que podriamos

denominar como atipicos.
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El problema de este contraste puede entonces residir en la consideracién por parte de
Hadi de un tamafio muestral, a nuestro entender, tan reducido. Segin Hadi, es menos costoso
en tiempo que el método de estimacién de la distancia robusta propuesto por Rousseeuw.
Puede que este menor coste sea debido al reducido tamafio muestral que considera y que al
trabajar con tamafos muestrales mis amplios, este procedimiento pueda llegar a convertirse

en tedioso.

4.4.- METODOS GRAFICOS

Se han propuesto una gran variedad de métodos grificos para detectar la presencia de

valores atipicos.

Daniel (1959) sugiere los "half-normal plots" en los cuales se consideran experimentos
factoriales de la forma 2P, esto es p factores de dos niveles. Considera los valores absolutos
ordenados de los efectos totales. Si la distribuciéon del error es normal, los efectos totales
absolutos se comportarin como desviaciones de la distribucién "half-normal" con varianza

comun. Esto es, su funcién de densidad de probabilidad tiene la forma:

f(x) =/(2n0?).exp[-x?/26?] (x> 0)

Dibujando los valores ordenados se encontrardn observaciones que caen muy cercanas a
una linea recta a través del origen. Desviaciones de la linealidad, indicarin efectos reales
(valores grandes fuera de la linea recta) 6 violaciones de las hipétesis bisicas del modelo. En
particular, la presencia de un tnico valor atipico inflard los valores absolutos de los efectos
totales, estando no dirigido hacia el origen pero hacia un valor similar al sesgo de
contaminacién reflejado por el atipico. Con este método, nos volveremos conscientes de que

existe un atipico pero no determinaremos cual es la observacién individual que lo genera.

Con mis de dos atipicos, este grifico no revela de forma clara su presencia, a menos

que el sesgo sea del mismo signo y de magnitud similar. Asimismo, las violaciones de las
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hipétesis basicas del modelo pueden afectar a la no linealidad de estos grificos de forma que

sea muy dificil distinguir la manifestacién de un valor atipico.

Una presentacién grifica simple se obtiene dibujando los valores ordenados de los
residuos en papel de probabilidad normal. Con estructura de error normal, esperariamos una
relacién de linea recta. No linealidad seria indicativa de asimetria de la distribucién del errorg
manifestindose los atipicos en alejamientos marcados en los finales del dibujo. Este método,
cuya principal ventaja es que considera valores extremos de los residuos y no valores
absolutos, presenta el problema del camuflaje de atipicos debido a la técnica de estimacion.
Por ello, Gnanaderikon y Kettenning (1972) sugieren la utilizacién de residuos modificados,
basindose en los valores ajustados robustamente de los atipicos mejor que la estimacién
minimo cuadritica para la muestra completa. Sugieren que los dibujos de probabilidad de
tales residuos modificados ordenados pueden ser mis informativos sobre los atipicos. Estos
grificos de probabilidad son de gran utilidad cuando sélo hay un valor atipico. Cuando hay
dos 6 mis atipicos, Gentleman y Wilk (1975a, 75b) demuestran que puede haber confusién
debido a la compensacién de los efectos, teniendo en estos casos, escaso valor los grificos de

probabilidad.

Atkinson (1981, 82a, 82b) analiza métodos graficos para detectar atipicos de los modelos
lineales. Para la respuesta de atipicos, recomienda los "half-normal plots" de los residuos
estimados adecuadamente modificados. En vez de usar los residuos estudentizados, sugiere

utilizar:

it Yi—x;Bes -
S(—i)[l"'xi(xt—i)x(—i)) xi]

Segun Atkinson, estos residuos reflejan mis adecuadamente los atipicos, sugiriendo un

73 (4.4.1)

"half-normal plot" de los | : | para detectar respuestas de los atipicos.

En los casos de regresién simple, una forma adecuada para detectar los atipicos son los
"scatter plots" en los cuales se representan los valores (y;,X;), analizindose de esta forma la

estructura de los datos, detectindose ficilmente los puntos de influencia en ambas
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direcciones. En el caso de la regresién miiltiple, este método se extenderia a los "partial

regression leverage plots".

Otro método grifico también bastante ilustrativo es el histograma de los residuos. Bajo
la hipétesis de normalidad, un histograma de frecuencias presentando colas muy gruesas y
asimetria, podria ser indicativo de la presencia de atipicos. El problema es el método de
estimacién que puede llevar a generar unos residuos que presenten valores muy elevados
debido a la escasa robustez del ajuste. Rousseeuw y Leroy (1987) proponen utilizar los
residuos calculados a partir de un método de estimacién muy robusto, que incluyen
informacién muy potente para detectar todos los atipicos presentes en los datos. Un grifico de
estos residuos estandarizados contra el valor estimado de Y; proporiona una descripcién
cuantitativa de esta informacién, permitiendo al analista detectar los puntos "malos" de forma

simple.

En esta seccién se han analizado miltiples contrastes derivados para detectar la
presencia de valores atipicos. Como se comenté anteriormente, se han incluido los que se han
considerado mds importantes. Existen otros contrastes no recogidos en este trabajo, algunos
de los cuales se pueden encontrar en Atkinson y Weisberg (1991), Portnoy (1991), Davies y

Gather (1993) y Barnett y Lewis (1984).
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5.- MODELIZACION Y CORRECCION DE LOS VALORES ATIPICOS

Una vez que se han detectado los valores atipicos que pueden presentarse en los
modelos econométricos habituales analizados en este trabajo, el paso siguiente serd modelizar,
corregir 6 eliminar éstos con el fin de minimizar al miximo las nefastas consecuencias que
estas observaciones tienen sobre los estadisticos y estimaciones tal y como se ha analizado en

secciones anteriores.

De nuevo, los métodos de correccién que han sido sugeridos por diferentes autores son
distintos dependiendo de qué tipo de modelo econométrico estemos analizando. Por este
motivo, analizaremos los métodos de correccién y/6 modelizacién de los valores atipicos para

cada uno de los esquemas econométricos considerados en este trabajo.

En esta seccién presentaremos los métodos que han sido propuestos para tratar el

problema de los valores atipicos en el modelo de regresién.

Expondremos dos tipos de soluciones que pensamos son las mas acertadas, aunque
existen otros métodos, no tan ampliamente utilizados, como son la eliminacién de las
observaciones atipicas, la sustituciéon de éstas por la media de las observaciones anterior y
posterior, la sustitucidn por una extrapolacion, etc.. (ver Barnett y Lewis (1984)), que aqui no

comentaremaos.

En la investigacién realizada sobre los métodos de correccién de los valores atipicos, se
han encontrado dos que han recibido la mayor atencién. Por un lado, se encuentran los
métodos de estimacién robusta que, ademas de presentar una elevada utilidad en la etapa de
deteccién de los valores atipicos, son capaces de generar estimaciones robustas de los
parametros ante la presencia de valores atipicos, lo que supone que en numerosas situaciones
no sera necesario corregir estos valores debido a que los parametros estimados del modelo no

se veran negativamente afectados por estas observaciones anémalas.

Por otro lado, se encuentra el método que podriamos denominar "cldsico" de correccién

de los valores atipicos, consistente en la inclusién en el proceso de estimacién de variables
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ficticias para eliminar los efectos nocivos de los atipicos, obteniéndose asi una estimacién del

valor del efecto que un atipico tiene sobre la variable analizada.
Pasamos ahora a exponer ambos tipos de soluciones.
5.1.- ESTIMACION ROBUSTA DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

El desarrollo tecnolégico, proporcionando grandes avances en la informitica con
ordenadores cada vez mis ripidos y la posibilidad de desarrollar programas 6 aplicaciones
mucho mis potentes y eficientes, ha resucitado el interés sobre los métodos de estimacién

robusta de los pardmetros de los modelos econométricos.

Como ya se ha comentado, las series de datos de variables econémicas presentan
numerosos valores atipicos que pueden provocar importantes efectos negativos sobre los
estimadores y los estadisticos, conseguidos mediante la estimacién minimo cuadritica, método

que se ve muy afectado por estas observaciones anémalas.

Antes de exponer los diferentes métodos de estimacién robusta mis ampliamente
utilizados, creemos que es importante clarificar ciertos conceptos muy directamente

relacionados con estos procedimientos de estimacion.

El principal objetivo de los procedimientos de estimacién robusta es la obtencién de
estimaciones de los coeficientes que se vean afectados lo menos posible por las observaciones
anémalas 6 los valores atipicos. En este sentido, existe un concepto fundamental en torno al
cual giran todos los métodos de estimacién robusta: el "breakdown point" (BP a partir de
ahora). La definicién dada por Donoho y Huber (1983) establece que representa a "la fraccién
méis pequefia de contaminacién que puede causar que un estimador tome valores aberrantes
arbitrariamente grandes". En otras palabras, se entiende por BP al mimero minimo de
observaciones atipicas que pueden estar presentes en una muestra de forma que los
estimadores basados en estas observaciones se vean claramente afectados, variando
substancialmente los resultados si estos valores anormales no estuviesen presentes. En este

sentido, se buscan pues estimadores con un BP elevado, significando que la muestra puede
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contar con un nimero importante de observaciones atipicas de manera que los estimadores

no se verin afectados por éstas.

El problema fundamental que se plantea es que los estimadores robustos con un BP
elevado carecen en numerosas situaciones de otra de las propiedades elementales de todo
estimador, la eficiencia, de manera que las investigaciones mis recientes en torno a este
problema se centran en encontrar métodos de estimacién robustos con elevado BP y
eficientes. De todas formas, tal y como exponen Rousseeuw y Leroy (1987), el BP es sélo uno
de los muchos criterios de robustez exigibles a los estimadores, siendo el BP elevado
Unicamente una condicién necesaria para que el método de estimacién pueda ser considerado
como aceptable, debiendo cumplir este método con otras cualidades tipicas en el anilisis de

regresion.

Los principales objetivos de la estimacién robusta fueron resumidos por Staudte y
Sheather (1990) quienes establecen que las estimaciones robustas de los parimetros B del

modelo de regresion deberian satisfacer los siguientes puntos:

1) Consistencia, normalidad asintética y elevada eficiencia de los estimadores cuando

se produzcan violaciones importantes de las hipétesis del modelo.

2) Métodos vilidos para construir intervalos de confianza de los parimetros

desconocidos y para contrastar hipétesis acerca de ellos.

3) Débil sensibilidad relativa de la propiedad 1) y de los resultados de 2) ante

pequeinias variaciones del modelo.
4) Simplicidad teérica.
5) Calculo sencillo.

El principal problema de la estimacién minimo cuadritica de los parimetros del modelo

de regresion:

Y=XB+u
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es que, a pesar de tener una eficiencia elevada cuando los errores u se distribuyen de
forma normal, las observaciones con residuo elevado tienen una contribucién mayor a los
residuos al cuadrado, afectando de forma importante a su resolucién. Es decir, la derivacién
de la estimacién minimo cuadritica se basa en la minimizacién de los residuos al cuadrado, de
manera que un residuo elevado generari un aumento considerable de la suma residual,
obteniéndose de esta forma unas estimaciones de los parimetros que la minimizan distintas a
las que se hubiesen conseguido sin la presencia de ese residuo elevado. En consecuencia, la
estimacién minimo cuadritica no es robusta y tiene un BP muy reducido debido a un simple

atipico 6 punto influyente que puede ocasionar importantes variaciones en los estimadores.

Con el objeto de evitar los problemas ocasionados al minimizar los residuos al cuadrado
se han propuesto distintos estimadores alternativos, todos ellos basados en los residuos.
Pasamos ahora a exponer los principales métodos de estimacién propuestos. La idea principal
que subyace en todos estos métodos es que los residuos elevados, pudiendo ser atipicos, no
deben tener una contribucién elevada de manera que los estimadores no se vean demasiado

alterados.

5.1.1.- ESTIMADOR DE DESVIACIONES ABSOLUTAS MINIMAS © ESTIMADOR L,

En el modelo de regresion lineal, el estimador L, se obtiene encontrando el vector de

estimaciones B tal que

ii=ll|ﬁi|= §;|Y -Bx|| [5.1.1]
sea minima.

La idea es sustituir los residuos al cuadrado, fuentes de perturbacién de los estimadores,
por su valor absoluto, provocando asi que la contribucién de un residuo elevado sea menor
en la funcién objetivo. De esta forma, se genera una ganancia considerable en la robustez de
los estimadores. Sin embago, este estimador es robusto tnicamente con respecto a los
atipicos que se pueden encontrar en la variable endégena, pero es muy vulnerable a los

puntos de influencia en direccién X.
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Por otro lado, Wilson (1978) analizé la eficiencia de este estimador concluyendo que
ésta disminuye a medida que aumenta el tamafio muestral. Es importante destacar también
que este estimador no tiene una formulacién explicita y que puede verse afectado por dos
problemas: el estimador resultante puede no ser Unico, es decir, puede existir otro estimador
que se ajuste igualmente a estos datos y la estimacién encontrada puede ajustarse también a

otro conjunto de datos.
5.1.2.- ESTIMADOR M DE HUBER (1973)

Se trata del primer estimador que busca ponderar los residuos con el objeto de que los
atipicos no tengan una elevada contribucién a la funcién objetivo a minimizar. Huber (1973)

propone reemplazar los residuos al cuadrado por otra funcién de los residuos y escoger el

estimador ﬁ tal que:

ip(ﬁs)= gpoz -BX;) [5.12]

sea minima, donde p es una funcién de los residuos convexa, simétrica y con un

minimo en 0. Derivando [5.1.2] e igualando a 0, se obtiene:
i‘l’i(ﬁi)xi = iw(Yi —Xti)Xi =0 [5.1.3]
i=1 i=1

con Yy = p' (derivada de p). Se obtendrian asi los estimadores Bw, llamados estimadores

M 6 estimadores de Huber que minimizan la expresién [5.1.2].

En su idea inicial, Huber desarrollé los estimadores M para situaciones en las que una
parte de los errores o perturbaciones provenian de una distribucién diferente de la normal, es
decir para trabajar en situaciones en las que la distribucién del error no es enteramente

normal pero se encuentra "cercana" a la distribucién normal.
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Debido a su falta de equivarianza con respecto a una modificacién en Y,, se deben
estandarizar los residuos por medio de algin estimador de la varianza, de manera que (5.1.3]

se transformaria en:

iq(ﬁi /8)X,=0 [5.1.4]

donde G se estima conjuntamente.

Tal y como poﬁen de manifiesto Staudte y Sheather (1990), si se elige de forma
adecuada la funcién v, los estimadores M pueden alcanzar una elevada eficiencia en relacién
con los estimadores LS y pueden ser muy robustos contra los residuos muy elevados. Sin
embargo, no son tan robustos contra los atipicos en X, de manera que presentan un BP bas-

tante reducido, de 1/T.
5.1.3.- ESTIMADORES M GENERALIZADOS O ESTIMADORES GM

Se construyen con el objeto de limitar la influencia de los puntos de las variables
incluidas en la matriz X que sean atipicos. La idea consiste en cambiar el dominio de la

funcién Y, incluyéndose ademais de los residuos, los puntos de X, solucionindose con

respecto a ﬁ la expresién:
gﬂ(x. sﬁi)xi = iln(x, st _X!BT])XI =0 [5.1.5]

siendo ésta la aproximacién sugerida por Hampel el al (1986) y Hettmansperger (1984).

Por su parte, Mallows (1975) propone reemplazar [5.1.4] por:
im(Xi w(h; /69X, =0 [5.1.6]
i=1

mientras que Schweppe (Hill (1977)) sugiere usar:
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X W8,/ (@X, )X, =0 [5.1.7]
i=1
Todos los B resultantes de estas tres ultimas expresiones se denotarian como
estimadores M generalizados 6 estimadores GM y segin Rousseeuw y Leroy (1987) tienen un
BP bastante mis elevado que los estimadores M. El punto débil de estos estimadores es su

reducida eficiencia en presencia de buenos puntos de influencia.

Los residuos resultantes de la estimaciéon M, estimacién GM de Mallows y de Schweppe
se analizan en McKean el al (1991), quienes estudian la utilidad de los residuos de estas
estimaciones robustas para detectar las inadecuacidades en el modelo. Concluyen que los
métodos de estimacién robusta con elevado BP pueden conducir a situaciones erréneas si se

utilizan sus residuos para verificar la adecuacidad del modelo, debiendo ser muy precavidos

en este punto.
5.1.4.- ESTIMADORES MM - YOHAI (1988)

Los estimadores MM, propuestos por Yohai (1988), presentan el maximo BP posible
(50%) y ademas consiguen una elevada eficiencia, dos de las principales caracteristicas que se

desean en todo estimador.
Se definen en tres etapas:

1.- Primero se calcula un estimador para el vector de parimetros B con un BP

elevado (B*) sin necesidad de que sea eficiente. En este sentido, se puede calcular

cualquier estimador de los que se presentan en esta seccion.

2.- Sobre los residuos obtenidos con el estimador de elevado BP ( (ﬁ*)), se calcula

un estimador M de la escala (ST) que tenga el maximo BP posible (50%)

3.- Finalmente , el estimador MM (B) se define como la solucién de:
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i‘v( (B)/8;)x; =0 [5.1.8]

i=1

que satisface S(B) < S(ﬁ*) donde

s® =30 Bys:)

i=1

La funcién p debe satisfacer las siguientes propiedades:
A.- Debe ser simétrica, continuamente diferenciable y p(0) = 0.
B.- Existe ¢>0 tal que p es estrictamente creciente en [0; c] y constante en [c; ).

Yohai (1988) demostré que los estimadores MM heredan el BP del 50% de la primera
etapa y poseen la propiedad del ajuste exacto. Ademis son altamente eficientes cuando los
errores tienen una distribucién normal y comparan muy favorablemente con los estimadores

M Generalizados.

Yohai, Stahel y Zamar (1990) proponen aumentar el estimador MM incluyendo la
estimacién de la covarianza asintética con el objeto de permitir la inferencia
aproximada. Segin ellos, con este estimador MM consiguen la mayor parte de los

objetivos que todo procedimiento de estimacién robusta debe perseguir:
a) Tener un BP elevado
b) Tener una elevada eficiencia cuando el minimo cuadritico lo es.

¢) Ser adecuado para la inferencia en el sentido de que los resultados asintéticos

deberian estar disponibles.

d) Mostrar un comportamiento del sesgo satisfactorio, es decir, que el sesgo maximo

causado por la contaminacién arbitraria sea reducido.
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5.1.5.- ESTIMADOR DE MINIMOS CUADRADOS PONDERADOS

Cuando se sospecha que puede haber atipicos que distorsionan las estimaciones minimo

cuadriticas se pueden usar los minimos cuadrados ponderados (WLS) consistentes en

encontrar B, que minimiza:

s@)= Ym0 [5.1.9]
i=l
de manera que se otorgaria una menor ponderacién a los residuos atipicos.

El primer paso consistiria en estimar las ponderaciones o escogerlas a partir de

funciones de los datos preespecificadas. Después se obtienen los WLS de By 6% y se usan los
residuos resultantes de este modelo ajustado para obtener nuevas ponderaciones y repetir el

proceso. Este procedimiento iterativo es especialmente efectivo en la estimacién robusta.

Una ventaja de este problema es que se puede resolver aplicando la metodologia

minimo cuadritica:
Si E[u] =0, cov(u)=c*W™' (5.1.10)

siendo W una matriz TXT simétrica y definida positiva, el problema de la estimacién de

B se puede transformar en uno en el cual los errores satisfacen las hipétesis ideales:
W = WHZ.WUZ;YW — wl:’ZY; Xw - wl."ZX; uw — wlf'Zu'

Con estas nuevas variables, transformamos el modelo: Yy, =X,B+uy, donde la

perturbacién satisface las hipétesis de manera que:
ﬁw 2( XX ) X Y = (XWX X'WY

E[Ew] =B; cov(By) =0 (X WX)"
con . . .
S%N':L; w=Yw_Xwa

n-k-1
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Cuando W es una matriz diagonal, Bw es el estimador de minimos cuadrados ordinarios.

Staudte y Sheather (1990) demuestran que el ﬁw converge en probabilidad a  cuando

se considera la estructura de regresion.

El mayor problema de este método es que es altamente ineficiente cuando se aplica
sobre datos no contaminados y se requiere una mayor investigacién sobre la eficiencia de este

método en relacién con el método minimo cuadritico.
5.1.6.- ESTIMADOR LMS (ROUSSEEUW (1985))

Rousseeuw, para construir el estimador de mediana de cuadrados minima (LMS), se basa
en la constatacién de los estimadores de minimos cuadrados ordinarios para el modelo de
regresion lineal no son robustos, viéndose muy afectados por los valores atipicos que puedan
existir. Ademis, busca un estimador con BP elevado, siendo el mayor posible (el 50%). Por
otro lado, considera que la mediana no se verd afectada por los valores atipicos, de manera

que define el estimador de mediana de cuadrados minima de la siguiente forma.

Para el modelo lineal general, Y=XB+u, donde en principio se supone que se cumplen

las hipétesis ideales del modelo, se trataria de encontrar el vector de parimetros B tal que:

-~

2
mediana * = med_iana(Y—XB) [5.1.11]
sea minima.

Rousseeuw pone de manifiesto que el estimador resultante posee bastantes ventajas:
siempre tiene solucién, aunque no se obtiene una formulacién explicita, no se ve afectado por
los cambios en la escala y si el nimero de variables explicativas es mayor que 1, el BP del
método LMS es ([T/2)-k+2)/T (donde [] se refiere a la parte entera de .). Ademis, si k>1 y
existe un B tal que al menos T-[T/2]+k-1 de las observaciones satisfacen exactamente Y = Xiﬁ

y se encuentran en posicion general, entonces la solucién LMS de [5.1.11] iguala a ﬁ sean

cuales sean las otras observaciones.
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Rousseeuw también reconoce que su método de estimacién de los parimetros presenta
desventajas como es la escasa eficiencia de los estima-dores cuando los errores del modelo de
regresién son realmente normales. Para conseguir mayor eficiencia, Rousseeuw propone
utilizar los LMS como valores iniciales de un estimador M de una séla etapa, denominados

OSM cuya expresion seria:

Bosw = Bus + (X X)X [w(8} /6*).... (83 /0#)] [5.1.12]

"B(y,0)

donde B(y,0) = JW'(V)dq)(V); a; =Y, _XiBLMS .

Otra alternativa para mejorar la eficiencia seria utilizar los minimos cuadrados
reponderados, consistentes en que para cada observaciéon (Y;,X;), se asigna una
ponderacién ®; que es una funcién de los residuos LMS estandarizados, #,/G* en valor

absoluto. Se pueden usar diferentes funciones:

1.- Utilizar la funcién de ponderacién:

[5.1.13]

= _{1 sifg, 704 <c,
0 enel resto de los casos

2.- Introducir una parte lineal que suavice la transicion de la ponderacién 1 a la

ponderacién 0:

Jl sifi, /0¥ <c,
@, =1(c;—|i; 70}/ (c;—c,) sic, <|d; /o¥<c, [5.1.14]
0 en el resto de los casos

donde c,, ¢, y ¢, son constantes predefinidas.

Una vez seleccionada la funcién de ponderacién, se reemplaza cada observacién

(Y;:X,) por (@"Y,;®;"*X,), pudiéndose aplicarse ya los métodos de minimos
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cuadrados sobre estas observaciones reponderadas, consiguiéndose asi un estimador

con mayor eficiencia que el LMS original.
5.1.7.- ESTIMADOR LTS - (ROUSSEEUW (1983))

Rousseeuw introduce otro estimador robusto en el que se deben ordenar los residuos al

cuadrado de menor a mayor, obteniéndose:

(ﬁz )l:T S (ﬁ2 )2:T .S (ﬁz)T:‘l‘

Considerando Unicamente los h primeros términos de esta ordenacién, Rousseeuw

(1983) define el estimador de residuos al cuadrado ordenados minimo (LTS) como el

estimador B que minimiza:

g(ﬁz)im: g(Yi— XiB)zT [5.1.15]

Si se considera h=[T/2]+1, el estimador LTS tiene el mismo BP que el estimador de
minima mediana de cuadrados. Ademis, para h=[T/2]+[(k+1)/2], el LTS alcanza el miximo

"breakdown point" posible, es decir, (((T-k)/2]+1)/T.

Junto a la propiedad de que alcanza el miximo BE también presenta las mismas
ventajas que las citadas para el estimador LMS, siendo ademis mis eficiente que éste debido a

una convergencia mas rapida.

La principal desventaja de este método es que requiere ordenar los residuos de menor a

mayor y ademads no se obtiene una formulacién explicita de este estimador.
5.1.8.- ESTIMADORES S - (ROUSSEEUW Y YOHAI (1984))

Rousseeuw y Yohai (1984) derivan otra clase de estimadores robustos, con un BP

elevado, invariantes y con una convergencia elevada, que se basan en la minimizacién de la

dispersion de los residuos. Se trata de encontrar el estimador Bg tal que:
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(@, B)..... i (B)) [5.1.16]

es minimo, con estimador final de la escala dado por la expresién:

&= S(4,(B),..., i (B)) [5.1.17]

La dispersién S(1, (B),..., ﬁT(ﬁ)) se define como:

1 (8,
?Zp(?]_k [5.1.18]

donde k 2 menudo se iguala a Eg[p], siendo @ la distribucién normal estandar.
5.1.9.- ESTIMADOR DE MEDIANA REPETIDA - (SIEGEL (1982))

Concluimos esta seccién dedicada a los estimadores robustos con el primer estimador
con BP maximo que fue derivado por Siegel (1982). Se basa en todos los subconjuntos de k
puntos que se pueden formar, que denominaremos ij,1i,,...,1,. Cualquiera de las k
observaciones (y; ,X; ), ..., (¥;, ,X; ) determinan un unico vector de parimetros denotado por

Bj(i], ..., 1, ). El estimador de mediana repetida se define entonces como:

B, = mied[...(med(med B, G, 1,)])] [5.1.19]

| 1

Entre las ventajas de este estimador se encuentra el hecho de que se puede calcular
explicitamente y que, al calcularse secuencialmente las medianas en vez de una mediana para

el total, este estimador alcanza un BP del 50%, es decir, el miximo posible.

Los problemas que se plantean son que tanto la eficiencia asintética como la funcién de
influencia de este estimador son desconocidas, problemas que unidos al hecho de que se
puede tener un nimero elevado de subconjuntos (tantos como variables explicativas se

incluyan en X), hacen que no sea de los estimadores robustos mas utilizados.
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Como conclusién a las soluciones propuestas en esta seccién dedicada a los métodos de

estimacién robusta, cabe destacar que todos estos métodos presentan problemas.

Destaca asimismo el hecho de que ninguno de los métodos busca considerar la
informacién que puede aportar un valor atipico a la hora de explicar la variable dependiente,
sino que simplemente buscan estimar los parimetros del modelo de forma que éstos no se
vean afectados por los valores atipicos. Pasaremos ahora a exponer el método "clisico" de
modelizacién de valores atipicos, método en el cual si que se tiene en consideracién la

informacién sumistrada por el atipico.

5.2 .- METODO "CLASICO" - VARIABLES FICTICIAS

Como ya se comenté anteriormente, los métodos de estimacién robustos han empezado
a ser mas utilizados recientemente gracias al desarrollo de los ordenadores que son mis
potentes y al desarrollo de programas o aplicaciones que se estin adecuando a los
ordenadores. Sin embargo, estos métodos no son recientes; lo que si es mis reciente, es la

preocupacion por este tipo de estimacion.

Por este motivo, los métodos de modelizacién o eliminacién de los valores atipicos que
mas ampliamente se han utilizado son, por un lado, los propuestos por algunos autores
consistente en la eliminacién 6 sustitucién de estas observaciones (véase Barnett y Lewis
(1984)), métodos en los cuales no se tenia en consideracién la informacién que podia
suministrar esta observacién anémala. Hay que recordar que, a nuestro entender, en las series
econémicas, los valores atipicos vienen causados por algin hecho que provoca que la
variable, en ese momento, se comporte de forma diferente al resto de los puntos, de manera
que puede estar incluyendo informacién que creemos es necesario incluir en el proceso de

estimacion.

En segundo lugar, el método mis utilizado en las investigaciones econémicas ha sido la

modelizacién de estos valores atipicos mediante la introduccién de variables ficticias en el
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proceso de estimacion? . De esta forma, se recoge la informacién que proporciona ese valor
atipico debido a que la variable ficticia, ya sea tipo impulso ya sea tipo escalén, tiene asociado

un coeficiente que se estima conjuntamente con el resto de los parametros del modelo.

Debido a que es ampliamente conocido por la mayor parte de los investigadores, nos
centramos exclusivamente en realizar una serie de comentarios sobre €l, en vez de exponer

las consideraciones tedricas que subyacen en el método "clisico".

La idea que subyace en este método pensamos que se ajusta de forma adecuada al
objetivo que se persigue mediante la estimacién de los parimetros del modelo de regresién.
En éste, se busca establecer una relacién, generalmente lineal, entre la variable dependiente,
Y, y las variables explicativas, incluidas en la matriz X, de manera que se consiga una funcién
de ajuste (?) que sea lo mas préxima posible a la variable a explicar (Y), es decir, se intenta
establecer una relacién de la variable Y con las variables incluidas en X de tal forma que se
explique la mayor proporcion posible de Y. Los residuos representaran asi lo que dejamos de
explicar de manera que un residuo muy elevado, en valor absoluto, representara el punto de
Y que el modelo ha sido incapaz de explicar, pudiendo denominarse atipico. Debido a que las
variables incluidas en X no pueden explicar este valor, la idea de incluir una variable ficticia
para recogerlo se encuentra en perfecta consonancia con el objetivo de la regresion.
Asimismo, ayudard a mejorar la varianza residual, haciéndola mis reducida, de manera que
disminuirin los intervalos de prediccién, otro de los objetivos que se persiguen con el modelo
de regresion. De esta forma, la inclusion de una variable ficticia, ademds de contribuir a
explicar a la variable endégena, contribuye a obtener unas predicciones con intervalos mis

pequenos, siendo asi mis fiable.

Sin embargo, pensamos que, en numerosas situaciones, la modelizacion de los valores
atipicos no se ha hecho correctamente 6 mejor dicho, no se detectaron de forma adecuada vy,
en consecuencia, la inclusién de las variables ficticias no se hizo de forma adecuada. Tal vez
por falta de medios 6 por complejidad, los valores atipicos se suelen identificar por medio de
los residuos de un ajuste minimo cuadritico que, como se ha comentado en secciones an-

teriores, no es demasiado robusto, de manera que la identificacién de los valores atipicos

4 Este método es el que denominamos "clisico” debido a que es el mis ampliamente utilizado.
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puede no ser todo lo fiable que se desearia. Ademids, en la mayor parte de las ocasiones, esta
identificacién se basa en la hipétesis de normalidad de los residuos lo que ocurre en pocas
ocasiones. Debe recordarse que los atipicos distorsionan de forma importante los coeficientes
de asimetria y curtosis, de manera que la supuesta normalidad de los residuos no se suele
verificar. Por todo ello, pensamos que la identificacién de los valores atipicos deberia
realizarse sobre unos residuos basados en estimaciones robustas, tal y como se ha expuesto
en secciones anteriores, combinando el método con la modelizacién de los atipicos gracias a
la introduccién de variables ficticias. Es decir, el método consistiria, primero en identificar los
valores atipicos a partir de los residuos obtenidos mediante un ajuste robusto, y en una
segunda etapa, se realizaria la estimacién de los parimetros del modelo elegido, incluyendo
en la matriz X las variables ficticias oportunas para recoger el comportamiento de los atipicos
anteriormente identificados. De esta forma, se obtendrian los efectos que los distintos atipicos

tuvieron sobre la variable objeto del estudio.

La combinacién de ambos métodos nos permite también conocer qué tipo de atipicos se
presentan debido a que los métodos de estimacién robusta, cuando los utilizamos para la
deteccién de valores atipicos, nos permiten clasificar éstos (véase seccién 4.1), conociendo, de

esta forma, ademds del tipo, la influencia que presenta en el modelo de regresién.
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6.- EJEMPLOS DE LOS DISTINTOS ATIPICOS EN EL MODELO DE
REGRESION

De cara a ilustrar todo lo anteriormente expuesto, presentamos en esta seccién
diferentes ejemplos de c6mo se verin afectados los estadisticos cuando tanto la variable
endégena como alguna de las exégenas presenta valores atipicos. En este sentido se ha

realizado un ejercicio de simulacién que pasamos a detallar.

Aunque en el campo econdémico habitualmente los atipicos se presentan tanto en h
variable endégena como en las exégenas y por lo general se pueden presentar miiltiples
atipicos, de diferentes tipos, en unas y en otras, por sencillez expositiva, aqui distinguiremos
entre atipicos en la variable endégena y atipicos en las variables exégenas. Para ello, partimos
de un modelo general simulado sobre el cual s¢ irin introduciendo las diferentes
modificaciones para ilustrar los efectos de los atipicos considerados. El modelo inicial se
construyé a partir de la simulacién de variables N(0,1), tanto para la variable endégena (Y)
como para las 4 variables exégenas introducidas en el modelo ( X, X,, X, y X,), todas de 300

observaciones. El modelo inicialmente simulado fue el siguiente:

Y =45.235+2.87X, —10.876X, +9.8754X, + 74.234X, +u,

donde u es una variable aleatoria N(0,1).

A partir de este modelo inicial, se fueron introduciendo los diferentes atipicos, para k

variable endégena y las variables explicativas.
* Atipicos para la variable endégena

Atipico tipo impulso: se introdujo un atipico tipo impulso en la observacién 100, con

un efecto de magnitud importante (100), obteniéndose YI1

Atipico tipo escalén: se introdujo en la observacién 150, también con un efecto de
magnitud 100 y de duracién hasta el final de la muestra. 1a variable endégena con el

atipico tipo escalén recibe el nombre de YI2.
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* Atipi Vi icativ.
Atipico tipo impulso: se introduce en la variable X,, con efecto, magnitud y momento

de ocurrencia exactamente iguales a los descritos en el caso del atipico tipo impulso

para la variable endégena. 1a variable con dicho atipico recibe el nombre de X2I1

Atipico tipo escalén: Al igual que en el caso anterior, este tipo de atipico se introduce

sobre la variable X, con los mismos esquemas seguidos para la variable endégena. Esta

nueva variable recibe el nombre de X2I2.

De esta forma, tendremos:
a) Atipico tipo impulsoen Y
b) Atipico tipo escalén en Y
©) Atipico tipo impulso en X,
d) Atipico tipo escalén en X,
dando paso asi a la estimacién de diferentes modelos a partir de los cuales considera-
remos los principales efectos de los atipicos, los contrastes para la deteccién de los atipicos y

las diversas formas de tratamiento que se han propuesto para disminuir o aminorar los efectos

de los atipicos sobre las estimaciones
6.1.- EFECTOS DE LOS VALORES ATIPICOS SOBRE LOS ESTIMADORES Y ESTADISTICOS

En esta seccién, analizaremos los efectos de los diferentes valores atipicos en los
estimadores, los estadisticos etc.. comparando los resultados con los obtenidos en h
estimacién del modelo inicial simulado. En la tabla 1, se presentan los resultados de las

estimaciones para los diferentes modelos considerados, siendo éstos los siguientes:
Modelo 1: Modelo inicial simulado:
Y =B, +B,X, +B, X, +B:X; +B.X, +u,
Modelo 2: Modelo con atipico tipo impulso en Y

Y11 =B, +B,X, +B,X, +B,X; +B,X, +u,
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Modelo 3: Modelo con atipico tipo escalén en Y

YI2 =B, +B,X, +B,X, +B,X; +B X, +u,
Modelo 4: Modelo con atipico tipo impulso en Xy:

Y =B, + B, X, +B,X,11+B,X, +B X, +u,
Modelo 5: Modelo con atipico tipo escalén en X o:

Y =B, +B,X, +B,X,12+B,X; +B. X, +u,

Dividiremos los efectos en funcién de dénde se encuentre el valor atipico, ya sea en h
variable endégena 6 sobre la variable exégena. Los resultados de las estimaciones, que se
comentarin a continuacién, se encuentran en l tabla siguiente. (Entre paréntesis figuran los

errores estandar)

Efectos de los atipicos sobre los estimadores y estadisticos
Parametros y
estadisticos | Modelo 1| Modelo 2 | Modelo 3 | Modelo 4| Modelo S
E"o 45.255 45.5997 95.7117 46.4360 46.3074
- (0.0559) (0.3403) (2.9055) (0.6303) (0.9113)
ﬁ 29135 3.0804 7.3282 4.2961 42784
7] (0.0578) (0.3517) (3.0030) (0.6494) (0.6616)
|‘5 -10.791 -10.8018 -12.2480 -0.3233 0.0010
b 4 (0.0549) (0.3341) (2.8524) (0.1082) (0.0129)
ﬁ 9.9530 9.3735 7.2394 10.5855 10.8005
o (0.0617) (0.3754) (3.2049) (0.7001) (0.7077)
ﬁ 742468 73.9214 77.3788 73.3224 73.3995
oL (0.0544) (0.3309) (2.8254) (0.6141) (0.6340)
R2 0.9998 0.9942 0.7214 0.9801 0.9795
8 0.9632 5.8578 50.0133 10.8945 11.0581
LBQ(12) 9.3540 0.9100 3148.6 18.027 17.479
LBO(24) 17.937 11919  5647.9 27232  27.941
LBQ(36) 23.998 2.1906 7544.5 44.403 43.290

6.1.1.- EFECTO DE LOS ATIPICOS EN LA VARIABLE ENDOGENA SOBRE LOS ESTIMADORES Y LOS
ESTADISTICOS

* Modelo 2 - Atipico tipo impulso

Los principales comentarios que se pueden extraer de los resultados presentados en h

tabla 1 son los siguientes:
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- No se aprecian importantes cambios en las estimaciones de los coeficientes con
respecto al modelo 1, no siendo muy diferentes a los obtenidos en ka estimacién del

modelo inicial. Se producen sesgos reducidos de distinto signo.

- Los errores estindar aumentan considerablemente con respecto al modelo 1,

debido al incremento que se produce en el error estindar de la regresién (G).

- El coeficiente de determinacién disminuye ligeramente con respecto al obtenido
en el modelo inicial, pudiéndose decir que se consigue un ajuste bastante

satisfactorio: se explica el 99.42% de la variable end6gena.

- la mayor variacién observada con respecto al modelo inicial se produce en los
estadisticos de Ljung-Box, que disminuyen significativamente. Esto corrobora el
resultado de Chan (1995) quien demuestra que, cuando se produce un atipico tipo
impulso de magnitud elevada (que tiende a <), las autocorrelaciones tienden a 0,
llevando a identificar un proceso de ruido blanco de la serie analizada, en este caso,

los residuos.
* Modelo 3 - Atipico tipo escalon

- Se aprecian cambios muy importantes tanto en las estimaciones de los coeficientes

del modelo como en los estadisticos. En algunos casos los coeficientes duplican en
valor al realmente simulado (coeficientes B, y B,), mientras que en el resto se
aprecian variaciones en los pardmetros en torno a los 3 puntos. Los sesgos de los

coeficientes estimados también son de diverso signo, aunque de magnitud bastante

elevada.

- Los errores estdndar de los coeficientes aumentan considerablemente con respecto
alos obtenidos en el modelo inicial y también con respecto a los obtenidos en el

modelo 2, es decir, con atipico tipo impulso en la variable endégena.

- Se aprecia una importante reduccién en el coeficiente de determinacién, asi como

un considerable incremento en la desviacién estiandar del modelo, aumento que
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provoca la elevacién de los errores estindar de las estimaciones que pierden

precision.

- Los estadisticos de Ljung-Box también aumentan significativamente, indicando

claramente que los residuos no se pueden considerar ruido blanco.

A partir de los resultados obtenidos en la estimacién de los modelos 2 y 3 queda claro
que los efectos del atipico tipo escalén en la variable endégena son mucho mis fuertes que los
ocasionados por el atipico tipo impulso, produciéndose alteraciones de los resultados mucho

mis importantes que las provocadas por el atipico tipo impulso.

6.1.2.- EFECTO DE LOS ATIPICOS EN LA VARIABLE EXPLICATIVA SOBRE LAS ESTIMACIONES Y LOS

ESTADISTICOS.

* Modelo 4 - Atipico tipo impulso en X,

- El mayor efecto observado en las estimaciones de los coeficientes del modelo se

produce para el pardmetro ﬁ,_, es decir, el coeficiente asociado a la variable X, que
incluye el atipico tipo impulso. Este parimetro, aunque mantiene el signo de h
simulacién, disminuye notablemente de valor con respecto al modelo inicial

simulado.

- El resto de las estimaciones también se ven afectadas, si bien sus pariametros
cambian relativamente poco. Como en los casos anteriores, todos los coeficientes

presentan sesgos con respecto al modelo original, siendo éstos positivos para casi
todos los parimetros, excepto para el parimetro f,, cuyo valor disminuye con

respecto al modelo inicial.

- Se aprecian también importantes incrementos en los errores estdndar de las
estimaciones, causadas por el notable incremento en la desviaciéon estindar de h

estimacion con respecto a la del modelo inicial.

- Se produce una ligera disminucién en el coeficiente de determinacién, aunque se
podria aceptar perfectamente que el modelo alcanza un nivel de explicacién de h

variable endégena muy elevado (98%)
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- Se produce un notable incremento en los estadisticos de Ljung-Box, que en todos
los casos casi duplican a los obtenidos en el modelo inicial. Adn asi, no podria

rechazarse la hip étesis de que los residuos son ruido blanco.

* Modelo 5 - Atipico tipo escalén en X,

Los resultados de las estimaciones y los efectos sobre los principales estadisticos son
muy similares a los obtenidos y comentados en el modelo anterior, apareciendo unos
coeficientes estimados de magnitud practicamente igual a los del modelo 4, pudiéndose pues

extender los comentarios anteriormente realizados a este caso.

Unicamente apreciamos una disminucién, en valor absoluto, del coeficiente asociado a

X,, variable afectada por el atipico tipo escal6on, que pierde toda su significatividad estadistica.

Comentar finalmente que se observa una ligera disminucién en el coeficiente de determinacién,
consiguiéndose explicar un 97.95% de la variable end6gena. Ademas, se produce un leve incremento,
con respecto al modelo 4, del error estiandar de la regresién y los estadisticos de Ljung-Box nos

permiten aceptar b hip6tesis de que los residuos son ruido blanco.

A partir de los resultados comentados para la inclusién de atipicos en las variables
exégenas, se puede concluir que tanto el tipo impulso como el tipo escalén tienen efectos
muy similares, no pudiendo decidir cuil de ellos es mis perjudicial de cara a la regresién.
Destacar, sin embargo, que el atipico tipo escalén incluido en la variable X, provoca h
pérdida de significatividad estadistica del coeficiente asociado, mientras que el atipico tipo
impulso en X,, aunque provoca una importante disminucién, en valor absoluto, del valor del

estimador con respecto al modelo inicial, este coeficiente sigue siendo significativo.
6.2.- DETECCION DE LOS VALORES ATIPICOS

Sobre los modelos 2, 3, 4y 5, se efectuaran algunos de los contrastes de deteccién
analizados en la seccién “Deteccién de valores atipicos” con el objeto de verificar si dichos
métodos concluyen o detectan siempre los mismos atipicos y sobre todo si son capaces de
indicar cuil de las observaciones atipicas introducidas en las variables puede presentar

problemas. Es decir, se trata de verificar si la detecciéon de atipicos mediante los distintos
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contrastes concluyen todos en la misma direccién.
Los contfastes efectuados en esta parte del trabajo fueron los siguientes:
a- Grificos de la variable endégena con atipicos versus las variables explicativas.
b.- Grificos de los residuos con los limites 2.
c.- Histograma de los residuos.
d.- Contraste de los residuos estandarizados comparindolos con los limites + 2.5.
e.- Contraste de los residuos estudentizados comparindolos con los limites + 2.5.

f- Residuos estandarizados versus las distancias de Mahalanobis robustas de las
variables explicativas.

g- Métodos de eliminacién de filas.

Hay que destacar que los contrastes ay f, es decir aquellos que intentan relacionar los
atipicos con las variables explicativas para los modelos 2y 3 sélo se utilizan a modo ilustrativo
ya que los atipicos incluidos en dichos modelos se deben a la variable endégena, es decir, h
simulacién de los dos atipicos considerados (impulso y escalén) se efectué directamente
sobre la variable endégena. Sin embargo, como veremos posteriormente, estos contrastes se
muestran muy ilustrativos para los modelos 4y 5 en los que el atipico se encuentra en la va-
riable ex6gena. Finalmente decir que todos los contrastes se efectian sobre los modelos sin b
consideracién de valores atipicos con el objeto de verificar si los métodos de deteccién nos

indican la presencia de los mismos.
6.2.1.- DETECCION DE LOS VALORES ATIPICOS SOBRE LA VARIABLE ENDOGENA
6.2.1.1 DETECCION DE AT{PICOS SOBRE EL MODELO 2 - ATIPICO IMPULSO EN Y
'6.2.1.1.A.- GRAFICOS DE LA ENDOGENA VERSUS LAS VARIABLES EXPLICATIVAS

Tal y como se coment6 anteriormente, el atipico incluido sobre la variable endégena no
venia causado por ninguna de las variables explicativas, de manera que en estos grificos no se
puede apreciar ni distinguir el atipico tipo impulso incluido en Y. Unicamente, destacar el

grifico de YI1 versus X, que presenta un esquema diferente al del resto tal y como se puede



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

apreciar en los siguientes grificos.

Fréﬁco de Y1 versus x1 I Pﬂﬁco de YI1 versus x2 |
300. 300.
el
2004 . * a* T 2004
o, ._*ﬁ-ﬂ,:z -~
~‘O -
100 . *'":“ .; i 100,
Y1 i x d i -
+
of o3+ 0.
. . v,,% ’" os
+
e 83 e
-1004 7w e -1004
+7 *
* -
200. = v . -200. T x
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X1 X2
Eco de Y1 versus x3 | feréfico de Y11 versus x4 |
300, 300,
+ * : + '
2004 * - - + 2004 +
t *ae
4-'.1- - &.‘i"" * z‘
1t it
100, o 2 100
+
+ t s -
L4 o F - +
Yi1 + 't YH
of # & Ar 4o 04
HEY L, o
-
n’wﬁ?:g i
-100J * * - * =100 bk
g t >
* *
-200. r r v T Y -200 T x T
-3 -2 -1 0 1 2 . 4 -2 0 2 4
X3 X4

6.2.1.1.B.- GRAFICO DE LOS RESIDUOS CON LAS BANDAS 20

Se aprecia claramente el atipico en la observacién 100, siendo este ultimo el Gnico valor
que sobrepasa los limites 26 siendo el resto de los residuos muy reducidos, tal y como se

puede apreciar en el grafico siguiente.

100
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| Residuos regresién modelo |
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6.2.1.1.C.- HISTOGRAMA DE LOS RESIDUOS

El efecto del atipico en el histograma de los residuos es “contundente”, provocando h
concentracién de 199 valores residuales en el intervalo (-5,5) y un tnico valor en el intervalo
(95,100). De esta forma la distribucién es claramente leptocirtica, muy asimétrica a la derecha,

presentando asi una fuerte desviacién de la normalidad.

Serie: RYI1

Muestra 1 300
Observaciones 300
Media 2.06E-14
Mediana 0.313772
Méaximo 98.46532
Minimo -3.204971
Dev. Est. 5.818542
Asimetria 16.20219
Curtosis 274.2918

Jarque-Bera  933115.9
Probabilidad  0.000000

80 100
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6.2.1.1.D.- RESIDUOS ESTANDARIZAD OS

El grifico de los residuos estandarizados, asi como sus valores, no arrojan duda alguna.
Unicamente el residuo estandarizado correspondiente a la observacién 100 presenta un valor
muy superior a los limites + 2.5 establecidos como los valores criticos que permiten detectar
la presencia de un posible atipico. El residuo estandarizado para k observacién 100 arroja un

valor de 16.80911.

I Residuos estandarizados I
20
15
104
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04 MPMFFJ W
5]
0 100 150 200 250 0
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6.2.1.1.E.- RESIDUOS ESTUDENTIZAD OS

Se extraen las mismas conclusiones que para el contraste anterior, siendo en este caso el
valor para el residuo estudentizado correspondiente a la observacién 100 de 16.91163, sin

apreciarse ningin otro residuo que supere los limites £ 2.5.

| Residuos estudentizados ]
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6.2.1.1.F.- RESIDUOS ESTANDARIZADOS VERSUS DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ROBUSTAS DE

LAS VARIABLES EXPLICATIVAS

Aunque el atipico tipo impulso en este caso no venia causado por ninguna de las
variables explicativas decidimos realizar este contraste a modo ilustrativo, si bien a partir de

estos grificos se pueden extraer conclusiones en este sentido.

IResiduos estandarizados versus MD de x1J IResiduos estandarizados versus MD de x2|
20 20
* >
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Residuos estandarizados versus MD de x4 I
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En los cuatro graficos de los residuos estandarizados versus las distancias de Mahalanobis
robustas de cada una de las variables explicativas se aprecia que un Unico punto se aleja del
conjunto de las observaciones que se mantienen todas alrededor de 0. Debido a que en todos
los casos, es decir para todas las MD, este hecho se repite, se evidencia que este atipico no
viene causado por ninguna de las variables explicativas encontrandose pues en la variable

endégena. Este seria pues un buen método para descubrir en qué direccion se produce el
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atipico, es decir, si s encuentra en la variable dependiente o en alguna de las variables

explicativas.
6.2.1.1.G.- METODOS DE ELIMINACION DE FILAS

Con el objeto de comprobar la influencia de la observacién 100, donde se sitia el
atipico tipo impulso introducido en la variable endégena, se calculan los estadisticos de

eliminacién de fila comentados anteriormente.

Es importante destacar que estos estadisticos son validos tUnicamente para detectar h
presencia de atipicos tipo impulso. En el caso del atipico tipo escalén incluido en la variable
enddgena YI2, estos contrastes se pueden realizar pero nos obliga a eliminar las 150 tGltimas

observaciones, lo que pone ciertas dudas sobre las conclusiones a cerca de los estadisticos.

Centrindonos ya en los resultados para la eliminacién de la observacién 100, podemos

destacar los siguientes puntos:

a) Todos los estadisticos coinciden en senalar la observacién 100 como muy

influyente.

b) El contraste D;, dedicado a medir la naturaleza critica del punto, arroja un valor de
0.9097, siendo practicamente igual a 1.0, valor que tanto Cook y Weisberg (1982)
como Montgomery y Peck (1982) coinciden en sefialar como un valor considerado
como elevado. Por lo tanto, la naturaleza critica de la observacién 100 es muy

importante.

o) El efecto sobre las estimaciones de los parametros, medido a través del estadistico

DFBETAS,;

j también es bastante importante, aceptindose para los parimetros

ﬁo,Bl,B3 y B‘ que la observacién 100 es muy influyente sobre las estimaciones de los
pardmetros. Destaca el hecho de que esta influencia es mis leve en el caso del

parametro B2 para el cual el estadistico no sefala que el punto 100 sea muy
influyente, tal y como se puede apreciar en la siguiente tabla en ka que se recogen los

resultados para este contraste.
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Efecto de la observacion 100 sobre la estimacion de los parametros

Parimetro | DFBETAS;
ﬁo 1.478702 *
Bl 0.704754 *
Bz -0.046662
ﬁs -2.369011 *
ﬁ4 -1.416701 *

donde * significa valores del estadistico que superan, en valor absoluto a
2/ ==0.11547.
o

d) Los efectos de la eliminacién de la observacién 100 sobre los estadisticos t son
también considerables. Aunque la eliminacion de dicha fila no afecta a las
conclusiones que se pueden extraer de dicho contraste (en todos los casos se verifica
la significatividad estadistica de los coeficientes estimados) si se aprecian cambios
importantes en los valores de los estadisticos, como consecuencia de las alteraciones

que se producen en los errores estidndar de los estimadores.

De esta forma, los estadisticos DFISTAT, presentan valores muy elevados,

destacando principalmente el obtenido para el parimetro P, presentando una

diferencia entre los estadisticos superior a 1000 puntos.

Efecto de la observacion 100 sobre los estadisticos t

Parimetro | DFTSTAT;
B, -671.9597
B, -41.5138
B, 163.7724
B, -135.3469
B, -1136.4885

e El estadistico DFFITS;, calculado para medir la influencia de la observacién

eliminada sobre los valores ajustados, arroja también un valor elevado
1/2
(DFFITS,,, = 11.33854 > 2(%) =0.258199) que nos conduce a concluir

también en este caso, que la observacién 100 es muy influyente sobre los valores
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ajustados.

P El efecto de la observacién 100 sobre los residuos, medido a través del estadistico
RSTUDENT es también muy importante, obteniéndose para la observacién 100,
fijpp = 102.518, valor extremadamente elevado, lo que pone de manifiesto h

importancia de esta observacién sobre los residuos estudentizados.

@ la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores también se ve afectada
significativamente por lk eliminacién de k fila 100. El estadistico que mide esta

influencia, COVRATIO, presenta un valor muy reducido, de manera que al realizar el

contraste |COVRATIO - 1| se obtiene un valor unitario muy superior a §T£ =0.05,

pudiéndose concluir que el efecto sobre la matriz de varianzas-covarianzas de l fila

100 es muy importante.

h) Ocurre exactamente lo mismo en la medicién del efecto de la observacién sobre
la varianza de los valores ajustados mediante el estadistico FVARATIO, concluyéndose

también que la observacién es muy influyente.

Finalmente, quisiera comentar brevemente cuales son los principales efectos de h
eliminacién de la observacién 100 sobre el resto de los estadisticos que no se tienen en cuenta
a la hora de construir estos contrastes y que habitualmente se analizan en econometria. Para su

mejor interpretacién, se resumen en la siguiente tabla:

Efectos de la eliminacion de la observacion 100 sobre
otros estadisticos
Con todas las Sin la observa-
Estadisticos observaciones cion 100
R2 0.9941 0.9998
G 5.857857 0.964835
SSR 10122.77 273.6863
AIC 3.552094 -0.055016
S(p,q) 3.613824 0.006864
LBQ(12) 0.9100 9.3320
LBQ(24) 1.1919 17.889
LBQ(36) 2.1906 23.927
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Los efectos mis importantes de la eliminacién de la observacién 100 se aprecian de
forma mis acusada en ciertos estadisticos que en otros destacando, por un lado, las
importantes reducciones que se observan en la desviacién estdndar ( §), la suma de residuos al
cuadrado (SSR), los valores para los criterios de seleccién de modelos de Akaike y Schwarz,
pudiéndose concluir que, en este caso, la eliminacién de la observacién 100 tiene también
importantes efectos reductores sobre estos estadisticos. Por otro lado, destacar el
incremento, aunque leve, del coeficiente de determinacién corregido (R?) al eliminar b
observacién 100. Si bien, con todas las observaciones, este coeficiente era muy elevado, h
eliminacién de la observacién 100 produce un ajuste casi perfecto, pudiendo decirse que

pricticamente se explica el 100% de la variable endégena.

También destaca el importante incremento que se observa en los estadisticos de Ljung-
Box, confirmidndose el resultado conocido de que un atipico impulso de magnitud elevada
tiene importantes efectos en las funciones de autocorrelacién, efectos que se traducen en
valores de las autocorrelaciones pricticamente nulas, llevando a la identificacién de procesos
de ruido blanco. En este caso, aunque se incrementan las autocorrelaciones de los residuos y
los estadisticos de Ljung-Box, se sigue aceptando k hipétesis de que los residuos no tienen

ninguna estructura y son ruido blanco.
6.2.1.2.- DETECCION DE ATIPICOS SOBRE EL MODELO 3

- Atipico escalén en Y

Debido a las especiales caracteristicas que supone la inclusién de un atipico tipo escalén,
y en especial un escalén como el incluido en este caso, desde la observacién 150 hasta el final
de la muestra, se han realizado ciertos contrastes de eliminacién de filas. El objetivo
fundamental de estos contrastes es analizar como se veran afectados los principales esta-

disticos de la regresién cuando sélo consideramos la mitad de la muestra.

Aunque se ha hecho alusién a las especiales caracteristicas de este atipico, no se puede
decir que este no se produzca nunca. De hecho, el efecto de la devaluacién de una moneda de

gran magnitud genera un esquema muy similar en los tipos de cambio, por ejemplo,
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poniéndose pues de manifiesto la dificultad de su deteccién si no se conocen las causas del

atipico.

Después de esta breve introduccién, pasamos a comentar los resultados de los

contrastes de atipicos, siguiendo el mismo esquema que en el caso del atipico tipo impulso.
6.2.1.2.A.- GRAFICOS DE LA ENDOGENA VERSUS LAS VARIABLES EXPLICATIVAS

Al haberse incluido el atipico tipo escalén directamente sobre la variable endégena,
este contraste de atipicos aporta poco a la deteccién del atipico ya que este método se

encamina a decidir si el atipico se encuentra en alguna de las variables explicativas.

De hecho los grificos que se presentan no nos permiten obtener ninguna conclusién .
El Gnico comentario que cabria realizar sobre éstos se refiere al grifico de la variable
endégena versus la variable X,, en el que se aprecia la misma tendencia observada que en el
caso del atipico tipo impulso, aunque en esta ocasién aparece claramente dividida en dos
tendencias, como consecuencia del cambio en el nivel de la variable endégena tras ka inclusién

del atipico tipo escalén en la observacion 150.
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6.2.1.2.B.- GRAFICO DE LOS RESIDUOS CON LAS BANDAS 0

En este caso, no se aprecia ningin residuos que sobrepase los limites #26 debido ah
elevada varianza residual que se obtiene en este modelo al no considerarse el tratamiento del

atipico. Sin embargo, si se aprecian unos residuos que presentan dos niveles claramente dis-

tintos, indicando la presencia del atipico tipo escalén en la observacién 150.

150
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-100

-150

| Residuos regresién modelo 3 I

6.2.1.2.C.- HISTOGRAMA DE LOS RESIDUOS
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El efecto del atipico tipo escalén en el histograma de los residuos es muy fuerte,
presentando un esquema muy peculiar. Aparecen dos distribuciones de frecuencias,
concentrados en dos medias distintas, que en valor absoluto podrian considerarse casi iguales.
Ademis, cada distribucién de frecuencias presenta un esquema muy semejante a h
distribucién normal aunque, globalmente, no podrfa considerarse que los residuos sigan una
distribucién normal. De hecho, el estadistico Jarque-Bera arroja un valor de 47.28359, lo que

supone un rechazo contundente de normalidad.

Un hecho importante que corroboraria los comentarios efectuados acera de las dos
medias es que la media total para todas las observaciones es practicamente nula,
presentandose unos valores miximo y minimo muy distantes entre si debido a las dos

distribuciones apreciadas.
6.2.1.2.D.- RESIDUOS ESTANDARIZAD OS:

El grifico de los residuos estandarizados comparandolos con los valores “criticos” 2.5
es muy similar al realizado en el contraste b). Ningin valor sobrepasa los limites criticos pero

claramente se observa un cambio de nivel en los residuos a partir de la observacién 150.

| Residuos estandarizados modeio 3 | | Resicuos estudentizados modsio 3 ]
3 3
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6.2.1.2.E.- RESIDUOS ESTUDENTIZAD OS

En el grifico anterior, donde se presentan los residuos estudentizados con los limites +
2.5, se observa exactamente el mismo esquema que en el contraste anterior por lo que se

pueden extrapolar los comentarios anteriores a este contraste.
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6.2.1.2.F.- RESIDUOS ESTANDARIZADOS VERSUS DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ROBUSTAS DE

LAS VARIABLES EXPLICATIVAS.

De nuevo realizamos este contraste con un Unico propésito ilustrativo debido a que el
atipico tipo escalén no venia causado por ninguna de las variables explicativas del modelo. Sin

embargo, los grificos que se obtienen nos permiten realizar ciertos comentarios interesantes.

Todos observindose una

los grificos presentan un esquema muy parecido,
concentracion de los puntos en torno a dos valores: -1 y 1, hecho que coincide con las dos

distribuciones de frecuencias observadas en el histograma de los residuos.

Ademids, ningin punto sobrepasa los valores criticos para los residuos estandarizados
(£2.5) ni se observa ningin punto que se encuentre en las categorias resefiadas en el texto que

pudiera indicarnos la presencia de algin atipico.

I Residuos estandarizados versus MD de x1 | | Residuos estandarizados versus MD de x2 I
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6.2.1.2.G.- ELIMINACION DE FILAS
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En este caso, conociendo que la variable endégena contiene un atipico tipo escalén en bk
observacion 150, se procedié a calcular estos estadisticos eliminando de la observacién 150 a
la 300 con el objeto de verificar cuales serfan los principales efectos de esta eliminacién sobre
los principales estadisticos. No se calculan exactamente los mismos que para el caso del
atipico tipo impulso, aunque las medidas que aqui presentamos creemos que son
suficientemente ilustrativas como para extraer conclusiones importantes. Pasamos a

continuacion a analizar estos resultados.

a) Naturaleza critica de las observaciones eliminadas: El elevado valor que se obtiene
para esta medida de influencia (D; =18904.007) indica que las observaciones
eliminadas tienen un efecto muy importante en el conjunto de h regresién, hecho
que también se verifica en las medidas de eliminacién de filas que se detallan a

continuacion.

b) El efecto de la eliminacién de las filas sobre los parimetros se analiza a través de
dos estadisticos. Por un lado, el estadistico DFBETA, y por otro el estadistico

DFBETAS,

ij?

estando recogidos los resultados para ambos en la siguiente tabla.

Efecto de las observaciones 150-300 sobre los parametros

Parametros | DFBETA, | DFBETAS;
Bo 50.405 623.2746
B, 4.3850 50.9786
B, -1.4766 -19.0026
B, -2.7554 -30.3323
B, 3.1749 40.4439

En los resultados anteriores, se aprecia, para ambos estadisticos, que el pardmetro
mis afectado por lk eliminacién de filas es el asociado al término constante, que
presenta una reduccién en el valor de la estimacién considerable. En el resto de los

estadisticos los resultados no son tan fuertes, aprecidndose cambios menos
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importantes. Sin embargo, conviene senalar que los resultados para el estadistico

DFBETAS;; son mayores que los obtenidos para el otro contraste.

©) Los efectos sobre los estadisticos t de la eliminacién de las filas 150 a 300 se miden

a través del estadistico DFTSTAT,, que en este caso arrojé los siguientes resultados:

ij?

Efectos de la eliminacion de las filas 150-300 sobre los estadisticos t

Parametros | DFTSTAT,
B, -527.6445
B, -31.7972
B, 134.3238
B, -107.9125
B, -918.0712

En este caso se aprecian importantes cambios en los estadisticos t, destacando

principalmente las variaciones observadas para los parametros ﬁo y ﬁ 4 Que
presentan cambios muy importantes con respecto a los estadisticos obtenidos al
estimar con todas las observaciones. Destacar que en todos los casos, los estadisticos
t multiplican sus valores cuando se eliminan las observaciones, de manera que las filas

presentan una influencia muy elevada.

d) El estadistico COVRATIO, encargado de medir el efecto de las observaciones
eliminadas sobre la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores, arroja un
valor muy reducido, de manera que el contraste [COVRATIO - 1|=1, lo que pone de
manifiesto que, el efecto de las observaciones 150 a 300 es muy importante pudiendo
decirse que las observaciones eliminadas tienen un efecto significativo sobre las

covarianzas.

Ia deteccién de atipicos llevada a cabo en esta parte del trabajo nos permite establecer

dos conclusiones principales:

1) E atipico tipo impulso ha sido detectado por todos los métodos utilizados, no
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presentandose ninguna duda debido a que todos los contrastes concluyen en h
misma direccién. Los métodos de eliminacién de filas indican todos que h

observacién 100 es un punto muy influyente.

2) EH atipico tipo escalén no ha sido detectado por ninguno de los contrastes
efectuados, lo que puede poner en entredicho la validez de estos métodos cuando el
atipico que se presenta es tipo escaléon. Destacar ademds que las medidas de
influencia, a través de la eliminacién de filas, sugieren que dichas observaciones

presentan un efecto importante.
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6.2.2.- DETECCION DE ATIPICOS SOBRE LAS VARIABLES EXPLICATIVAS

6.2.2.1.- DETECCION DE AT fPICOS SOBRE MODELO 4 - ATIPICO IMPULSO EN X2

6.2.2.1.A.- GRAFICO DE LA ENDOGENA VERSUS LAS EXPLICATIVAS

I Gréfico de Y versus x1 I | Gréfico de Y versus X2i1 I
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En este caso, resulta muy ilustrativo el grifico de la variable enddgena versus h
explicativa X211, que es variable que presenta el atipico tipo impulso. El resto de los grificos

presentan un esquema muy similar al observado en el caso del atipico tipo impulso en Y.

En el grifico de Y versus X2I1, se aprecia claramente un dnico punto distanciado del
resto de las observaciones, en direcciéon de X2 lo que pone de manifiesto que la variable

explicativa presenta un atipico. Se trataria pues de un punto influyente en direccién X2.
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6.2.2.1.B.- GRAFICO DE LOS RESIDUOS CON LAS BANDAS

En este grifico, se pretende descubrir aquellas observaciones que sobrepasan las bandas
+G . Destacar que numerosos valores de los residuos sobrepasan estas bandas (6 =21.789)
destacando cuatro residuos que superan los 30 puntos. Una de estas observaciones se sittia en

la observacién 100, pudiendo venir causado este elevado valor residual por el atipico tipo

impulso incluido en X2.

]?&eitnos regresion modelo 4 l

50 100 150 200 250 = 300

[—R¥X2l1 =—352 —— Ms2|

6.2.2.1.C.- HISTOGRAMA DE LOS RESIDUOS

Seriec RYX211
Muestra 1 300
Observaciones 300

Media 1.52E-14
Mediana 0.253092
Maximo 34,55609
Minimo -34.73949
Desv. Estd. 10.82139
Asimetria 0. 026827
Curtosis 3.471935

Jarque-Bera 2 820022
Probabiidad 0.244141

Los numerosos residuos sobrepasando los limites +G = 21.789 también se aprecian en
el histograma de los residuos que presenta siete observaciones en las colas que superan +25.

Estos valores se corresponden con las observaciones realizadas en el grificos anterior.
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6.2.2.1.D.- RESIDUOS ESTANDARIZAD OS

El residuo estandarizado correspondiente a la observacién 100 presenta un valor
superior a# 2.5, valor critico, lo que nos puede estar indicando que deberia ser un punto a
investigar. Sin embargo, no es el valor mis elevado de los residuos estandarizados; existen
otros valores superiores que deberian investigarse, tal y como se puede apreciar en el

siguiente grafico.

| Residuos estandarizados I

T80 100 © 150 = 200 = 250 = 300

[_SRszn_szs —— MS25 |

6.2.2.1.E.- RESIDUOS ESTUDENTIZAD OS

A diferencia de lo que ocurre con los residuos estandarizados, se aprecia claramente el
residuo correspondiente a la observacién 100 que supera claramente los limites +2.5. Se
aprecian también otros valores elevados que sobrepasan estos limites, pero en ningin caso
presentan un t; tan elevado. La razén de esto es la consideracién de la matriz H, que incluye h
informacién de las variables explicativas, y en consecuencia, de X2I1, hecho que no ocurre
con los residuos estandarizados. En este caso, el residuo estudentizado presenta un valor de
17.108, claramente superior a * 2.5, siendo el residuo de la regresién igual a 32.10268 y

1-h, =0.17272.
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I Residuos estudentizados J

20
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104

0 100 150 © 200 250 300

|—‘|'sz11 —— 525 — MS25 |

6.2.2.1.F.- RESIDUOS ESTANDARIZADOS VERSUS DISTANCIAS DE MAHALANOBIS ROBUSTAS DE

LAS VARIABLES EXPLICATIVAS

En este caso, Unicamente presentamos el grifico correspondiente a los residuos
estandarizados versus la distancia de Mahalanobis robusta de la variable X2I1. El resto de los

grificos no aportan nada debido a que el atipico se encuentra en esta variable explicativa.

| Residuos estandarizados versus MD de X2i1 |
4

-4,

0 100 200 300

MDX2I1

En el grifico anterior, claramente se aprecia un punto distanciado del resto de las
observaciones que se sitian en torno al valor 0 para h MD} de X2I1. Este punto se

corresponde con la observacién 100, con un residuo estandarizado de 2.95 y una MD? de

X2I1 de 290.8229.
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6.2.2.1.G.- MEDIDAS DE INFLUENCIA - ELIMINACION DE FILAS

Debido a que algunos de los contrastes anteriores nos sefialaban la aparicién de un
atipico en la observacién 100 y conociendo nosotros de antemano que el atipico se incluia en
la observacién 100 de la variable X2, se procedié al célculo de las principales medidas de
influencia de k observacién 100. Pasamos a comentar brevemente los resultados obtenidos

para cada medida.

El estadistico D, para medir la naturaleza critica del punto eliminado arroja un valor de

1903.73 lo que pone de manifiesto que la observacién 100 es claramente influyente.

Por lo que respecta a los efectos sobre las estimaciones de los pardametros, el estadistico

DFBETA, = [3 - ﬁ(_,m) arroja los siguientes resultados:

Parametro | DFBETA,
|§ 1.28078
0
B, 1.382647
B‘ 10.465749
2
B 0.632326
3
64 -0.92448

donde claramente se observa que el parametro mas afectado por la eliminacién de la fila
100 es el asociado a la variable X2I1, variable que contiene el atipico tipo impulso en h

observacion 100.

Algo semejante se observa en el estadistico DFBETAS; cuyos resultados fueron:

Parimetro | DFBETAS;
[-5’0 22.9459
ﬁ_[ 24.0413
62 1092.546
E’S 10.1991
64 -16.9977
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El mayor efecto se observa para el coeficiente B, que presenta un valor muy superior al
del resto de los estadisticos. Sin embargo, para el resto de los pardmetros, el efecto de h

eliminacién de la observacién 100 no es despreciable.

Los efectos sobre los estadisticos t también son importantes. Los resultados de

DFTSTAT; fueron:

Parimetro | DFTSTAT;
ﬁo -732.2789
B, -43.6561
Bz 193.1161
ﬁs -145.1566
64 -1240.4705

presentando pues valores muy elevados, indicando que los estadisticos t presentan
grandes variaciones. Pone de nuevo de manifiesto que la eliminacién de la observacién 100

tiene efectos muy significativos sobre los estadisticos.

Sin embargo, el efecto sobre los valores ajustados, medido através de DFFITS; arroja

k
un valor, para la observacién 100 de 0.190276, menor que el valor critico 2\]; =0.2582,

indicindonos que en este caso, la eliminacién de dicha observacién no presenta un gran

efecto, pudiendo concluir a través de este estadistico que se muestra poco influyente.

Algo semejante ocurre con el efecto sobre los residuos, medido a través de
RSTUDENT,, siendo el valor para la observacién 100 de 0.033366, indicando que h

observacién 100 en este caso es poco influyente.

las dos ultimas medidas de la influencia de la observacién 100 calculadas en este
apartado ponen de manifiesto la elevada influencia de la observacién 100. Se trata de las

medidas COVRATIO y FVARATIO, definidas ambas en el texto, siendo los valores obtenidos:

ICOVRATIO - 1| = 0.9999
[FVARATIO - 1| = 0.737091
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ambos superiores a 3k/T=0.05 lo que indica que, para estas dos medidas, la observacién

100 aparece como claramente influyente.

Los efectos de la observacién 100 sobre el resto de los estadisticos se analizaran a través

de los resultados que se presentan en la siguiente tabla:

Efectos de la eliminacion de la observacion 100 sobre
otros estadisticos
Con todas las Sin la
Estadisticos observaciones observacion 100
R? 0.9798 0.9998
G 10.89451 0.964835
SSR 35013.66 273.6863
AIC 4.793044 -0.055016
S(p,9) 4.854774 0.006864
LBQ(12) 18.027 9.3320
LBQ(24) 27.793 17.889
LBQ(36) 44,403 23.927

Los principales comentarios que se pueden efectuar a partir de los resultados anteriores

son los siguientes:

1D Ia eliminacién de la observacién 100 provoca la consecucién de un ajuste
pricticamente perfecto, pasando de un 98% de explicacién de la endégena

considerando todas las observaciones aun 99.98% al eliminar la observacién 100.

2) Se produce una importante disminucién en el error estdndar de la regresién,
llegando a ser, en el caso de la eliminacién de la observacién 100, muy similar a la del
modelo inicial. Este se ve acompanado de la importante reduccién que se observa en
la suma residual: una Unica observacién genera una reduccién de la suma residual

superior al 78%.

3) Destacar asimismo I reduccién que se observa en los valores del AIC y S(p,q),

fruto Gnicamente de la eliminacién de una Gnica observacién.

4) Observar finalmente la fuerte disminucién que se produce en los estadisticos de

Ljung-Box, no rechaziandose la hipétesis de que los residuos son ruido blanco.
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Ia deteccién del atipico tipo impulso incluido en la variable X2 no ha presentado
resultados tan concluyentes como en el caso de este mismo atipico en la variable endégena.
Asi como en este ultimo caso los contrastes de detecciéon no ofrecian duda alguna sobre
donde se encontraba el atipico, en este caso, dos contrastes grificos nos han ayudado
claramente en esta direccién. Estamos hablando, por un lado, del grifico de la variable
enddgena versus la variable explicativa X2I1 y, por otro lado, del grifico de los residuos
estandarizados versus la distancia de Mahalanobis robusta de X2I1, grificos que, en ambos
casos, nos indicaban claramente que el atipico, detectado principalmente a través de los

residuos estudentizadaos, se encontraba en la variable explicativa X2I1.

El resto de los contrastes no se mostraron muy adecuados para la deteccién de este tipo
de atipicos en las variables explicativas ya que no nos permitieron, en algunos de los casos

decidir si era un atipico y, en otros casos, donde se encontraba el atipico.

Hay que decir, sin embargo, que este hecho es bastante légico debido a que la mayor
parte de estos contrastas se basan en unos residuos que no provienen de una estimacién
robusta (la estimacién minimo cuadritica no es robusta frente alos atipicos) y pueden verse

afectados por el efecto enmascaramiento.
6.2.2.2.- DETECCION DE ATIPICOS SOBRE MODELO 5 - ATIPICO ESCALON EN X2

6.2.2.2.A.- GRAFICO DE LA ENDOGENA VERSUS LAS VARIABLES EXPLICATIVAS

Grafico de Y versus x1 | I Grafico de Y versus X212 ]
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Tal y como ocurria en el caso anterior, el grifico de la endégena versus X2I2 es muy
ilustrativo debido a que se observan dos esquemas de comportamiento claramente
diferenciados. Mientras que para ambos esquemas, los valores de la variable endégena
siempre oscilan entre -150 y 250, los de X2I2 presentan dos valores diferentes, dando paso a
las dos relaciones observadas. Por un lado, oscilan alrededor de Oy, en otro lado, claramente
diferenciado del anterior, oscilan alrededor de 100. El resto de los grificos presentan los
mismos esquemas que en el caso anterior, luego los comentarios anteriormente realizados son

vilidos en este caso.

6.2.2.2.B.- GRAFICO DE LOS RESIDUOS CON LAS BANDAS *+G

| Residuos regresion modelo

40

0
T80 100 150 | 200 250 300

| —RYX212— 52 —MS2 ]

Tal y como se puede apreciar, el grifico no es nada ilustrativo del atipico tipo escalén
introducido en X2 debido a que no se aprecia ningin comportamiento diferente a partir de h

observaciéon 150, momento en el que se incluye el escalén en la variable X2. Se observan
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valores superiores a las bandas, pero sin seguir un esquema tipo escalén ni coincidiendo con

el momento en que éste se produce.

6.2.2.2.C.- HISTOGRAMA DE LOS RESIDUOS

Aparecen siete valores superiores a + 25, valores que se corresponden con los que en el
grafico de los residuos anterior se salian de las bandas 1o. Sin embargo, no se ve reflejado el

atipico tipo escalén en X2I2.

Serie: RYX212
Muestra 1 300
Observaciones

Media 1.52E-14

Méximo 3547428
Minmo -35.73689
Desv. Estd 10.98387
Asimetria -0.044804
Curtosis 3.394167

Jarque-Bera 2042463
lw 0.380151

6.2.2.2.D.- RESIDUOS ESTANDARIZAD OS

De nuevo, diversos valores superan los limites criticos + 2.5, pero ninguno se
corresponde con el atipico tipo escalén de ka observacién 150 en X2. Asimismo, no se

aprecia ningin comportamiento distinto a partir de la observacién 150.

| Residuos estandarizados regresién |

T80 0 100 150 © 200 © 250 300

|__SRYX2I2_825 —— MS25 |
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6.2.2.2.E.- RESIDUOS ESTUDENTIZAD OS

Los resultados que se presentan en el grifico siguiente son muy similares a los expuestos
para los residuos estandarizados de manera que los comentarios realizados en el caso anterior

se pueden hacer extensibles a esta situacién.

| Residuos estudentizados regresion I

T80 100 180 200 230 300

[..._.._TRxmz — 525 . MS25 ]

6.2.2.2.F.- RESIDUOS ESTANDARIZADOS VERSUS DISTANCIA DE MAHALANOBIS ROBUSTA DE

X212

Aparecen dos esquemas de comportamiento claramente diferenciados. Por un lado,
valores que presentan residuos estandarizados comprendidos entre -2.5 y 2.5 y con distancias
de Mahalanobis robustas practicamente nulas. Por otro lado, se observa otro conjunto de va-
lores con residuos estandarizados muy similares a los anteriores pero con valores para h
distancia de Mahalanobis superiores, estando centrados éstos en torno al valor 2.0. Este es uno
de los métodos que mejor nos indican la presencia de un atipico, en este caso escalén, en h

variable explicativa X2I2.

| Residuos estandarizados versus MD de X212
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6.2.2.2.G.- MEDIDAS DE INFLUENCIA - ELIMINACION DE FILAS

De nuevo en este caso, al no ser los contrastes demasiado ilustrativos sobre el momento

en que se encontraba el valor atipico, pero conociendo de antemano en dénde y en qué

momento se producia, procedimos a calcular las principales

medidas de influencia

eliminando las filas de la 150 a la 300. Los resultados obtenidos para las diferentes medidas se

presentan y se comentan a continuacion.

1 Naturaleza critica de los puntos 150-300: EL estadistico en este caso arroja un valor

muy elevado (D,;=284505.98) poniendo de manifiesto la importancia de dichas

observaciones.

2) Efecto sobre los paridmetros estimados: Se miden a través de dos estadisticos. Por

lo que respecta a DFBETA, se obtuvieron los siguientes resultados:

Parametro

DFBETA,

Bo
B,
B2
Bs
Ba

1.00106
1.335123
10.772398
0.805769
-0.80444

aprecidndose claramente que el mayor efecto se produce para el pardmetro [,

asociado a la variable con el atipico escalén.

Por lo que respecta al segundo estadistico, DFBETAS

Parametro

ij» los resultados fueron:

DFBETAS;

Bo
B4
B2
B3
Ba

-12.3783
155217
138.6320
8.8702
-10.2474

donde de nuevo, destaca el elevado valor que se obtiene para el pardmetro ﬁz. Esto

demuestra que, en cuanto al efecto de las filas 150 a 300 sobre los pardametros, el
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coeficiente B, es el que mis sufre sus consecuencias. Este hecho es l6gico debido a
que precisamente la variable asociada a ese pardmetro es la que contiene el atipico

escalén objeto del anilisis.

3) Efecto sobre los estadisticos t: Los efectos de ka eliminacién de las filas 150 a 300

sobre los estadisticos t son muy importantes, a tenor de los resultados que se

producen:
Parimetro | DFTSTATS;
60 -509.7709
|§1 -27.77114
ﬁz 138.6946
ﬁ3 -94.91056
|§4 -827.8469

sin que se pueda diferenciar claramente alguno de ellos debido a que se producen

importantes alteraciones entre estos valores. Se puede destacar que el estadistico t

asociado a B, pasa de no permitir rechazar la hipdtesis nula de no significatividad del
parimetro a presentar un valor que nos indica que ese coeficiente es claramente

significativo.

4) Efecto sobre la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores: De nuevo, en
este caso, la medida CORVATIO arroja un valor muy reducido (2.3108.10™°) que, al
realizar el contraste |COVRATIO —1|=0.9999 lo que claramente supera al valor
critico 3k/T. Este resultado nos lleva a concluir que las observaciones eliminadas son

muy influyentes.

Destacar que el resto de los contrastes 6 medidas de influencia construidos para los
casos de los atipicos tipo impulso en este caso no tienen sentido alguno debido a que tratan
de medir la influencia de una Unica observacién eliminada, encontrindonos ahora con h
eliminacién de maultiples filas y ademas correlativas, es decir, se reduce la muestra amis de h

mitad.

127



LOS VALORES ATIPICOS EN ECONOMETRIA. 1. El modelo lineal general

Concluiremos esta seccidn de eliminacidén de filas comentando brevemente los efectos

de dicha eliminacién sobre otros estadisticos también representativos del anilisis de

regresion.
Efectos de la eliminacion de las observaciones 150 a 300
sobre otros estadisticos
Con todas las Sin las
Estadisticos observaciones observaciones

150 a 300
R? 0.9792 0.9998

4] 11.05802 0.969497

SSR 36072.99 135.3491

AIC 4.82285 -0.028975

S(p,q) 4.88458 0.071828
LBQ(12) 17.479 9.9398
LBQ(24) 27.941 20.754
LBQ(36) 43.290 29.250

A partir de los resultados presentados en la tabla anterior, se puede decir que h
eliminacién de las observaciones 150 a 300 produce cambios importantes en todos los
estadisticos, destacando el incremento en el coeficiente de determinacién, consiguiéndose un
ajuste practicamente perfecto, la disminucién en el error estdndar de la regresién asi como en
la suma residual y la disminucién en los estadisticos de Ljung-Box, concluyéndose que los

residuos son ruido blanco.
6.3.- TRATAMIENTO DE LOS VALORES ATIPICOS

Los importantes efectos que los valores atipicos tienen tanto sobre las estimaciones de
los coeficientes como en el resto de los estadisticos en el modelo de regresién hacen
imprescindible su tratamiento. En este seccién pues se comentaran los resultados obtenidos

en la correccién de los valores atipicos incluidos en este trabajo.

Una vez contrastada la presencia de los valores atipicos se procederd a su tratamiento
con el objeto de observar cémo cambiarin los resultados de la estimacién y de los contrastes

cuando se considera la presencia de un atipico.

Aunque los métodos de deteccién “fracasan” en indicar la presencia del atipico tipo

escalén, los resultados de ciertos contrastes si nos indicaban que en la observacién 150 ocurria
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algo que nos distorsionaba la deteccién de los atipicos. Por este motivo y conociendo h

presencia de los mismos, también consideraremos su tratamiento.

Debido a la diferencia que se plantea a la hora del tratamiento de los valores atipicos en
la variable endégena y en las variables exégenas, se expondrin primeramente los resultados
para el tratamiento de éstos en la enddgena y posteriormente se comentard la correccién de

los atipicos en la variable exégena.
6.3.1.- TRATAMIENTO DE ATIPICOS EN LA VARIABLE ENDOGENA

Tal y como se comenté en la secciéon dedicada a la exposicion de la correccién de
atipicos en el modelo lineal general, existen diversas formas de tratar este problema. la
primera seria mediante métodos de estimacién robustos, que no eliminan la observacién en
cuestiébn sino que buscan minimizar su efecto mediante estimaciones robustas de los
parametros. las dificultades de cilculo, también comentadas anteriormente, nos conducen a
la estimacién del modelo de regresiéon corrigiendo los valores atipicos mediante lo que
denominamos el “método clasico”, es decir, mediante la introduccién de variables ficticias
para captar ese comportamiento anémalo. Pasamos a continuacién a exponer los principales

resultados.
6.3.1.1.- TRATAMIENTO DEL VALOR ATIPICO TIPO IMPULSO EN LA VARIABLE ENDOGENA

Con el objeto de captar el comportamiento anémalo en la observacién 100 detectado
por los diferentes contrastes efectuados en la etapa de deteccién de los valores atipicos, se

construyo la variable ficticia 11, definida de la siguiente forma:

1 t=100
|0 t#100

variable que se incluyé posteriormente en el modelo de regresién, proporcionando los

siguientes resultados:
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Estimaciones de los modelos con tratamiento de valores atipicos en
la variable enddgena
Parametros y Modelo 1 Modelo 6 Modelo 7
estadisticos
6 45255 45255 45308¢
(EOS) (0.0559 (0.0561) (0.0795
B 2913¢ 2913¢E 29182
(Eé) (0.0578) (0.0579) (0.0580)
Ig -10.791 -10791 -10725€
(Eg) (0.0549 (0.059 (0.0549
I’_;; 9953( 99532 9950z
(E:é) (0.0617) (0.0546) (0.0618
Ig 74246¢ 74246¢ 742501
(545) (0.0549) (0.0546) (0.0545
S 100026C
(E1s) (0.9724
3 998937
(Eg) (01121
R2 0.9998 0.9998 0.9999
G 0.9632 0.9648 0.9634
LBQ(12) 9.3540 9.3624 9.5706
LBQ(24) 17.937 17.946 18.148
LBQ(36) 23.998 24.002 24.560
Errores estandar entre paréntesis
Modelo 6: correccidn atipico tipo impulso; 81 parametro asociado a la
ficticia I1. '
Modelo 7: correccion atipico tipo escalon; 82 parametro asociado a la
ficticia 12

Tal y como se puede apreciar, el parimetro asociado a esta variable arroja una
estimacién de 100.026, valor que practicamente coincide con la magnitud del efecto incluido al

contaminar la variable endégena con el atipico tipo impulso.

Destacar también que los sesgos encontrados en la estimacién del modelo sin el
tratamiento de atipicos con respecto al modelo inicial desaparecen, obteniéndose
estimaciones de los coeficientes practicamente iguales a los simulados en el modelo inicial,

siendo muy semejantes los errores estdndar.

El resto de los estadisticos tipicos en el anilisis de regresién también vuelven a ser

pricticamente iguales a los obtenidos en la estimacién del modelo inicial, de manera que h
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correccién del atipico tipo impulso mediante la introduccién de la variable ficticia genera
unos resultados muy satisfactorios y pone de manifiesto la importancia del tratamiento del

atipico para evitar sus efectos.
6.3.1.2.- TRATAMIENTO DEL VALOR ATIPICO TIPO ESCALON EN LA VARIABLE ENDOGENA

En este caso, se traté 6 corrigi6 el atipico tipo escalén mediante una variable ficticia tipo

escalén (12), definida mediante la expresion:

e 0 1<t<149
T 1 150<t<300

Introduciéndola en la regresioén se obtienen los resultados del modelo 7, recogidos en kb

tabla anterior.

A partir de estos resultados podemos decir que de nuevo la variable ficticia recoge
perfectamente el escalén que se introdujo en la variable endégena, siendo la estimacién del
parimetro asociado a dicha variable de 99.8937, recogiendo casi perfectamente la magnitud

del atipico incluido en la observacién 150.

El resto de los pardametros estimados son también practicamente idénticos a los del
modelo inicial simulado, al igual que el resto de los estadisticos analizados. Se pone de nuevo
de manifiesto que la inclusién de la variable ficticia para captar el atipico tipo escalén en h
variable endégena es un buen método para evitar los “nefastos” efectos de los atipicos en las

estimaciones de los modelos de regresion.
6.3.2.- TRATAMIENTO DE ATIPICOS EN LA VARIABLE EXOGENA

Ia inclusién de un atipico sobre alguna de las variables explicativas en el modelo de
regresion plantea problemas y métodos de deteccion diferentes a los tratados en el caso
anterior. De hecho, los métodos de deteccién de este tipo de atipicos, como ya hemos
podido comprobar, no se muestran tan eficaces si el atipico se encuentra en las variables

exégenas. Por este motivo, se deben analizar muchas cosas y, en especial, si los efectos de los
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valores atipicos sobre las variables exdgenas son tan importantes como para requerir un

tratamiento especial.

Aunque, como hemos visto, los efectos de los atipicos, tipo impulso y tipo escalén
sobre la variable X2, son importantes pero de menor intensidad que los correspondientes a h
variable endégena, se proponen en este caso diferentes formas de considerarlos, formas que

pasamos a detallar.
6.3.2.1.- TRATAMIENTO DEL VALOR AT{PICO TIPO IMPULSO EN LA VARIABLE EXOGENA X2.

El tratamiento del valor atipico tipo impulso en X2 se ha realizado siguiendo diferentes

esquemas o formas de correccién que fueron los siguientes:

Solucion 1: Primero se realizé una regresidon de X2I1 sobre una constante y h
variable ficticia I1. Los residuos de esta regresiéon (RX2I1), que recogen la variable X2
libre de atipicos, se introducen en el modelo completo, habiéndose eliminado el

efecto del atipico en X2.

Solucion 2: Se realiz6 una regresion de X2I1 sobre la variable ficticia 11,
obteniéndose los residuos denominados R2X2I1, residuos que se introducen de

nuevo en el modelo completo.

Solucién 3: Sustituir la observacién 100 de X2I1 (que es la que contiene el atipico)
por la media de los valores inmediatamente anterior y posterior, obteniéndose h

variable X2I1MED. Esta nueva variable se introduce en el modelo completo.

Los resultados que se obtienen en estas estimaciones se presentan en la siguiente tabla
en la que también se recogen las estimaciones del modelo inicial, con el cual se compararan

los resultados obtenidos en estas correcciones del valor atipico en X2I1.

132



DOCUMENTOS DE TRABAJO

Tratamiento del valor atipico tipo impulso en X211
Parametros y Modelo Modelo Modelo
estadisticos | Modelo 1 | solucion 1 | solucién 2 | solucién 3
ﬁ 45.255 46.3572 45.2616 45,2222
(Eg) (0.0559) (0.05573) (0.0563) (0.0663)
B 29135 29147 29167 29001
(Eé) (0.0578) (0.05789) (0.0582) (0.0685)
ﬁz -10.791 -10.7909 -10.7902 -10.7565
5 (0.0549) (0.05499) (0.0553) (0.0650)
l§ 9.9530 9.9489 9.9426 10.0171
(Eg) (0.0617) (0.0617) (0.0621) (0.0731)
|§ 74.2468 74.2445 74.2408 74.2787
(Eé} (0.0544) (0.0545) (0.0547) (0.0645)
R2 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
G 0.9632 0.964132 0.969 1.14122
LBQ(12) 9.3540 9.1308 8.8158 10.778
LBQ(24) 17.937 17.680 17.279 17.904
LBQ(36) 23.998 23.910 23.916 271.153

A partir de los resultados presentados en la tabla anterior, se pone de manifiesto que
todas las soluciones propuestas eliminan casi en su totalidad los efectos del atipico tipo
impulso que se pretende corregir. Lo que si parece claro es que existen ciertos matices que
nos pueden llevar a decidir cual de los métodos de correccién propuestos generan resultados

mas satisfactorios. Pasaremos pues a comentar los resultados.

Las soluciones 1y 2 generan resultados muy similares, siendo ademas muy semejantes a
las obtenidas en el modelo inicial: los parametros son practicamente iguales, asi como el resto

de los estadisticos.

Los resultados obtenidos con la solucién 3 difieren algo de los del modelo inicial: los
parametros [30, Bl y ﬁz son inferiores, en valor absoluto, a los obtenidos con el modelo inicial
mientras que ﬁa y f’4 son superiores. Los errores estdndar, en casi todos los casos, son mas
elevados como consecuencia del incremento experimentado en G. Esto pone de manifiesto

que se estima con menor precision que en el resto de los casos. Alin asi, se puede decir que h

solucién 3 tampoco es una mala solucién.
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Como conclusién al tratamiento del valor atipico tipo impulso en la variable explicativa
se puede decir que las tres soluciones propuestas generan resultados bastante satisfactorios,

pudiendo optarse por cualquiera de ellas en caso de que se presente esta situacion.
6.3.2.2.- TRATAMIENTO DEL VALOR AT{PICO TIPO ESCALON EN LA VARIABLE EXOGENA X2.

El tratamiento del atipico tipo escalén en X2 se realizé utilizando dos posibles
soluciones. Por un lado, se corrige el atipico tipo escalén en X2 mediante la realizacién de uma
regresion de la variable explicativa sobre una constante y la variable ficticia 12. Los residuos
resultantes de esta regresién se introducen en la regresién inicial. Este enfoque es lo que
denominamos solucién 4. Por otro lado, se realiza una regresién de X2 sobre la variable
ficticia tipo escalén para corregir el atipico y a continuacién se incluyen los residuos de esta
regresién en el modelo inicial. Este caso se denomina solucién 5. Estos dos enfoques se co-
mentan a continuacién, presentindose los resultados de las dos estimaciones asi como la del

modelo inicial, para realizar comparaciones, en la siguiente tabla.

Tratamiento del valor atipico tipo escaléon en X212
Parametros y Modelo Modelo
estadisticos | Modelo 1 | soluciéon 4 solucién 5
A 45.255 46.3590 45.9896
Bo (0.0559) (0.0582) (0.0679)
(ES)
A 29135 29456 29829
B (0.0578) (0.0604) (0.0704)
(ES)
G -10.791 -10.792 -10.7687
{Eg) (0.0549) (0.0574) (0.0669)
3 9.9530 9.9348 9.9172
Bs (0.0617) (0.0645) (0.0752)
(ES)
3 74.2468 74.268 74.2887
B4 (0.0544) (0.0569) (0.0663)
(ES)
R? 0.9998 0.9998 0.9998
o 0.9632 1.006683 1.173465
LBQ(12) 9.3540 26.882 342.63
LBQ(24) 17.937 52.442 604.19
LBQ(36) 23.998 63.597 772.41
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Hay que destacar que, en este caso, no se podia optar por la sustitucién del valor atipico
por la media de los valores inmediatamente anterior y posterior debido a la naturaleza del

atipico considerado.

Con respecto a los resultados presentados en la tabla anterior, se puede decir que, en
ambas soluciones, no se produce una buena recuperacién de las estimaciones de los
parametros del modelo inicial, tal y como ocurria en las soluciones presentadas para el atipico
tipo impulso en X2I1. Los sesgos en las estimaciones son mis importantes que en el caso
anterior anadiéndose ademis el hecho de las estimaciones son mis imprecisas debido a que
los errores estindar de las estimaciones son mayores. Esto se debe al incremento que se ha
producido en G con respecto al modelo inicial en ambas soluciones. Sin embargo, se puede
decir que el error estandar de la regresiéon de la solucién 5 es mayor que el obtenido para h

solucién 4 de manera que las estimaciones en este Gltimo caso son menos imprecisas.

Frente a estos resultados, el coeficiente de determinacién en ambos casos nos indica
que obtenemos un ajuste casi perfecto aunque los residuos no presentan esquema de ruido
blanco. De hecho, los estadisticos de Ljung-Box experimentan un incremento significativo al
compararlos con los obtenidos en el modelo inicial, destacando los resultados en la solucién 5
cuyos residuos muestran un esquema tipico de no estacionariedad, reflejindose en los valores

que se obtienen en los estadisticos de Ljung-Box.

Como principal conclusién a estas dos soluciones propuestas para el atipico escalén en
X2I2 cabe decirse que la primera de ellas (correccién del atipico escalén en X2 mediante uma
regresion de X2I2 sobre una constante y la variable ficticia 12) parece ser la menos mala, en el
sentido de que, aunque no genera los resultados del modelo inicial, si se obtienen mejores

resultados que con la estimacién de la solucién 5.
6.4.- CONCLUSIONES DE LOS EJEMPLOS

Los ejemplos que se han introducido en este trabajo buscaban ilustrar los problemas
que presentan los valores atipicos, ya sean en la variable endégena como en las exdgenas, en el
modelo de regresion. Para ello, se han incluido los dos tipos de atipicos considerados en h

variable endégena y en una de las variables exdgenas de un modelo simulado.
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Los efectos de los atipicos en los dos tipos de variables son diferentes. Mientras que los
atipicos en la variable endogena afectan de forma significativa a todas las estimaciones de los
pardmetros y al resto de los estadisticos de la regresion, los atipicos en la variable exdgena
presentan su mayor efecto en el parametro asociado a esta variable, que en el caso del atipico

tipo escalén pierde la significatividad estadistica.

Por lo que respecta a los métodos de deteccién de los valores atipicos se puede decir, a
partir de lo expuesto en las piginas anteriores, que los atipicos incluidos en la variable
endégena son mis ficiles de detectar, concluyendo casi todos los contrastes en la misma
direccién. Sin embargo, los atipicos introducidos en la variable exégena son algo mis dificiles
de detectar debido a que la mayor parte de los contrastes utilizados se basan en los residuos
de la regresién minimo cuadritica y no siempre se traslada de forma clara el atipico alos resi-

duos.

El tratamiento de los valores atipicos se ha realizado siguiendo diferentes enfoques
segin donde se encontrase el valor atipico. Por lo que respecta a los atipicos en la variable
endb6gena, las soluciones propuestas, es decir la inclusién de una variable ficticia para captar el
comportamiento anémalo, genera resultados satisfactorios, obteniéndose tanto unas

estimaciones como unos estadisticos muy similares a los del modelo inicial simulado.

Sin embargo, las soluciones propuestas para el tratamiento de los valores atipicos en la
variable exégena no generan los mismos resultados. Mientras que las soluciones propuestas
para el atipico tipo impulso en X2 generan unos resultados bastante satisfactorios,
recuperindose en todos los casos los parimetros del modelo inicial simulado, no ocurre lo
mismo con las soluciones que se proponen para el atipico tipo escalén en la variable exdgena.
En este caso, las estimaciones de los pardmetros presentan sesgos que son mis importantes
en la solucién 5, los errores estindar son superiores, indicando la menor precisiéon de las
estimaciones, la varianza de la regresion se incrementa de forma significativa y los estadisticos

de Ljung-Box no nos permiten aceptar la hip étesis de que los residuos son ruido blanco.

A partir de todo lo expuesto en esta seccion, se puede decir que si los atipicos se

encuentran en la variable endégena, aunque los efectos son mids importantes, el tratamiento
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de éstos genera unos resultados bastante aceptables. Sin embargo, la presencia de un atipico
en alguna de las variables exdgenas tiene unos efectos menos perniciosos que en el caso
anterior aunque su deteccién es bastante mis complicada y su tratamiento no genera
resultados demasiado satisfactorios. En este caso, si seria recomendable mis que nunca

recurrir a los métodos de estimacién robusta presentados en secciones anteriores.
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7.- CONCLUSIONES Y EXTENSIONES

A lo largo de este trabajo, se han tratado de recoger, en parte, los Gltimos desarrollos
que se han producido en el campo econométrico sobre el tema de los valores atipicos. Las
investigaciones realizadas en este campo han sido muy abundantes por lo que en este trabajo
se han recogido Unicamente las mas novedosas, es decir las investigaciones sobre los valores
atipicos mas recientes y, por otro lado, las investigaciones que mis atencién han recibido por
parte de los investigadores. Con ello, quiero dejar claro que existen otras tendencias dentro
del anailisis de los valores atipicos que por distintos motivos no han sido recogidas en esta

investigacién y que podrian resultar enfoques alternativos, igualmente validos.

Entrando ya en los principales resultados de esta investigacion, debe citarse como hecho
fundamental el haber recogido las principales consecuencias, métodos de deteccién y
métodos de correccién de los valores atipicos mds ampliamente utilizados en al anilisis

econométrico.

Si nos centramos en alguno de los puntos desarrollados, se han examinado las
consecuencias de la falta de tratamiento de los valores atipicos en el modelo de regresién
utilizando la aproximacién de las consecuencias de los errores de especificacién, habiéndose
demostrado que los valores atipicos no tratados provocan estimaciones de los parimetros
sesgadas y varianzas residuales superiores a las que se obtendrian si se hubieran tratado los
valores atipicos. Estos dos hechos tienen consecuencias sobre estos estadisticos de manera
que los resultados de la estimacién de los minimos cuadrados pueden ser totalmente erréneos.
Asimismo, y considerando los errores cuadriticos medios de los estimadores con el
tratamiento de los valores atipicos y sin él, se deduce que los ECM correspondientes a los
parametros del modelo con errores de especificacién, en general, serin superiores a los del
modelo correctamente especificado, de manera que los estimadores de este ultimo modelo
seran los adecuados. En este sentido, se pone de manifiesto que los valores atipicos pueden
tener consecuencias bastante nefastas en la estimaciéon de los parimetros del modelo de

regresion.
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La deteccién de los valores atipicos ha recibido también una atencién especial a lo lago
de este trabajo. Se han expuesto los métodos mds utilizados en el anilisis del modelo de
regresién. Entre los métodos expuestos se han presentado algunos que se basan en la
estimacién robusta de los parametros que ahora estin recibiendo una especial atencién
debido al desarrollo que se esta produciendo en el campo electrénico siendo los ordenadores
actuales mis potentes, lo que facilita notablemente la obtencién de las estimaciones robustas
en las que se basan los métodos de deteccién de atipicos. También se ha considerado la
deteccién de los valores atipicos en lo que podriamos denominar enfoque "clasico", es decir
mediante el anilisis de los residuos y mediante la eliminacién de las filas correspondientes a

la observacién sospechosa.

En la seccién dedicada a la correccién de los valores atipicos, se han expuesto las
tendencias desarrolladas. En el caso del modelo de regresién, se han expuesto los principales
estimadores robustos desarrollados presentando casi todos un BP elevado pero escasa
eficiencia. Entre estos estimadores destaca el estimador MM derivado por Yohai (1988) que
presenta un BP elevado y ademis tiene una elevada eficiencia, de manera que puede
considerarse como uno de los mejores métodos de estimacién robusta. Ademis, se ha
expuesto brevemente el método de correccién que denominamos "cldsico" consistente en el
tratamiento de los valores atipicos mediante la introduccion de variables ficticias. Si bien este
método ha recibido numerosas criticas, pensamos que puede ayudar a la mejor comprension
de las variables estudiadas debido a que, segin pensamos en esta investigacién, todo valor
atipico en las series econémicas debe tener una causa. Por este motivo, creemos que una
correcta deteccion del valor atipico, basada en los métodos de estimacién robusta, junto con
una correccién adecuada de la observacion anémala, acompanados por la investigacion de la
causa ya sea econdmica o de otro tipo que provoca la presencia de esta observaciéon anémala,
seria el método adecuado para corregir 6 por lo menos intentar eliminar los problemas que

causa este valor atipico.

En la seccién 6 se ha presentado un ejemplo con el objeto de ilustrar la importancia de
los valores atipicos. Se ha considerado un modelo simulado en el que se han introducido los

dos atipicos que hemos tratado en este trabajo, tanto en la variable endégena como en las
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variables exégenas. Para cada uno de los casos, se han analizado los efectos de los valores
atipicos sobre las estimaciones y los estadisticos, concluyéndose que las consecuencias de los
valores atipicos son mds importantes cuando éstos se encuentran sobre la variable endégena.
Los métodos de deteccién de la valores atipicos empleados en estos ejemplos nos llevaron a
concluir que la deteccién del atipico tipo impulso es muy clara, mientras que en el caso del
tipo escalén los métodos de deteccién utilizados no son capaces, en la mayor parte de los
casos, de indicar la presencia del atipico tipo escalén. Por lo que respecta a la deteccién de
los atipicos en las variables explicativas, ésta se presenta bastante insatisfactoria con los
contrastes utilizados, contrastes no robustos. En estos casos, los métodos de estimacién

robustos serian mis adecuados.

El tratamiento de los valores atipicos en los ejemplos, en casi todos los casos, se ha
realizado utilizando el método “clisico” (variables ficticias) dando resultados bastante
satisfactorios. Se pone asi de manifiesto que es un buen método para el tratamiento de los

valores atipicos siempre conociendo la causa de su aparicion.

Tal y como se ha puesto de manifiesto en parrafos anteriores, este trabajo tiene claras

extensiones a las que nos dedicaremos en investigaciones futuras.

En todo este articulo, se ha hablado del tema de los valores atipicos sin hacer referencia
en ningin momento a la estimacién bayesiana. Es légico pensar que, una vez conocido el
periodo de ocurrencia y el tipo de atipico que se presenta, se podria incorporar al proceso de
estimacién como informacién a priori, de manera que se obtuviesen estimadores mais
eficientes. En este sentido, la estimacién bayesiana nos permitird incorporar esta informacién
por medio de funciones de probabilidad a priori generando mejores resultados en el proceso
de estimacion. Por ello, una linea de investigacion futura serd el tratamiento de los atipicos

desde el punto de vista bayesiano.

Otra extensién posible a este trabajo se enmarca dentro de los métodos no paridmetricos
que estin siendo ahora muy utilizados. Birkes y Dodge (1993) ponen de manifiesto que

pueden ser de gran utilidad en el tratamiento de los valores atipicos.
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