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Prefacio

Este libro presenta un curso de microeconomia intermedia que pretende proporcionar un
puente entre el andlisis puramente grafico y descriptivo de las asignaturas introductorias
y el andlisis mds matematico de las asignaturas avanzadas. Con este fin, el libro presenta
la teoria microeconémica utilizando las principales herramientas de las asignaturas intro-
ductorias y de las asignaturas avanzadas, esto es, un espacio puramente bidimensional y
un enfoque matemadtico. Se espera que, utilizando esta mezcla de herramientas el alumno
consiga, por un lado, una comprensién mas profunda de los conceptos bdsicos, y por otro,
que empieze a reconocer (y aceptar plenamente) el poder de las matemaéticas en el analisis
de los conceptos y problemas microeconémicos.

La materia discutida se divide en dos partes principales; el equilibrio parcial por un lado
y equilibrio general por otro. Todos los capitulos de la primera parte se dedican a explicar
diferentes maneras de aplicar un modelo de eleccién restringida donde solamente hay un
agente activo. Por el contrario, los capitulos dentro de la segunda parte son aplicaciones
del mismo modelo pero con dos agentes (o tipos de agente) activos, y problemas de eleccién
interdependientes.

El libro ofrece un repaso de algunos de los temas mds actuales en la teoria microeconé-
mica moderna. En este sentido, no pretende proporcionar informacién sobre todos y cada
uno de los posibles temas que se podrian incluir en un curso de microeconomia intermedia,
su contenido es méds bien un reflejo de las preferencias particulares de los autores en la
materia. No se incluyen referencias a las fuentes originales en las revistas académicas,
principalmente porque puede ser hasta contraproducente que un estudiante de microeco-
nomfa intermedia acuda a esta literatura directamente. No obstante, el lector interesado
en ampliar sus conocimientos sobre la materia aqui expuesta (bien sea, demostraciones
més formales, una visién en mas de dos dimensiones, o referencias de las fuentes origina-
les de ciertos teoremas fundamentales) podria aprovecharse de libros de texto tales como
Andlisis Microeconémico de Hal Varian (publicado por Antoni Bosch en 1992), Curso de
Teoria Microeconémica de David Kreps (publicado por McGraw Hill en 1995), o la “bi-
blia” de microeconomia superior Microeconomic Theory de Andreu Mas Colell, Michael
Whinston y Jerry Green (publicado por Oxford University Press en 1995).

A través de la presentacion de la materia, también se ofrecen una serie de ejercicios. Se
recomienda fuertemente al lector intentar resolverlos sobre la marcha, puesto que ponen
directamente en préctica los conceptos del libro, segiin vayan saliendo. En el libro no se
ofrecen soluciones a dichos ejercicios, cosa que justificamos con una cita de Descartes en su
famoso libro sobre geometria: “No me detengo en la explicacion detallada de esto, porque
os privaria del placer de aprender por vosotros mismos y de la utilidad de cultivar vuestro
espiritu al cultivarse en estas cuestiones, que es, segin mi opinion, el principal resultado
que se puede obtener de esta ciencia...”.

'Véase el libro “Descartes; Geometria y Método” (pg. 70), de Ange] Chica Blas (editorial Nivola, 2001).



La estructura general de la microeconomia

En la figura 1, se representa un esquema muy sencillo que intenta dejar claros los pasos
que generalmente se toman en cualquier problema de teorfa econémica. En primer lugar,
se especifican los supuestos generales que definen el entorno en el que se desarrolla el
modelo en cuestién. Estos supuestos vienen a consolidarse mediante ciertas reglas que
gufan el comportamiento de los agentes econémicos activos (los que toman las decisiones)
en el modelo (por ejemplo, el supuesto de racionalidad individual), la manera en que los
agentes interactiian mutuamente, y los valores de los pardmetros (que también definen las
caracteristicas de los agentes participantes).

En el segundo recuadro de la figura 1, se muestra el aspecto de la asignacién de recursos
escasos entre fines alternativos, estando presente tal aspecto, en mayor o menor medida,
en casi todos los modelos de teoria econémica. La idea de equilibrio implica que ningin
agente desea variar su comportamiento unilateralmente, dadas las reglas de juego y el
comportamiento de los demds agentes activos, es decir, que todos los agentes activos se
encuentran simultdneamente en una posicién 6ptima. Esto se observa mediante la solucién
de un conjunto de problemas de maximizacién restringida, en donde es posible que el
modelo implique ciertas interrelaciones entre los distintos problemas de los agentes. Es
importante reconocer que todo equilibrio se debe definir en funcién de los valores de las
variables de decisiéon de los agentes activos.

En el tercer recuadro se refleja la estatica comparativa, que como ya reconocié Paul Sa-
muelson en su obra ahora cldsica Foundations of Economic Analysis (Princeton University
Press, 1948), es un aspecto crucial en los modelos de teoria econémica. La estdtica com-
parativa es el estudio formal de aspectos como la estabilidad del equilibrio y la prediccién
de los efectos de posibles variaciones en los pardametros del sistema. Uno de los resultados
mas comunes de estdtica comparativa en las asignaturas de microeconomia son las curvas
de demanda y las curvas de contratos, aunque estas iltimas provienen claramente de un
analisis de interaccién del tipo de equilibrio general. El recuadro referido a la estética
comparativa estd unido con el recuadro de la definicién general del entorno, puesto que la
estdatica comparativa implica la consideracién del efecto que ejerce sobre el equilibrio un
nuevo conjunto de parametros, o una nueva definicién del entorno.



1. Definicion general del entorno

Reglas del juego, definicion de funciones objetivo, definicion de escasez o conjuntos
factibles, identificacion de agentes econémicos, valores de parametros

2. Proceso de maximizacion restringida

Equilibrio parcial o equilibrio general segun el numero de agentes econémicos
activos y las interrelaciones entre ellos definidas en el recuadro 1. Equilibrio definido
en términos de las variables de eleccion de los agentes y en funcion de los parametros

del sistema

3. Estatica comparativa

Observar como varia el equilibrio al variar la definicién general del entorno
(generalmente al variar el conjunto de parametros del sistema

Figura 1.
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Capitulo 1

El Modelo Basico

Desde hace alrededor de 80 anos se ha entendido la ciencia econémica como el estudio de la
toma de decisiones en un ambiente de escasez. Lionel Robbins publicé en 1932 su conocido
Ensayo Sobre la Naturaleza y Significado de la Ciencia Econdmica, en el que define la
ciencia econémica como la légica de la eleccién humana. Mas concretamente, Robbins
define la ciencia econdémica como el estudio del comportamiento humano en una relacién
entre medios escasos con usos alternativos. Esta definicién, que capta el espiritu del trabajo
académico de la época, sigue estando vigente hoy en dia. Por tanto, la ciencia econémica no
estudia solamente los mercados, sino que més en general, estudia las preferencias humanas
y el proceso mediante el que se toman las decisiones.

El principal modelo para el andlisis de las elecciones de los agentes econémicos en un
ambiente de escasez consiste en un problema matemédtico de maximizacion restrigida. Asi,
para poder seguir un curso moderno de teorfa microeconémica, es absolutamente necesario
el dominio completo del modelo matematico basico de maximizacién restringida. En este
primer capitulo analizamos la aplicacién de la solucién de un problema de maximizacién
restringida segin el metodo de Lagrange.

1.1 La maximizacién restringida bidimensional

En esta primera seccion vamos a dar un primer enfoque a los problemas de eleccién res-
tringida en general. El contenido de la seccién es muy resumido, y se pasan por alto
ciertos aspectos que podrian acarrear complicaciones. Asimismo, tampoco se presentan
aqui argumentos formales para demostrar todo el argumento. El lector interesado en pro-
fundizar méds sobre los problemas de maximizacién restringida puede dirigirse a libros de
texto especializados!.

1.1.1 Las variables de eleccion

Como ya hemos indicado, en todo este libro se mantiene el andlisis a un nivel bidimensio-
nal. Por tanto, el plano Cartesiano es de fundamental importancia. Vamos a indicar por
x un vector cualquiera en el plano Cartesiano R? (el conjunto de todos los vectores bidi-
mensionales). Puesto que x es bidimensional, tiene dos componentes que indicaremos con

'Por ejemplo, Pemberton, M. y N. Rau, Mathematics for Economists: An Introductory Textbook, Man-
chester University Press (2001), Sydsaeter, K. y P. Hammond, Matemdticas para el Andlisis Econémico,
Prentice Hall (1996), o Madden, P., Concavidad y Optimizacion en Microeconomia, Alianza Universidad
(1986).



subindices, x = [x1,x2). Los vectores diferentes se denotan con superfndices, por ejemplo
z¢, en donde z* = [J:ﬁ ; .r‘z] Finalmente, un conjunto de vectores & se representa con letras
maytsculas, X. En general, usaremos x para representar la variable de eleccién.

En un problema de maximizacién condicionada por ciertas restricciones, el problema
se puede describir, matematicamente, como de entre todos los vectores que sean factibles,
escojer el vector x que mds favorece en la consecucién de un objetivo predeterminado.
Correspondientemente, los aspectos que se suponen que estdn restringiendo el problema y
también la descripcién del objetivo, deben ser expresados como funcién de z.

Aparte de las variables de eleccién, para que cualquier problema de optimizacién res-
tringida quede bien definido, serd necesario también explicitar un conjunto de pardmetros.
Un parametro es un dato exdégeno, es decir con un valor preestablecido no alterable por
el individuo cuya decisién se analiza, que tiene importancia para la solucién final. Los
pardmetros pueden estar presentes en la descripcién de las restricciones y también en la
descripcién del objetivo a perseguir. En general, representaremos los parametros del pro-
blema con un vector b = [by, ba, ..., by,]. Aunque la variable de decisién es bidimensional,
el vector de parametros puede tener un nmimero general de elementos.

La solucién a un problema de optimizacién restringida es un vector de variables de elec-
cién determinado a partir del conjunto de pardmetros del problema. Usando la notacién
introducida arriba, con un vector de eleccién bi-dimensional, z = [z, 23], y con un vector
de pardmetros b = [by, ba, ..., by], la solucién al problema se escribird z*(b) = [z](b), z5(b)].
De esta forma, se debe entender que los valores éptimos para las variables del sistema
vienen a ser funciones de los pardmetros. Uno de los ejercicios mds importantes dentro
de la microeconomia tedrica es considerar exactamente cémo varfan los componentes del
vector 6ptimo ante variaciones en el vector de pardametros - un proceso conocido como la
estdtica comparativa.

Como ejemplo, considere un individuo que debe repartir su tiempo entre dos acti-
vidades distintas, trabajo y ocio. Sea z; el tiempo que dedica al trabajo y x3 el tiempo
dedicado al ocio, y supongamos que el perfodo de eleccién corresponde a un dia (24 horas).
Claramente, ambas variables son continuas, as{ que un nimero como z; = 9,25 indicaria
que se dedican 9 horas y 15 minutos (es decir, nueve horas més la cuarta parte de una
hora adicional) al trabajo. Es muy facil imaginar el tipo de restriccién que debe imponirse
sobre el problema. En primer lugar no es posible dedicar una cantidad de tiempo negativa
a ninguna actividad, asf{ que tenemos x; > 0 ¢ = 1,2. También podria ser que se deba
respetar un horario minimo contratado de trabajo, por ejemplo de unas 8 horas diarias, en
cuyo caso debemos anadir la restriccién x; > 8, que reemplazaria a la restriccion de que
1 no puede ser negativo. En segundo lugar, por nuestro supuesto de entrada, el individuo
debe repartir 24 horas enteras entre las dos actividades, asi que tenemos que 1 + xo = 24.

En cuanto al cbjetivo a conseguir, las definiciones posibles son infinitas, correspon-
dientes a cualquier tipo de preferencias entre las dos actividades. A modo de ejemplo,
podremos suponer que por cada hora trabajada el individuo recibe un salario monetario
de w, y que cada hora dedicada al ocio le proporciona un bienestar medido por un salario
implicito z. Entonces un objetivo razonable podria ser la funcién wzy + zax2. Se invita
al lector aventurar otros posibles objetivos. Para este ejemplo, claramente el vector de
eleccién es x (el tiempo a dedicar a cada tipo de actividad) y los pardmetros mas evidentes
son el mimero 24 (total de horas disponibles), los dos salarios w y 2, y el valor minimo
que las variables z; pueden tomar (0, o quizds en el caso del trabajo, 8).
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1.1.2 El conjunto factible

Cuando un problema de eleccion estd restringido, la busqueda de la solucién del mismo
se concentra en los puntos de un subconjunto del plano cartesiano denominado conjunto
factible, X C R?. El conjunto factible, X, viene definido por las restricciones que se
imponen sobre el problema de eleccién en cuestién. Por ejemplo, si se desea que solamente
sean factibles los puntos = con ambos elementos no negativos, el conjunto factible se define
de la siguiente manera: X = {z: z; >0 1 =1,2}.

Mads en general, un contorno o curva de nivel de cualquier funcién entre z, y x2
divide el espacio R? en dos partes mutuamente excluyentes. Es decir, una ecuacién como
g(x1,72) = b, donde g(-) es una funcién monétona, y b es una constante, define dos
conjuntos de puntos mutuamente excluyentes, X1 = {z : g(z) < b} y X2 = {z : g(z) > b},
con X1UX, = R? y X;NX, = ¢, siendo ¢ el conjunto vacio (el conjunto sin elementos). De
esta forma, es posible definir cualquier subconjunto acotado y cerrado de R? utilizando una
serie de ecuaciones g;(x) < b; i = 1,2,...,m. El ejemplo anterior, referido al conjunto de
vectores con ambas componentes no negativas, se define con g;(z) = —x;, b =0 i =1,2.
Otro ejemplo sencillo es el caso de la recta presupuestaria en problema de un consumidor
con renta de w y precios de los dos bienes p; i = 1,2. El conjunto presupuestario se define
por X(p,w) = {x : p1x1 + paxr2 < w}, que claramente equivale a g(z) = p1z1 + pax2 y
b = w. Finalmente, una restriccién del tipo h(x) = d tiene que representarse mediante dos
restricciones: gi(z) = h(z) < by =dy g2(x) = —h(z) < by = —d. Obviamente la segunda
de estas dos restricciones es igual a h(xz) > d, que, junto con la primera restricciéon define
el conjunto de puntos senalado.

En general, el conjunto factible en un problema de maximizacién restringida viene
definido por:

X(g,b) = {z: gilx) < b i=1,2,..,m}

siendo b el vector de los escalares b; ¢ = 1,2,....m y g es el vector de las funciones
gi(z) i =1,2,...,m. El hecho de que se incluya, explicitamente, la posibilidad de que cada
una de las restricciones se sature (es decir, se cumple con estricta igualdad) es importante,
puesto que implica que el conjunto factible tiene frontera (el conjunto es acotado), y
ademads esta frontera estd contenida en el propio conjunto (el conjunto es cerrado). Esto
se sigue directamente del hecho de que, el conjunto definido por la ecuacion g;(xz) < b es
compacto (acotado y cerrado), y que el conjunto factible X no es sino la unién de una serie
finita de tales conjuntos. Puesto que la unién finita de una serie de conjuntos compactos
es a su vez compacto, resulta que X es un conjunto compacto.

La existencia de restricciones que supongan una frontera superior al conjunto factible
(la exclusién de valores infinitos positivos) es la manifestacién pura de la escasez de los
recursos valiosos. En términos de las restricciones anteriores, los recursos valiosos se
refieren a las componentes del vector b. En muchas de las aplicaciones que se contemplan
en el presente libro, bastarda con tres restricciones, dos de ellas son las restricciones de
no negatividad, g;(r) = —x; < 0 7 = 1,2, mientras que la tercera delimita el conjunto
factible por arriba (es decir, g3(z) = bs es una frontera superior al conjunto factible).

Para que un problema de eleccién tenga sentido, debemos eliminar directamente la
posibilidad de que X = ¢. Por tanto, si usamos la notacién N(X) para indicar el mimero
de elementos en un conjunto X, el primer requisito es N(X) > 1. No obstante, para que
el problema tenga interés, también debe ser que el nmimero de elementos en el conjunto
factible sea estrictamente mayor que 1, N(X) > 2, pues en caso contrario, la eleccién

11



es trivial. Mds en concreto, tipicamente en los problemas de optimizacion restringida, se
requiere que el conjunto factible sea un conjunto convero. La definicion matemaética de
conjunto convexo es:

Vi,zl € X yVA:0< A <1, si:ck(/\)EX = X es convexo

en donde zF(\) = Az? + (1 — \)z7. Se conoce z¥(\) como una combinacién conveza de los
dos puntos z* y 27, y define todos los puntos sobre la linea recta que une los dos puntos?.
Correspondientemente, en el plano bidimensional, si la linea recta que une dos puntos
cualesquiera pertenicientes al conjunto también pertenece enteramente al mismo conjunto,
entonces el conjunto es convexo. Noétese, de paso, que si un conjunto convexo tiene mas
de un punto, entonces tiene infinitos, por lo tanto, el requisito de que el conjunto factible
sea convexo junto con el requisito de que N(X) > 2 implica directamente que N(X) = oc.

Puesto que el conjunto factible se define a partir de las restricciones del problema, el
requisito de que el conjunto factible es convexo implica, a su vez, ciertas condiciones sobre
las formas funcionales de las restricciones g;(z). Llegado a este punto, las siguientes tres
definiciones matemadticas seran de utilidad:

1. Una funcién h(z) es céncava (conveza) si, para todo par de vectores z*, 27, y para
todo 0 < A < 1, se tiene que h(zF(\)) > (<)Ah(z?) + (1 — A\)h(z7). Esta definicién
se conoce como la desigualdad de Jensen.

2. Una funcién h(z) es cuasi-céncava si, para todo ¢, el conjunto X (¢) = {z : h(zx) > ¢}
es un conjunto convexo.

3. Una funcién h(x) es cuasi-conveza si, para todo ¢, el conjunto X (c) = {z : h(z) < ¢}
es un conjunto convexo.

De la definicién de cuasi-concavidad, resulta que para todo par de vectores z*, 27, y
para todo 0 < A < 1, si h(z) es cuasi-céncava se tiene que min {h(z*), h(2?)} < h(z*(N)).
De la misma forma, si h(x) es cuasi-convexa, resulta que para todo par de vectores z*, 27,
y para todo 0 < A < 1, se tiene max {h(z"),h(27)} > h(z¥(X)). Para ver esto, nétese
que para todo z' y 27, podemos definir min{h(z'),h(z’)} = c. Entonces, ambos z’ y
27 pertenecen al conjunto X(c) = {x : h(z) > c}. Pero si h(z) es cuasi-concava, enton-
ces X (c) es un conjunto convexo, y entonces z¥()\) tambien pertenece a X(c), es decir,
min {h(z?), h(27)} = ¢ < h(z*()\)). El caso de las funciones cuasi-convexas se demuestra
de manera semejante.

Es fécil comprobar que una funcién lineal es céncava y convexa al mismo tiempo,
que cualquier funcién céncava es también cuasi-concava (ya que min {h(z*), h(2?)} <
Ah(z?) + (1 — A)h(2?)), y que cualquier funcién convexa es también cuasi-convexa (ya que
max {h(z*), h(z?)} > Ah(z') + (1 — A\)h(z7)). Cuando se exige la estricta desigualdad en
cualquiera de las definiciones, la correspondiente caracteristica es estricta (por ejemplo,
h(x*(X\)) > Ah(z?) + (1 — A)h(z7?) entonces h(z) es estrictamente céncava).

En particular, supéngase ahora que la funcién g(x) es cuasi-convexa. Para cualesquiera
dos puntos z' y 27 podemos definir max{g(z*), g(z’)} = b. A continuacién se define el
conjunto de puntos X (g,b) = {z : g(z) < b}. De esta forma, ambos 2 y x/ pertenecen
al conjunto X(g,b). Ahora, puesto que g(z) es cuasi-convexa, X(g,b) es un conjunto
convexo. En resumen, si una funcién es cuasi-convexa, entonces el conjunto de puntos
X(g,b) = {x: g(x) < b} es un conjunto convezo.

2Se invita al lector demostrar esta afirmacién formalmente.
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Siendo z un vector bidimensional, una funcién cualquiera, h(x), define una relacién
entre tres diferentes variables, z1, z2, y el valor de la funcién en si, h(x). Para representar
esta funcién graficamente, puesto que el espacio grafico (una hoja de papel) solamente
tiene 2 dimensiones, es necesario mantener una de estas tres variables constante. Lo
habitual es mantener constante el valor de la funcién y considerar la relacién como una
funcién entre x, y x2. La grdfica resultante se conoce como un contorno, o curva de
nivel, de la funcién h(z) en el espacio z. La ecuacién exdcta de la relacién implicita entre
x1 y 2 requiere evaluar la inversa de h(x), pero en realidad hacer esto no es muy 1itil
en problemas de microeconomia. A cambio, si es 1til saber la pendiente de la relacién
implicita (el contorno) en un punto en concreto, y podemos saber esta pendiente utilizando
un teorema conocido como el teorema de la funcion implicita (de aqui en adelante, TFI),

que afirma que si h(x) es una funcion, y st %%?— # 0, entonces

(8!1 x )
dh(z)=0 pes (%"-gl)

Para demostrar el TFI, basta tomar el diferencial total de h(z) y obligarlo a ser 0

dh(z) = (%E)) dzy + (%—i—?) dzy =0

Reordenando esta ecuacién nos da directamente el TFI.

Si ademads de cuasi-convexa, la funcién g(x) es creciente en ambos argumentos, entonces
por el TFI cualquiera de sus contornos serfa una funcién decreciente en el espacio . Por
otro lado, el conjunto X (g,b) = {z : g(x) < b} corresponde al conjunto sobre y por debajo
de un contorno (curva de nivel) en concreto. Pero puesto que este conjunto tiene que
ser convexa, la grifica de g(x) = b tiene que ser una funcién decreciente y céncava en el
espacio de x. Un ejemplo de un contorno de una funcién creciente y cuasi-convexa estd
representado grificamente en la Figura 1.1.

A lr
X

i
d.’.t','l

glx)=b

\

A
Figura 1.1.
EJERCICIO 1.1: Pruebe que si una funcion es creciente y cuasi-céncava, entonces

el conjunto de puntos definido sobre y por encima de cualquiera de sus contornos es un
conjunto convezo.
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EJERCICIO 1.2: Represente grdificamente el contorno g(x) = b y el conjunto
X(g,b) = {z : g(x) < b}, para los casos en los cuales g(x) es cuasi-convezra y:

1. decreciente en ambos argumentos,
2. creciente en xy y decreciente en xa,
3. decreciente en x, y creciente en xs.

Por este argumento, podemos concluir que si solamente existe una restriccién a un
problema de optimizacién restringida, espresado de la forma g(z) < b, entonces para que
el conjunto factible sea convexo es suficiente que la funcién g(z) sea convexa. Tampoco
es mucho mas dificil ver lo se requiere cuando hay méas de una restriccién. Si represen-
tamos sendas curvas de nivel de dos funciones cuasi-convexas diferentes, entonces pode-
mos considerar el conjunto de puntos definido por X(g,b) = {z : gi(z) < b; i = 1,2}.
Sean g;(z) i = 1,2 dos funciones cuasi-convexas, y definimos los dos conjuntos de pun-
tos Xi(gi,b;)) = {x : gi(z) < b} i = 1,2. Sabemos que ambos conjuntos X;(g;,b;)
son convexos. Finalmente, podemos definir la interseccién de estos dos conjuntos co-
mo X (g,b) = Xi(g1,b1) N X2(g2,b2). Puesto que la interseccién de dos conjuntos convexos
cualesquiera también es un conjunto convexo, resulta que X (g, b) es un conjunto convexo
(véase la Figura 1.2 para el caso de dos funciones crecientes y cuasi-convexas). Natu-
ralmente, podrfamos seguir anadiendo nuevas funciones sin alterar el resultado final de
que, siempre que cada funcién sea cuasi-convexa, la interseccién de todos los conjuntos
Xi(gi,bi) = {z : gi(z) < b;} es un conjunto convexo.

X, 4

v

X

Figura 1.2.

EJERCICIO 1.3: Represente el conjunto X(g,b) = {z : gi(z) < b; 1 = 1,2},
suponiendo que no es vacio, cuando gi(x) es creciente en ambos argumentos y gs(x) es
decreciente en ambos argumentos. Repite el ejercicio para los 4 posibles casos en los cuales
cada funcion es creciente en un argumento y decreciente en el otro.

En resumen, destacamos que si las funciones que representan las restricciones g;(x)
son todas convexas, entonces el conjunto factible del problema X(g,b) = {z : gi(z) <
b; i = 1,2,...,m}, es un conjunto convexo. A partir de ahora, salvo cuando se indique
expresamente lo contrario, se supondra siempre que todas las funciones que definen las
restricciones son convexas, definiendo asi un conjunto factible compacto y convexo.
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1.1.3 La funcién objetivo

Una vez definido de manera adecuada el conjunto factible, debemos considerar ahora el
objetivo que ha de satisfacerse. Es decir, nuestro problema consiste en selecionar del
conjunto factible X, aquel (o aquellos) vector(es) que mds favorece(n) el logro de un
objetivo en concreto. Sea lo que sea en realidad ese objetivo, para que esté bien definido
es necesario suponer que existe una relacion de preferencias que lo representa®. Si un
vector z* favorece més el objetivo subyacente que otro vector 27, entonces se dice que z*
es preferido a z7, una relacién que normalmente queda expresado como z' > z/. Como
ahora veremos, para garantizar que el problema de maximizar el objetivo condicionado
a una eleccién del conjunto factible tenga solucién tnica, debemos hacer una serie de
supuestos sobre la relacién de preferencias. Finalmente, para poder localizar con facilidad
el 6ptimo, serd necesario poder representar las preferencias por una funcién del tipo f(z),
que denominamos la funcion objetivo.

Obviamente, las preferencias deben ser lo suficientemente ordenadas y légicas como
para que el problema admita una solucién. En particular, es habitual suponer que la
relacién de preferencias es capaz de comparar dos vectores cualesquiera z° y x7 del plano
Cartesiano, y de ordenarlos de acuerdo con sus preferencias. Por consiguiente, tiene que ser
cierto que, o bien ! es estrictamente preferido a 27 (z' = 27) o bien 2/ es estrictamente
preferido a z* (27 = z'), o los dos vectores son igualmente preferidos (el individuo es
indiferente entre ellos, o sea z* ~ 27). Este hecho, que todas las asignaciones de consumo
sean comparables las unas con las otras, se suele denominar preferencias completas, y se
puede formular como:

V' 2 : o bien x* 7 2, o bien 2’ Z x*, 0 ambos

donde el simbolo 7 indica o bien > o bien ~ (en otras palabras, 7 representa la relacién
de preferencia “por lo menos tan preferida como”).

Por otro lado, las preferencias son transitivas si cumplen un requisito muy légico; para
tres vectores x', 27 y z¥ cualesquiera, tales que x* = 27 y 27 = z*, debe satisfacerse que
x* = 2%, Si las preferencias son completas y también transitivas, entonces se dice de ellas
que son preferencias racionales.

Una implicacién légica de las preferenicas racionales es que, si se limitan las compara-
ciones a un conjunto cerrado de vectores X, entonces tiene que existir un subconjunto de
vectores de X, indiferentes entre si y que son todos preferidos a todos las deméds vectores
de X, esto es, cuando X es un subconjunto cerrado de R?:

VXCR? 3X*Cc X, X*#¢:sirteX* =22 -zVereX

Si X es un conjunto finito (es decir, contiene finitos elementos)?, el conjunto X* puede
obtenerse mediante un proceso iterativo; para ver esto simplemente notar que, en principio,
se puede comienzar por un punto cualquiera z! de X, al que denominamos “candidato
al 6ptimo” y, a continuacién, se compara con los demds. Se va haciendo una lista de
todos los vectores que cumplan z ~ z! y se van descartando los vectores que cumplan
! = z. En el momento en que se encuentra un vector que cumpla = > x!, este nuevo

vector sustituye a z! como el candidato al éptimo, el vector z! y todos los que eran

*Para algunos casos, el objetivo puede ser muy obvio. Por ejemplo, una empresa puede desear utilizar
como objetivo el beneficio monetario. En otros casos, como por ejemplo el de un consumidor, el objetivo
estard ligado a ciertas caracteristicas (gustos) personales.

1Si no es asf, basta utilizar un resultado topolégico conocido como el Lemma de Zorn.
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indiferentes a él se descartan, y el proceso continia (sin necesidad de volver a considerar
los vectores ya eliminados o indiferentes a z! por preferencias transitivas). En cuanto
se hayan terminado de considerar todos los vectores de X, el vector que en ese momento
ocupe el lugar de candidato al éptimo, mds todos los vectores en la lista de vectores
indiferentes a él, consituyen X*. Por supuesto, cuando X no es finito esto es un proceso
sin final pero en seguida veremos como la existencia de una funcién objetivo puede aliviar
el proceso enormemente.

El supuesto de racionalidad de las preferencias no es suficiente para garantizar que el
problema de eleccién tiene una solucién tnica, es decir, que el conjunto X* consta de un
solo elemento. Para ello es necesario hacer dos supuestos mas sobre las preferencias:

1. Preferencias estrictamente monétonas: V! # z7 :;1:‘;l > :1:;:l h=1,2 = z* > 2.

2. Preferencias estrictamente convexas: Vi, 27 : 2t = 27 = zF = Xz’ + (1 - \)2? = o7
con 0 < A <1

R

u(x’)=u(xk(A*))

X xj +dx, X

Figura 1.3.

Si las preferencias son racionales y estrictamente monétonas, el conjunto de los puntos
indiferentes a un vector en concreto tiene que ser una funcién con pendiente estrictamente
negativa (tal funcién se suele llamar una curva de indiferencia). Podemos razonar esto
utilizando la Figura 1.3. En ella vemos que, si definimos dos cantidades z; > 0 i@ =
1,2, empezando con cualquier vector z* = (z},z}), un movimiento directamente hacia la
derecha en el plano Cartesiano se puede representar con z7 = (z{ + dz1,z%) con d > 0.
Por preferencias monétonas, tenemos z? > z'. Por otro lado, un movimiento desde x?
directamente hacia abajo en el plano Cartesiano se puede representar con zh = (z%, 2% —
dx3) con d > 0. Otra vez, por preferencias moné6tonas, tenemos x* = z", y por preferenmas
tra.nmtlm o7 = . Ahora bien, considérese una combinacién lineal convexa de z7 y z"

zk(A) = Ml + (1 - /\):B El primer elemento del punto general de esta comblnacujn
convexa es z¥()\) = -’51 + Adzy, y el segundo elemento es z§(\) = zb — (1 — A)dza. Por

tanto, tenemos que —5—;—- >0 7 =1,2. Dado esto, por prefenenmas mondtonas, es cierto
que z¥()\) = z¥(\) VA > A. Ahora bien, puesto que z*(1) = 27 = z" = 2¥(0), el hecho de
que las preferencias son completas implica que tiene que existir un \* que es estrictamente
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mayor que 0 y menor que 1, tal que zF(A\*) ~ z! (esto es una sencilla aplicacién del
teorema del valor intermedio). Finalmente, puesto que z¥(\*) = 2% + X\*dz; > ¥ y
Th(\*) = 2% — (1= A%)dzy < xb, resulta que z¥(\*) tiene que localizarse hacia abajo y a
la derecha de z'. Por lo tanto, una linea que une z*(\*) y z* tiene que tener pendiente
estrictamente negativa. Este argumento puede repetirse con cualquier mimero d > 0, e
implica que existen infinitos puntos indiferentes a z*, y que su unién es una funcién con
pendiente negativa (una curva de indiferencia).

EJERCICIO 1.4: Proporcione un argumento lo mds formal que pueda para demostrar
que, cuando las preferenicas son racionales y estrictamente mondtonas, por cada punto x
pasa una, y solamente una, curva de indiferencia.

Las preferencias monétonas también aseguran que, cuando las restricciones g;(x) son
crecientes (el caso mas usual), todos los vectores en X* tienen que saturar por lo menos
una restriccién, es decir, hallarse sobre la frontera del conjunto factible. Para ver esto
simplemente se prueba, por reduccién al absurdo, que lo opuesto es imposible. Supon-
gamos que hay un vector z* que satisface z' - z para todos los vectores = de X, y que
gl-(:ré) < b; i =1,...,m. Puesto que todas las restricciones son crecientes, podemos siempre
encontrar otro vector, z*+¢, con € > 0 suficientemente pequeiio, tal que x*+ ¢ también est4
dentro del conjunto factible. Sin embargo, el que las preferencias sean monétonas implica
que z' + ¢ > z*, lo que desmiente el hecho de que z* fuera por lo menos tan preferida como
todos los deméds vectores factibles.

EJERCICIO 1.5: Proporcione un argumento lo mas formal posible que demuestre
que, si las preferencias son racionales y mondtonas, cualquier optimo local es también
global.

Si las preferencias son racionales, estrictamente monétonas y ademds estrictamente
convexas, y si el conjunto factible es compacto y convexo (como ya hemos supuesto),
entonces se puede asegurar que hay solamente un vector en el conjunto X* (y que este
vector se encuentra sobre la frontera de X). La adicién del supuesto de preferencias
estrictamente convexas al problema es, por tanto, importante, puesto que nos garantiza
que la solucién al problema no solamente existe sino que es tinica. La razén por la que
las preferencias convexas implican un solo vector en X* es también facil de ver. Suponga
que hubiera dos vectores en X*, 2 y 2/. Puesto que ambos vectores son por lo menos
tan preferidos como todos los vectores factibles, tiene que ser x* ~ 7. Considérese ahora
una combinacién lineal convexa de estos dos vectores zF(\) = Az' + (1 — A)z/. Puesto
que el conjunto factible, X, es convexo, resulta que z¥(\) € X. Si las preferencias son
estrictamente convexas, se sigue que zF(\) > z' ~ zJ. Por tanto, hemos encontrado un
vector que es factible, y que es mejor que los dos iniciales. En definitiva, si las preferen-
cias son estrictamente convexas nunca puede haber mas de un vector en X™*, vector que
denotaremos por z*.

EJERCICIO 1.6: Razone que los argumentos que conducen a que existe un inico
vector dptimo se pueden reformular para el caso en el que las preferencias son convexas
(aunque no necesariamente estrictamente) con un conjunto factible estrictamente convezo.

Una funcién objetivo es una manera cémoda de representar las preferencias del indi-
viduo y, sobre todo, de encontrar el vector *. Una funcién f(z) representa una relacién
de preferencias si se cumple que:

Vi, 2! - o f(zb) > f(a?)

Denotamos por f (z) la funcién objetivo del individuo. Claramente, una funcién ob-
jetivo actiia como un agregador, ya que acepta como variable independiente un vector
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bidimensional (es decir, dos componentes o escalares), y devuelve como variable depen-
diente un solo escalar. Una funcién objetivo es una herramienta muy 1util de representar
las preferencias puesto que asocia a cada vector bidimensional un escalar, estableciendo asi
una ordenacién obvia de los vectores. En este sentido, y en general, si existe una funcion
objetivo que represente unas preferencias, existirdn entonces infinitas puesto que cualquier
transformacion de la funcién que no varfe la ordenacién cumplird como funcién objetivo.

No obstante, el hecho de que exista una funcién objetivo no es tan obvio. Si existiese,
entonces claramente las curvas de indiferencia obtenidas arriba a partir del supuesto de
que las preferencias sean racionales y monétonas, son los contornos de la funcién objetivo.
Para demostrar que exista una funcién objetivo, es necesario anadir un supuesto més, el
de que las preferencias sean continuas. Formalmente, las preferencias son continuas si los
dos conjuntos {z : x 22 ¥} y {z : T ZZ x} son ambos cerrados para cualquier vector Z.
Resulta que, si las preferencias son continuas, entonces también son completas, pero mas
importantemente, si las preferencias son continuas y transitivas, entonces siempre existe
una funcién objetivo contfnua que las represente’.

No obstante, para ver que existe una funcién objetivo, basta con encontrar dicha
funcién, pero dado que, como ya hemos visto, las preferencias racionales y monétonas
impliquan la existencia de curvas de indiferencia con pendiente negativa, una linea recta
que parta del origen con pendiente constante y positiva cortard a cada curva de indiferencia
en un solo punto. Ademads, la longitud de la recta serda mayor cuanto més lejos esté la curva
de indiferencia del origen. Como estas curvas de indiferencia (por preferencias monétonas)
indican una preferencia mayor, es cierto que existe una correspondencia iinica entre la
longitud de la recta y el nivel de preferencia de una curva de indiferencia. Por tanto, esta
longitud sirve como funcién objetivo.

A partir de ahora, supondremos que la relacién de preferencias que se desea estudiar
estd representada por una funcién objetivo f(z) definida en todo el plano Cartesiano.
Aunque no es estrictamente necesario, es muy conveniente que se suponga que la fun-
cién objetivo es continuamente diferenciable en todos sus puntos. Para poder representar
correctamente preferencias racionales (completas y transitivas), se requiere que f(z) sea
definido en todo su dominio y continua, y que f(x) produce escalares a partir de vectores
z, es decir, f(r) es una funcién de R? a R!. Ya hemos visto antes que si el conjunto
factible es compacto (acotado y cerrado) y las preferencias son racionales, entonces existe
un conjunto de vectores que son por lo menos tan preferidos como los demds, este conjunto
lo hemos denotado por X*. En términos de una funcién objetivo, se trata de una sencilla
aplicacion del teorema de Weierstrass, que asegura que si f(z) es continua y definida sobre
un conjunto acotado y cerrado X, entonces existen puntos maximos y minimos de f(x)
en X.

Por otro lado, suponiendo que las preferencias del individuo son estrictamente moné-
tonas, la funcién objetivo tiene que ser creciente en sus dos argumentos. Si ademéds (por
comodidad) suponemos que f(x) es continuamente derivable, entonces es creciente si se
cumple que Qg—:(r‘ﬂ >0 i =1,2. Este hecho nos garantiza que las curvas de indiferencia
(contornos de f(x)) més alejadas del origen implican un valor mayor de f(z). Por tanto,
cualquier punto que maximiza f(x) sobre X tiene que hallarse en la frontera de X, es
decir, por lo menos una restriccién ha de saturarse.

De manera andloga a cuando analizamos el conjunto factible, para representar las

“Una demostraciéon formal de este hecho es demasiado complicado para este curso, pero el lector inte-
resado puede consultar las referencias mencionadas en la introduccién.
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preferencias estrictamente convexas necesitamos que las curvas de nivel de la funcién
objetivo (las curvas de indiferencia) sean convexas, es decir, que f(x) sea una funcién
cuasi-céncava. De esta forma, el conjunto definido por X(f,2) = {z : f(z) > z} es un
conjunto convexo. No obstante, puesto que cualquier funcién céncava es también cuasi-
céncava, el supuesto usual serd que f(x) es estrictamente céncava.

En resumen, a partir de ahora y salvo cuando expresamente se diga otra cosa, supon-
dremos que las preferencias vienen representadas por una funcién objetivo f(x), que es
I

>

continua, continuamente derivable, estrictamente creciente en ambos argumentos
0 i = 1,2, y estrictamente concava.

Aunque la ecuacién vectoral de concavidad (la desigualdad de Jensen) serd utilizada a
menudo en el desarrollo del resto del libro, es también muy 1til describir la concavidad de
f(z) en términos de sus derivadas. Para empezar, considérese la pendiente de una curva
de indiferencia en un punto genérico z. Puesto que una curva de indiferencia es una curva
de nivel de f(z), mediante el teorema de la funcién implicita, tenemos:

()

@@=0 (%&?)

La ecuacién (1.1) suele llamarse la relacion marginal de sustitucion (RMS), y es es-
trictamente negativa puesto que hemos supuesto que la funcién objetivo es estrictamente
creciente en ambos argumentos.

Antes, hemos mencionado que puesto que una funcién objetivo es una herramienta
ordenal, en el sentido de que lo iinico importante es que el orden de los vectores z es
el mismo que el orden de los nimeros f(x), y los valores de los nimeros f(x) no son
importantes en si mismo. Dado esto, y el hecho de que una transformacién monétona
de una serie de mimeros no les varia el orden, podemos afirmar que, si f(x) representa
las preferencias 7, entonces también representa las mismas preferencias h(f(z)), para
cualquier funcién h(-) tal que h’(-) > 0. Para ver esto de una manera més formal, estd
claro que dos funciones representan las mismas preferencias si el conjunto de curvas de
indiferencia que corresponde a una funcién es exdactamente la misma que el conjunto que
corresponde a la otra. Pero esto serd cierto siempre que ambas funciones tienen la misma
relacién marginal de sustitucién para cualquier punto x. Ahora, la relacion marginal de
sustituciéon que corresponde con h(f(x)) es:

i) MU (%2)  (%2)

“ilam=  W(@) (%2)  (%2) @

asf que h(f(x)) y f(z) representan las mismas preferencias. El requisito de que A'(:) > 0
es para que la utilidad marginal de cada bien sigue siendo positiva.

Noétese que la RMS es, a su vez, una funcién de z. Ahora bien, dado que hemos supuesto
que f(z) es estrictamente céncava, sus contornos son convexos, es decir, la derivada de la

a5

dxq

df (x)=0
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RMS con respecto a x; tiene que ser estrictamente positiva. Esta derivada es:

[ (92f(x) | &f(z)  da oj) | 2lt®) 0%f(x) | &f(z)  dz
d2$2 =1 (8(35)1’) + leé(izl ’ E?) :c: D (8:1:28.1:1 + A(z2)? Ef)
d(z1)? (afgzz)2
| dxa

d(x1)2 " Ox10z2 dz;  dzpdz) (x2)? dry
af(x)
T3

Puesto que el denominador del término entre corchetes es positivo, solamente tenemos que
considerar el signo del numerador. Simplificando términos comunes, introduciendo el -1,

2 2
y recordando que, por el Teorema de Young ng éﬁ = gxi éi)l , el numerador es:

_Pf@) _, dry Pf@2) Of(x) (dzp)?
3(:131)2 .d:cl .611216:1?2 6(5{72)2 (d.’lﬁl)

[ 21(z) | 21(x)  dos 4 dm  PUm) | BS(z) (@)2
1

Asf, para que la curva de nivel de f(z) sea convexa es suficiente (aunque no necesario),
que las segundas derivadas sean negativas y la segunda derivada cruzada sea no negativa
(mayor o igual a cero). Que las segundas derivadas sean negativas equivale a que el valor
marginal de la funcién objetivo es decreciente, mientras que el supuesto de que la segunda
derivada cruzada es mayor o igual a cero implica que el valor marginal de uno de las
argumentos no decrece con aumentos en el otro. En resumen, el supuesto de que f(z) sea
céncava en el vector z no es lo mismo que sea céncava en las dos variables z; 7 = 1,2;
pero si resulta que es céncava en ambas variables x; i = 1, 2, entonces serd céncava en el
vector x cuando la segunda derivada cruzada no sea negativa. A partir de ahora, a menos
que expresamente se haga otro supuesto, supondremos que la funcién objetivo f(z) es
estrictamente céncava en el vector x, es decir, Vz', 27, f(zF(\)) > Af(z') + (1 — ) f(a?),
y que ademads estd caracterizada por:

1. Derivadas primeras parciales continuas y positivas; %‘ﬁ >0 i=12.
2. Derivadas segundas parciales negativas; %% <0i=1,2.
3. Derivada segunda cruzada no—negativa;a:ﬁ{%% > 0.
1.1.4 El método de Lagrange
Podemos estudiar ahora la localizacion de la solucién matematica a un problema del tipo:
max f(z) sa. gilz) <b; i=1,..,m

en donde f(z) es creciente y coéncava y cada g;(x) es creciente y convexa. Antes de
considerar una solucién general, es conveniente considerar el caso sencillo de m = 1, es
decir, el caso de una sola restriccién. En este caso, el problema es:

max f(z) s.a. glx)<b

Puesto que estamos suponiendo que la funcién f(x) es continua, estrictamente creciente
y estrictamente céncava, y que g(x) es creciente y convexa (para que el conjunto factible sea
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compacto y convexo), sabemos que existe un vector 6ptimo tnico, z*. Ademds, sabemos
que la restriccién debe saturarse en la solucién (recuérdese que por lo menos una restriccién
ha de saturarse, y aqui solamente hay una). Por lo tanto, sabemos que z* satisface la
ecuacién g(z*) = b. Por el teorema de la funcién implicita, la pendiente del contorno

g(x) = b en el punto z* es:
_ (%)
dg(z)=0 (8 :2‘ )

Considere ahora el valor de la RMS (la pendiente de un contorno de indiferencia) en
el punto x*:
af(z*
(%52)

Nétese que es imposible que en el punto z*, la pendiente del contorno g(z) = b no sea
igual a la RMS en el mismo punto. Para verlo, basta darse cuenta de que si las dos
pendientes fueran desiguales la curva de indiferencia correspondiente a z*tendrfa que cortar
al contorno g(x) = b. Pero entonces esta curva de indiferencia necesariamente pasarfa por
algiin punto estrictamente interior del conjunto factible, digamos el punto z. Es decir,
tendriamos z* ~ T con g(Z) < b. Pero entonces existe otro punto, Z, tal que T > Z con
g(Z) < b. Finalmente, por preferencias transitivas, tenemos = > z*, lo que desmiente el
hecho de que z* fuera el punto éptimo ya que T es factible y ademads es preferida a z*.
Correspondientemente, tiene que ser cierto que, en la solucién al problema, la pendiente
del contorno g(z) = b debe ser igual a la RMS:

(5) _ (%)
T 1
- (?%Lr_'l) — (a - ) (1.2)
T2 T2

Juntas, la ecuacién (1.2) y la ecuacién del contorno g(z*) = b son dos ecuaciones con
dos incégnitas, =7 y 23, cuya solucién simultdnea es la solucién al problema de optimizacién
restringida inicial.

Para resolver el problema general con un mimero general de restricciones, no podemos
simplemente recurrir a un anélisis gréafico como en el caso de m = 1. La razoén es sencilla-
mente porque, aunque por nuestros supuestos de entrada, sabemos que por lo menos una
restriccién se satura, no podemos saber de antemano ni cudntos ni cudles seran las que
se saturan. Por tanto, es imposible saber qué ecuaciones del tipo g;(z) = b; son validas
para obtener la solucién. Para resolver el problema general, es conveniente transformar el
problema de optimizacién restringida inicial en otro alternativo sin restricciones.

El matemadtico Francés Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) demostré que la solucién
del problema general es la misma que la solucién del problema:

*
dxs
*
dx]

*
dxj
*

1

max L(z,6) = f(z) + 251 [b;i — gi(x)]

donde el vector 6 = (41, ...,0,) contiene nimeros no negativos conocidos como multiplica-
dores de Lagrange, cada uno de los cuales viene definido por:

65 [bi—gi(ﬂ:*)] =0:i= 1,...,?’?’1 (13)
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siendo z* el vector que maximiza la funcién Lagrangiana, L(x,6). Puesto que el programa
de Lagrange es un problema de maximizacién sin restricciones, resulta mas facil de resolver,
aunque eso si, se ha aumentado el nimero de variables end6genas con la adicién de los m
multiplicadores.

Para ver la légica subyacente al método de Lagrange, nétese que al ser f(z) céncava, y
cada g;(x) convexa (y por tanto, —g;(x) es céncava), resulta que L(z,§) es céncava en z.
Asi, dado que los multiplicadores no son negativos, el maximo global de L(z, §) se alcanza
alli donde sus primeras derivadas se anulan. Llamemos a este punto z*. Por la definicién
de maximo global, es cierto que:

f(z*) + i 6: [bs — gi(z*)] > f(x) +’f: i lbs — gs(x)] Vz

En segundo lugar, puesto que los multiplicadores estdn definidos de forma que se satsiface
Yo, 6i[bi — gi(z*)] = 0, tenemos:

f@*) > f(z) + i 8: (b — gi(z)] Ve

Finalmente, como los multiplicadores no son negativos, resulta que 8; [b; — gi(z)] > 0
siempre que b; — g;(x) > 0. Por lo tanto, podemos concluir que:

f(z*) 2 f(z) YVz:0:i(z) € b =1,csm

que es exactamente lo que requiere la solucién al problema de maximizacién restringida
original.

La solucién del problema puede ser calculada con las dos ecuaciones que garantizan que
z* es un punto critico de L(z,6), y las m ecuaciones que determinan los multiplicadores:

OL(z,8) _ 0f(z*) = _ 9gj(z*) _
ox; Oz 32:1 o oxr; g

i=1,2 (1.4)

8i[bi — gi(z*)] =0 i=1,...m (1.5)

Es habitual refererse a las ecuaciones (1.4) como las condiciones de primer orden, y a
las ecuaciones (1.5) como las condiciones complementarias de holgura. Juntas, forman un
conjunto de m + 2 ecuaciones con m + 2 incégnitas (las dos variables dentro del vector x
y los m multiplicadores de Lagrange).

EJERCICIO 1.7: Compruebe que, cuando m = 1, las ecuaciones (1.4) y (1.5) cons-
tituyen eractamente el mismo sistema de ecuaciones simulténeas que hemos usado para
resolver graficamente el caso de una sola restriccion.

En general, podemos escribir la solucién del problema como:

af =zl(bg) i=1,2

en donde b es el vector de elementos b; ¢ = 1,...m, y g es el vector de las restricciones
gi © = 1,...,m, que normalmente quedaran descritas por una serie de pardmetros. Dado
esto, el valor de la funcién objetivo en la solucién se puede denominar f(z*) = v(b,g). La
funcién v(-) suele llamarse funcion objetivo indirecta. Puesto que en la solucién al problema
se tienen que satisfacer las condiciones complementarias de holgura (1.5), tenemos que
v(b, g) = L(z*,9).
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Por 1iiltimo, vamos a considerar el significado econémico de los multiplicadores. Para
ello, diferenciamos la funcién de Lagrange en el vector 6ptimo, con respecto a uno de los
parametros by que definen una restriccién. Por supuesto esto es equivalente a diferenciar
la funcién indirecta de utilidad con respecto a by.

OL(") _ 2. 8f(x*) Bz B dg;(z*) Oxi 353 i
by, _; dz; Oby ; 26 ~oz; by +j_ [b; — gj(x*)] + 6k

Juntando los dos primeros términos, se obtiene:

%:i of (x*) Zjagj(:c %+ 661 1,

Bbr "o Sy | Doa — 9;(@")] + 6k

1=

Pero, por las condiciones de primer orden (1.4), el primer término vale exactamente 0, lo
que nos deja con:

: 25,
35';,?- S 1oy — 95(a")] + b

Ahora bien, usando la condicién compiementaria de holgura (1.5), para que
6;[bj — 9i(x*)] =0
tiene que ser cierto que o bien
[bj — 9;(z")] = 0y6; > 0
en cuyo caso g—gﬁ [bj — gj(z*)] = 0 o bien §; [b; — g;j(z*)] > 0y é; = 0 (en cuyo caso de
nuevo ggi— [bj — gj(z*)] = 0). Consecuentemente, resulta que:

dL(z*,5)
bk

Finalmente, puesto que las condiciones complementarias de holgura implican que L(z*, ) =
f(z*), resulta que el multiplicador de Lagrange mide el aumento del valor de la funcién
objetivo en el 6ptimo cuando se relaja una de las restricciones marginalmente. Nétese que,
si la restriccion en cuestién se saturaba en el vector 6ptimo, entonces 65 > 0, y al relajar
la restriccién podemos esperar que aumente el valor de la funcién objetivo en el nuevo
6ptimo. La légica de esto es que, al relajar una restriccion saturada, se puede cambiar
el vector 6ptimo, aunque el vector éptimo inicial todavia ha de ser factible. Por tanto,
el nuevo vector 6ptimo nunca puede resultar en un valor inferior de la funcién objetivo.
Por otra parte, si la restriccién en cuestién no se satura en'el 6ptimo, entonces 6, = 0, y
relajar mas esta restriccién no afecta ni a la solucién ni al valor de la funcién objetivo.

Que los multiplicadores de Lagrange midan el aumento que se obtendria en el valor
de la funcién objetivo al relajar una restriccién conduce a que los economistas se refieran
a ellos como el precio sombra de un resurso escaso. Recuerde que los valores de b miden
resursos escasos, puesto que estos valores son los que restringen el valor que pueden tomar
las funciones g;(z). Si preguntamos a un individuo cudnto estarfa dispuesto a sacrificar en
unidades de su funcién objetivo para obtener un incremento marginal en el valor de un
recurso escaso (uno de los bi), la respuesta serd que estaria dispuesto a sacrificar como
mucho é; unidades de su funcién objetivo, puesto que esto es el aumento que espera
obtener a cambio.
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1.2 Resumen

[

10.

11z

Un problema de optimizacién restringida es la seleccién del vector entre un conjunto
de vectores factibles, que mas favorece un objetivo concreto. Un vector que resuelve
un problema de optimizacién restringida se denomina un vector 6ptimo.

El conjunto factible se define mediante una serie de desigualdades de la forma g;(z) <
b;.

Si cada funcién g;(x) es creciente y convexa, entonces el conjunto factible es acotado,
cerrado y convexo.

El objetivo a alcanzar se manifiesta mediante una relacién ordenada de preferencias.

Si las preferencias son racionales, entonces existe un subconjunto del conjunto facti-
ble cuyos miembros son éptimos.

Si las preferencias son racionales y estrictamente mondétonas, entonces cualquier
vector 6ptimo tiene que hallarse sobre la frontera del conjunto factible (es decir, por
lo menos una restriccién debe saturarse).

Si las preferencias son racionales, estrictamente monétonas y estrictamente convexas
entonces tnicamente hay un vector éptimo.

Para localizar el vector 6ptimo, es conveniente representar las preferencias por una
funcién objetivo derivable.

. La funcién objetivo debe ser continua (preferencias racionales) y creciente (prefe-

rencias estrictamente monétonas). Si ademds es estrictamente céncava entonces
representa adecuadamente unas preferencias estrictamente convexas.

La solucién al problema se puede encontrar resolviendo, simultdneamente, las condi-
ciones de primer orden y las condiciones complementarias de holgura del problema
de Lagrange.

Los multiplicadores de Lagrange miden el incremento en el valor de la funcién obje-
tivo en la solucién cuando se relaja la correspondiente restriccion.
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Capitulo 2

El modelo tradicional del
consumidor

En este capitulo, analizamos el problema de la eleccién de un consumidor con una renta
(riqueza) fija, w, y dos bienes x; i = 1,2, con precios p; ¢ = 1,2 también fijos. El problema
del consumidor consiste en asignar su renta a la compra de cantidades no negativas de los
dos bienes de acuerdo con un objetivo preestablecido.

2.1 Maximizacién de utilidad

En esta seccién, vamos a analizar el problema del consumidor de acuerdo con el supuesto
de que su objetivo es maximizar su satisfaccién, o utilidad. Para ello, suponemos que
el individuo tiene unas preferencias sobre el espacio bidimensional que representa todos
los posibles vectores de diferentes cantidades de los dos bienes (estamos suponiendo que
los bienes son perfectamente divisibles, para que se pueda contemplar cualquier cantidad,
entera o no, de cualquiera de ellos) como las que hemos descrito en el capitulo anterior.
De acuerdo con esto, supondremos que maximiza una funcién objetivo, llamada funcién
de utilidad y que denotamos con u(x), que representa las preferencias. Supondremos que
u es estrictamente creciente y céncava, con utilidad marginal decreciente en ambos bienes,
y derivada cruzada no negativa.

Puesto que la compra de una cantidad z; del bien ¢ supone una cantidad de dinero
pizi, el problema del individuo se puede describir como:

max u(x)s.a pir1+pre <wyx; >0i=1,2.
T

Las tres restricciones son funciones lineales, por tanto, cada una define un subconjunto
compacto y convexo del plano cartesiano, por lo que la interseccién de las tres define un
conjunto factible compacto y convexo. Por consiguiente, se puede aplicar el método de
Lagrange para hallar la solucién.

En términos del método de Lagrange, tenemos que definir las condiciones de no nega-
tividad como —z; < 07 = 1,2, y entonces la funciéon de Lagrange es:

L(x,8) = u(z) + 61 [0 + x1] + 62 [0 + x2] + 63 [w — pr1 — Pos]
Si z* es el vector que resuelve el problema, las condiciones de primer orden son:

du(z*)

T

+06i—b3pi=0i=1,2 (2.1)
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y las condiciones complementarias de holgura son:
(Si&,";:O, i=1,2; 63[w—p1:1:‘1‘—p2:z§]=0 (22)

Primero, nétese que en la solucién al problema, tiene que ser cierto que la restriccion
presupuestaria se satura, w = pjz] + pexj. Para verlo, a partir de la tercera condicién
complementaria de holgura, si podemos demostrar que 83 > 0 en cualquier solucién,
entonces tiene que seguirse que w = pyx] + pax;. Escribimos las condiciones de primer
orden como:

Ou(z*) :
——+6;=¥83p; i=1,2
63;‘?; + 04 3Pi
y multiplicamos esta ecuacién por z}, para que, por las condicines complementarias de
holgura, desaparezca en cualquier solucién el término 6;z}:

Ou(z*)
833-,;

z; = b63pix; i=1,2
Ahora, sumemos estas 1ltimas dos ecuaciones para obtener:

2. du(z*)
6.’17,'

z; = 03 (mx] + p2x3) < d3w

i=1

Por lo tanto, tenemos que, en cualquier solucién:

2 "
pa Sy TR (2:3)

El lado de la derecha de esta ecuacién es necesariamente positivo, puesto que por lo menos
uno de los dos bienes 7 ha de ser estrictamente positivo (como la utilidad marginal es
positiva por hipétesis, cualquier vector con por lo menos una compontente positiva da
mayor utilidad que el punto z; =0 ¢ = 1,2). En consecuencia, tiene que ser cierto que
en cualquier solucién al problema con renta w estrictamente positiva, 63 > 0 y la tercera
restriccién se satura.

A su vez, esto implica que la desigualdad de la ecuacién (2.3) se puede eliminar (ya
que p1x] + pex; = w), dejandonos con una ecuacién que determina el valor exacto del
multiplicador de Lagrange que corresponde a la restriccién presupuestaria:

2 *
AR (2.4)

El argumento anterior indica que, con el objeto de calcular el vector 6ptimo, podemos
sustituir la condicién complementaria de holgura referida a la restriccién presupuestaria,
83 [w — prz} — p2x3] = 0, por la ecuacién w = pyx} + pox3. Noétese que esta ultima
ecuacion, conocida como la restriccién presupuestaria, es una linea recta en el plano de
(z2, 1), con pendiente igual a —EL.

Ahora, puesto que 6; > 0 ¢ = 1,2, si resulta que en la solucién se satisface z} >
0 7 = 1,2, las condiciones complementarias de holgura indican que tenemos que tener
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6; =0, i =1,2. En este caso, las condiciones de primer orden implican que la solucién
se describe por:

ou(z*) LE
8:1:5 = 63;0:: = 1$2 (25)

Si se divide la primera ecuacién de (2.5) por la segunda, se obtiene la condicién de que:

(@8@_1) p2

T2

Es decir, utilizando el hecho de que, por la ecuacién (1.1) el lado de la izquierda de (2.6)
es (el valor absoluto de) la relacién marginal de sustitucién, y el lado de la derecha es la

pendiente de la restriccién, tenemos que la solucién es un punto de tangencia entre una
curva de indiferencia y la restriccién presupuestaria (véase la figura 2.1).

Figura 2.1.

Para el caso de una solucién interior, juntas las ecuaciones (2.6) y la restriccién pre-
supuestaria, p1x] + p2x5 = w, forman un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
(7, 3), cuya solucién simultdnea es el vector 6ptimo para el problema.

Por supuesto, cuando la solucién no es interior, es decir, alguno de los dos valores z7 o
x5 es igual a cero (nétese que ambos no pueden ser simultdneamente iguales a cero cuando
w > 0 puesto que, como ya hemos indicado, la solucién tiene que estar sobre la restriccién
presupuestaria), la solucién no vendré en general definida por una condicién de tangencia.
En este caso, concocido como solucién de esquina, la solucién es inmediata en cuanto se
decide cuél de las dos coordenadas del vector z* es igual a cero, ya que, por la restriccién
presupuestaria, la otra coordenada tiene que ser igual a la renta dividida por el precio del
bien en cuestién. En efecto, si denotamos por T el punto que satisface la ecuacién (2.6),
podemos describir el éptimo (el punto z* que satisface simultaneamente las ecuaciones
(7.4) y (2.2)) como sigue:

e T st2; 20 i=1,2
~ (= =0, xj=5“§_-) M <t i=1% 154
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En todo lo que sigue de este capitulo, haremos el supuesto de que la solucién del
problema del consumidor es estrictamente interior, y por tanto, viene determinada por la
satisfaccion simultdnea de la restriccién presupuestaria y la condicién de tangencia, (2.6).

Por supuesto, podemos escribir el vector 6ptimo como una funcién del vector de precios,
p = (p1,p2), y la renta, w, es decir, * = (z](p, w), z3(p,w)), en donde z}(p, w) es la curva
de demanda Marshalliana del bien ¢, y, del mismo modo, tenemos que la funcién de utilidad
indirecta es u(z*) = v(p, w).

EJERCICIO 2.1: Demuestre que, con la excepcion del caso dbvio de p® = ap® y
w® = aw?, es imposible que dos vectores distintos (p®,w?®) y (p°, w®) ambos dan la misma
demanda Marshalliana (es decir, =*(p®, w®) # =*(p®, w?)).

Como estamos suponiendo una solucién estrictamente interior, tenemos ; =0 7 =1, 2,
y, por tanto, definimos é3 = é. Las tres ecuaciones que determinan las tres incégnitas, =*
y 6, son:

b

8 *
p1T] + p2xs = w; u(z*) _ opii i=1,2 (2.7)
oz;

Considerérese el efecto sobre la utilidad en el 6ptimo de un aumento en la renta. La
derivada de v(p, w) = u(z*) con respecto de w es:
Ov(p,w)  Ou(x*) Ox] n Ou(x*) Ox3
ow Or; Ow dry Ow

Utilizando las condiciones de primer orden de (2.7), tenemos:

ov(p,w) ox} ox}
ow _6(’“%4'”%

Pero, puesto que en cualquier 6ptimo (es decir, tanto antes como después del aumen-
to en w) se tiene que verificar la restriccién presupuestaria, primera ecuacién en (2.7),
podemos derivar esta restricciéon con respecto de w, lo que nos revela que:

Ox} o Ooxy 1
Prow " P8y T
y que, cuando se sustituye en la ecuacién anterior, nos indica:
ov(p,w
ouaa) =6>0
ow

tal y como ya se demostro al final del capitulo anterior. En este sentido, nos podemos referir
a 6 como la utilidad marginal de la renta. Puesto que esta es estrictamente positiva, un
aumento en la renta siempre aumenta la utilidad.

Por otro lado, considérese el efecto de un aumento en alguno de los precios p;. Deri-
vando la funcién de utilidad indirecta, tenemos:

Ov(p,w)  Ou(z*) Ox} " ou(zx*) 0z}
opi Oz Op; dry  Op;

i=1,2

Otra vez, utilizando las condiciones de primer orden de (2.7), tenemos:

Sv(p, w) ( oz ox} ) .
——=6(pr— + 1 1=1,2
opi Opi
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Ahora, si diferenciamos la restriccion presupuestaria con respecto de p;, se obtiene que:

" Ox} ox? ;
T +pi— + =0:=1,2
A Opi 5 Op;
con lo que:
ov(p,w) _

bz <0 i=1,2
Op; " 1
Es decir, dentro del supuesto de que la solucién es estrictamente interior, un aumento en
uno de los precios necesariamente reduce la utilidad del individuo.
Podemos juntar los dos resultados anteriores, para escribir:

(%%
JIpi ;
= x}‘z—;;zzlﬂ

(%)

u

que es una ecuacién conocida como la identidad de Roy. La identidad de Roy proporciona
una manera muy til de escribir las funciones de demanda Marshallianas.

Finalmente, también es cierto que v(p,w) es una funcién cuasi-convexa. Sea z*' la
solucién con precios (p},ph) y renta w; para i = 1,2. Por otro lado, sea z*3 la solucién
cuando los precios son (Ap}+(1—A)p?, Apd+(1—=N\)p3) = (p}, p3) y renta Aw; +(1—N)wp =
w3, en donde 0 < A < 1. Ahora, es imposible que piz}?® + pax? > w; para t = 1,2
simultdneamente (en palabras, no es posible que el vector z*3 sea factible con ambos
vectores iniciales de parametros). Pues si fuera posible, tendriamos Apjz}® +Apiz3® > Ay
y (1 =A)piz® + (1 — N)p3z3® > (1 — A\)ws, que sumados dan

Su(pw) _ _Ov(pw) .
Op; Jw

(Apt + (1 = NPz + (W} + (1 = A\)p3z3® > dwy + (1 — Nw

es decir piz}® + p3xs® > ws, que desde luego es imposible puesto que z* es el vector

6ptimo con p3, p3 v ws (asi necesariamente es factible). Por tanto, tiene que cumplirse o
P P1,P2 Y q p

bien pia}® + pia3® < wi, o bien px}3 + pix3® < wa, 0 ambos (es decir, z*3 es factible con
por lo menos un conjunto de pardametros iniciales). Pero esto implica directamente que

x** > x*3 para por lo menos un i, o
u(z*3) < max{u(z*!), u(z*?)}
Luego, por la definicién de la funcién indirecta de utilidad, tenemos

v(p®, w3) < {v(p', wr), v(p? wa)}

con lo cual es una funcién cuasi-convexa.

Quiz4 conviene considerar una representacion gréafica de la funcién indirecta de utilidad,
junto con la identidad de Roy. Si se mantiene fijo el valor de uno de los precios, digamos
p;, podemos representar los contornos de v(p,w) en el espacio definido por la renta y
el precio del otro bien (digamos p;). Puesto que es creciente en w, decreciente en p;, y
cuasi-convexa, la representaciéon implicada es como la de la figura 2.2. Por otro lado,
directamente del teorema de la funcién implicita, la pendiente del contorno es

(*5)

*

Pero a su vez, de la identidad de Roy, esto es igual a z7.

]
dp;
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Figura 2.2.

2.2 La minimizacién del gasto

Como resulta obvio de la seccion anterior, ademds de maximizar la utilidad cuando la renta
es w, el vector z* también minimiza el gasto en bienes condicionado a que la utilidad sea
u(z) = u(z*) = v(p, w). Este hecho se suele denominar como el aspecto dual del problema
del consumidor. En efecto, considere el problema siguiente:

min g(p,z) = p1x1+p2x2 sa. ;>0 =12 y u(x) >k
T

en donde k es una constante. Dejemos de lado las condiciones de no negatividad y notemos,
que la funcién objetivo es lineal y que el conjunto de soluciones factibles es compacto
y estrictamente convexo (es el drea sobre o por encima de una curva de indiferencia).
Puesto que el problema de minimizacién de g(p,z) es equivalente a la maximizacién de
—g(p, ), que también es una funcién lineal (y por tanto, céncava), sabemos, por el capitulo
anterior, que existe un 6ptimo tnico, y que la restriccién u(xz) > k debe saturarse. Sea
z0 la solucién. Las curvas de demanda correspondientes, z°(p, k), se llaman las curvas de
demanda compensada o Hicksiana (por el famoso economista John Hicks).

Formalmente entonces, el problema de maximizacién restringida es el de maximizar
—g(p,z) = —(p121 + p272) sujeto a la restriccién de que la utilidad sea mayor o igual
a una determinada constante, u(z) > k, lo cual escribimos como —u(z) < —k (estamos
suponiendo directamente que la solucién es interior. Recuerda que siempre se puede saber
si la solucién es de esquina si, al resolver el problema general, se encuentra que una de
las coordinadas es negativa). Pero minimizar g(p,z) es exactamente igual a maximizar
—g(p, x), asf que nuestro problema puede facilmente estudiarse de acuerdo con un problema
de maximizacién. En este caso, notar que la funcién objetivo (—g(p,z)) es lineal en z, y
por tanto es céncava, mientras que la funcién correspondiente a la restricciéon (—u(z)) es
el negativo de una funcién céncava, y por tanto es convexa. En resumen, se satisfacen las
condiciones para que el método de Lagrange nos proporciona la (inica) solucién.

La funcién de Lagrange es

L(z,6) = —(p1z1 + pax2) + 6(—k + u(z))
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Siendo la solucién al problema el vector z°, las condiciones de primer orden son

oL _ Ou(z?)
&Ei—O =5 pi + 6 Bz,

=0i=1,2

y la condicién complementaria de holgura es
8(—k +u(z®) =0
Ahora, las condiciones de primer orden se pueden escribir como

53wz’

= =1,2
33:‘ pt 3

de donde, puesto que p; > 0y —ai—l > 0 para ambos i = 1,2, sabemos que § > 0, es
decir (de la condicién complementarla de holgura) la restriccién tiene que saturarse en la
solucién, u(z?) = k. Por otra parte, dividiendo la primera condicién de primer orden por
la segunda, se obtiene la ecuacion

(%2)
T ™ p_l
(au.!:z:o!) - P2
T2
que junto con la ecuacién u(z?) = k nos proporciona la solucién al problema.

Por supuesto, es evidente que si fijamos k = v(p, w), entonces es necesariamente cierto
que z° = z*, y que g(p,z°) = w. Es decir, en este caso los problemas de maximizacién
de utilidad y de minimizacién de gasto coinciden en la misma solucién. Gréficamente, es
inmediato concluir que un aumento en la razén de precios % conlleva un desplazamiento
de 29 hacia arriba (y a la izquierda) alrededor de la curva de indiferencia u(z) = k. Asf,
se tiene el resultado de que:

oz? ox)

<0
Opi 6pj

(2.8)

También, véase el siguiente resultado, conocido como el Lema de Shephard. Definimos
la funcién indirecta de gasto como G(p, k) = g(p,z°), y entonces

0G(p, k) ,
8—;)1-:3:? 321,2 (29)
Para demostrar (2.9), derivamos la funcién de gasto indirecto
G k) _ Og(pa®) sy  Og(pa®) 03 .
opi Oz Op dzy Opi "
= i % + :L‘
= DN ap;

Pero, las condiciones de primer orden del problema de minimizacion restringida tratado
arriba son (suponiendo una solucién interior)

B Ou(z)
pi = 9z

para i=1,2
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asi que tenemos

Op; Ory Op; Ozy Op; ‘

Finalmente, como sabemos que en la solucién se tiene siempre u(2?) = k, derivando resulta
que

OG(p,k)  Ou(ax®) 9z? = Ou(a”) daf Ll

Ou(z?) 029 N ou(z?) 0z 0
oxy 3Pi Oxg 81?{
lo que nos da el resultado buscado.
Directamente de la lemma de Shephard y la primera de las desigualdades en (2.8),
resulta que la funcion de gasto indirecto es céncava en cada uno de los dos precios,
az—g(pgﬁ < 04 = 1,2. Es mads, resulta que la funcién de gasto indirecto es céncava en

el vector de precios. Para ver esto, sea % la solucién al problema de minimizacién de
gasto con el pardmetro k y con dos vectores de precios diferentes p* con i = 1,2. Luego
sea 2% la solucién con el mismo k y con p? = Ap! + (1 — A\)p?, en donde por supuesto
0 < A < 1. Por definicién entonces, resulta que

G(p® k) = (Apl + (1 = A)pH)aP + (Apg + (1 — N)p3)z®

Pero puesto que u(z%®) = k, sabemos que con cualquier vector de precios % es una
manera factible de obtener una utilidad de k, aunque no es necesariamente la manera que
minimiza el coste. Por tanto, resulta que

G(p',k) < piaf’ +p32d’ vy G(p? k) < pial® + phay®
Tomando una combinacién convexa, tenemos
AG(PL k) + (1= NGE* k) < Apizd +pyd’) + (1 - N)(pia}’ +pa3’)

= (i + (1= 2)pDat® + () + (1 = A)p)a’

= G’k
que es la desigualdad de Jensen para funciones céncavas.

De manera semejante que lo que hicimos para la identidad de Roy, podemos representar

la lemma de Shephard gréficamente. Incluso es ahora aun mas facil. Sabemos que G(p, k)
es una funcién creciente y céncava en p; para cualquiera de ¢ = 1,2, y que su pendiente es

exdctamente z¥. Todo esto se representa en la figura 2.3
Por 1iltimo, si derivamos el lema de Shephard con respecto del precio pj, se obtiene:

Pg(p,°) _ 0al
OpiOpj opj
Pero, del teorema de Young, resulta que:
?g(p,z°) _ 9%9(p,2°)
OpiOp; Op;Op;
y entonces, tenemos el resultado de que las derivadas cruzadas primeras de las funciones
de demanda compensada son iguales:
opi  Op;
EJERCICIO 2.2: ;Cudl es el valor de G(p,v(p,w))? Utilice su respuesta para
demostrar que el multiplicador del problema de minimizacion del gasto es igual a la inversa
del multiplicador del problema de maximizacion de utilidad.

03

i,j=1,2

i,j=1,2
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G(p.k)

Gp.k)=G

v

Figura 2.3.

2.3 Estatica comparativa de la demanda Marshalliana

Dados el vector de precios y la renta del consumidor, la solucién del problema de maximi-
zacion de utilidad es un vector de demandas, z* = (z](p, w), z3(p,w)). En esta seccion,
nos preguntamos sobre como varia el vector de demandas al variar cualquiera de sus ar-
gumentos (precios o renta). En todo momento, supondremos que la solucién es interior,
es decir, ¥ > 0; ¢ = 1,2. En este caso, z* es la solucién simultanea de la restriccién
presupuestaria y la condiciéon de tangencia:

(Bu!a:" J_l)
Lo p LB
du(zx*) i~ P2
T2
En primer lugar, nétese que si multiplicamos cada precio y la renta por una constante

positiva m, ninguna de las dos ecuaciones en (2.10) se ve afectada. Por tanto, el vector x*
no varfa cuando todos los precios y la renta cambian en la misma proporcion:

P1Z] + poxy = W ; (2.10)

*(p,w) = z*(mp, mw) Ym >0

En términos matematicos, este hecho indica que las funciones de demanda son homogéneas
de grado 0, y implica que lo que realmente importante para el problema no es el valor
absoluto de los precios sino el valor del precio relativo, % Por supuesto, esto también
implica que la funcién indirecta de utilidad también es homogénea de grado 0.
Dada la homogeneidad de las funciones de demanda, podemos aplicar el Teorema de
Euler sobre funciones homogéneas:
ox* or: oxr?

i s lw=0; i=12 2.1
6p1P1 -+ 8P2P2 + Jw w ) ; ( )

Si se divide (2.11) por z, se obtiene directamente que la suma de las elasticidades es
cero en el 6ptimo. También, si resulta que la demanda de cada bien es independiente del



precio del otro (por ejemplo, el caso de utilidad Cobb-Douglas), entonces (2.11) indica que
necesariamente %%— y %% tienen signos opuestos.

Para estudiar con mayor detalle los efectos de variaciones en los precios y la renta,
es habitual hacer uso de la ecuacidn de Slutsky, que divide el efecto de un aumento en
un precio sobre la demanda de los bienes en dos efectos distintos. Por un lado, el efecto
sustitucion identifica la variacién en la demanda bajo el supuesto de que el consumidor
es compensado por el aumento en precio con una renta adicional suficiente como para
obtener la misma utilidad (con los nuevos precios) que disfrutaba antes del aumento del
precio, y por otro lado, el efecto renta, que efectivamente es el efecto de la retirada de la
renta compensatoria hipotética:

oxi(p,w) _ 029(p, k)  .0zi(p,w) .
1 . i SR *t—‘ W J = 1, 2
apj 6pj ¥ ow d

en donde k = v(p, w).
Para demostrar la ecuacién de Slutsky, basta con derivar z¥(p, k) con respecto a p;,
condicionada a que w = G(p, k). Considerando que z?¥(p, k) = z}(p, G(p, k)):

dz)(p,k) _ 9x}(p,G(p,k)) oz} (p,G(p, k)) 0G(p, k)
= +
Opj Op; dg=0 dg Opj

Recordando que, por el lema de Shephard y el aspecto dual del problema, % =29 =z*
tenemos:

0x%(p, k) 0z (p,w) ozt (p,w) . .
i, k) _ 9z(p, «9%; (P, il 2.12
6p; 9p; + 25 o i, 5=1,2 ( )
Simplemente reordenando (2.12) se obtiene la ecuacién de Slutsky.
Haciendo uso de las ecuaciones (2.8), de (2.12) podemos concluir que:

Bﬂf:(p,ﬂ)) *83:::‘(19: T.U) *6117:(}3,10)
Op; Tl ow ik ow

9z (p, w)

>0 i,j=12 i#j
Ipj

<0

es decir:
H 1 Ox! * 1
- (Eiew) (1) i) (azl(p,w)) (X) nimr2 %3
Opj z; ow Ap; z}
Noétese que aunque esto no establece los signos de los efectos de las variaciones de los

parametros sobre la demanda, si nos permite decir que:

1. Si el bien es normal, entonces es ordinario, %— >0 = %%é— < 0.
2. Si la demanda de un bien es decreciente en el precio del otro bien, entonces el bien

esnorma.l,-g%<0 = %%>0.

Para decir mads, es necesario hacer nuevos supuestos sobre el problema. Por ejemplo,
en la seccién anterior, hemos visto que:

dv(p,w) _

bzt <0 i=12
Opi !
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derivando esta expresién con respecto de w, se obtiene:

&*v(p,w) 06 ox;} v(p,w) o6 , . oxi| .
opow [a_wz" +68w] = Towop; [%“"‘ o Y

en donde se ha utilizado el Teorema de Young.
Ahora, puesto que, como ya hemos establecido W = 6 resulta que . ":’ T g-’%,
y entonces reordenando se obtiene:

oz} 06 L06]
6311} = — [8% + Bw] t=1,2 (2.13)

Por lo tanto, si resulta que la utilidad marginal de la renta es decreciente en los precios,
% < 0, y que la funcién de utilidad indirecta es céncava en la renta, gf; < 0, como es

bastante razonable (véase la figura 2.4), entonces % 0,

V(w,p)'L

\

Figura 2.4.

En la figura 2.4, se representa la funcién de utilidad indirecta como funcién de la renta.
El supuesto de % < 0 queda de manifiesto en que se ha representado la funcién mediante
curvas céncavas. En segundo lugar, al aumentar un precio, puesto que la utilidad indirecta
es decreciente en precios, la curva se baja. El supuesto de 3% < 0 queda de manifiesto en
que, a un nivel de renta en concreto w, la pendiente de la funcién con p{ es mayor que
con p?, siendo p? > p¢, es decir, §% > &°.

EJERCICIO 2.3: Demuestre que la ecuacion (2.13) también se puede encontrar di-
ferenciando la identidad de Roy con respecto de cualquiera de los dos precios.

EJERCICIO 2.4: Considere un problema de eleccion de consumidor con una funcion
de utilidad estrictamente creciente y concava en dos bienes, r; i = 1,2. Suponga sin mds
que las dos variables toman solamente valores no negativos.

a) Ezxplique el sentido econémico del multiplicador de Lagrange considerdndo un au-
mento de la renta de una unidad.

b) Demuestre matemdticamente que si la funcion de utilidad es separable, es decir,
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u(x) = uy(z1) + ua(x2), entonces:

en donde n;(x;) es definido por n;(x;) =

ot _ (mie) (255
ow = \n@p) \Bw
ull(zi)

- “g‘(zi)

c) Ezxplique el sentido econdmico de este resultado para los signos de los efectos de la
renta sobre la demanda de los dos bienes.

2.4 Resumen

:

10.

| |

12.

Un problema tipico de eleccién de un consumidor consiste en maximizar una funcién
de utilidad sujeta a restricciones de no-negatividad sobre los bienes y una restriccién
de renta.

En una solucién interior, el valor 6ptimo de ambos bienes es estrictamente positivo,
es decir, las restricciones de no-negatividad no se saturan.

A partir de la solucién del problema, se puede definir la demanda Marshalliana de
los bienes (demanda en funcién de los precios y la renta).

Sustituyendo las demandas Marshallianas en la funcién de utilidad se obtiene la
funcién de utilidad indirecta. Esta funcién es cuasi-convexa, creciente y la renta, y
decreciente en los precios.

Las demandas Marshallianas son homogéneas de grado 0.

La identidad de Roy establece que la demanda Marshalliana de un bien es el negativo
de la razon entre el efecto de una variacién en el precio del bien en cuestion sobre la
utilidad en el 6ptimo y el efecto de una variacién en la renta sobre la utilidad en el
6ptimo.

El problema dual estudia la minimizacién del gasto en bienes sujeto a una restriccién
que garantiza un nivel minimo de utilidad. La solucién se conoce como las funciones
de demanda Hicksianas.

Sustituyendo las demandas Hicksianas en la funcién de gasto se obtiene la funcién
de gasto indirecto, que es creciente y céncava en ambos precios, creciente en el valor
que restringe la utilidad, y céncava en el vector de precios.

El lema de Shephard establece que el efecto de un aumento en el precio de un bien
sobre el gasto minimo en el problema dual es igual a la cantidad 6ptima del bien en
cuestion.

La ecuacién de Slutsky establece que el efecto total de una variacién en un precio
siempre se puede descomponer en un efecto sustituciéon y un efecto renta.

Si la demanda de un bien es decreciente en el precio del otro bien, entonces el bien es
normal. También, es suficiente para que un bien sea normal que la utilidad marginal
de la renta sea decreciente en los precios y que la funcién de utilidad indirecta sea
céncava en la renta.

Si un bien es normal, entonces es ordinario.
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Capitulo 3

Decisiones intertemporales

Una de las aplicaciones mads importantes del modelo basico de eleccién es el estudio de
las decisiones intertemporales. Para mantener el aspecto puramente bidimensional del
modelo, en principio vamos a considerar tinicamente decisiones con dos periodos de tiempo
- “el presente” que indicamos por el periodo 1, y “el futuro” que indicamos por el periodo
2. No obstante, veremos mds adelante como el mismo modelo puede ser aplicado con
facilidad a un entorno con tres periodos.

Asimismo, se ha de que reducir el espacio de los bienes a una tinica variable de eleccién
en cada periodo. En realidad, esto no es demasiado preocupante por el siguiente motivo.
Sea z; = pici + phch la cantidad de dinero necesaria para realizar un consumo de ¢}
unidades del primer bien y ¢ del segundo en el perfodo i cuando los precios son p}
y pb respectivamente. Dado esto, el modelo se puede interpretar simplemente como la
eleccion de la manera més correcta de distribuir una riqueza inicial entre dos perfodos de
consumo. Una vez que se haya establecido el reparto 6ptimo z* = (z7, z3), siempre serd
posible rehacer, para cada periodo, el modelo de eleccién bédsico con més de un bien con la
correspondiente sustitucién de x} por la riqueza constante del perfodo. En realidad, para
que el proceso asf indicado funcione, debemos entender que la funcién de utilidad que se
utiliza en el primer paso (la eleccién del reparto éptimo de dinero entre perfodos) sea la
funcién indirecta de utilidad, mientras que para el segundo paso (la eleccién del reparto
6ptimo de dinero entre bienes en un periodo cualquiera) se debe utilizar la funcién de
utilidad tradicional. Esta serd la interpretacién que se usard aqui.

3.1 Supuestos y descripciéon del problema

Supondremos que un individuo posee inicialmente un vector de riquezas que indicaremos
por w = (wy,wsz), que debe entenderse como un ingreso de una cantidad de dinero de w,
al principio del perfodo 1 y un ingreso de wg al principio del periodo 2. Por supuesto,
cualquiera de las dos cantidades w; puede ser nula, aunque el problema seria trivial si
ambas dotaciones fueran iquales a 0. El objetivo del individuo consiste en repartir su
vector de riquezas inicial entre los dos periodos de tal modo que se maximice una funcién
de utilidad bien definida.

Para empezar, supondremos que el individuo dispone de un sistema financiero que
le permite ahorrar y pedir prestado dinero a un tipo de interés constante, » > 0. Si el
individuo decide ahorrar una cantidad de dinero a del primer periodo hacia el segundo,
entonces tendrd r; = w; — a para gastar en el primer perfodo, mientras que su gasto del
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segundo perfodo debe satisfacer o < wy + a + ra = wz + (1 + r)a. Como caso especial,
si r = 0 el ahorro de a es simplemente una transferencia de dinero del periodo 1 hacia el
periodo 2. Como es l6gico, se restringird el ahorro hasta un maximo de w;, es decir, como
mucho se puede ahorrar toda la riqueza del primer periodo, a < w;. Por otro lado, si el
individuo decide pedir prestado, entonces debe pagar un montante de intereses junto con
la devolucién del préstamo en el segundo perfodo. Si pide un préstamo de b, entonces en el
primer perfodo dispondra de x; = wj + b para gastar, mientras que en el segundo periodo,
su gasto debe satisfacer la desigualdad xo < wa—b—1rb = we —(1+7)b. Por razones légicas,
el individuo solamente podrd pedir prestado lo que es capaz de devolver (junto con los
intereses), es decir, el valor méximo de b se puede encontrar haciendo que el valor maximo
de x5 sea 0, un cédlculo que indica inmediatamente que el préstamo maximo es 1'—:’_2;, es
decir, b < I—‘fﬁ; Otra vez, para el caso especial de r = 0 un préstamo es simplemente una
transferencia de dinero del perfodo 2 al 1.

Para el caso sencillo descrito arriba, el tipo de interés es independiente del tipo (y
cantidad) de operacién; ahorro o préstamo. Este hecho simplifica el modelo considerable-
mente, y se invita al lector a que extienda el analisis con un tipo de interés mayor para los
préstamos que para los ahorros. Para el modelo sencillo, es fécil establecer la restriccién
presupuestaria financiera como:

ry < wp + (1+7)(wy — x1) (3.1)

Para ver esto, nétese que si el individuo decide ahorrar, entonces, como acabamos de ver,
tendrd 1 = wy — a, es decir, a = wy — 1 > 0. Al sustituir esto dentro de la ecuacién para
el gasto maximo en el periodo 2 se obtiene:

o <wr+(1+r)a=wr+ (1+7r)(w —x1)

tal y como se indica en (3.1).

En segundo lugar, si decide por un préstamo, tenemos r; = w; + b, es decir, b =
r1 — wy > 0. Al sustituir esto dentro de la ecuacién para el gasto mdaximo del segundo
periodo tenemos:

Ty <wy—(1+7r)b=wy— (1+7)(21 —w1) =we + (1+7)(w1 — 1)

Otra vez, hemos llegado a (3.1).
Como siempre, nos vamos a referir a la frontera de la restricciéon de la riqueza in-
tertemporal como la recta de equilibrio o recta presupuestaria intertemporal, y se define
cuando la ecuacién (3.1) se satura, xo = wp + (1 4+ 7)(w; — x1). Nétese, que si definimos
g9(z) = zo — [wa + (1 + 7)(wy — x1)], la recta de equilibrio intertemporal es simplemente el
contorno g(x) = 0. En particular, la pendiente de la recta de presupuestaria intertemporal

es:
d.’L‘g

€z & 1) (3.2)
dr1 | 4g(z)=0

La restriccién presupuestaria para este problema se representa grificamente en la figura
3.1. Sobre todo, notese la semejanza entre el conjunto presupuestario para el problema
de eleccién intertemporal y el que corresponde con el modelo bésico de consumo visto en
el capitulo 2.

En segundo lugar, supondremos la existencia de una funcién de utilidad indirecta, que
depende de las dos variables de riqueza que el consumidor decide para cada perfodo y del
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W w, +(1+r)w, X

Figura 3.1.

vector de precios, v(z1,22,p). No obstante, como estamos suponiendo que los precios no
varfan, podemos escribir la funcién de utilidad indirecta mds cémodamente como v(z), en
donde obviamente z = (z,x2). Como es légico, supondremos que esta funcién es creciente
(en realidad, ya en el capitulo 2 hemos demostrado que es creciente) en ambos argumentos
y estrictamente céncava (aunque, por supuesto, nos bastarfa con cuasi-concavidad) para
representar preferencias racionales y convexas. Por consiguiente, las curvas de indiferencia
son decrecientes y convexas hacfa el origen, y una curva més alejada del origen implica un
nivel de preferencia mayor.
Miés concretamente, la relacién marginal de sustitucién intertemporal es:

_ _@ (3.3)

dv(z)=0 a (%’;&? )

3.2 Solucién y estatica comparativa

L
dxl

El problema intertemporal puede ahora ser expuesto como:

mng(:r] sa g(z)<0,z;20
en donde se recuerda al lector que tenemos g(z) = z3 — w2 + (1 + r)(w; — x;1)]. Como
siempre, en aras de la simplificacién, y para concentrarnos en las soluciones més inte-
resantes, supondremos, sin mds, que se satisfacen las restricciones de no-negatividad, vy,
por tanto, en lo que sigue las ignoramos!. Aplicando directamente lo que ya hemos visto
en los dos primeros capitulos de estos apuntes, sabemos que el vector z que maximiza
v(x) sujeto a la restriccién (3.1) es aquel donde una curva de indiferencia es tangente a
la frontera del conjunto presupuestario. Dependiendo de exactamente dénde este punto

'No obstante, se recuerda al lector que si, para un problema particular, la solucién asi encontrada
implicaba un mimero negativo para alguna de las variables z;, entonces la solucién real se corresponde
con la esquina mds cercana al dato que resulté ser negativo. Por este motivo, ignorar las restricciones de
no-negatividad no es preocupante.
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6ptimo se sitiie con respecto del punto de dotacién inicial, sabremos que el individuo es
prestamista (ahorra en el primer perfodo; es el caso de que el punto 6ptimo se encuentre
por encima de la dotacién) o prestatario (presta en el primer perfodo; es el caso de que el
punto 6ptimo se encuentre por debajo de la dotacién).

Asi, sabemos que la curva de indiferencia inicial pasa por el punto de dotaciéon w =
[wy, ws)], y siempre se puede calcular el valor de la relacién marginal de sustitucién inter-
temporal en este punto:

dx
(%)

T2
Por tanto se puede comparar RM S(w) con la pendiente de la recta presupuestaria inter-
temporal. Si resulta que la curva de indiferencia inicial que pasa por w es menos inclinada
que la recta presupuestaria intertemporal?, RMS(w) > —(1 + r), entonces sabemos que
el individuo debe encontrar su 6ptimo en un punto que se encuentra por encima de w
sobre la recta g(xz) = 0, es decir, es un prestamista. Por el contrario, si resulta que la
curva de indiferencia inicial que pasa por w es mas inclinada que la recta presupuestaria
intertemporal, RM S(w) < —(1+7), entonces el 6ptimo debe encontrarse en un punto por
debajo de w sobre la recta g(x) = 0.

De acuerdo con nuestra notacién anterior, y manteniendo los precios de consumo cons-
tante, podemos escribir el vector 6ptimo de riquezas como z*(w,r) = [z](w, ), z5(w, 7)].
Nos refererimos a la solucion como las demandas de dinero del agente en cada periodo.
Lo que nos interesa en esta seccién es como queda afectada esta solucién al variar alguno
de los pardametros que la definen. Para el andlisis gréafico que estamos usando, solamente
podemos estudiar con facilidad los cambios en la dotacién y el tipo de interés. Para con-
siderar una varacion en el dltimo pardmetro, el vector de precios, es necesario establecer
como afecta tal variacién a las curvas de indiferencia, algo que no es nada trivial para el
caso general.

Bv(w)
RMS(w) = — ( )

3.2.1 Variacién en la dotacién

El punto de dotacién para el problema, w = (w;,w2), puede ser variado en cualquiera de
sus elementos, o ambos a la vez. No obstante, puesto que cualquier variacién en w nunca
puede afectar a la pendiente de la frontera del conjunto presupuestario, dicha variacién
solamente puede implicar un movimiento paralelo (o, posiblemente, ningiin movimiento
si la variacién en w es solamente un deslizamiento del punto por la recta presupuestaria
inicial). En este sentido, podemos anunciar directamente que, si el dinero en cada periodo
es un bien normal con respecto a la riqueza inicial, entonces cualquier expansién (contrac-
cién) del conjunto presupuestario ocasionado por una variacién en w tendré el efecto de
aumentar (disminuir) la demanda de dinero en ambos periodos.

EJERCICIO 3.1: Suponga que incialmente el éptimo fuera x* = w, y que ambos x;
son bienes normales. ;Coémo afecta a la descripcion general (prestamista o prestatario)
de la solucion un aumento en w;? Repita el ejercicio para un aumento en ws.

Independientemente de si el dinero es un bien normal o no, el hecho de que un au-
mento (disminucién) en cualquiera de los valores w; implique que la recta presupuestaria
se desplaza hacfa afuera (adentro) implica directamente que tal variacién resulta en un
aumento (disminucion) en el valor de la funcién objetivo.

?Recuerde que ambos son niimeros negativos.
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3.2.2 Variacién en tipo de interés

Claramente, una variacion en el tipo de interés cambia la pendiente de la recta presupues-
taria intertemporal, y en este sentido tiene efectos semejantes a una variacién en precios
en el modelo de consumo bésico. Por tanto, existirdn un efecto sustitucién y un efecto
renta. Considere el efecto de un aumento en r sobre la recta presupuestaria (y por tanto,
sobre el conjunto presupuestario). En primer lugar, obviamente el valor de —(1 +7) dismi-
nuye, es decir, la recta presupuestaria se volvera mas inclinada. En segundo lugar, cuando
r1 = w, la recta presupuestaria indica sencillamente que z2 = ws, independientemente
del valor de r. Por tanto, independientemente del valor de r, la recta presupuestaria debe
pasar por el punto w. En resumen, un aumento en r corresponde con un giro en sentido
de las agujas del reloj de la recta presupuestaria alrededor del punto w (véase la figura
3.2).

Figura 3.2.

Claramente, un aumento en el tipo de interés implica mayores posibilidades de consumo
para los prestamistas y menores posibilidades de consumo para los prestatarios. En lo que
sigue, vamos a suponer que el tipo de interés inicial es r y el posterior es 7 > r. Vamos a
empezar analizando la situacién de un individuo que inicialmente es prestamista, es decir,
inicialmente tenemos z7(r) < w;, utilizando la figura 3.3. Nétese que, al girar la recta
presupuestaria alrededor del punto w la nueva recta cortard a la curva de indiferencia
inicial en un punto  que tiene que localizarse por encima de w sobre la nueva recta
presupuestaria, es decir, ; < wj;. Directamente resulta ser cierto que el nuevo éptimo
debe localizarse sobre la nueva recta presupuestaria en un punto como z*(7), localizado por
encima de T sobre la nueva recta presupuestaria. En conclusién, es cierto que z}(7) < w;.
En otras palabras, si el individuo es, inicialmente, prestamista, después de un aumento
en r, sigue siendo prestamista. También es inmediato que un aumento en el tipo de
interés acaba aumentando el valor de la utilidad de un individuo que inicialmente fuera
prestamista.

Lo que es imposible saber, para el caso general, es cémo se comparan zi(r) y z7(7), es
decir, si un aumento en el tipo de interés aumentarda o disminuira la cantidad de ahorro
en el 6ptimo para un prestamista. La razén de esto ya la hemos anunciado - el aumento
en r implica un efecto sustitucién que tiende a disminuir z; (es relativamente més caro
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x7(r) nw

Figura 3.3.

consumir en el presente que en el futuro) y un efecto renta que, suponiendo que ambos x;
son bienes normales, tiende a aumentar z; (siendo prestamista, el aumento en r implica un
mayor ingreso por el concepto de intereses, que el individuo querra repartir entre aumentos
de consumo en ambos periodos).

A
X2

Figura 3.4.

Considérese ahora el caso de un individuo que inicialmente es prestatario, z3(r) > w;.
Puesto que, inicialmente, el punto w se encuentra por debajo de la curva de indiferencia
que pasa por el punto 6éptimo, al girar la recta presupuestaria hay tres posibilidades que
podemos argumentar de acuerdo con la figura 3.4. En la figura 3.4 se muestra el caso en el
que, al girar la recta presupuestaria, ésta vuelve a alcanzar un punto de tangencia con la
curva de indiferencia del 6ptimo inicial. Claramente, el caso representado se corresponde
con el de un individuo que, después del incremento en r se vuelve prestamista, y cuya
utilidad en el 6ptimo no varfa. Ahora, si el giro en la recta presupuestaria hubiera sido
alin mas exagerado, llegaremos a la conclusién de que el individuo se vuelve prestamista
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y su utilidad aumenta. En el otro caso, si el giro hubiera sido algo menos pronunciado,
solamente podemos concluir que su utilidad en el éptimo disminuye, pero no podemos
saber si se vuelve prestamista o no. De todas formas, si resulta que, después de un
incremento en el tipo de interés, un prestatario sigue como tal, entonces su utilidad tiene
que disminuir.

Si suponemos, como siempre, que ambos z; son bienes normales, entonces resulta que
al aumentar el tipo de interés, un prestatario siempre fijard un nuevo 6ptimo con zj(7¥) <
z3(r), es decir, pedird un prestamo menor (y, como acabamos de ver, incluso se puede
volver prestamista). Para verlo, simplemente nétese que para un prestatario, un aumento
en r implica un efecto sustitucién en el mismo sentido que el efecto renta. Efectivamente,
el efecto sustitucién implica un movimiento alrededor de la curva de indiferencia inicial
hacia un punto en el que es mds inclinada, y que, con una curva estrictamente convexa,
implica un movimiento hacia arriba y a la izquierda. Es decir, por el efecto sustitucién,
el valor 6ptimo de x; disminuird. Por otro lado, puesto que el individuo es (inicialmente)
prestatario, un aumento en el tipo de interés implica un mayor gasto en intereses, y, por
tanto, implicitamente menos renta para dedicar al consumo. Entonces el efecto renta de
un individuo que inicialmente es prestatario tambien implica una disminucién en z;.

3.2.3 Un andlisis mas formal

Para concluir esta seccion, vamos a considerar el problema en términos matemaéticos. En
primer lugar, ignorando las restricciones de no-negatividad, la funcién de Lagrange para
el problema es:

L(z,8) =v(z) +6[0 — g(z)] = v(z) — 6 [x2 — wa — (1 + 7)(w1 — x1)]

Las condiciones de primer orden son:

ov(z*)
ov(z*)
ory 2

y la condicién complementaria de holgura es:
bl —we— (1 +7)(w —27)] =0

Puesto que estamos suponiendo que la funcién de utilidad indirecta v(z) es estricta-
mente creciente en ambos argumentos, cualquiera de las dos condiciones de primer orden
indica que 6 > 0y, por tanto, la condicién complementaria de holgura se reduce al requisito
de que, en la solucién, la restriccién se satura:

x5 = ws + (1 +7r)(wy — z7) (3.4)

Es 1til ver que, el valor futuro de la dotacién se define por y = wa + (1 + r)wy, de
donde (3.4) se puede escribir como:

Q+r)zi+a3=y (3.5)
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Por otro lado, dividiendo la primera condicién de primer orden por la segunda, se
obtiene la condicién de tangencia:
(%)
Atk = 1 p (3.6)

(%)

L2

La solucién simultdnea de (3.5) y (3.6) es la solucién al problema inicial, y lo denotamos
por z*(y,r) = [21(y,7), 23(y,7)]-

Para estudiar la estdtica comparativa del problema, denotaremos la utilidad en el
6ptimo por z(y,r) = v(z*). Considere, en primer lugar, el efecto de una variacién en y.
Tenemos:

Oz(y,r)  Ov(z*) Ox] & ov(x*) Ox3
9y Oor; Oy Ory Oy

que usando las condiciones de primer orden, se puede escribir como:

LT P [ O
dy Oy 0Oy
Pero, puesto que diferenciando (3.5) con respecto de y, resulta que:
oz} Oz}
oz} 073 _

1
oy Oy

(1+47)

tenemos el resultado esperado de que:
02(y,7) r) =§>0
. dy
Es decir, tal y como hemos visto antes, un aumento en cualquiera de las variables de la
dotacion (que implique un aumento en y) tiene el efecto de incrementar la utilidad en el
6ptimo.
Por otro lado, considérese el efecto de una variacién en el tipo de interés. Tenemos:

0z(y,r)  Ov(z*)0r} | Ov(z*)0x; dry Oz}
or ~0n ot om o | T

en donde se han usado las condiciones de primer orden. Ahora, diferenciando la recta
presupuestaria (3.5) con respecto de r, obtenemos:

ox] ox; Oy
1 3 = 2 =
( +r)3r +x1+3r ar "
Por tanto, resulta que:
oz  Ox .
Uirig+ o T4
Finalmente, por substitucién se obtiene:
oz(y,r "
%2WT) _ (wy — 23) (3.7)

or

Tal y como ya hemos visto arriba, la ecuacién (3.7) indica que, si el individuo inicial-
mente es prestamista (w; —x] > 0) entonces un aumento en el tipo de interés resulta en un
incremento en su utilidad en el 6ptimo. En segundo lugar, si el individuo es inicialmente
prestatario, w; —x] < 0, y después del cambio en r se mantiene como prestatario, entonces
un aumento en el tipo de interés resulta en una disminucién en su utilidad en el 6éptimo.

EJERCICIO 3.2: ;Porqué la ecuacion (3.7) no capta la situacion en la que un
aumento en el tipo de interés hace que un prestatario se vuelva prestamista?
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3.3 La economia medioambiental

Aparte del caso muy obvio de la decisién de un consumidor sobre la cantidad de dinero
que debe adjudicar a cada uno de los dos perfodos de consumo, el modelo expuesto con
anterioridad tiene otra aplicacién que ha cobrado mucho interés para los economistas; el del
estudio de la economia medioambiental. En esta seccién vamos a dar un primer enfoque a
este tipo de problemas, concentrdandonos en dejar clara la manera en que el modelo bésico
debe interpretarse en este caso, y resaltando las conclusiones mds pertinentes.

Los problemas medioambientales se han divido, a groso modo, en dos tipos. Por
un lado, existe un interés en estudiar los efectos sociales de la emisién de polucién por
parte de los sectores productivos, y por el otro, el interés estriba en el estudio de la
extraccién de los recursos naturales. No obstante, ambos problemas realmente se reducen
al mismo, y pueden ser estudiados muy facilmente en el ambito del modelo de eleccién
intertemporal que acabamos de formular. Para ver esto, nétese primero que el problema de
la extraccién 6ptima de un recurso natural a lo largo de més de un perfodo se corresponde
con la evaluacién de la mejor manera de adjudicar un recurso escaso en el tiempo; pues
para el problema de la emisién de polucién, por ejemplo de la contaminacién del aire,
podemos simplemente definir nuestro rescurso escaso como “aire limpio”. En este caso,
una extraccién es simplemente una cantidad de contaminacién emitida.

Para aplicar el modelo bdsico de eleccién intertemporal, debemos primero dejar claro
como deben interpretarse los distintos elementos del mismo. En primer lugar, las dos
variables x; tienen que representar las cantidades de recurso extraidas en cada uno de
los dos perfodos. Asi, el punto de dotacién indicard cuanto del recurso se tiene al iniciar
el primer periodo y cuanto se recibe de nuevo al iniciar el segundo. Claramente, para
la enorme mayorifa de los problemas medioambientales, se tendria we; = 0, es decir, la
dotacién consiste inicamente en lo que existe al principio del primer periodo.

,Cémo debe interpretarse el tipo de interés? Algunos recursos naturales tienen una
tecnologia natural (biolégica) de reproduccién, y otros no la tienen (o, el proceso es tan
lento que es despreciable). El caso de recursos naturales vivos es muy claro, se reproducen
de acuerdo con la diferencia de la tasa de nacimiento y la de mortalidad natural. Para
recursos como el carbén, la tasa de reproduccion es despreciable en un periodo de tiempo
razonable. Por tanto, de igual modo que el tipo de interés monetario indica cuanto el
dinero se reproduce cuando se deja en un banco, para los problemas medioambientales
el tipo de interés se debe sustituir por la tasa de reproduccién natural®. Para el caso de
las emisiones de polucién, la tasa de reproducciéon se corresponde con la tasa con que el
recurso se regenera naturalmente. Por ejemplo, al vertir agentes contaminantes en un rio,
las sustancias biodegradables desaparecen con el tiempo, mientras que las otras tardan
mas en desaparecer e incluso pueden permanecer para siempre.

Las preferencias que se deben utilizar tendrian que, de algiin modo, representar los
gustos sociales sobre los dos bienes. Esto constituye, normalmente, el punto mas compli-
cado de un modelo de gestién medioambiental. En una economia, en cuanto no todo el
mundo tiene preferencias idénticas sobre los dos bienes x; (por ejemplo, los productores de
jabon pueden desear que se sacrifiquen ballenas cuanto antes, mientras que asociaciones de
proteccién de las especies pueden desear que no se sacrifique ninguna) es necesario hacer
juicios de valor sobre c6mo las preferencias de cada individuo quedan representadas en la
funcién de utilidad social. Volveremos sobre este tipo de problema en la segunda parte

Y Claramente, el supuesto de que esta tasa es constante (independiente de cuanto se haya extraido y de
cuanto queda) puede ser aiin mas discutible para muchos recursos naturales.
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del presente libro, pero por ahora senalemos que, si las preferencias sociales acaban siendo
crecientes y convexas, entonces el andlisis resulta idéntico al de la seccién anterior, sin em-
bargo cabe la posibilidad de que no sea asf, incluso de que haya una solucién estrictamente
interior al conjunto factible.

Alternativamente, y asi se ha hecho en muchos paises, puede ser que cierta cantidad
del recurso natural sea adjudicada con fines de no extraccién (es decir, se trata recursos
protegidos). En este caso, si la cantidad total del recurso al principio es w y se declara
una parte, m, protegida, entonces la recta presupuestaria para el problema debe referirse
unicamente a partir del punto de dotacién factible, w — m. No obstante, en este caso
las preferencias de los individuos que desean proteccién deben también quedar excluidas
de la representacién de las preferencias sociales. De hecho, la funcién de utilidad se
corresponderd, en este caso, con la funcién de beneficios del extractor (suponiendo que
solamente hay uno). De cualquier modo, incluso en esta situacién no podemos garantizar
que la solucién no sea interior.

En todos los casos, notemos que, bajo el supuesto l6gico de que ws = 0, es imposible
que haya soluciones de prestatario. Por tanto, todos los efectos de estdtica comparativa
son los que corresponden al caso de prestamistas. Entonces, podemos concluir que un
aumento en el tipo de reproduccién tendrd un efecto ambiguo sobre el ritmo de extrac-
cién, pero aumentard la utilidad social. Por otro lado, si las preferencias son crecientes,
entonces sabemos que, a lo largo de los periodos disponibles, siempre se agotard todo el
recurso. Por iltimo, normalmente se hard una extraccién positiva en cada periodo (es
decir, habitualmente las soluciones no son de esquina).

3.4 Dos extensiones interesantes

El modelo general de eleccién intertemporal tiene varias posibles extensiones. En esta
seccién discutiremos dos, e invitamos a que el lector postule otras.

3.4.1 Inversiones capitales

Muchas veces existe la posibilidad de dedicar algo de dinero en el presente para fines
de inversién en vez de solamente dedicarlo al consumo. La razén de tales inversiones
es bdsicamente la de generar mayores cantidades para el consumo futuro. Hasta ahora,
hemos supuesto tinicamente un sistema financiero, que aunque retribufa con un tipo de
interés, se utilizaba linicamente como una manera de transferir dinero de un perfodo a otro.
Ahora podemos suponer que existe la posibilidad de generar dinero en el segundo periodo
mediante una tecnologfa de inversiones que representamos por g2 = I(q;), en donde ¢; es
la cantidad de dinero en el perfodo 1 que se invierte, y g2 es la cantidad de dinero que la
inversién paga en el segundo periodo. Supondremos que la funcién 7(q;) es estrictamente
creciente y céncava y que I(0) = 0%.

En términos gréficos, la opcién de la tecnologia de inversién implica que, a partir del
punto de dotacién inicial, el conjunto factible queda alterado. Por un lado, moviendo
hacia la derecha, se puede prestar al tipo de interés de mercado, igual que antes. Pero
moviendo hacia la izquierda, hay ahora dos posibilidades; por un lado, se puede ahorrar
al tipo de interés de mercado (como antes) o se puede invertir en la inversién. Para que
el problema tenga interés, es decir, que no quede exactamente como antes, necesitamos

1A fin de cuentas, no es sino una especie de funcién de produccién de dinero.
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que la inversién (por lo menos inicialmente) domine a los ahorros como mecanismo de
pasar dinero del primer perfodo al segundo. Graficamente, se requiere que la adicién de
la inversién implique un conjunto factible mas grande. En términos matemaéticos esto se
puede garantizar con la condicién I'(0) > 1+ r. La nueva gréfica est4 representada en la
figura 3.5.

X3

\J

Xy

Figura 3.5.

Nétese que, si hacemos el supuesto de que no existe un sistema financiero relacionado
con ahorros y préstamos, el optimo intertemporal puede ser un punto de tangencia entre
una curva de indiferencia y la frontera eficiente de la tecnologfa de inversién. En este caso,
estd claro que tanto la demanda de dinero en el primer perfodo (z}) como la inversién
6ptima (¢ = w; — z7) dependen de las preferencias. Ahora bien, con la adicién del
sistema financiero que gestiona ahorros y préstamos a un- tipo de interés constante, el
punto 6ptimo se obtiene primeramente alcanzando la recta presupuestaria més alta posible
mediante la inversion, y en segundo lugar maximizando la utilidad del individuo sujeta a
dicha recta. En este caso (figura 3.6) es evidente que, mientras que la localizacién exacta
de la demanda de dinero en el primer periodo depende de las preferencias, la inversion
6ptima es independiente de las preferencias. Este resultado se conoce en la literatura como
el teorema de la separacion.

3.4.2 'Tres periodos

El hecho de que, con un tipo de interés constante, la ecuacién para la recta presupuestaria
no dependa de que el sujeto ahorre o pida un préstamo no es, por supuesto, una casuali-
dad. De hecho, cuando el tipo de interés es una constante, un préstamo es exactamente
equivalente a un ahorro negativo. Por tanto, existe una manera facil de simplificar el
modelo de dos periodos, eliminando una dimensién del problema.

En vez de intentar averiguar los valores de las demandas de dinero, z] y x5, podemos
simplemente averiguar los valores de ahorro éptimo en cada periodo, a] y a3, dejando
que los valores de a sean, posiblemente, negativos. En primer lugar, nétese de inmediato
que, con solamente dos periodos de consumo, necesariamente tenemos a3 = 0. La razon es
obvia, por un lado, cualquier valor de az positivo es una disminucién de dinero en el periodo
2 (lo que implica una reduccién en posibilidades de consumo en este periodo) a cambio de
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Figura 3.6.

nada (puesto que no existen mds periodos en donde aprovecharse de dichos ahorros). Por
otro lado, no es factible (aunque si deseable) fijar un valor de as negativo, puesto que no
existe un futuro en el que devolver dicho préstamo. Por consiguiente, tenemos as = 0. A
su vez, todo el problema queda expresado en términos de una tinica variable, a;. Ya que
no es necesario mantener el subindice, denotamos a; = a. Lo que si debemos de respetar
son las restricciones sobre los valores factibles de a. Estas restricciones se pueden describir
con la siguiente ecuacién:

wa
- <a<un
147

Formalmente, puesto que por definicién a = w; — x1, tenemos r; = w; — a. Sustitu-
yendo esto en la ecuacién para la restriccion presupuestaria, tenemos z2 < wz + (1 + 7)a.
Puesto que, como ya hemos demostrado, esta restriccion se satura en la solucién, sabemos
que el vector 6ptimo queda descrito por [z}(a*),z5(a*)] = [w; — a*, w2 + (1 +r)a*]. Es
importante notar que, con esta sustitucién tendremos v(z*(a)) como funcién de la variable
a, no es cierto que es una funcién estrictamente creciente en a. Sin ma&s, véase que un
incremento en a sf incrementa xs y por este medio, también incrementa la utilidad, pero
un aumento en a disminuye x1, lo que implica un efecto negativo sobre la utilidad.

No obstante, sigue siendo cierto que la funcién de utilidad es céncava en a. Para verlo,
puesto que v(a) es ahora funcién de una sola variable, basta comprobar que su segunda
derivada es negativa. La primera derivada es:

ov(z) Oz " Ov(z) Oz2 _ Ov(z) = Ov(x)

o) = or, Oa Ory Oa Om Oxo (k)
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Dado esto, la segunda derivada es:

» _ 0%v(z) Oy 0%v(z) O 0%v(x) Oz~ O%v(x) Oy
e = " 9(z1)2 da 021013 da i) [6(1:2)2 da * Ox201 80]
_ 0*v(x) 8%v(x) %v(x) 0%v(x)
= dmr - e TN [3(:1:2)2(1 Hn)= axgazl]

_ d%(a) 0%v(x) 0%v(x)
= B 20 Vm T G <O

en donde se ha usado el teorema de Young, y los supuestos de que la funcién v(x) tiene
segundas derivadas negativas, y segunda derivada cruzada no-negativa.

Dada la concavidad de v(a), la solucién del problema es sencillamente v'(a*) = 0, que
por la ecuacién de v'(a) arriba, es claramente la misma solucién alcanzada en el espacio
de las .

Ahora, el hecho de que el problema de dos periodos se pueda estudiar en un ambiente
unidimensional implica directamente que en un ambiente bidimensional se puede estudiar
el caso de tres perfodos de consumo. Para este caso, el vector de eleccién serd [aq, az, as),
pero por los mismos argumentos que antes, tenemos a3 = 0. Por tanto, el problema se
puede plantear en una gréafica con a; y a2 en los ejes. Otra vez, no serd cierto que la
funcién objetivo sea estrictamente creciente en las variables a; y as, y entonces la solucién
puede ser estrictamente interior. El cambio de variable relevante serd ahora:

r = w—a
o = we+ (1+7r)a; —as
3 = w3+ (1+7)as

Noétese que el supuesto es que los préstamos o ahorros de un periodo se liquidan siempre
en el perfodo siguiente. Es decir, no se plantea una operacién financiera de mds de 1
periodo. Si el individuo desea hacer una operacién que abarque dos periodos, debe hacerlo
un dos operaciones seguidas.

Considérense primero las restricciones sobre el valor de a;. Por un lado, el ahorro
maximo que se puede hacer queda delimitado por la dotacién de renta en el primer periodo,
es decir, a; < w;. Por otro lado, el ahorro minimo (es decir, el préstamo méximo)
queda delimitado por el negativo del valor presente de los flujos de renta futuras, es decir,

— (2 w 3 S ier vi it P, |, L DI,
a > (1 el (1_+?‘T’) Por supuesto, cualquier valor de a; por debajo de —{%% implica
que, para devolverlo en el segundo perfodo, serd necesario sacar un nuevo préstamo a

cuenta de los ingresos del tercer periodo. En resumen, tenemos:

— . -+ — <a fw
1#kr [Q4rp) ==

Por otro lado, el ahorro maximo que se puede alcanzar en el segundo periodo es el
valor de la renta de ese perfodo maés el resultado de la operacién del perfodo anterior, es
decir ag < wz + (1 + r)a;. Si a1 ha sido positivo, entonces se aumentan las posibilidades
de ahorro en el segundo periodo, mientras que si a; ha sido negativo, se disminuyen las
posibilidades de ahorro en el segundo periodo. Finalmente, el préstamo méaximo que se
puede permitir en el segundo periodo es el negativo del valor presente de la renta futura,
as > —ﬁ-’i;. En resumen:

ws
1+r

<az <wr+ (1+1)ay
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Figura 3.7.

En el espacio definido por las variables a; y as, el conjunto factible es un tridngulo, tal
y como se representa en la figura 3.7. Vale la pena resaltar los puntos criticos del conjunto
factible. En primer lugar, un punto localizado en alguno de los lados del tridngulo (incluida
la hipotenusa) implica que la demanda de dinero en un perfodo es cero. En concreto, el
lado vertical del tridngulo es aquel en donde el ahorro del primer perfodo es méximo,
con lo que z; = 0. En segundo lugar, el lado horizontal es aquel en donde el ahorro del
segundo periodo es minimo, es decir, se pide el préstamo maximo, que implica que toda la
renta del tercer perfodo se destinara a devolver el préstamo, es decir 3 = 0. Por tiltimo,
la hipotenusa del tridngulo es aquella en donde el ahorro del segundo periodo es maximo,
dado el ahorro del primer periodo. Por consiguiente, sobre la hipotenusa tenemos xs = 0.

Finalmente, los tres vértices del tridngulo implican que la demanda de dinero en dos
periodos serd cero, puesto que cada vértice se encuentra simultdneamente sobre dos lados
del tridangulo. En concreto, el vértice A implica que el iinico periodo con demanda de
dinero positiva es el tercero, el vértice B implica que el tinico periodo con demanda de
dinero positiva es el segundo, y el vértice C' implica que el tinico periodo con demanda de
dinero positiva es el primero.

Notamos de paso que, puesto que el conjunto factible se describe por un tridngulo,
éste se corresponde con un conjunto factible compacto y convexo. Por tanto, sabemos
que siempre que la funcién objetivo, v(a;,az) es continua, existe un 6ptimo sobre este
conjunto. Lo que, como ya hemos reiterado, no se puede asegurar, es que el 6ptimo se
localice en una frontera. De hecho, puesto que una solucién de frontera implica que en
por lo menos en un perfodo no hay demanda de dinero (y por tanto, tampoco puede haber

consumo) lo més razonable parece ser que el 6ptimo sea estrictamente interior.
EJERCICIO 3.3: Sea la funcién de utilidad:

3

v(z) = Z X~ Ln(x;)

i=1

con 0 < A < 1. Suponga que las dotaciones de riqueza son w; = w para i = 1,2,3.
Encuentre las ecuaciones que determinan el vector dptimo como funcién de los pardme-
tros del problema, y demuestre que necesariamente la solucion es estrictamente interior.
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Encuentre las condiciones para que los ahorros en cada uno de los dos primeros periodos
sean negativos, positivos o cero.

3.5 Resumen

1.

En un problema de eleccién intertemporal, se debe entender que la funcién objetivo
es la funcién indirecta de utilidad.

Condicionado a que el tipo de interés para los ahorros y para los préstamos es
lo mismo, el problema en dos perfodos es, formalmente, idéntico al problema de
consumo entre dos bienes.

Un aumento (disminucién) en cualquiera de las dotaciones monetarios implica un
aumento (disminucién) en la utilidad en el 6ptimo.

. Si el individuo es inicialmente prestamista, entonces un aumento en el tipo de inte-

rés incrementard su utilidad en el 6ptimo, pero tendra un efecto ambiguo sobre la
cantidad de dinero ahorrado cuando el dinero en cada perfodo es un bien normal.
Un incremento en el tipo de interés nunca puede hacer que un prestamista se vuelva
prestatario.

Si el individuo es inicialmente prestatario, entonces un aumento en el tipo de interés
tiene un efecto ambiguo sobre su utilidad en el 6ptimo, pero tendrd el efecto de
reducir su préstamo 6ptimo (y puede hacer que se vuelva prestamista). No obstante,
si un prestatario sigue como tal después de un aumento en el tipo de interés, entonces
su utilidad en el 6ptimo disminuira.

. Una importante aplicacién del modelo bésico de eleccién intertemporal es el caso de

la gestion intertemporal de los recursos medioambientales.

Una importante extensién del modelo bésico de eleccién intertemporal es la inclusién
de una tecnologia de inversiones. En este modelo, si existe un sistema financiero que
aplica el mismo tipo de interés tanto para ahorros como para préstamos, entonces la
decisién sobre la inversién éptima es independiente de las preferencias.

El modelo de eleccién intertemporal puede ser extendido a una situacién de tres
periodos sin salirse del marco bidimensional.
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Capitulo 4

El riesgo y la incertidumbre

Es indiscutible que la vida real estd repleta de situaciones con incertidumbre, es decir,
cuando es necesario tomar una decisiéon en un ambiente en el que algunos de los pa-
rametros relevantes son variables estocédsticas, o en términos de la estadistica, variables
aleatorias. Este aspecto de la toma de decisiones estd ausente en lo que hasta ahora hemos
considerado en el libro; hasta ahora, todas las decisiones se han estudiado en un entorno
de absoluta certidumbre. Por ejemplo, no cabe duda de que es més razonable suponer que
un consumidor que se plantea la compra de dos bienes (independientemente de cuantos
periodos se desea analizar) debe tomar su decisién sin saber con exactitud el valor que
adquiere algunos de los pardmetros importantes, tales como un precio o quiz4 su riqueza.
En este capitulo vamos a introducir situaciones de riesgo y incertidumbre en el modelo de
eleccion estudiado anteriormente.

En primer lugar, es necesario aclarar exactamente lo que se entiende por “riesgo” e
“incertidumbre”. Aqui, como es habitual en los libros de texto, usaremos las definiciones
que fueron sugeridos por Frank Knight en su tesis doctoral'. El riesgo y la incertidumbre
se refieren a situaciones en los que por lo menos un pardametro importante para la toma de
una decision es una variable aleatoria. Cuando las probabilidades con las que esta variable
toma cada uno de sus posibles valores son probabilidades objetivas conocidas, entonces
se dice que la decisién se estd tomando en ambiente de riesgo, mientras que si no hay
probabilidades objetivas entonces se dice que la decisién se estd tomando en ambiente de
incertidumbre.

Como ejemplo, considérese el caso de un individuo con un billete de loterfa que se
juega hoy, y que debe tomar una decisién con respecto de su consumo futuro (es decir, una
decisién sobre su ahorro) sin saber todavia el premio que le ha tocado en la loteria. Si, por
la manera en que los nimeros ganadores de la loterfa se determinan, resulta que existe una
probabilidad calculable para cada posible premio que le puede tocar al individuo, entonces
su decisién se toma en un ambiente de riesgo?. Por otro lado, considere un individuo
que debe tomar una decisién sobre qué medio de transporte utilizar para trasladarse
entre dos puntos geogréficos en un dia en concreto. Supongamos que tunicamente estd
interesado en la seguridad de su viaje y el tiempo que pierde viajando, y que las tinicas
dos opciones son el avién y el coche. Los dos pardmetros de interés son variables aleatorias.
El tiempo del viaje depende de aspectos tales como las decisiones de los demds viajeros
en coche (ocurrencia o no de atascos si se desplaza en coche) y fenémenos aleatorios en

'Véase el libro de Frank Knight Risk, Uncertainty and Profit, publicado por Century Press (New York)
en 1964 (original en el ano 1921).
2Un ejemplo claro son los billetes de loterfa de navidad.
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los aeropuertos que pueden provocar retrasos. Asimismo, la seguridad del viaje en ambos
medios de transporte también depende de aspectos practicamente impredecibles. Puesto
que no existen probabilidades objetivos para cada posible eventualidad, la decision se tiene
que realizar en condiciones de incertidumbre.

4.1 Analisis de la probabilidad

Los matemadticos han discutido muy vivamente la interpretaciéon que debe darse al concepto
de la probabilidad, sobre todo en el caso de la incertidumbre (por ejemplo, una estimacién
de una frequencia relativa, o simplemente el grado de fe que alguien tiene en la veracidad de
una afirmacién). Para el caso de probabilidades objetivas, existe ya muy poca (si alguna)
discrepancia sobre como se deben entender las probabilidades numéricas. Por ejemplo, si
se tira un dado justo, todo el mundo entiende que existe la misma probabilidad de que
acabe marcando cada uno de las 6 posibles caras, que la probabilidad de un mimero par
es igual a la de uno impar, y que esta probabilidad es igual a la de tener un mimero menor
o igual a 3. En estos casos, es facil adjudicar probabilidades numéricas (una medicion de
probabilidad), y las caracterfsticas de estas probabilidades son también bien conocidas. No
obstante, no estd nada claro que lo mismo ocurre con situaciones de incertidumbre.

Durante los anos entre 1920 y 1950, algunos estadisticos (en particular, Bruno di Fi-
netti y Leonard Savage) se dedicaron al estudio de la toma de decisiones en ambientes de
incertidumbre, principalmente al problema de cudndo es factible adjudicar probabilidades
numéricas, generalmente conocidas como probabilidades sujetivas. Para resumir esta lite-
ratura®, podemos destacar el resultado de que, si el conjunto de posibles acontecimientos
se puede dividir en un mimero de sucesos independientes suficientemente grande, entonces
existird una medicién de probabilidad tinica que la represente en el sentido de que, si el
individuo considera que cualquier suceso A no es menos probable que otro B, entonces
la medicién (mimerica) de probabilidad correspondiente indicarfa que p(A) > p(B). No
obstante, para nuestros propésitos, este resultado no es muy 1itil, puesto que en todos los
casos estaremos tratando situaciones con un conjunto muy reducido de posibles eventua-
lidades (dos, o como mucho, tres), que no pueden ser sub-divididas. Sin embargo, para
nuestros propositos, una definicién adecuada de probabilidad sera suficieinte.

Sea z una variable, y sea X el conjunto de todas las posibles valores que = puede
tomar. Por supuesto el conjunto X no puede ser vacio, X # (). Vamos a llamar un
elemento general de X como z;, y supondremos que existen z elementos en total en X, es
decir, X es un vector de z componentes; X = (z1,x2,...,x;). Si z = 1, es decir, solamente
hay un elemento en X, entonces digamos que x es una variable determinista. A cambio, si
z > 1, entonces digamos que x es una variable aleatoria. Vamos a usar el término loteria
para describir el mecanismo mediante el cual se asigna un valor de entre los elementos de
Xaz.

Cuando una loterfa se repite muchas veces independientes, se obtiene una lista de los
valores que la loterfa ha asignado a x en cada repeticién. Denotamos por n;(m) el mimero
de veces en las cuales a r se le asigna el valor z; cuando se repite la loteria m veces. As{
tenemos un vector n(m) = (ny(m),na(m),...,n.(m)), en donde Y ;_, ni(m) = m. Por
otro lado, también tenemos las “frequencias relativas” de cada x; definidas en el vector

r(im) = ("lf(nm), “ﬁglm), P "’fnm)). Por supuesto las frequencias relativas son mimeros, y

*Véase, por ejemplo, el libro The Foundations of Statistics, por Leonard Savage, publicado orignialmente
por J. Wiley & Sons en 1954.
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resulta que para cualquier m tenemos 0 < Mmﬂl < 1 para todo i, y ademds claramente

¥ i Mmﬂl = 1. Es importante notar que las frequencias relativas de los elementos de
X se refieren al pasado, mientras que el concepto de probabilidad que buscamos se debe
referir al futuro.

Ahora, podemos utilizar la siguiente definicién de probabilidad; la probabilidad de x;,
denotado por p;, es la creencia que un individuo mantiene sobre la frequencia relativa de
x; que se obtendria si la loteria se repetiera m veces independientes, en donde m — oo.
En términos matematicos, si denotamos por nf(m) el mimero de veces que el individuo
estime que el dato x; saldria en n repeticiones independientes de la loterfa, entonces:

e

pi = lim e 3l )

m—00 m

Es importante subrayar que una probabilidad es una creencia, es decir, en todos los casos
es personal o sujetiva. No obstante, si existe una unanimidad sobre p;, es decir, si todo
el mundo esta de acuerdo con el valor de una probabilidad, entonces diremos que la
probabilidad en cuestién es objetiva (como por ejemplo la probabilidad de obtener un 6
cuando se tira un dado). De todas formas, con esta definicién de probabilidad, que cubre
adecuadamente nuestras necesidades, tenemos siempre una medicién numérica para las
probabilidades, que es lo que se requiere en cualquier andlisis formal de eleccion.

Por lo anterior, queda claro que el caso de probabilidades objetivas (decisiones en am-
biente de riesgo) no deja de ser un caso especial de incertidumbre, en donde el individuo
utiliza como probabilidades sujetivas las probabilidades objetivas, y por este motivo, ha-
blaremos en general de eleccién en condiciones de incertidumbre sin mas. En este sentido,
a partir de ahora supondremos siempre que existen probabilidades numeéricas para descri-
bir la aleatoriedad de los valores de los pardametros estocasticos. Dado esto, normalmente
describiremos situaciones de riesgo y/o incertidumbre como elecciones entre diferentes
loterfas, y ante todo estamos interesados en estudiar las preferencias entre loterias.

4.2 Antecedentes histdricos

El estudio de la toma de decisiones en un entorno de loterias es ya muy antiguo. Los
primeros avances en este sentido se hicieron por matematicos aficcionados, con el objeto de
analizar los juegos de azar!. No obstante, los primeros pasos fueron puramente estadisticos,
analizando sobre todo el valor esperado de loterias monetarias. De hecho, fue generalmente
aceptado que el valor de una loteria para una persona era simplemente el valor esperado
de los posibles premios. Esta visiéon di6 lugar a lo que hoy se conoce como la “Paradoja
de San Petersburgo”, que ahora pasamos a analizar.

Considérese un juego en el que se tira una moneda (no trucada) al aire repetidas veces
hasta que salga cara, momento en que el juego acaba. El apostante recibe un premio que
depende del mimero de tiradas que se hacen hasta que sale cara. En concreto, si la cara
sale en la tirada n, de entonces el premio que recibe es 2", de modo que la lista de
premios es 1 (sale cara a la primera), 2 (sale a la segunda), 4, 8, 16, y asi sucesivamente.
La pregunta es, jcudnto vale esta loteria?

Si se admite, come aconsejaron los matematicos alrededor de 1730 cuando esta parado-

!Para un excelente recuento de esta historia, véase el libro Against the Gods: The Remarkable Story of
Risk, por Peter Bernstein, publicado por John Wiley & Sons (New York) en 1996.
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ja fue sujerida®, que se valora la loteria segiin su valor esperado, entonces esta loterfa vale
infinitas unidades monetarias (el lector debe comprobar esta afirmacién). Sin embargo,
nadie en su sano juicio valoraria la loterfa en algo muy alto, puesto que es muy probable
que el premio que se reciba sea relativamente baja (quiz4 1, 2, o en algun caso fortuito, 4
unidades monetarias). ;Cémo se resuelve este dilema?

Fue el famoso matematico suizo Daniel Bernoulli® quien propuso una solucién. Bernou-
lli postulé que lo importante en una situacién de riesgo era el valor “moral” de los premios,
y no los premios en si. Su analisis descansa en el reconocimiento de que la pérdida de una
cantidad de dinero z implica una variacién en felicidad que es, en valor absoluto, mayor
que la variacién obtenida por la ganancia de la misma cantidad. Hoy dia, conocemos el
valor moral de los premios por la frase “utilidad de los premios”. En términos matemati-
cos sencillos, en donde u(-) es una funcién de utilidad y w es la riqueza inicial, Bernoulli
reconoce que para cualquier z serd cierto que u(w) — u(w — z) > u(w + z) — u(w).

EJERCICIO 4.1: Demuestre que la ecuacidn anterior es un caso especial de la
desigualdad de Jensen cuando la funcién de utilidad es céncava.

De acuerdo con una intuicién clara y légica, Bernoulli concluye que el apostante en
la loteria de la paradoja de San Petersburgo actuaria de acuerdo con la bisqueda de
un méaximo del valor esperado de una funcién céncava de los premios (la utilidad de los
premios), y no el valor esperado de los premios en si. De hecho, la conjetura de Bernoulli
fue que la funcién oportuna seria la del logoritmo neperiano. En este caso, se demuestra con
facilidad que un apostante valoraria la loterfa en la modesta cantidad de Ln(2) unidades
de utilidad. Es decir, es indiferente entre la loterfa y un premio seguro de 2 unidades
monetarias.

EJERCICIO 4.2: Demuestre que, para un apostante cuya funcién de utilidad de los
premios es Ln(x), en donde x es el premio que le corresponde, el valor (utilidad) de la
loteria de la paradoja de San Petersburgo es Ln(2).

La conjetura de Daniel Bernoulli fue aceptada entre sus colegas, por lo general, como
resolucién de la paradoja, y luego, al parecer, olvidado. Probablemente el hecho que
contribuyé al olvido de las ideas de Bernoulli era que su articulo se habia publicado
en una revista muy especializada en latin, idioma que la mayoria de los economistas
ingleses que posteriormente trabajaron en temas de utilidad (Jevons etc.) probablemente
no dominaban. No obstante, en la década de los 1920, la publicacién de la tesis de Frank
Knight y la invencién de la teoria matemadtica de los juegos (principalmente por John von
Neumann) contribuyeron a un renovado interés en la conjetura de Bernoulli. Fue el propio
von Neumann, junto con su colega el economista Oskar Morgenstern, quien proporciond la
primera demostracién formal convincente de la conjetura de Bernoulli, convertiendo asf la
conjetura en teorema. Puesto que el teorema asegura que las preferencias entre las loterias
se debe medir por el valor esperado de la utilidad de los premios, se ha pasado a la historia
con el nombre de la teoria de la utilidad esperada.

%Y no estamos hablando de matemadticos cualesquiera. Los dos nombres més celebres asociados con
esta idea son Blaise Pascal y Pierre de Fermat.

5La familia de los Bernoulli estaba repleta de mateméticos famosos. Fue un primo de Daniel, llamado
Nicolds, quien sugirié la paradoja de San Petersburgo. Aunque la historia reconoce a Daniel Bernoulli
como autor de la conjetura que aquf se analiza, é]l mismo reconoce a Gabriel Cramer como su predecesor
en la idea.
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4.3 La teoria de la utilidad esperada

En esta seccién, vamos a dar un primer enfoque a las preferencias entre loterfas discretas
(es decir, cuyo conjunto de premios es discreto). El supuesto inicial es que existe una
relacion de preferencias sobre loterfas que es completa y transitiva que como siempre
representamos con el simbolo 7, y el objetivo final es encontrar una funcién explicita para
la utilidad de una loteria que represente estas preferencias, a partir de unos supuestos
razonables sobre las preferencias humanas (axiomas).

Una loteria se puede definir con dos vectores, el de los premios x € R", y el de
las probabilidades p € R™. Por definicién de probabilidad, en cualquier loterfa tenemos
0<pi<li=1,...,ny > pi=1. Dado esto, vamos a representar loterfas por la notacién:

’Y('T?p) = ’Y('rl! I?s ssey xn!pISPZ! 'prﬂ)

Por supuesto, solamente se recibird uno de los premios, y la probabilidad de recibir el
premio x; es p;. Como siempre, indicaremos diferentes loterfas por diferentes vectores,
en este caso vectores de probabilidad, con superindices, es decir, dos loterfas diferentes
podrian ser v, (z,p') y v2(z, p?). Nétese que, esta manera de estudiar las loterfas implica
que siempre se mantiene el mismo vector de premios, algo que cambiamos més adelante.

Vamos a indicar la utildad de una loteria con U(y) = U(x,p). Nuestro objetivo es
encontrar una forma funcional particular para esta funcién, de acuerdo con la definicién
de funcién de utilidad, es decir U(y;,) > U(v;) si y solo si vy, 22 V.

En primer lugar, es necesario suponer que el individuo es capaz de ordenar los premios
segiin una relacién de preferencias que es como minimo completa y transitiva. En este
caso, existe una relacién transitiva - tal que para cualquier dos premios z; y z;, o bien
x; 7 x4, o bien x; ZZ x;, o bien ambos son ciertos. Dentro de este supuesto, sabemos que
existe una funcién de utilidad para los premios, u(x) tal que u(z;) > u(x;) si y solamente si
x; 2 xj. Por comodidad, vamos a ordenar los premios de acuerdo con x) 2J @2 2 ... 2 Tn.
Aunque no es estrictamente necesario, solamente vamos a considerar situaciones en las que
no hay indiferencia entre premios y asi tenemos x > xs > ... > &y, que también podemos
escribir como z; > x; si i < j.

La primera tarea es encontrar la funcién de utilidad de los premios, u(x). Para ello,
vamos a necesitar el siguiente axioma:

Axioma 4.1 (dominancia estocastica de primer orden): Siendo x; = x; cuando
i<, si S ph > pf Ym=1,...,n—1 con > para por lo menos un valor de m,
entonces se tiene yp(x,p") = vi(z, p¥).

Para loterias que consisten solamente en dos premios z; y x;, en donde x; > x;, la
dominancia estocastica indica que:

p? > pf = (zi,zj, 001 = PP) = Yi(zi, zj, PF, 1 — PF)

La dominancia estocdstica de primer orden es lo equivalente en modelos estocdsticos a las
preferencias mondétonas, puesto que indica que las loterfas cuya ponderacion probabilistica
es mayor sobre los premios méds preferidos, son loterias méas preferidas. Nétese que, para
el caso especial con solamente dos premios, no solo es cierto que una mayor probabilidad
sobre el mejor premio implica una loterfa mejor, sino la afirmaciéon en sentido contrario
también es cierta, es decir, si una loteria es mejor que otra, entonces la loteria mas preferida
debe tener mayor probabilidad en el mejor premio.

Notamos ahora que podemos asociar a cada uno de los premios un mimero, 7;, tal que:

Ty ~ Ni(Z1, Tny w1 —=7m5) i=1,2,...,n
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7; es la probabilidad” que el individuo requiere sobre un premio de z;, de modo que es
indiferente ente el premio z; y la loterfa entre z; y z,. Claramente m; = 1 (para ser
indiferente entre recibir el premio x; con seguridad, y una loterfa entre premios de x
y Tp con T > Ty, es necesario que la loterfa minca puede dar el premio z,) y (por
un argumento semejante) m, = 0. Ahora, puesto que z; > x; si i < j, por preferencias
transitivas, tenemos 5;(x1, Tpn, i, 1—7;) >~ ?J-(:c],.rn, mj,1—m;) sii < j. Pero por el axioma
de dominancia estocdstica de primer orden, tiene que ser 7m; > 7; si i < j. En resumen,
tenemos el hecho de que m; > m; si y solamente si x; > x;, y correspondientemente,
podemos definir la funcién de utilidad de los premios (al menos por ahora) como u(z;) =
mat=Liasn:

Ahora, necesitamos un segundo axioma:

Axioma 4.2 (independencia de alternativas irrelevantes): Considere un sequndo
vector de n premios, z. Si resulta que x; ~ 2z; Yi entonces vy(z,p*) ~ vi(z,p*). Es
decir, en cualquier loteria v, (z, p*), se puede sustituir cualquiera de los premios por algo
indiferente a él sin variar la utilidad final de la loteria®.

De acuerdo con el axioma 4.2, en cualquier loteria podremos sustituir cada premio x;
por la loterfa 7;(-) correspondiente sin alterar la utilidad de la loteria, es decir, v, (z, p*) ~
v&(7, "), en donde obviamente 5 = (¥,,75,...,7,). Pero puesto que las loterfas 7;(-)
comparten los mismos premios, z; y x,, podemos escribir v, (7, %) = yr(z1, Tn, qr, 1 —q1),
y la tinica cuestién para resolver es el valor de gi.

Ahora bien, g es la probabilidad de recibir el premio x; en una loteria que da como
premios n nuevas loterias. Por tanto, utilizando teoria de probabildad elemental, resulta
que la probabilidad de recibir x; es simplemente la suma de las probabilidades de recibir
r; condicionada a haber recibido antes cada una de las sub-loterias, es decir, g, = p’f’:rl +
p’2‘12+... + pfl':rn. Finalmente, por dominancia estocdstica de primer orden, un valor mayor
de g tiene que indicar una loterfa preferida, v, (1, Zn,qn, 1 — qn) 22 Vi(®1, T, ks 1 — qi)
siempre que g > g, con indiferencia inicamente en el caso de igualdad de los valores de
g. En resumen, hemos llegado a la conclusién de que:

gn > qr iy solo si v, 22 Y

y entonces podemos simplemente tomar U(y;) = qx = Y. pFmi = 3. piu(x;), es decir, la
utilidad de una loteria es el valor esperado de la utilidad de sus premios.

4.4 El tridngulo Marschak-Machina

Una de las primeras herramientas gréficas para analizar elecciones en condiciones de in-
certidumbre fue propuesta por el economista Jacob Marschak en el ano 1950, y luego
resucitada por Mark Machina en la década de los 1980 para estudiar los resultados de ex-
perimentos cuyo objeto era comprobar el grado de concordancia entre elecciones reales y lo
que sugiere la teorfa. Siendo un andlisis grifico, es necesario reducir el mimero de premios
n hasta un nivel en el que se puede hacer un anilisis bi-dimensional, y por este motivo

"De acuerdo con la notacién utilizada hasta ahora, realmente debemos usar 7t en lugar de m;. No
obstante, como cuando solamente hay dos premios, no hay necesidad de seguir con el subindice indicador
del premio correspondiente, lo eliminamos en intereses de desatascar la notacién.

SPor supuesto, puesto que x; ~ x;, no es necesario que en el vector de nuevos premios, z, se sustituyen
todos los premios anteriores. Nétese también que el axioma de independencia de alternativas irrelevantes
justifica nuestro supuesto anterior de no considerar indiferencia entre dos premios cualesquiera en una
loteria.
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vamos a simplificar nuestra situacién con el supuesto de que n = 3, es decir, solamente
hay 3 posibles premios en cualquier loterfa. Este supuesto delimita el problema hasta el
méximo mimero de premios que se pueden analizar en un modelo bi-dimensional, en donde
la dimensionalidad es la de las probabilidades, ya que podemos siempre escribir una de
las probabilidades (cualquiera de las tres) como 1 menos la suma de las otras dos. Por
costumbre, eliminamos la probabilidad del segundo premio, escribiendo p; = 1 — p; — p3.

Asimismo, en lo que sigue, al igual que el resto del presente capitulo, es conveniente
analizar las loterfas cuyos premios son distintas cantidades de un solo bien. En este sentido,
supondremos siempre que los premios son sumas de dinero, y asi denotamos los premios
con la variable w. Con esto, la tnica variable sera la riqueza del individuo, y por tanto
debemos de entender que cada vez que se menciona la utilidad de una cantidad de riqueza,
se estd referiendo a la utilidad indirecta. No obstante, con la intencién de no variar la
notacién de lo que es habitual a lo largo de la literatura (inclufdos los libros de texto),
seguiremos utilizando u(w) para indicar la funcién de utilidad, aunque w serd una suma de
dinero (riqueza), en lugar de v(w), que hemos usado hasta ahora para indicar la funcién
indirecta de utilidad. De acuerdo con nuestro supuesto de que w; > w; cuando 7 < j,
puesto que ahora los premios son sumas de dinero (es decir, son niimeros), y dentro del
supuesto de preferencias mondétonas, ya podemos escribir wy > we > ws.

Recuérdese que, por lo menos durante la presente seccién, los tres niimeros w; ¢ = 1,2, 3
son parametros fijos en todo momento, y que diferentes loterias se indicaran con diferentes
vectores de probabilildades, p* # p’. El supuesto de que n = 3, que como acabamos de ver,
permite escribir la probabilidad del premio intermedio como ps = 1 — p; — p3, implica que
cualquier loterfa se puede representar por un punto en el espacio (p1,p3). Esto se ha hecho
en la figura 4.1. Cualquier loteria que se encuentre sobre el eje horizontal corresponde con
p3 = 0, es decir, una loteria en la que los tnicos premios posibles son w; y wy. Por un
razonamiento similar, cualquier loteria sobre el eje vertical se corresponde con una loteria
en la que los unicos premios posibles son ws y ws Por otro lado, una loteria sobre la
hipotenusa del tridngulo corresponde con p; + p3 = 1, asi que p2 = 0, y entonces los tnicos
premios son w; y ws. Finalmente, cualquier loteria que se encuentra en el interior del
tridngulo (como la loterfa v, en la figura 4.1) se corresponde con una situacién en la que
los tres premios son posibles.

EJERCICIO 4.3: Indique, como una distancia en uno de los ejes del tridngulo
Marschak-Machina, la probabilidad ps para una loteria estrictamente interior.

Para ver el sentido de las preferencias en el tridngulo, tenemos que utilizar la domi-
niancia estocéstica de primer orden. Considere las dos loterias v, y ; en la figura 4.1.
Puesto que p:lg = pg, tiene que ser cierto que p% + P:lz — ;0% + p%. Pero puesto que p} > p%,
resulta que loterfa v, domina a vy, segin dominancia estocdstica de primer orden, asi que
Y1 > 7. Ahora, considérese v, y 3. Puesto que p} < p3, tenemos p} +p3 > p} +p3, y
como p} = p3, loteria v, domina a 74 en el sentido de dominancia estocéstica de primer
orden, y correspondientemente v, > 3. Finalmente, considera la loteria v,. Puesto que
pi < p4 tenemos pl +p} > pl +pi. Pero también tenemos p} > pf, asf que por dominancia
estocdstica de primer orden, v, > v,.

En resumen, a causa de la dominancia estocdstica de primer orden, el sentido de
preferencias en el tridngulo Marschak-Machina es hacia abajo y a la derecha. Por supuesto,
esto implica que si dos loterias en el triangulo son indiferentes entonces una linea recta que
las une debe tener pendiente estrictamente positiva, es decir, en el tridngulo, las curvas
de indiferencia tienen pendiente positiva.

Es muy facil encontrar las ecuaciones exactas para las curvas de indiferencia. Puesto
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Figura 4.1.

que, por lo que hemos hecho en la seccién anterior, una curva de indiferencia se define como
el conjunto de puntos (p1, p3) tales que Fu(w) = pyu(wy)+(1—p1 —p3)u(ws)+psu(ws) = C,
en donde C' es una constante y F es el operador de valor esperado. Entonces, a partir del
teorema de la funcién implicita, se obtiene:

dps _ u(wy) — u(ws)

= >0
dp, dEu(w)=0 u(wg) — u(ws)

Noétese que, puesto que w; ¢ = 1,2,3 son constantes, también son constantes u(w;) i =
1,2,3 y entonces resulta que la pendiente de una curva de indiferencia es una constante
positiva, es decir, las curvas de indiferencia son lineas rectas en el triangulo.

EJERCICIO 4.4: Dada una representacion en el tridngulo Marschak-Machina de
una loteria v;, exlique el significado de la loteria Avy; para cualquier A\ > 0. Ahora,
suponga que 7y; ~ 7;, y entonces demuestre que 7y ~ v;, en donde 7, es una combinacion
convezra de v; y ;.

Es también interesante comparar las curvas de indiferencia con las curvas a lo largo de
las cuales el valor esperado es constante, Fw = pyw; + (1 — p1 — p2)ws + psws = V. De
manera andloga que lo que acabamos de hacer, se obtiene:

dn|  _w-w

- R b
dp1 |gpw=0 W2 — w3

Es decir las curvas de valor esperado constante también son lineas rectas de pendiente
positiva. La cuestién interesante es, jcémo se comparan las pendientes de las curvas de
indiferencia y las de valor esperado constante? La contestacién a esta pregunta depende
uinicamente de la concavidad de la funcién de utilidad, u(w). Veamos.

Puesto que hemos supuesto que los tres premios son sumas de dinero, y que w; > wg >
w3, podemos definir wy como una combinacién convexa particular de wy y ws:

wg—w3y1_A:w1—w2

we=Aw; +(1—ANwz = A=
w] — wsy wy — w3
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Si u(w) es una funcién estrictamente céncava, por la desigualdad de Jensen utilizando esta
combinacién convexa en concreto, tenemos:

u(ws) > (u) il (u) u(ws)

w1 — w3
que podemos escribir como:
(w1 — wa)u(wz) > (w2 — w3) u(wr) + (w1 — w2) u(ws)

Ahora, al dividir esta ecuacién por (wz — ws) se obtiene:

(w) u(wz) > u(wy) + (u) u(ws)

w2 — w3 w2 — w3

Pero puesto que (u) = (2.1—_192) + 1, tenemos:

w2 —w3 w2 —w3
w1 — w w —w
(1—2 A 1) sl (M) wling)
wo — W3 wo — w3

que se reordena directamente como:

w; —wy _ u(wy) — u(ws)
wy — w3 u(ws) — u(ws)

En palabras, si u(w) es estrictamente céncava, entonces una linea de valor esperado cons-
tante tiene mayor pendiente (es més inclinada) que una curva de indiferencia. Este tipo
de situacién estd representada en la figura 4.2.

EJERCICIO 4.5: Demuestre que, si u(w) es estrictamente convexa, entonces las
curvas de indiferencia tienen mayor pendiente que las curvas de valor esperado constante,
y que cuando u(w) es lineal, las dos pendientes coinciden.

De acuerdo con nuestros supuestos del capitulo 1, parece razonable suponer que la
utilidad marginal de la riqueza es decreciente, es decir, que u(w) sea una funcién céncava.
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A partir de ahora esto sera el supuesto que siempre utilizaremos, y entonces siempre
tendremos una situacién como la que se representa en la figura 4.2.

Ahora, en la figura 4.2, consideramos las dos loterfas loterfas v, y 7, que tienen el
mismo valor esperado. Siendo u(w) céncava, resulta que v; > v, es decir, U(vy,) > U(73).
Aparte de la diferencia en utilidad esperada, las dos loterfas v, y v, también son distintas
en cuanto a su varianza, var(y) = 0%(y) = Y pi(w; — Ew)?. De hecho, en la grafica, resulta
que 02(7y) > 02(7;). Para ver que esto es cierto, es necesario considerar la derivada
de 02() con respecto de p; condicionada a que Ew es una constante. No obstante,
noétese que, al incrementar p; sobre una linea de valor esperado constante, se tiene que
incrementar también p3 y disminuir pp. Esto corresponde con un desplazamiento de peso
de probabilidad del centro de la distribucién hacia los extremos, que implica un aumento
en varianza.

EJERCICIO 4.6: Demuestre matemdticamente que un movimiento hacia arriba sobre
una linea de valor esperado constante implica un incremento en varianza.

En resumen, tenemos el siguiente resultado importante, si la funcion de utilidad es
estrictamente concava, entonces un incremento en varianza sin alterar el valor esperado
implica una reduccién en utilidad esperada®. Los economistas se refieren a esto como
una aversion al riesgo, puesto que es normal asociar varianza con riesgo. Entonces, la
concavidad de la funcién de utilidad de los premios es equivalente a la aversién al riesgo.
Por supuesto, si u(w) fuera lineal, entonces tendriamos neutralidad ante el riesgo, y si
fuera convexa, entonces tenemos una preferencia por el riesgo.

4.5 La paradoja de Allais y utilidad esperada generalizada

Es interesante notar que podemos decir que el valor esperado de una loteria es lineal en
las probabilidades y también en los premios (es decir, la derivada del valor esperado con
respecto de cualquier probabilidad es una constante y también es constante la derivada
con respecto de cualquier premio). En cambio, la utilidad esperada no es lineal en premios,
pero sigue siendo lineal en las probabilidades. Es precisamente este hecho lo que conlleva
que las curvas de indiferencia en el espacio de las probabilidades sean lineales.

Alrededor de 1950, el economista frances Maurice Allais (galardonado con el Premio
Nobel de economia en el ano 1988) propuso elegir primero entre una loterfa que da un
premio de 5 con probabilidad 1, y otra loteria que da un premio de 25 con probabilidad
0,1, uno de 5 con probabilidad 0,89 y uno de 0 con probabilidad 0,01. Luego eligir
entre una loterfa que da premios de 5 con probabilidad 0,11 y 0 con probabilidad 0,89, y
otra loteria que da premios de 25 con probabilidad 0,1 y 0 con probabilidad 0,9. En la
practica, la mayoria de la gente a la que se le sugieren estas elecciones se decanta por la
primera loteria en la primera eleccién (recibir 5 con seguridad) y por la segunda loteria en
la segunda eleccion (recibir 25 con probabilidad 0,1).

Ahora bien, si en la primera eleccién, la primera loterfa es la preferida, entonces debe
tener mayor utilidad esperada que la otra posibilidad:

u(5) > 0,1u(25) + 0,89u(5) + 0,01u(0) = 0,11u(5) > 0, 1u(25) + 0, 01u(0)

? Aunque puede no ser obvio, también sera cierto que una disminucién en valor esperado con varianza
constante reduce la utilidad esperada. Demostrar esto en el tridngulo no es nada facil puesto que las curvas
de varianza constante son cénicas.
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Sin embargo, si en a segunda eleccion, la segunda loterfa es la preferida, entonces:
0, 1u(25) + 0,9u(0) > 0,11u(5) + 0,89u(0) = 0, 1u(25) + 0.01u(0) > 0, 11u(5)

que es obviamente inconsistente.

Si hacemos w; = 25, wy = 5 y wg = 0, las tres loterfas de la paradoja de Allais se
pueden localizar con facilidad en un tridngulo Marschak-Machina, como se muestra en la
figura 4.3. Lo que se debe ver inmediatamente es que una linea linea recta que une las dos
loterfas de la primera eleccién (7y; y 7,) tendrd la misma pendiente que una linea recta
que une las dos loterfas de la segunada eleccién (v3 y 74), v estas dos pendientes son 0,1.
Si resulta que v; > 7,, entonces las curvas de indiferencia del individuo (recuerde que
son todas paralelas) deben tener una pendiente menor que 0,1, mientras que si vy, = 73,
entonces hacia la parte superior del tridangulo, las curvas de indiferencia deben tener una
pendinente mayor que 0,1.

A raiz de experimentos del tipo de la paradoja de Allais, los economistas se replan-
tearon la teorfa de la utilidad esperada, sobre todo el hecho de que la funcién objetivo
sea lineal en las probabilidades. Para intentar acomodar a tales observaciones, el profesor
Mark Machina ha sugerido una funcién objetivo que se corresponde con curvas de indife-
rencia que son lineales, pero con mayor pendiente segtin se va hacia arriba en el tridngulo,
acabando asf con un un abédnico de curvas de indiferencia, mientras que otros han suge-
rido funciones que se corresponden con curvas de indiferencia que serian convexas (pero
con pendiente positiva) en nuestro tridngulo. Toda esta literatura ha recibido el nombre
genérico de “teorfa de utilidad esperada generalizada”, puesto que se pueden generalizar
como una funcién objetivo del tipo:

U(w,p) = _ g(pi)u(w:)

en donde g(p) es una funcién de ponderacién de probabilidades, que puede ser no-lineal.
Entonces, un caso especial es g(p;) = p; 1 = 1,...,n, que es la teoria de la utilidad
esperada.

La teoria econémica ha tenido unas reacciones muy dispares con respecto de cualquier
formulacién de funcién objetivo que no sea puramente lineal en probabilidades. La razén de
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ello es, en realidad, un debate entre la economia positiva y la normativa. Si lo que se desea
es una teorfa que sea descriptiva de las decisiones reales (también, se puede aqui hablar de
una teorfa predictiva), entonces tiene sentido pensar en acomodar una teoria a un conjunto
de datos reales, como se ha hecho con la teoria de la utilidad esperada generalizada. Esto
es la toma de una posicién positiva al respecto de la teorfa econdémica. Por otro lado,
si el objetivo es guiar los sujetos hacia decisiones mejores, y correger errores logicos en
sus procesos de eleccién, entonces la tinica manera de poder variar la teorfa de la utilidad
esperada es si se encuentra en desacuerdo con alguno de los axiomas utilizados en su
construccion (el axioma de dominancia estocdstica de primer orden y el de independencia
de alternativos irrelevantes). Como esto no es, en general'?, el caso, minca serd valido
utilizar otra funcién objetivo sino la utilidad esperada.

En lo que sigue de este libro, tomamos siempre la postura normativa, y por tanto se
rechaza cualquier funcién objetivo para eleccién ante incertidumbre que no sea utilidad
esperada.

4.6 El modelo de riqueza contingente

El tridngulo de Marschak-Machina considera diferentes loterias segin diferencias en las
probabilidades, pero con un conjunto de premios fijo. En cambio, para muchos anélisis,
es mdas conveniente considerar los premios como variables y las probabilidades fijas. En
realidad, cuando el conjunto de premios es continuo, estas dos interpretaciones son idén-
ticas. Un andlisis basado en premios variables y probabilidades fijas fue el fundamento
principal utilizado por Ken Arrow y Gerard Debreu en su estudio del equilibrio general en
condiciones de incertidumbre, y fue bautizado con el nombre de el modelo de consumo (o
riqueza) contingente!'. El modelo entiende que no existe ninguna diferencia fundamental
entre dos bienes diferentes (el caso del modelo de eleccién con total certidumbre) o te-
ner en cuenta un solo bien en dos lugares geogréficos distintos, o en dos “contingencias”
diferentes. Como ejemplo de la idea de contingencia, considere el bien “paraguas”. Un
paraguas tiene mayor valor cuando llueve que cuando no. En este caso, comprederemos
ex-ante (antes de que sepamos el tiempo que va a hacer) que el paraguas es un bien cuyo
valor para un individuo es contingente en el sentido de que depende del tiempo que haga.

La idea fundamental es muy sencilla, y aiin mds en un ambiente bi-dimensional. Se
establece un conjunto de posibles “estados de la naturaleza”, que podemos entender como
descripciones completas de todo aspecto relevante en un problema de eleccién, y una
densidad de probabilidad sobre este conjunto. Por ejemplo, cuando se invierte en la bolsa,
se sabe que el precio de las acciones que se han comprado puede subir (estado 1) o bajar
(estado 2)!2. Si establecemos una probabilidad de que el precio se ajuste a la alza, entonces
tenemos un problema de incertidumbre bien formalizado. Para el tipo de problema que
vamos a analizar, solamente estaremos interesados en la riqueza de un individuo, w. Para
continuar con el supuesto bi-dimensional, supondremos que existen solamente dos posibles

'"La posible excepcién es el axioma de independencia de alternativas irrelevantes. Este axioma requiere
que no existen complementariedades entre los premios, algo que puede no cumplirse si los premios son
diversos bienes. No obstante, para el caso que hemos considerado, los premios son, simplemente, cantidades
diferentes de dinero, y asf no puede haber complementariedades.

El modelo de riqueza contingente es mas 1itil que el modelo de Marschak-Machina cuando las elecciones
de un agente econémico pueden variar el premio que recibe en una determinada contingencia, sin poder
alterar la probabilidad de la contingencia.

2Por supuesto, con este ejemplo es posible definir un conjunto de estados mucho mas amplio - que el
precio suba un punto, dos puntos, y asf sucesivamente tanto hacia arriba como hacia abajo.
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estados, el estado 1 y el 2, y que en el estado i la riqueza es w; ¢ = 1,2. Denotaremos
la probabilidad del estado 2 por p, y asi la probabilidad del estado 1 es simplemente
1 — p. Aunque la funcién de utilidad relevante es la utilidad indirecta, vamos a utilizar
la notacién u(w), para seguir con la convencién normalmente usada en la literatura. El
supuesto (a menos que se indique otra cosa) serd que la funcién de utilidad es estrictamente
creciente, u'(w) > 0, y céncava, u”’(w) < 0. Como acabamos de ver en el tridngulo
Marschak-Machina, esto implica que el individuo es adverso al riesgo, en el sentido de
que un incremento en la varianza de una loteria con valor esperado constante implica una
disminucién en utilidad esperada. No obstante, volveremos a presentar este resultado en
el modelo que ahora pasamos a analizar.

En una grdfica bidimensional, podemos representar la riqueza del individuo en cada
uno de los dos estados de la naturaleza en los dos ejes (véase la figura 4.4). El punto w es
la dotacién de riqueza inicial, a menudo conocido como la distribucién de riquezas inicial.
Por costumbre, si resulta que, inicialmente w;, # ws, entonces definimos que el estado de
menor riqueza sea el estado 2, es decir wy < w;. La bisectriz de la gréfica (la linea recta
que parte del origen con pendiente 1) se conoce como la recta de certidumbre, puesto que
indica todos los vectores de riquezas tales que w; = wa, y para estos vectores el individuo
es indiferente entre los dos estados de la naturaleza, o en otras palabras, con probabilidad
1 su riqueza final serd de w = w; = ws.

Como ejemplo, en la figura 4.4 se representan dos situaciones. Por un lado, la de un
individuo con una riqueza cierta de wp, y por otro la de un individuo con riqueza cierta
de wg junto con un billete de loterfa que paga un premio de > 0 con probabilidad 1 —p
y nada con probabilidad p que ha costado ¢ unidades monetarias (con ¢ < z). El vector
de riqueza contingente sobre el resultado de la loterfa es (w1, w2) = (wo — q + z,wp — q).
Dado que ¢ < x, aunque la distribucién de riqueza antes de comprar la loteria estd sobre
la recta de certidumbre, la distribucién alcanzada con la loteria se encuentra por debajo
de esta linea. El punto importante del modelo de consumo contingente es simplemente
que el individuo solamente va a recibir la riqueza indicada por uno de los componentes
del vector w, y no ambos componentes (como ha sido el caso de los modelos que hemos
estudiado en los capitulos anteriores).

Para empezar, consideremos el valor esperado y varianza de cualquier punto en el
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espacio de riquezas contingentes. Por definicion, si E representa el operador de esperanza,
el valor esperado de un vector w es:

Fw = pwz + (1 — p)un (4.1)

Una comparacién con la ecuacién de la recta presupuestaria de un problema de consumo

tradicional revela inmediatamente que, en el espacio de las riquezas, esto es una recta con
pendiente:

dws R s . JOS

dwl dEw=0 p

Siendo una recta con pendiente negativa, cualquier recta iso-valor esperado cortara a la
recta de certidumbre en un solo punto. Si llamamos a las coordenadas de este punto w,
entonces tenemos Fw = pw + (1 — p)w = w. Por tanto, cuanto mas lejos este una recta
de iso-valor esperado del origen, mayor valor esperado se representa.

En segundo lugar, la varianza de un punto w se define por:

o?(w) = p(wz — Ew)? + (1 — p)(wy — Ew)?
Utilizando (4.1), tenemos:
o?(w) = p(wy —pwy — (1 —p)wy)? + (1 — p)(w1 — pwz — (1 = p)uy)?

= p((1-p)(wz — w1))* + (1 — p)(p(wy — w2))?

= p(1—p)*(wz — w1)* + (1 — p)p*(w1 — w2)?

Ahora, puesto que (wp — w;)? = (w; — w2)?, tenemos:
o*(w) = p(1-p)[(1—p)(ws —w2)®+pwr — ws)?]
p(1 = p) (w1 — wp)?

Por tanto, las curvas de iso-varianza en el espacio de las riquezas contingentes son

lineas rectas con pendiente 1, ya que directamente por el teorema de la funcién implicita,
resulta que:

dws _ 2p(1 —p)(wy —wp)

—= = =]
dwy | 4,2 —2p(1 — p)(w1 — w2)

La linea de certidumbre es una linea de iso-varianza, precisamente la linea corres-
pondiente a varianza igual a 0. Las lineas de iso-varianza més alejadas de la linea de
certidumbre (bien sea hacia arriba o hacia abajo) indican una varianza mayor (véase la
figura 4.5).

Ahora podemos considerar las preferencias. Como ya hemos indicado, las preferencias
en este modelo se miden segiin la utilidad esperada, es decir:

w! = w? siy solo si Bu(w') > Eu(w?)

Por tanto, la utilidad de un vector w es Fu(w) = pu(ws) + (1 — p)u(w;). Una curva de
indiferencia mantiene constante la utilidad esperada, dEu(w) = 0, y entonces, utilizando
el teorema de la funcién implicita, resulta que:

_ ']
duwp - _{I=pulw) _ pyrg
dw, dEu(w)=0 pu/ (ws)

(w) (42)

72



(]
—ta

(5]
I
L]

(Ew),
(E“.]]

A J

w

Figura 4.5.

De aquf en adelante, para evitar confusiones, vamos a utilizar U(w) = Fu(w). Puesto
que la utilidad esperada es separable en los dos elementos del vector w, tenemos el hecho
de que:

oU (w) 9?U (w) *U(w)
B © O Dl | DB

i=1,2

y entonces, tal y como ya demostramos en el capitulo 1, U(w) es estrictamente cuasi-
concava, y por tanto sus curvas de indiferencia son estrictamente convexas.

EJERCICIO 4.7: Tomando una combinacion convexra de dos vectores indiferentes
entre si, y utilizando la desigualdad de Jensen, demuestre que las curvas de indiferencia
correspondientes a la utilidad esperada son convezas.

Finalmente, nétese que, puesto que las curvas de indiferencia tienen pendiente negativa,
cada una corta a la linea de certidumbre en un solo punto. Si llamamos a este punto w,
entonces tenemos:

Eu(w) = pu(w) + (1 - p)u(w) = u(w)

Ahora, puesto que hemos supuesto u/(w) > 0, es evidente que cuanto més lejos del origen
corta una curva de indiferencia a la linea de certidumbre, mayor nivel de utilidad esperada
indica. Es decir, las curvas de indiferencia mas alejadas del origen indican loterias més
preferidas.

Si dibujamos las curvas de indiferencia correspondientes a una funcién de utilidad
estrictamente céncava, las lineas de iso-valor esperado y las lineas de iso-varianza en una
sola grafica, es inmediato que el individuo muestra aversién al riesgo (véase la figura 4.6).
En primer lugar, nétese que, de la ecuacién para la relacién marginal de sustitucién (4.2),
la pendiente de una curva de indiferencia en el punto en donde corta la linea de certidumbre
es igual a —il_—pl, es decir, es la misma pendiente que una linea iso-valor esperado. Por
tanto, se deduce que la solucién tinica al problema de elegir libremente entre un conjunto de
loterias con el mismo valor esperado es aquella loteria con varianza cero. Para ver esto de
otra manera, considérese un movimiento a lo largo de una linea de iso-valor esperado hacia
loterias con mayor varianza (es decir, movimientos que se alejan de la linea de certidumbre).
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Figura 4.6.

Claramente cada movimiento de este tipo implica ir a una curva de indiferencia menor
(figura 4.6). Este tipo de preferencia, que obviamente corresponde solamente a curvas de
indiferencia convexas (es decir, funcién de utilidad céncava), es la aversion al riesgo, puesto
que a valor esperado constante se desea minimizar la varianza (que asociamos con riesgo).
Por supuesto, las preferencias indicadas por la utilidad esperada también muestran, a
varianza constante, una preferencia por mayores niveles de valor esperado.

4.6.1 Mediciones de aversién al riesgo

Ya que el concepto de aversién al riesgo ha sido formalmente introducido, tiene sentido
analizarlo con més detalle. La pregunta més interesante consiste en si se puede caracterizar
la aversién al riesgo de modo que dos individuos diferentes puedan ser comparados u
ordenados segin cual es mds adverso al riesgo. Para hacerlo, considere la figura 4.7,
en la cual se ha representado a un individuo con una riqueza libre de riesgo de wg. El
punto de riquezas inicial es una loterfa indicada por el vector w° = (w?,w) = (wo, wo).
La curva de indiferencia que pasa por w® divide el espacio de las riquezas en dos, los
puntos estrictamente por debajo de la curva (loterfas menos preferidas que w°, es decir,
w® : w® = w) y los puntos sobre y por encima de la curva (loterfas por lo menos tan
preferidas que w?, es decir, w : w 7 w®). Llamamos el conjunto A(w?) = {w : w = w°}
el conjunto de aceptacion, puesto que indica todas las loterias que el individuo aceptaria,
voluntariamente, a cambio de su loterfa inicial.

Ahora, consideramos dos individuos que son idénticos en todo menos su funcion de
utilidad. En particular, los dos individuos tienen la misma distribucién de riqueza inicial
y las mismas probabilidades para los dos estados de la naturaleza. Como acabamos de ver,
con independencia de la funcién de utilidad, la pendiente de una curva de indiferencia en
donde corta la recta de certidumbre es igual a — l;p , ¥ por tanto resulta que las fronteras
de los dos conjuntos de aceptacién son necesariamente tangentes el uno al otro en el punto
inicial w®. Ahora, si resulta que uno de los conjuntos de aceptacién es un sub-conjunto
del otro, digamos A;(w%) C Aj (w?), entonces todas las loterfas que son aceptadas por el
individuo 7 también son aceptadas por j, pero lo opuesto no es verdad. Es decir, existen
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Figura 4.7.

loterfas que son aceptadas por j pero rechazadas por i, a cambio de w®. Puesto que w? es

una situacién de certidumbre, y puesto que las dos fronteras de los conjuntos de aceptacion
son decrecientes, para un valor esperado en particular todas las loterfas que son aceptadas
por j pero rechazadas por i son las de mayor varianza (mayor riesgo). En este caso, es
natural decir que i es, localmente (en un entorno de w’), mas adverso al riesgo que j.

Graficamente es 6bvio que, si un individuo i es méas adverso al riesgo que un individuo
Jj, entonces la curva de indiferencia de ¢ que pasa por el punto inicial serd, localmente, mas
convexa que la curva de indiferencia de j (figura 4.8). Vamos a formalizar este requisito.

En primer lugar, de la ecuacién (4.2), la primera derivada de una curva de indiferencia
es:

dws

du (- p(w)
dw;

dEu(w)=0 - pu'(w2)

Diferenciando una segunda vez, se obtiene:

= (1 = p) ! (wn)u (ws) — ' (wy)u" (ws) (422 )

p [u (w2))?

d?ws
d(w)?

dEu(w)=0

En el punto we = w; = wy, se tiene:

Py ) (o) (wo) — u (wo)u (o) (152
d(w1)? dEu(w)=0 N [?"'*'(“"0)]2
- u” (wo)u' (wo) (1 <+ 11—;21)
- u'(wp)?
u” ((’HJ'[))) )
= Ra(wo)f(p)
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en donde f(p) = 1—;32 El punto importante es que, puesto que dos individuos tienen la
misma probabilidad p, si sus curvas de indiferencia iniciales son diferentes en cuanto a la
segunda derivada en w?, entonces esta diferencia tiene que deberse a una diferencia en
el término Rq(wp). Dados los supuestos u/'(w) > 0 y u”(w) < 0, resulta que R,(wg) es
no-negativo. Rq(wo) se llama la medicion Arrow-Pratt de aversion absoluta al riesgo, y si
R: (wo) > R%(wp) entonces individuo i es méds adverso al riesgo que individuo j.

En este momento podemos aclarar un punto que ha quedado pendiente desde la de-
mostracién formal que hemos hecho de la teorfa de la utilidad esperada. Esté4 claro que, si
dos funciones de utilidad de riqueza, u;(w) y u;j(w), representan las mismas preferencias,
entonces a cada funcién le corresponde el mismo conjunto de curvas de indiferencia en el
plano de riqueza contingente. Pero a su vez, esto tiene que implicar que tienen la misma
funcién de aversién absoluta al riesgo, R:(w) = R%(w) para todo w.

Ahora, como ya hemos visto en el capitulo 1, una funcién de utilidad de cualquier
vector de bienes sirve unicamente para ordenar dichos vectores desde el menos preferido
al més preferido. Es decir, una funcién de utilidad del tipo que hemos usado hasta ahora
no tiene ningin sentido cardinal, o en otras palabras, si w; > wj, en principio nos sirve
igual de bien que u(w;) = 4 y u(w;) = 2 que u(w;) = 37 y u(w;) = 9.6. Unicamente
es importante que u(w;) > u(wj;), y no la diferencia entre los dos valores, u(w;) — u(wj).
En este sentido, hemos visto que, en un ambiente de certidumbre, si la funcién u(w)
representa unas preferencias - en el sentido de que u(w;) > u(wj) si y solo si w; Z wj,
entonces f(u(w)) con f’(-) > 0 también representa las mismas preferencias, es decir,
z(w) = f(u(w)) también es una funcién de utilidad. Una funcién compuesta de la forma
z(w) = f(u(w)) con f'(-) > 0 se conoce como una transformacién mondtona positiva de
u(w).

Considérese ahora una situaciéon de incertidumbre. Si dos funciones de utilidad de
riqueza, u;(w) y uj(w), acaban representando las mismas preferencias para loterias, en-
tonces tiene que ser cierto que, para una determinada loterfa v(w, p), las dos funciones den
la misma ordenacién de loterias, o es lo mismo, que las dos utilidades esperadas implicadas
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son relacionadas por una transformacién monétona positiva:

Zpkui(wk) =T (Zpkuj(wk)) con H'(-) >0
k=1 k=1
Diferenciando con respecto de wy, tenemos:
ui(wg) = H'(-)uj(wg) Ywk
de donde:

u; (wy,)
) (wg)

H'() = Yk (4.3)

Diferenciando (4.3) se obtiene:
uy (wie)uj (w) — uf(wi)uf (wi)

H'() =
[ )]

Pero, si las dos funciones han de representar las mismas preferencias, R (wx) = R%(wi)
para todo wy, es decir:

u! (wy,) uf (wy,) . ; ) )
— —_—— = . . = f i V
u;(wk) u;(wk) U; (wk)uj(wk) u,(wk)uj (wg) Vwyg

de donde:
H"(-) =0 Yy

En palabras, si las dos funciones han de representar las mismas preferencias, solamente
se admiten funciones H(-) lineales. Consecuentemente:

Zpkui(wk) =H (Zpkuj(wk)) - aZPkuj{wk) +b
] fal k=1

en donde a > 0 de (4.3). Ahora, puesto que b= >} _; pxb, tenemos:

> prui(wi) = @y pruj(wi) + Y peb =Y pr (auj(wi) +b)
k=1 k=1 k=1

k=1
es decir:
ui(w) = auj(w) +b con a>0

En otras palabras, si w;(w) y u;(w) representan las mismas preferencias entre los
premios en un problema de eleccién con incertidumbre, entonces estén relacionadas lineal-
mente. Esto implica que, con la incorporacién de la dimensién de incertidumbre, tenemos
que perder cierta generalidad en cuanto a las transformaciones admisibles en la funcién de
utilidad de los premios. Por tanto, en vez de cualquier transformaciéon monétona positiva,
solamente podemos utilizar transformaciones lineales con pendiente positiva. La diferencia
entre la funcién de utilidad en un problema con incertidumbre y la funcién en condiciones
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de certidumbre ha llevado al hecho de que la primera (la que nos interesa en este capitulo)
se conozca por un nombre especial; es la funcién de utilidad von Neumann-Morgenstern,
nombrada en honor a los investigadores que demostraron formalmente la validez de la
teoria de la utilidad esperada.

En resumen, supongamos dos individuos ¢ y j con distintas funciones de utilidad en el
sentido de que no existe ningin par de nimeros a > 0 y b tales que ui(w) = auj(w) + b.
Dada esta diferencia, es cierto que R:(w) # R%(w). Nombramos los individuos de tal
forma que R (w) > R%(w). Entonces, el individuo i es (localmente en el entorno del nivel
de riqueza w) mas adverso al riesgo que el individuo j.

EJERCICIO 4.8: Demuestre que, si ui(w) = F(uj(w)), en donde F' es una funcion
estrictamente creciente y estrictamente céncava, entonces la funcion ui(w) es mds adversa
al riesgo que la funcion u;(w).

Nétese que R,(w) es una funcién en toda regla, definido para cualquier escalar'® w,
puesto que podriamos haber utilizado cualquier punto sobre la recta de certidumbre como
nuestro punto inicial en el argumento anterior. Mds adelante estudiaremos las derivadas
de Rg(w).

La palabra “absoluta” en el nombre de R,(w) se debe a que las loterias utilizadas en su
derivacién son loterias absolutas, es decir, loterias cuyos premios w; y ws son cantidades
absolutas de dinero. Existe otro tipo de loterfa, denominado loterfas relativas, cuyos
premios se expresan en términos relativos a la situacién inicial. Por ejemplo, la loteria
definida por 7, = (r1,r2,1 —p, p) es una loteria relativa si los premios son r;w para i = 1,2
y para cualquier w inicial.

En el espacio de los r; podemos representar las curvas de indiferencia para las loterias
relativas, y estas curvas estardan muy relacionados con las curvas de indiferencia para
loterias absolutas. Para verlo, nétese que la utilidad esperada de una loterfa relativa es:

Eu(r,w) = pu(rew) + (1 — p)u(riw)

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos:

dro _ (A-pnww  (1-pl(nw)
dry dEu=0 W'(Tzw)w pu’(rgw)
En cualquier loterfa relativa que ofrece certidumbre (es decir, r; = r3), se obtiene el

resultado de que la pendiente de la curva de indiferencia vale —U%pl, igual que en el caso
de las loterias absolutas. La segunda derivada de una curva de indiferencia en el espacio
de las loterias relativas es:

dry
d(r1)?

i wu” (ryw)u’ (row) — ' (ryw)wu” (raw) (%ﬁ)
——— ( p ) (u (row))?

'3 Antes hemos usado w para indicar un vector de riquezas, mientras que ahora con la misma letra indica-
mos un escalar. Por el contexto del andlisis, siempre debe ser claro cual es exactamente la dimensionalidad
de w.
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En cualquier loteria tal que ry = rp = r, tenemos:

d%rq
d(ry)?

— (1 - p) wu” (rw)u’ (rw) — o' (rw)wu” (rw) (—1—;2)
) Wirm)?

dEu=0

(u'(rw))?

(1+159) (285

_ (1 —P) wu” (rw)u’ (rw) (1 3 1_;2)
)

I

I
P il
p—
<]
3

= Ry(w)f(p)

Nétese que, cuando r = 1, tenemos R,(w) = wR,(w). Pero, suponiendo que el indivi-
duo empieza con una riqueza inicial de w que estd libre de riesgo, la loteria de certidumbre
en el espacio de las loterfas relativas que se encuentra sobre la frontera del conjunto
de aceptacion relevante es precisamente aquella con » = 1, y por tanto esta es la lote-
ria que debemos utilizar para definir la aversién al riesgo en cuanto a loterfas relativos.
Por este motivo, se define la medicion Arrow-Pratt de aversion relativa al riesgo como
R.(w) = —%‘,’%ﬁl = whRy(w). Si un individuo muestra una medicién de aversién relativa
al riesgo mayor que otro, entonces es mas adverso al riesgo en loterias relativas.

La aversién relativa al riesgo aparece en multitud de andlisis en microeconomia, tanto
en condiciones de incertidumbre como en situaciones de certidumbre. La razon de ello se
hace claro cuando notamos que:

ﬂ."

R.(w) = _wu"(w) = _w (d d‘”w ) i i (%;f?)

' (w) ! (w) (dw)

es decir, la medicién de aversién relativa al riesgo es (el valor absoluto de) la elasticidad
de la utilidad marginal con respecto de la riqueza.

Volvemos a las loterias absolutas. En lo que hemos hecho, empezamos con una situacion
libre de riesgo. Ahora considere un individuo con una distribucién inicial de riquezas que
implica incertidumbre, en concreto w; > ws. De la misma forma que antes, la curva
de indiferencia que pasa por el punto inicial forma la frontera inferior del conjunto de
aceptacién. Esta curva de indiferencia corta la recta de certidumbre en un punto que
corresponde a una riqueza de w* en cada estado. La cantidad w* satisface:

u(w®) = pu(wz) + (1 — p)u(w) (4.4)

y se conoce como la riqueza equivalente de certidumbre.

EJERCICIO 4.9: ;Cudl es la riqueza equivalente de certidumbre para un individuo
con la loteria de la paradoja de San Petersburgo y con una funcion de utilidad de premios
u(w) = Ln(w) y con una riqueza libre de riesgo de 07

Puesto que la curva de indiferencia es estrictamente convexa, resulta que siempre sera
cierto que Fw = w > w*. De hecho, la diferencia entre estos dos mimeros, W — w* =
m(w, W, u), nos proporciona una segunda manera de medir la aversién al riesgo de un
individuo. Claramente, 7(w,w,u) = 0 solamente puede ser consistente con una curva
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de indiferencia lineal (coincide con la linea de iso-valor esperado), es decir, con aversién
absoluta al riesgo de cero. Luego, dada una loterfa inicial, cuanto mas convexa es la curva
de indiferencia (mayor aversién al riesgo), menor serd w*, y asf mayor serd 7(w,w,u).
Se conoce m(w,w,u) como la prima del riesgo, y nos interesa ver exactamente cémo se
relaciona con la medicién de Arrow-Pratt de aversion absoluta al riesgo.

Para ello, nétese que, de la definicién de la riqueza equivalente de certidumbre (el
equivalente cierto) y la definicién de prima de riesgo, podemos escribir:

pu(wz) + (1 = p)u(wr) = u(w*) = Bu(w) = w(@ — 7(w, W, u))

En este sentido, podemos entender la prima del riesgo como lo que un individuo pagaria
para sustituir una loteria por su valor esperado con certidumbre. Ahora, nos serd de
utilidad dividir la loteria inicial entre una riqueza libre de riesgo, wg, y una loterfa que
indicaremos por una variable aleatoria x con valor esperado Ex = T, multiplicado por una
constante, k, de modo que la utilidad esperada de la situacién inicial es:

pu(wg + kz2) + (1 — p)u(wo + kz1) = EBu(wp + kz)

De esta forma, podemos estudiar situaciones libres de riesgo simplemente utilizando k& = 0.

Ahora, puesto que el valor esperado de la situacién incial es E(wg + kx) = wg +kEz =
wo + k7, la prima de riesgo correspondiente a la situacién incial se define por 7 (wo, k, z, u),
tal que:

Eu(wg + kz) = w(wg + kT — 7(wo, k, x,u)) (4.5)

Vamos a estudiar el comportamiento de la funcién 7 (wo, k, x, u) segiin varia k, manteniendo
constantes el resto de los pardmetros, y asi escribiremos simplemente 7 (wy, k, z,u) = 7(k).
Sobre todo, nos interesa la funcién (k) alrededor de k& = 0, es decir, un riesgo pequerno,
para poder relacionar la prima de riesgo con la medicién de aversién absoluta al riesgo,
que fue estudiado alrededor de un punto de certidumbre.

En primer lugar, tomemos un desarrollo de Taylor de segundo orden de 7(k) alrededor
del punto k& = 0:

2
w(k) ~ m(0) + k='(0) + %Tr”({]) (4.6)

En esta ecuacién, vamos a sustituir los valores de 7 (0), #'(0) y 7/(0). Empezamos notando
que, si hacemos k = 0 en (4.5), entonces se obtiene directamente que 7(0) = 0. En segundo
lugar, derivamos (4.5) con respecto de k para obtener:

Ezu'(wo + kz) = (T — 7' (k))u/ (wo + kT — 7(k))
Cuando k = 0, tenemos u'(wp)Z = (T — 7'(0))u'(wo — 7(0)) = (T —7'(0))2’ (wp) puesto que
como acabamos de ver, 7(0) = 0. Pero entonces tenemos T = T — 7/(0), y asi 7’(0) = 0.
Derivando (4.5) dos veces con respecto de k, obtenemos:
Ex*u" (wo + kz) = (T — 7' (k))*u”" (wo + kT — 7(k)) — 7" (k) (wo + kT — w(k))
Pero, puesto que 7(0) = 0 y 7’(0) = 0, haciendo k = 0 tenemos:

Ex?u" (wp) = T2u" (wg) — 7" (0)u’ (wo)
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es decir:

u” (wo)

_ 22 — 32
u’(wg) (E )

?T”(O) o

Finalmente, sustituimos estos tres resultados en (4.6) para obtener:

KB u(w), 2 a2\ _ K (Ez? -7
k)~ 5 (- (e -7 ) - HEE =T

Ra(wo)

Ahora, puesto que por la definicién de varianza, sencillos pasos que el lector puede (y
debe) comprobar revelen que:

o?(kz) = E(kz — k%)? = k*(Ez? — 72)
de donde, finalmente, tenemos:

o?(kx)
2

m(k) = Rq(wo) (4.7)

La ecuacién (4.7) se conoce como la aprorimacion de Arrow-Pratt para la prima de
riesgo. Muestra que, tal y como hemos indicado, cuanto mayor es la medicién de aversién
absoluta al riesgo, mayor ser4 la prima del riesgo, pero también, para un valor en concreto
de R,(wp), cuanto mayor es la varianza de la loteria inicial, también mayor es la prima
del riesgo.

Figura 4.9.

En la figura 4.9, se muestran dos loterias con el mismo valor esperado y diferentes va-
rianzas. Pasando por cada una de las loterias se han pintado dos curvas de indiferencia, en
donde las curvas indicadas por i corresponden a mayor aversién al riesgo que las indicadas
por j. En concreto, el supuesto que subyace a la figura es:

Ri(w) = A; > Aj = R}(w) para todo w
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en donde los Ay para k = 1, 7 son dos constantes. De la gréfica, concentrando la atencién
sobre cualquiera de las dos loterfas, es inmediato que la prima de riesgo crece con la
medicién de aversién al riesgo. Por otro lado, centrando la atencién sobre cualesquiera de
las dos curvas con la misma medicién de aversion al riesgo, también es obvio que la prima
de riesgo crece con la varianza.

EJERCICIO 4.10: Suponga que un individuo tiene una riqueza libre de riesgo de
350,000 euros, y que su aversion relativa al riesgo en esta riqueza tiene el valor de 4.
sDeberta el individuo aceptar o rechazar una apuesta en donde gana 105 euros con pro-
babilidad 0,5 y pierde 100 euros con probabilidad 0,57 (pista: utiliza la aprozimacion de
Arrow-Pratt para la prima del riesgo).

Es importante notar que la medicién Arrow-Pratt de aversién absoluta al riesgo es una
funcién bien definida (y también lo es la de aversion relativa al riesgo). Es decir, podemos
preguntar cémo varia R,(w) segun varia w. En palabras, estamos preguntando cémo varia
la aversion al riesgo que un individuo siente conforme su riqueza libre de riesgo crece. En
primer lugar, puesto que R,(w) = wR,(w), resulta que:

Ri(w) = Ra(w) + wR,(w)

Por tanto, siempre dentro del supuesto de que la funcién de utilidad es creciente y céncava
(para que aversién al riesgo, tanto absoluta como relativa, es positiva) podemos concluir
directamente que:

1. Si aversién absoluta al riesgo no es decreciente (R, (w) > 0), entonces la aversién
relativa al riesgo es creciente (R, (w) > 0).
2. Si aversion relativa al riesgo no es creciente (R, (w) < 0), entonces la aversiéon abso-

luta al riesgo es decreciente (R, (w) < 0).

Por otro lado, si derivamos la definiciéon de aversion absoluta al riesgo, se obtiene:
u.fﬂ w ul’ w ___uﬂ' w uﬂ w
R (w) :_( ()(),. 2() (w)
u/(w)

w(w) (u""(u»'))2

w'(w) w'(w)

il ufﬂ(w) r
= — )+ Ral)®

Nétese que, u”(w) > 0 es una condicién necesaria (pero no suficiente) para que R (w) <

0. En otras palabras, una condicién necesaria para que la aversién absoluta al riesgo
es decreciente es que la utilidad marginal sea convexa. Pero, ya hemos supuesto que
w'(w) > 0y u(w) < 0 para todo w, es decir, utilidad marginal es siempre positiva y
siempre decreciente. Una conclusién directa que se obtiene de esto es que, por lo menos
para niveles de riqueza suficientemente altos, la utilidad marginal tiene que ser convexa
(si no, pasaria a ser negativa o tendria que ser creciente). En resumen, es generalmente
aceptado que la aversién absoluta al riesgo es decreciente (y para muchos andlisis, que la
aversion relativa al riesgo es constante). En términos gréficos, aversién absoluta al riesgo
decreciente corresponde con un conjunto de curvas de indiferencia que se hacen maés rectas
segun se aleja del origen.
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4.6.2 Transferencias de riesgo

Podemos utilizar la prima de riesgo para considerar el precio minimo de venta y el precio
médximo de compra de una loterfa. Empezamos por el precio méaximo de venta, que
indicaremos por ¢. Suponiendo que la situacién inicial consta de una riqueza libre de
riesgo, wp, y una loterfa ~y(z1,x2,(1 — p),p), la utilidad esperada inicial es Fu(w) =
(1 — p)u(wp + 1) + pu(wp + 2). El individuo venderia la parte aleatoria de su dotacién
(la loterfa) a cambio de una cantidad constante de dinero, g, siempre que esta cantidad
satisfaciera la ecuacién:

u(wo + q) 2 (1 — p)u(wo + x1) + pu(wo + 2)

Puesto que el lado de la izquierda de esta desigualdad es creciente en ¢, el precio minimo
de venta de la loterfa, ¢*, satisface u(wo+q*) = (1 —p)u(wo+z1) +pu(wo+x2). Pero, de la
ecuacion que define la riqueza equivalente de certidumbre (4.4), se deduce que w* = wop+¢*,
es decir, ¢* = w* — wp, que puede ser positivo o negativo.

Por otro lado, puesto que la prima de riesgo se define por 7 = W — w*, y puesto que
W = wp + T, resulta que m = wo + T — (wp + ¢*) = T — ¢*. En otras palabras, el precio
minimo de venta de una loteria es igual a su valor esperado menos la prima de riesgo
(véase la figura 4.10).
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Figura 4.10.

Ahora, suponga que la situacién inicial es una riqueza libre de riesgo, wy, y se plantea
comprar la loterfa vy(x, z2, (1 — p),p). Estarfa dispuesto a pagar cualquier precio, t, que
satisfaga:

(1 = p)u(wo + x2 — t) + pu(wo + x1 — t) > u(wp)

Pero, puesto que el lado de la izquierda de esta ecuacién es decreciente en ¢, resulta que
el precio maximo que pagaria por adquirir la loterfa, t*, se puede calcular a partir de la
ecuacién (1 — p)u(wo + x2 — t*) + pu(wp + 1 — t*) = u(wp). Otra vez, el precio maximo
de compra puede ser positivo o negativo. En la figura 4.10 se muestra, junto con el precio
minimo de venta, una representacion grifica del precio méximo de compra de una loteria.
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Es interesante comparar los valores absolutas de ¢* y ¢t*, para una determinada loteria,
manteniendo constante la funcién de utilidad y la riqueza libre de riesgo. En principio,
se puede formular un argumento que defiende la hipétesis de que son iguales (en valor
absoluto), ya que el precio maximo de compra es el precio que deja al individuo indiferente
entre seguir sin la loteria y obtenerla, mientras que el precio minimo de venta es el precio
que deja al individuo indiferente entre seguir con la loteria y desprenderse de ella.

Sin embargo, como se puede apreciar en la figura 4.10, las dos cantidades absolutas
no son necesariamente iguales, y ademads, las diferencias entre ellas se puede explicar con
la pendiente de aversién absoluta al riesgo. Por ejemplo, como ya hemos notado antes, si
la aversién absoluta al riesgo es decreciente las curvas de indiferencia se hacen cada vez
mas lineales conforme se aleja del origen. Pero en este caso, en la figura 4.10 la curva
de indiferencia indicado por u(wg,y) serfa més lineal que la curva indicada por u(wp), y
entonces resulta que [t*| < |g*|. El lector puede comprobar que, si la aversién absoluta al
riesgo es creciente entonces el precio méximo de compra es mayor que el precio minimo
de venta, y que si la aversién absoluta al riesgo es constante, entonces los dos precios son
iguales.

4.7 Ejemplos de transferencias de riesgo

Existen mecanismos en todas las economias desarrolladas para llevar a cabo transferencias
de riesgo. Los dos ejemplos mas obvios son los mercados de los seguros y los mercados
financieros. Vamos a considerar el funcionamiento de cada uno de estos dos mercados.

4.7.1 Los mercados de seguros

Un contrato de seguros es un acuerdo de intercambio de riesgo a cambio de una prima
fija. En la segunda parte del presente libro, estudiaremos situaciones de equilibrio general,
en donde dos individuos interactuan simultidneamente con objetivos diferentes. El caso
de los contratos de seguros entra directamente en este tipo de situacién, puesto que el
asegurador y el asegurado normalmente tendran objetivos diferentes que desean alcanzar
mediante un solo contrato. Dado esto, tenemos que posponer una consideraciéon completa
del estudio de los contratos de seguros para mas adelante, y ahora solamente estudiaremos
las decisiones referidas a los seguros para una situacién particularmente sencillo.

Suponga un individuo, adverso al riesgo, con una riqueza libre de riesgo wp y una
loteria v(0,—L, (1 — p),p), con L > 0. Es decir, con probabilidad p sufre una pérdida
de L. Por razones légicas, suponemos que wg > L. La situacién inicial del individuo se
puede describir por una loteria y(wg, wo — L, (1 — p), p). La riqueza esperada del individuo
es Ew = wp — pL, y su utilidad esperada es (1 — p)u(wg) + pu(wp — L). En una grafica
de riqueza contingente, la curva de indiferencia que pasa por el punto inicial divide el
espacio de riquezas en dos partes, y aquella parte sobre o por encima de dicha curva
indica el conjunto de aceptacién, es decir, son las loterias de riqueza que el individuo
aceptaria a cambio de su situacién inicial (véase figura 4.11). Claramente, el individuo
cambiarfa su loterfa inicial (queddndose su riqueza libre de riesgo) por cualquier otra
loteria, vy(x1, 2, (1 — p), p), siempre que se cumple:

(1 = p)u(wo) + pu(wo — L) < (1 — p)u(wo + 1) + pu(wo + z2)

Vamos a referirnos a y(x1, 22, (1 — p),p) como el contrato de sequros.
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Ahora considere la situaciéon del asegurador. Vamos a suponer que el asegurador es
neutral ante el riesgo'?, y que su situacién inicial queda descrita por una riqueza libre de
riesgo de zp y una loteria 5(y1, y2, (1—p), p). Podemos entender la loterfa vy(y1, y2, (1—p), p)
como indicativa de la cartera de clientes que el asegurador ya tiene. Puesto que es neutral
ante el riesgo, el beneficio esperado inicial del asegurador es zp + (1 — p)y1 + py2. Si
el asegurador ofrece un contrato al individuo descrito arriba, entonces acepta la loteria
~7(0,—L, (1 —p),p) a cambio de entregarle al individuo la loteria 5(zy, z2, (1 — p),p). Silo
hace, el beneficio esperado del asegurador se queda en:

20+ (1 —=p)(y1 — 1) +p(y2 — L — x2)

Por supuesto, el “beneficio esperado” del asegurador por participar en el intercambio
se mide por:

B(z) = [20+(1—p)(n —x1) +p(y2 — L — x2)] — [20 + (1 — P)11 + py2]
= —|[(1-p)zy +pz2] —pL

Para que esto sea no-negativo (una condicién légica para que el asegurador participe),
tiene que cumplirse que:

—pL > (1 — p)x1 + px2

Tomando en cuenta esta condicién, notamos que el intercambio deja al individuo ase-
gurado con una situacién de una riqueza esperada de wo + (1 — p)z; + pxa < wo — pL, es
decir, los tinicos puntos posibles corresponden con lineas de valor esperado para el indivi-
duo (en la grafica de riqueza contingente) que estdn sobre o por debajo de su linea de valor
esperado incial. Nétese que esto indica una zona de posibles contratos que se encuentra
entre la curva de indiferencia inicial del individuo y la linea de valor esperado inicial. Esta

" Aunque la neutralidad ante el riesgo no es esencial, simplifica mucho el anilisis formal.
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zona de contratos indica todos los contratos que son mutuamente beneficiosos (es decir,
incrementan el bienestar de por lo menos un participante sin perjudicar el bienestar del
otro).

Ahora, planteamos las caracteristicas generales que debe cumplir el contrato de segu-
ros ¥(zi,x2,(1 — p),p). En primer lugar, nétese que tiene que cumplirse que z; = 3.
Para verlo, suponga que no se da esta igualdad. En este caso, el contrato de seguros
deja al individuo con una distribucién de riquezas que no se encuentra sobre la linea de
certidumbre. Suponga que se cumple x; > z2 de manera que el contrato de seguros deja
el individuo en un punto por debajo de la linea de certidumbre. Pero en este caso, se
tiene una situacién formalmente idéntica a la situacién inicial, y entonces cabe un nuevo
contrato mutuamente beneficioso. En este sentido, si en un primer lugar se ofrece un
contrato con x; > 2 que es aceptado, entonces sabemos que existe un nuevo contrato que
también serd aceptado por el asegurado, y que incrementa el beneficio esperado del asegu-
rador. Puesto que podemos esperar que el asegurador siempre agote cualquier opcién que
incremente su beneficio esperado, tiene que cumplirse que z; = 3. Dado esto, ya sabemos
que el punto final del individuo se encontrara en algiin punto scbre la linea recta!® que
une w* y w en la figura 4.11. La cuestién de exactamente cual serd este punto solamente
se puede resolver facilmente para dos casos extremos; por un lado cuando el asegurador
actiia en un ambiente competitivo, y por otro, cuando es monopolista. Vamos a utilizar
r1 = x9 = I; para indicar el contrato, en donde . indicard una situacién competitiva y
I, indicard una situacion de monopolio.

Cuando el asegurador es una empresa competitiva, sabemos que debe ganar un bene-
ficio esperado de 0 en cada contrato que ofrece (si no fuera asi, otro asegurador ofreceria
un contrato que favorece mds al asgurado y que implica un beneficio esperado menor).
Como hemos visto antes, esto tiene que implicar que (1 — p)z; + pre = —pL, pero como
r] = 9 = T, tenemos r. = —pL. Es decir, la riqueza final del individuo acaba siendo
el punto w, y su utilidad esperada es la mdxima posible dentro de las posibilidades que
ofrecia la zona de contratos factibles inicial. Nétese que, en este caso, con el contrato de
seguros, la riqueza del individuo en ambos estados es wy — pL, es decir, en el estado 1 el
contrato le pide pagar una cantidad igual a —pL, mientras que en el estado 2 el contrato le
entrega una cantidad igual a L —pL. En este sentido, el contrato le pide en ambos estados
el pago de —pL, cantidad de dinero conocida como la prima del contrato, mientras que
en el estado 2 el contrato también le entrega una cantidad de dinero L, conocido como la
indemnizacion. El hecho de que la indemnizacion sea, en valor absoluto, igual a la pérdida
indica de que la cobertura es completa. Por otro lado, el hecho de que la prima a pagar
es igual al valor esperado de la pérdida se conoce por el nombre de prima equitativa.

En segundo lugar, suponga que el asegurador es monopolista. Por lo que hemos hecho
antes, sigue siendo vilido el hecho de que el contrato de seguros se caracterice por r; =
T9 = Ty, es decir, la cobertura 6ptima sigue siendo completa, y entonces el tinico aspecto
que tenemos que analizar es la prima que se cobra en una situacién de monopolio. Cuando
es monopolista, el asegurador no tiene que temer la posibilidad de que un competidor le
quite un cliente cuando aumenta la prima que cobra por cobertura completa, aunque si
tiene que tener en cuenta la posibilidad de que aumente la prima tanto que el cliente
prefiera no comprar nada de cobertura. En este caso, el asegurador puede cobrar una
prima de tal forma que el cliente sea indiferente entre asegurarse o no. En términos de

"El hecho de que el asegurado acabe en un punto sobre la linea de certidumbre se conoce como cobertura
completa dentro del contrato de seguros.
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utilidad esperada, el contrato del monopolista satisface:
u(wo + Tm) = (1 — p)u(wo) + pu(wo — L)

Pero, por lo que hemos hecho antes, claramente resulta cierto que wp + T, = w*, es
decir, el individuo se quedard con su renta equivlalente cierto. Puesto que w* =w — 7 =
wo — pL — , resulta que T,, = —(pL + 7). Entonces, la unica diferencia entre el contrato
de seguros de un monopolista y el de un asegurador competitivo es la prima de riesgo del
cliente. En el caso del monopolista, el contrato de seguros 6ptimo da al individuo una
riqueza en ambos perfodos de wg — (pL + ), es decir, en ambos estados el contrato le pide
pagar una prima igual a (pL + 7) y en el estado 2, el contrato adicionalmente le entrega
una indemnizacién de L.

EJERCICIO 4.11: Analice los casos de asegurador competitivo y monopolista utili-
zando programas de optimizacion restringida y el método de Lagrange.

EJERCICIO 4.12: Analice los casos de asegurador competitivo y monopolista en
una grafica que mide en los ejes la prima y la indemnizacion.

EJERCICIO 4.13: Represente grificamente una situacion con un asegurador mono-
polista que es estrictamente adverso al riesgo.

4.7.2 Los mercados financieros

Por supuesto, existen muchas situaciones en las que no existe la posibilidad de asegurar
un riesgo directamente con un asegurador. No obstante, realmente, la tinica funcién que
cumple un asegurador especializado es repartir riesgos entre muchos individuos, todos ellos
adversos al riesgo. Cuando no existe un asegurador especializado, a menudo los mercados
mismos ofrecen mecanismos de repartir riesgo entre muchos individuos. El ejemplo méds
obvio de esto es la bolsa, en donde se intercambian titulos (activos) de las empresas, con
motivo de diversificar los riesgos implicados en cada actividad individual'®. Los duenos de
una empresa pueden desear vender parte de las acciones, y utilizar los fondos para comprar
partes de otras empresas, asi implicitamente asegurando los riesgos en su partrimonio
entero. En esta seccién vamos a contemplar esta actividad, primero en el modelo de
riqueza contingente, y posteriormente en un modelo mds comin en los negocios reales.

Para empezar, supongamos que existen tunicamente dos empresas y dos estados de
la naturaleza. Para aclarar notacién, usaremos subindices para indicar los estados de la
naturalea, y superindices para indicar las diferentes empresas. Cada empresa j = 1,2
consta de N7 partes (acciones), que se intercambian a un precio fijo por cada una de v7,
con lo que la empresa j entera tiene un valor de V7 = v/ N7. Supongamos que ser dueio de
una proporcion # de las acciones da derecho a la misma proporcién de los beneficios, que
para empresa j en estado 7 son wf . Por supuesto, tiene que satisfacerse que B <1 7=1,2.
Con esto, un individuo que es duefio de una proporcién 3! de la empresa 1 y 3% de la
empresa 2, tendrd riqueza en estado @ de:

w; = Blnl + FPn? i=1,2

En vez de una dotacién de riqueza libre de riesgo inicial, vamos a suponer que inicial-
mente el individuo estd dotado con participaciones en las dos empresas, de modo que, al
empezar, es duefio de una proporcién 3j de la empresa j, en donde j = 1,2. Dado esto,

15 Por supuesto, el compartimiento de riesgo no es la inica funcién que cumple la bolsa. También ofrece
posibilidades de ganar riquezas.
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puede financiar la compra de acciones en una empresa mediante la venta de acciones de
la otra. Claramente, su restriccién presupuestaria es:

,UlbxlN] +U2,62N2 < UlﬁéNl +’U2ﬁgN2

= v!NY(B! - B8L) + v2N?(B% - B2) <0

También vamos a afadir las restricciones 37 > 0 j = 1,2, es decir, que no se puede
ser dueno de una parte negativa de una empresa. En realidad, este tipo de restriccion
no tiene porque satisfacerse, puesto que solo indica que, en vez de tener participaciones
el individuo debe participaciones. Situaciones como esta son, en realidad, normales, y
occurren cuando existe una dimensién de tiempo en las transacciones de acciones. Un
individuo, con la creencia de que el precio de las acciones en una empresa va a bajar
manana, puede venderlas hoy (aunque no las tenga) al precio de mercado de hoy, con el
compromiso de entregarlas pasado manana. Luego, con el dinero que asi recauda, espera
hasta el dia siguiente, compra las acciones al precio menor, las entrega para saldar la deuda
de acciones y se embolsa como beneficio de la operacién la diferencia entre los dos precios
multiplicado por la cantidad de acciones implicada en la transaccién.

Nuestro interés estd en la elecciéon 6ptima del individuo con respecto de su cartera,
es decir, los valores 6ptimos de 3. El problema es maximizar Fu(w(3)) con respecto de
B, condicionada a v!N(3' — 3}) + v2N2(32 - 63) <0y 3 >0j =12 Puesto que
la funcién objetivo (utilidad esperada) es céncava en 3, y las restricciones son lineales (y
por tanto convexas), podemos estar seguros de que el problema tiene una tinica solucién.
Como siempre, nos vamos a centrar en la solucién sin tener en cuenta las restricciones de
no-negatividad. En este caso, la funcién de Lagrange es:

L(B,6) = pu(B'ny+ B%n3)+ (1 - p)u(B'r]} + B°x}) +
+6 [0 — o' NY(B' — B)) — v*N3(3% — 33)]

Si escribimos w; = ,61*11':! + ;32*;,1-1? 1 = 1,2, entonces las dos condiciones de primer
orden son:

pu' (w3)m + (1 = p)u (wi)m] = 80 N7 j=1,2
y la condicién complementaria de holgura es:
8 [v'N1(8" — Bg) + v’ N*(5 - §3)] =0

No obstante, puesto que las condiciones de primer orden indican que:

5 _ P + (1= ple'(wmd
vI NI
sabemos que la restriccién tiene que saturarse, es decir, la condicién complementaria de
holgura se puede escribir como:

vINY(B™ - Bp) + v*N*(B** - 35) =0 (4.8)

0j=12

Ahora bien, las condiciones de primer orden también se pueden juntar, de tal forma
que:

pu'(w3)mh + (1 — p)u'(wi)mi _ pu'(w3)m3 + (1 — p)u'(wi)m]

vIN1 v2N2
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es decir:

pu' (w3)7w3 + (1 — p)u’(wi)m}  v'N!
pu' (w3)m3 + (1 — p)u’(w})m?  v2N?

(4.9)

Juntas, las ecuaciones (4.8) y (4.9) determinan la solucién al problema.
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Figura 4.12.

Lo que no es tan obvio es la representacion gréfica de la solucién. Considere el espacio
de las riquezas contingentes en la figura 4.12. Los dos puntos 77 indican las distribuciones
de beneficios que las dos empresas dan, y las lineas rectas que las unen al origen indican
todas las distribuciones de riquezas que se obtienen de cada empresa con valores de /37
entre 0 y 1 ( = 0 darfa el origen, y #’ = 1 darfa el punto 77). De su dotacién inicial, el
individuo tiene el punto A sobre la recta correspondiente a empresa 1 y el punto B sobre
la recta de la empresa 2. La suma vectoral de estos dos puntos indica que su situacién
inicial se describe por el punto C.

Ahora, sabemos que la pendiente de sus curvas de indiferencia en este espacio (su
relacién marginal de sustitucién) es:

(1 — p)u'(w1)
pu/(ws)

Pero, con un poco de esfuerzo, la ecuacién (4.9) se puede reordenar para obtener:

1= p)u'(wy) (V2?T% — Vl‘:r%)

pu(wi) — (Viai - V2ri)

en donde V7 j = 1,2 es el valor de la empresa 7, es decir V7 = v NJ,
Para completar el analisis gréfico, nos hace falta considerar la restriccién V(3! —3) +
V362 - (%) = 0 en el espacio (wsg,w;). Definimos:

9(B) = V(B - Bp) + V(8> - B5)

para que la restriccion sea g(3) = 0. En primer lugar, notemos que el punto C' necesaria-
mente estd sobre la restriccién implicada, puesto que corresponde con 7 = 3} j = 1,2
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que claramente satisface g(3) = 0. En segundo lugar, directamente del teorema de la

funcién implicita tenemos:
(%)
a7
dg(8)=0 v

Finalmente, de w; = ﬁlrr} + (%72 i=1,2 tenemos:

2
— 11'34—(%)?1'? t =12

1
= rg_(%)wf i=1,2

Dividiendo el segundo por el primero y operando:

5
A

dw,—

dp

dg(8)=0

(3‘5’ |dg(m=o) _ dwy
( %|®(6)=0) dwi | gg(g)=0
_ ()]
=i - () =

Consecuentemente, la restriccién presupuestaria es una linea recta que pasa por el
punto C, y el éptimo es donde se produce la tangencia entre esta linea y una curva de
indiferencia (figura 4.12).

EJERCICIO 4.14: Represente graficamente una solucion al problema correspondien-
te a B** < 0.

Aunque es instructivo, el modelo de seleccién de cartera basado en la grafica de riqueza
contingente no tiene mucha aplicabilidad en el mundo real de las finanzas. La razén de ello
es bastante obvia, existen muchos més de dos posibles estados de la naturaleza, y existen
muchas mas opciones que inversiones en dos empresas diferentes. Es por este motivo que
en el mundo real se utiliza un modelo de inversiones en cartera algo diferente, que ahora
pasamos a analizar (aunque, como siempre, de manera sencilla).

Cuando empezamos el presente capitulo, hemos hecho bastante hincapié en notar c6mo
un individuo adverso al riesgo responde ante variaciones en el valor esperado y la varianza
de su riqueza. En concreto, hemos notado que, ceteris paribus, un aumento en valor espe-
rado es beneficioso, mientras que, ceteris paribus, un aumento en varianza es perjudicial.
El valor esperado y la varianza son, respectivamente, los dos primeros momentos estadis-
ticos de la variable aleatoria w, y aunque sabemos que, en principio, existen muchos mas
momentos, podemos postular una funcién de utilidad que depende tinicamente de los dos
primeros.
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Considere un desarrollo de Taylor de segundo orden de la funcién de utilidad, u(w),
alrededor del valor esperado de w, Fw = w:

w —w)?
u(w) =~ u(W) + (w — W) (W) + ( ) u" (W)

Tomando el valor esperado, tenemos:
o3
Eu(w) = u(w) + ?uﬂ(ﬁ) = v(W, 0?)
Ahora, la funcién v(w,o?) es una aproximacién a la utilidad esperada pero que depende

unicamente del valor esperado y la varianza de la riqueza.
Derivando, se obtiene:

—_ 2 2
v (;Utiuo- ) o ‘IL! (T{)’) i % um (ﬁ)
ov(w,0?)  u'(w)

0o? - >

Claramente, si la funcién de utilidad es céncava, entonces % < 0, mientras que
una condicién suficiente para que X@I7) ~ 0 es u (w) > 0, que aceptamos como razo-
nable puesto que, como hemos visto anteriormente, es la condicién necesaria para que la
aversion absoluta al riesgo sea decreciente. Dado esto, la relacién marginal de sustitucién

en el espacio de media y varianza es:

(=) @ .

w0 (u’(w) # “—;u’"(m)) T 2/(@) + %" ()

w
do?

Haremos sin més el supuesto de que la funcién v(, 0?) es cuasi-céncava, para que las
curvas de indiferencia sean crecientes (pendiente positiva) y convexas.

EJERCICIO 4.15: ;Qué implica el supuesto de que v(0,0?) sea cuasi-céncava para
los signos de las derivadas mayores de la funcion de utilidad?

Ahora, supongamos que existen dos posibles inversiones con distintas coordenadas
(w,0?), y que el individuo puede comprar cualquier combinacién convexa de ellas. El
problema del individuo consiste en elegir la combinacién convexa que maximiza su funcién
objetivo, v(w, 0?).

En particular, supongamos que las dos inversiones se ordenan de manera que:

El<ﬁgya%<cr%

es decir, la inversiéon 1 ofrece menor valor esperado pero también menor riesgo que la
inversion 2. Por estadistica elemental, sabemos que comprando una combinacién convexa
de las dos inversiones, en donde la combinacién convexa se define por una A que satisface
0 < A <1, el individuo obtiene una cartera con valor esperado igual a:

W(A) = A\ + (1 — \)W2 (4.10)
y varianza igual a:

o2()\) = 2203 + (1 = A)%03 + 2A(1 = Ny
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en donde ¢, es la covarianza entre las dos inversiones.
Considere la segunda de estas ecuaciones. Tenemos:

do?(\

df\) = 2[Mo? — (1= X)o3 + (1 - 2))¢y,)
d?0%(\
-—&3‘% = 2[0’%+0’%‘2§012}

Pero puesto que el coeficiente de correlacion se define por p =
iltima ecuacién como:

5"%&;, podemos escribir la

d?a?(\
Tg) =2 [a% + a% - 2p0102]

Ahora bien, sabemos que por la definicién de el coeficiente de correlacién, es siempre
2
cierto que —1 < p < 1. Por otro lado, resulta que %-@l es decreciente en p. Por tanto,

2
el valor minimo de %-@l ocurre en donde p = 1, es decir:

d?0?())

FIY =2 [a% - cr% - 2p0102] >2 [a% - a% - 20102] =2(o1 — 02)2 >0

En resumen, hemos averiguado que o%(\) es una funcién estrictamente convexa, es decir,
se cumple:

o?(\) < Ao?+ (1 - \)o? (4.11)

A partir de las ecuaciones (4.10) y (4.11), sabemos que comprando una combinacién
convexa de las dos inversiones, el individuo obtiene una cartera con valor esperado igual
a la combinacién convexa de los valores esperados de las dos inversiones, y con varianza
menor que la combinacién convexa de las varianzas de las dos inversiones. En la figura
4.13 se muestra el conjunto de posibles inversiones (una funcién) que, de acuerdo con lo
que acabamos de ver, es necesariamente una funcién céncava. El 6ptimo se produce dinde
la curva de indiferencia y la funcién de inversiones factibles son tangentes.

A
w
V(W:‘ ‘0_32}
”'2
w;
W)
of of At~ A} o} o
Figura 4.13.
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Un caso especial, pero muy importante, dentro del modelo anterior es la eleccién entre
un activo arriesgado y otro sin riesgo, es decir, Wy < Wy y 03 > 0% = 0. Puesto que la
inversién 1 tiene cero varianza, la covarianza también tiene que ser cero, ¢;, = 0. Dado
esto, la varianza de una combinacién convexa entre las dos inversiones es simplemente
o%(\) = (1 — A\)?03. Por otro lado, el valor esperado de la combinacién convexa es, como
antes, W(A\) = A\w; + (1 — A\)wsz. A partir de ahora, para simplificar la notacién, vamos a
definir W(A\) = W3 y 0?()\) = 03.

Nétese que, de la ecuacién para la varianza de la cartera final, podemos escribir:

(1-X) =

BE

y de allf:

A=1-

b

Si sustituimos estas dos valores en la ecuacién para el valor esperado de la cartera final,

tenemos:
E:;(U%) = (1 — g) w1 + (\/\/Z:if) W

= W + /02 (_w—2 “E‘)
= /o2 G
o3

La funcién ws3(co3) indica, en el espacio (W, 0%) las opciones factibles que tiene el indi-
viduo para su cartera final. Puesto que w3(c3) es una funcién lineal de la rafz cuadrada
de ag, es estrictamente céncava, y puesto que su primera derivada es:

dt_u;;(or%) o Wy — W)
@ "2 (VA

es también creciente (véase la figura 4.14). Es mds, su pendiente cuando A = 1 (es decir,
0% = 0% = 0) es infinita, y su pendiente cuando A = 0 (es decir, 03 = 03) es a0
2

>0

Como antes, el individuo que maximiza v(w,0?) = u(w) + %211” (W) sobre este conjunto
factible buscaria una tangencia entre una curva de indiferencia de esta funcién objetivo
y la funcién w3(03%). Recordamos que, puesto que hemos supuesto que v(, 0?) es cuasi-
céncava (tiene curvas de indiferencia convexas) y puesto que acabamos de ver que w3 (03)
es concava, existird un tunico punto 6ptimo.

Directamente de estas observaciones, podemos afirmar que minca serd 6ptimo fijar
A = 1, es decir, siempre serd 6ptimo incluir algo de la inversién arriesgada en la cartera.
Para ver esto, simplemente notamos que la pendiente de una curva de indiferencia es:

dw u” (W)

2|, 2u(m) + 2w (@)

Pero acabamos de ver que la pendiente del conjunto factible cuando A = 1 es infinita y,
consecuentemente, es imposible que haya una solucién en la que el inversor unicamente
compre la inversién libre de riesgo.
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w

Y

2= 2
o;=0 o3 o’

Figura 4.14.

EJERCICIO 4.16: Suponga que la segunda inversion (la arriesgada) es bi-dimensional,
y utilice la grdfica de riqueza contingente para demostrar que nunca hay soluciones en las
que un itnversor adverso al riesgo unicamente compra el activo libre de riesgo.

Por otro lado, también podemos pensar en situaciones en las cuales solamente se com-
pra la inversién arriesgada, es decir, que en el 6ptimo se fija A = 0. Esto serfa cierto si
resulta que la relacién marginal de sustitucién es menor que la pendiente del conjunto
factible para todos los posibles valores de A. En resumen, puesto que la relacién marginal
de sustitucién es creciente, y la pendiente del conjunto factible es decreciente, esto corres-
ponde con una situacién en que la relacién marginal de sustitucién no es mayor que la
pendiente del conjunto factible aiin cuando la tinica inversién en la cartera es la arriesgada:

W= —_ =
— u (w22) - wWa 2w1 (4.12)
2u' (W) + o5u” (W2) 203
Vamos a buscar una condicién suficiente para que se satisfaga (4.12).
Para empezar, puesto que osu” (W2) > 0, resulta que:
u" (Wo u (o 1 -
T 2u' (W ( 2) " (= = r(—) = 5 Ra(W2)
u'(W2) + osu (W) 2u'(w) 2
Entonces, podemos estar seguros de que se satisface (4.12) si resulta que:
1 Wy — W)
o ) =St :
3 Rall2) < 20, (4.13)

Por otro lado, recuerde que la aproximacién de Arrow-Pratt para la prima de riesgo
en este caso es:
2
— * o J—
Wy — Wy & f&(wg)

en donde wj es el equivalente cierto a la inversién arriesgada. Aceptando la aproximacién
como valida y reordenando, tenemos:

2(@2 - ‘w;)

2
03

Ra(W2) =
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Sustituyiendo en (4.13), tenemos una condicién suficiente para que la unica inversién que
se incluye en la cartera sea la arriesgada:

(Wa — w3) _ We — W

Wy + W
2 -_ 2
o3 205

2

= wp2> (4.14)

En resumen, una condicién suficiente para que el inversor invierte uinicamente en el
activo arriesgado es que el equivalente cierto correspondiente a esta inversién no sea inferior
a la media de los valores esperados de las dos posibles inversiones. Naturalmente, es mds
facil que se cumpla esta condicién cuando w; es pequeno (la inversién libre de riesgo no es
muy favorable), o (puesto que la condicién se satisface con seguridad si w3 = W3) cuando
w3 es cercano a W (lo que equivale a decir que la prima de riesgo es pequena), es decir,
que el inversor es muy poco adverso al riesgo. En términos gréficos, podemos representar
la situacién en una gréafica de riqueza contingente, como la figura 4.15, con la inversién
2 localizada en un punto w?, y entonces resulta que existe un valor maximo para 0,
digamos z, de tal forma que si W; < z, sabemos que el inversor nunca participard en el
activo sin riesgo. z se localiza en la grafica de tal modo que la distancia entre z y w3 es
exactamente la misma que la distancia entre w3 y ws.

>

rigueza en el estado 2

>
riqueza en el estado 1

Figura 4.15.

4.8 Resumen

1. Una situacién de riesgo corresponde con probabilidades conocidas objetivamente,
mientras que una situacién de incertidumbre corresponde con probabilidades co-
nocidas solamente sujetivamente. No obstante, una situacién de riesgo es un caso

especial de incertidumbre, puesto que las probabilidades objetivas serdn aceptadas
como sujetivas.

2. El primer investigador en sugerir que la funcién objetivo para un problema de incer-

tidumbre es el valor esperado de las utilidades de los premios fue Daniel Bernoulli
en el ano 1738.
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10.

11,

12,

13.

14.

15.

La teoria de la utilidad esperada fue demostrado por John von Neumann y Oskar
Morgenstern en 1944.

Se pueden analizar las elecciones en condiciones de incertidumbre cuando solamente
hay tres posibles premios en la grifica triangular de Marschak y Machina. Esta
grafica proporciona una sencilla manera de apreciar la aversién al riesgo, definida
como una situacién en la que un aumento en la varianza de la riqueza que mantiene
constante el valor esperado, resulta reducir la utilidad esperada final.

. La aversién al riesgo corresponde con una funcién de utilidad de los premios que es

concava.

Quizé el modelo més utilizado para analizar elecciones en condiciones de incerti-
dumbre haya sido el modelo de riqueza contingente de Arrow y Debreu, en donde
los premios (la riqueza contingente en los estados de la naturaleza) son variables y
las probabilidades fijas.

Si nos limitamos a solamente dos estados de la naturaleza, la aversién al riesgo se
manifiesta como curvas de indiferencia que son convexas hacia el origen.

La medicién de Arrow-Pratt de aversién absoluta al riesgo, R,(w), se define como
el negativo de la segunda derivada de la funcién de utilidad dividido por la primera
derivada. Se define para loterfas localizadas en un entorno de la linea de certidumbre
(loterfas pequenas).

Para loterfas relativas, la medicién de aversion al riesgo, R,(w), es R,(w) multipli-
cado por w, y resulta ser la elasticidad de la utilidad marginal.

Para problemas de incertidumbre, la funcién de utilidad, u(w), admite tinicamente
transformaciones lineales positivas, en lugar de cualquier transformacién monétona
positiva como en problemas de certidumbre.

La riqueza equivalente de certidumbre (el equivalente cierto) de una loteria es aquella
riqueza que, recibida con certidumbre, proporciona la misma utilidad esperada que
una loterfa con riesgo.

La prima de riesgo se define como la diferencia entre el valor esperado de una loteria
y su equivalente cierto. La prima de riesgo crece con aversién absoluta al riesgo y
con la varianza de la loterfa en cuestion.

Cuando riesgos se transfieren entre individuos, podemos establecer un precio méximo
de compra y un precio minimo de venta de una loterfa cualquiera. Si la aversién
absoluta al riesgo es decreciente, entonces para cualquier loteria el valor absoluto
del precio méximo de venta serd mayor que el valor absoluto del precio minimo de
compra.

Los dos ejemplos més importantes de transferencias de riesgo son los mercados de
seguros y los mercados financieros.

En un contrato de seguros entre un asegurado adverso al riesgo y un asegurador
neutral al riesgo, la eficiencia de Pareto se traduce en que la cobertura sea completa.
La prima que el asegurado paga por cobertura completa en un caso de un asegurador
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16.

17,

que compite en un mercado competitivo es equitativa, y la prima correspondiente al
caso de un asegurador monopolista es igual a la prima equitativa més la prima de
riesgo del asegurado.

Como una aproximacion a la utilidad esperada, se puede definir una funcién objetivo
que depende tinicamente del valor esperado y la varianza de la riqueza. Aunque esto
es una aproximacién, también en otro sentido es més general que el modelo de riqueza
contingente puesto que se puede acomodar a situaciones con un mimero general de
estados de la naturaleza.

En una eleccién entre un activo (inversién) sin riesgo y otro con riesgo, un individuo
adverso al riesgo siempre participard, por lo menos en parte, en el activo arriesgado.
Por otro lado, si el equivalente cierto del activo arriesgado no es menor que la media
de los valores esperados de los dos activos, entonces el individuo tinicamente invertira
en el activo arriesgado.
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Capitulo 5

Maximizacion del Beneficio de un
Productor

En los capitulos anteriores, hemos estado preocupados con las tipicas elecciones que hacen
individuos, entre bienes, entre periodos, o ante la incertidumbre. En este iltimo capitulo
sobre el equilibrio parcial, vamos a estudiar la eleccién de un productor de un bien. Co-
mo es habitual en la microeconomia, supondremos (inicialmente) que el productor estd
interesado en maximizar el beneficio monetario (ingresos menos costes) de su actividad
en un ambiente de absoluta certidumbre. Supondremos que su actividad consiste en la
produccién y venta de un solo bien.

En este capitulo, vamos a centrarnos en estudiar tinicamente la eleccion de la cantidad
y precio de una empresa, dando por comprendidos los aspectos preliminares que tradicio-
nalmente se estudian en relacién con la actividad de una empresa (teoria de produccién y
costes) aprendidos en los cursos de microeconomfa introductorios. No obstante, con el ob-
jetivo de defender los supuestos fundamentales sobre la funcién de costes que utilizaremos
en el resto del capitulo, en la primera seccién presentaremos un enfoque muy resumido de
esta teorfal.

En la segunda seccién, la materia se centra en presentar la eleccién del precio y la
cantidad para maximizar el beneficio en el mismo tipo de modelo (y entorno gréfico) que
ha sido utilizado en los capitulos anteriores. En este sentido, la presentacién de la materia
serd novedosa para la mayoria de los estudiantes, puesto que tradicionalmente se imparte
la maximizacién del beneficio con un cambio del entorno grafico’?. Ademss, el enfoque
utilizado aqui nos proporciona ciertos resultados sobre la existencia de soluciones, y sobre
los problemas habituales que pueden presentarse al respecto, incluido el de la condicién
de cierre (cuando la solucién consiste en producir una cantidad = = 0).

5.1 Resumen de produccién y costes

La teoria de la maximizacién del beneficio, tradicionalmente, consiste en estudiar en primer
lugar ciertos aspectos de la produccién y los costes. Normalmente, se supone que una
empresa funciona con una funcién de produccién que describe la cantidad médxima de

'Lectores que requieren un analisis més detallada deben consutar un libro de texto especializado, por
ejemplo, Andlisis Microeconémico (3%edicién) por Hal Varian (publicado por Antoni Bosch en 1993).

2En vez de contornos de una funcién objetivo y una restriccién, se suelen utilizar dreas en las graficas
para indicar el valor de la funcién objetivo, y la restriccién se incorpora sin més en la funcién objetivo.
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producto que se puede obtener a partir de un vector de factores de produccién en concreto,
r = f(v), en donde z es la cantidad de producto obtenida y v es el vector de factores
productivos. Se supone que la funcién de produccién es creciente en todos los factores
de produccién (producto marginal positivo) y, por lo menos para niveles suficientemente
altos de cada factor, también es céncava en cada factor (producto marginal decreciente)’.
Finalmente, se supone que la funcién de produccién es estrictamente cuasi-céncava (es
decir, tiene contornos convexos), y ademés, es usual suponer que es homogenea.

Habitualmente se supone que la empresa contrata los factores de produccién en merca-
dos competitivos, para que los salarios por unidad de factor empleado sean pardmetros en
el problema de la empresa. El coste total para la empresa consiste en la suma de la can-
tidad de cada factor empleado multiplicado por su salario. La produccién es eficiente si,
para un determinado nivel de producto, la configuracién de empleo de factores minimiza el
coste total (o, lo que es lo mismo, para un determinado nivel del coste total, se maximiza
el producto). Consecuentemente, la produccion eficiente es el resultado de un problema
de minimizacién restringida muy cldsico, y la solucién siempre ocurre en un punto de
tangencia entre un contorno de la funcién de produccién (llamado curva isocuanta) y un
contorno de la funcién de costes (isocostes). Claramente, la produccién eficiente es una
condicién necesaria (aunque no suficiente) para maximizar el beneficio final de la empresa.

La unién de todos los puntos de produccién eficientes se llama la senda de expansién.
Cuando se trata de un problema con solamente dos factores, que habitualmente son mano
de obra (v; = L) y capital (v = K), la senda de expansién es una funcién K = S(L).
Resulta que, si la funcién f(L, K) es cuasi-céncava, entonces la senda de expansién es una
funcién monétona, y en particular, se caracteriza por S’(L) > 0. Si se sustituye la senda
de expansién en la funcién de produccién, se obtiene = f(L,S(L)), que es una funcién
de una sola variable (la mano de obra). Si escribimos f(L,S(L)) = h(L), entonces la
funcién h indica la cantidad de producto total que se puede obtener utilizando la cantidad
de mano de obra L y suponiendo que la produccién es eficiente.

Los supuestos sobre la funcién f implican que h(L) serd monétona creciente, y por
tanto admite su inversa, L = h~!(z). Puesto que h'(L) > 0, también es cierto que
h=Y(x) > 0. Es més, dentro del supuesto de que la funcién de produccién es homogenea,
es muy sencillo demostrar que la senda de expansién seré lineal, S”(L) = 0. Pero en este
caso, puesto que f es céncava en ambos argumentos, resulta que h(L) serd una funcién
céncava, y correspondientemente, h~!(z) serd una funcién convexa.

Ahora, podemos directamente escribir la funcién de costes, suponiendo que la pro-
duccién es eficiente, en términos de producto total en lugar de como una funcién de los
factores. Si el salario de la mano de obra es w y el del capital es r, tenemos un coste de
produccién que se puede expresar como:

wL+rK =w [h"l(a:)] +r [S(h_l(:c))] = c(z)

Nétese que, siendo h(L) una funcién creciente y estrictamente céncava, h™'(z) es
creciente y estrictamente convexa, y ademds, siendo f(L, K) una funcién homogenea,
tenemos S(L) lineal. Juntos, resulta que c¢(z) serd una funcién creciente (¢'(z) > 0) y
estrictamente convexa (¢”(z) > 0). Estos serdn los supuestos sobre la funcién de costes
que utilizaremos de aqufi en adelante.

*Es muy facil demostrar que, aunque la funcién de produccién presente, para cantidades de factores
pequenos, producto marginal creciente, cualquier punto de maximizacién de beneficio siempre ocurre en
un punto de producto marginal decreciente.
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EJERCICIO 5.1: Suponiendo que la funcion de produccion depende solamente dos
factores (K y L) y que es estrictamente concava, represente gréficamente los conjuntos de
curvas iso-cuantas, las curvas iso-costes y la senda de expansion. Represente una seqgunda
senda de expansién correspondiente a un salario para la mano de obra mayor.

EJERCICIO 5.2: Demuestre que la elasticidad de la funcidn de costes con respecto
del salario de mano de obra es menor que 1, condicionado a que la produccion x sea
constante.

EJERCICIO 5.3: Escriba la funcion de beneficios como funcién de los factores de
produccion y sus salarios, suponiendo que la empresa actua en un ambiente de perfecta
competencia (es decir, el precio al que vende su producto es constante). Demuestre que un
aumento en el salario de uno de los factores disminuye el beneficio en el éptimo.

5.2 La maximizaciéon del beneficio

En esta seccién, supondremos directamente que la empresa produce de manera eficiente,
y por tanto la produccién de una cantidad x da lugar a unos costes monetarios indicados
por la funcién de costes, c(x). Como acabamos de ver, es l6gico que supongamos ¢/ (z) > 0
para todo posible z, es decir, producir una cantidad mayor implica un mayor coste, y que
la funcién de costes es estrictamente convexa para todo z, es decir, ¢’(z) > 0.

Puede haber ciertos costes que independientes de x, asi que en general supondremos
¢(0) > 0, en donde nos referimos a ¢(0) como los costes fijos de la empresa. A cambio, los
costes variables, cv(z), siempre dependen de z, y en particular cv(0) = 0. La funcién de
costes totales se puede escribir como la suma de costes variables y fijos, ¢(z) = cv(x)+¢(0).
Claramente, tenemos cv'(z) = ¢(z) y ev”(z) = ¢’(z), asf que la funcién de costes variables
es también creciente y estrictamtente convexa, y cumple cv(0) = 0. Puesto que, para
cualquier funcién g(z) creciente y convexa es cierto que ¢'(z)(z — xg) > g(x) — g(xo) para
todo = > xg, tenemos:

cv'(z)(z — zo) > cv(z) — cv(zg) para todo = > x¢

Utilizando > xp = 0, y recordando que cv(0) = 0, tenemos directamente el hecho de
que:

cv(x)

' (z) > —, para todo z > 0 (5.1)

que es una ecuacién que serd utilizada mas adelante.

Por otra parte, el ingreso del productor es, por definicién, el precio unitario al que vende
su produccion (p) multiplicado por la cantidad que vende (x), R = pz. Supondremos que
el precio maximo al que el productor puede vender una cantidad = viene determinado por
el mercado con una funcién D(z), es decir, en todo momento el productor debe respetar
la restriccién que le impone el mercado, p < D(z). Como bien debe el lector recordar
de cursos de microeconomia introductoria, exactamente lo que deberfamos entender por
esta funcién depende del ambiente competitivo en que actia el productor (competencia
perfecta, monopolio u oligopolio). Aquf supondremos sin més que D’(z) < 0 para todo
z, aunque claramente el caso de competencia perfecta corresponde con D'(z) = 0, y el
monopolio corresponde con D'(z) < 0, puesto que en este segundo caso D(z) es la demanda
de mercado. Como siempre, habra también una restricciéon de no-negatividad, = > 0, que,
por las mismas razones que en los capitulos anteriores, nos tomamos la libertad de ignorar
en lo que sigue.
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El beneficio monetario del productor es B(p,z) = px — c¢(z). En el espacio (p,z),
podemos representar las curvas de “indiferencia” del productor, que llamaremos curvas
isobeneficio. En primer lugar, del teorema de la funcién implicita, la pendiente de una
curva isobeneficio es:

dp _d=@)-p
= b - (5.2)

que es negativa si ¢/(z) < p, positiva si ¢/(z) > p e igual a cero si ¢(z) =
Cuando x se aproxima a 0 sobre una curva isobeneficio caracterizada por ¢/(z) < p, es
decir, se consideran puntos sobre una curva isobeneficio cada vez mas cercanos al eje de
los precios, la pendiente de la curva de isobeneficio se acerca a:
!
lim ﬂ = —00
z—0 T
En otras palabras, todas las curvas de isobeneficio que se encuentran por encima de la
curva de coste marginal son asintéticas al eje del precio.
Por otro lado, podemos investigar la convexidad de las curvas isobeneficio con su
segunda derivada:

& (C@-%)z-(@-p)
dz?|pg z?
_ (d(x)z - (d(z) —p)) - (d(z) — p)
2
' (x)r —2(d(x) —
. Elele=RlEe)) -

El signo de (5.3) es el mismo que el signo de su numerador. Puesto que hemos su-

puesto ¢’(x) > 0, claramente tenemos —{3 s > 0 siempre y cuando <2 -~ P <0, es

decir, las curvas isobeneficio son estrictamente convexas si d(z) < p. Su convexidad es
indeterminado cuando ¢/(z) > p, pero afortunadamente, como veremos en seguida, esta
indeterminacién es irrelevante para el problema.

Por otro lado, considere dos puntos caracterizados por p; > p2 y 1 > 2, y con
d(xz;) < pi i = 1,2. Por lo que acabamos de ver, ambos puntos estdn sobre curvas de
isobeneficio convexas con pendiente negativa, pero la curva que pasa por el primer punto
estd por encima de la curva que pasa por el segundo. Sin embargo, puesto que:

dB(»,7) _ .50
dp
dB(p, :17) o ’

para cualquier punto caracterizado por ¢/(xz) < p, tanto un aumento en el precio como
un aumento en la cantidad contribuyen a incrementar el beneficio. Por tanto, tenemos
B(p1, 1) > B(p2, x2), es decir, la curva isobeneficio que pasa por el primer punto indica un
beneficio mayor. En resumen, curvas isobeneficio més alejadas del origen indican niveles
de beneficio mayor (son més preferidas por el productor).

Puesto que B(p, :r:) = px — ¢(x), y que una curva isobeneficio mantiene constante el
beneficio, B(p,z) = B, la ecuacién exacta de una curva isobeneficio es px — c(z) = B, es
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decir, para cualquier z > 0 una curva isobeneficio es:

RS -

Ahora, de la ecuacién (5.1) podemos escribir:

para todo z > 0y todo y <0

p= —

Pero puesto que cv'(x) = ¢(z), y utilizando y = B + ¢(0), tenemos:

> Sl +::(U) e c(:r];— i para todo z > 0 y todo B < —¢(0)

d(z)
En términos gréficos, esto implica que la curva isobeneficio que corresponde a un nivel del
beneficio que es menor o igual al negativo del coste fijo se encuentra siempre por debajo
de la funcién de coste marginal.
Finalmente, utilizando la regla de L "Hopital, resulta que:

ev(z) _ ev/(a)

lim =cv'(0
y entonces, para cualquier y > 0, tenemos:

. cv(z)+

lim il cv’(0) 4+ 0o = oo

x—0 T

es decir, para cualquier nivel del beneficio que es mayor (por muy poco que sea) que el
negativo del coste fijo, existe una parte de la curva de isobeneficio que se encuentra por
encima de la curva de coste marginal y que se hace asintética al eje de los precios. En la
figura 5.1 se representan tres curvas isobeneficio junto con la curva de costes marginales.

)
P

B(p,x) =B, > B,

B(p.x) = — c(0)

Y

Figura 5.1.

EJERCICIO 5.4: Demuestre que la curva isobeneficio que corresponde a un nivel del
beneficio negativo también es asintdtica al eje de los precios, pero con pendiente negativa.
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Ahora, la decisién del productor se puede plantear como un problema de maximizacién
restringida, en donde la funcién objetivo viene a ser representado geometricamente por
las curvas isobeneficio, y la restriccién es p < D(z). En efecto, el problema es maximizar
B(p, z) = px — ¢(x) bajo la condicién —D(z) < —p. Si suponemos por el momento que se
satisfacen los requisitos para la existencia de un 6ptimo tnico (funcién objetivo céncava
y restriccién convexa) el Lagrangiano correspondiente al problema es:

L(z,p,6) = px — c(z) + 6 (D(z) — p)

Las condiciones de primer orden son:

0L, 2%8) _ e _5-0
dp g

3L(p*1$*!6) i R Fle®)
e = p*'-d(z*)+6D(z*) =0

v la condicién complementaria de holgura es:
6(D(z*) —p*)=0

Claramente, si en la solucién tenemos que la produccién es positiva, z* > 0, entonces la
primera condicién de primer orden indica que § > 0, y asf de la condicién complementaria
de holgura, D(z*) = p*, es decir, el productor cobrara el precio maximo que el mercado
le permite. Pero en este caso, la segunda condicién de primer orden ya nos indica que:

C’ x# — m*
I*D’(ﬂft) — Cf(.’L") _pm — Dl(m*) p— %
es decir, la solucién es aquel punto sobre la funcién p = D(z) tal que haya una tangencia
con una curva isobeneficio.

P A

sl )
c(x

R'(X:l D{X)

A\

X\ x

Figura 5.2.

Este tipo de solucién estd representada en la figura 5.2 para el caso mas interesante,
D'(z) < 0. Notemos de paso que, puesto que en la solucién se tiene D(z*) = p*, podemos
escribir la condicién de primer orden como:

_ d(z*) - D(=")

D'(z*) .

= D'(z*)z* + D(z*) = d(a*)
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Pero recordando que el ingreso es R(z) = D(z)z, el ingreso marginal es R'(z) = D'(x)z +
D(zx), asf que la condicién de primer orden indica que en el 6ptimo se igualan el ingreso
marginal y el coste marginal (tal como se representa en la figura 5.2).

El problema, por supuesto, es que hemos tenido que suponer que se satisfacen las
condiciones necesarias para existencia de un 6ptimo unico, es decir, que la funcién objetivo
es concava y que la restriccién es convexa. Debemos investigar estos supuestos algo mas.
En primer lugar, nétese que siempre seré cierto que, si z > 0 el productor cobrara un precio
que agota las posibilidades del mercado, es decir, independientemente de todo, siempre
serd cierto que p* = D(z*). Para ver que esto siempre seré cierto, basta observar que la
primera derivada del beneficio con respecto de p es siempre estrictamente positiva cuando
el productor tiene algo que vender (z > 0). Entonces, nunca serd optimo cobrar un precio
de venta de una cantidad positiva que no sea el maximo que la restriccién permite. Dado
esto, podemos rehacer el problema en una sola dimensién; maximizar B(z) = D(z)z —c(z)
con respecto de x. La condicién de primer orden es:

B'(z*) = D'(z*)z* + D(z*) - d(z*) =0
y la condicién de segundo orden es que B(x) sea céncava alrededor del 6ptimo:
BY(z*) = D" (z*)=* 4+ 2D/(=*) = "(*) < O
Ahora, puesto que p* = D(z*), la condicién de primer orden se puede escribir como:

_dE)-p

D(z*)z*+p*-d(z*)=0 = D'(z*) -

es decir, es la misma solucién encontrado antes (tangencia entre isobeneficio y la funcién
D(x)). Pero ahora considere la condicién de concavidad de la funcién de beneficios. Si
sustituimos la condicién de primer orden en la segunda derivada del beneficio, tenemos:

d(z*) -p

:I:#

D' (z%)z* +2 ( ) —'(z*) <0

Pero a su vez, esto se reordena para obtener:
(%) — 2 (—(—)—P— &)= )
I‘

:L.t

D'(z*) <

es decir:
¢’ (z*)z* —2(c(z*) - p°)

Du(g;*) < (:r:‘)2

En otras palabras, notamos que de la ecuacién (5.3), la condicién de segundo orden
requiere que D(x) sea, alrededor del 6ptimo, menos convexa que la curva isobeneficio que
pasa por el punto 6ptimo, tal y como se ha representado en la figura 5.2. Vamos a llamar a
la solucién en donde D(z) es, localmente, menos convexa que la curva isobeneficio pasando
por el punto de tangencia entre ambos una selucién de tipo 1.

En este momento, podemos senalar un caso especial, pero muy importante. Si el
productor funciona en un ambiente de competencia perfecta, resulta que puede vender
cualquier cantidad de producto a un precio dado, es decir D'(z) = D"(z) = 0. Pero
el hecho de que D'(z) = 0 implica directamente que en el 6ptimo se tiene ¢/(z*) = p*.
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Gréficamente, la tangencia entre una curva isobeneficio y una linea de pendiente cero
ocurre en donde la curva isobeneficio intersecta a la linea de coste marginal. Pero por otra
parte, la condicién de segundo orden viene a ser:

! *
D'(z*) < i-gf—)
que siempre se cumple con D”(z) = 0 y ¢”"(z) > 0. Por tanto, los problemas planteados
dentro de la competencia perfecta son particularmente faciles de resolver, puesto que
siempre se satisfacen la condicién de segundo orden para un éptimo (es decir, siempre se
corresponden con una solucién de tipo 1).

Por otro lado, cuando se tiene un problema caracterizado por D’(z) < 0, por ejemplo el
caso de un productor monopolista, no se puede garantizar el cumplimiento de la condicién
de segundo orden. Cuando D’(z) < 0, sf serd cierto que la funcién objetivo es cuasicéncava,
por lo menos en aquella parte relevante. Para ver esto, nétese que, como ya hemos visto
anteriormente, las curvas de isobeneficio son estrictamente convexas en cualquier punto
que satisface ¢/(z) < p, es decir, condicionado a que ¢/(z) < p, la funcién B(p,z) es
cuasicéncava. Pero no puede nunca haber una solucién con ¢/(z) > p. Para ver esto,
basta observar que en cualquier punto que satisface ¢/(z) > p la curva isobeneficio tiene
pendiente positiva, y por tanto tiene que intersectar a la curva D(z) desde abajo. Pero
entonces una reduccion en z a lo largo de D(z) implicard un movimiento hacia una curva
isobeneficio mayor. En conclusién, en todo momento podemos restringirnos al conjunto
de puntos que satisface ¢/(z) < p, y en esta zona B(p,z) es cuasicéncava.

En cuanto a la restriccién, p < D(x), primero nétese que para escribir la Lagrangeana
correctamente, la debemos escribir en la forma —D(z) < —p, y siguiendo lo que hemos
hecho en capitulos anteriores, se requiere que —D(z) sea una funcién convexa. Pero existen
fuertes razones para pensar que la curva de demanda de mercado, la funcién D(x) para
un monopolista, es estrictamente convexa. Por ejemplo, si las curvas de utilidad de los
consumidores son de tipo Cobb-Douglas, es muy fécil calcular que sus curvas de demanda
Marshalliana serdn estrictamente convexas y asintéticas a ambos ejes. En este caso la
funcién de demanda de mercado también serd convexa. Pero si D(z) es convexa, resulta
que —D(z) es céncava®.

No obstante, como la figura 5.2 indica, realmente solamente es suficiente (y no necesa-
rio) que —D(z) sea convexa. Tal y como hemos ya expuesto, lo inico que se requiere para
una solucién interior de tipo 1 (como la que se representa en la figura 5.2) es que la curva
D(z) sea (localmente) menos convexa que la curva isobeneficio, algo que es mucho més
facil de que se cumpla. En aras de reducir el mimero de posibilidades, vamos a suponer
que la curva D(z) tiene derivadas monétonas, es decir, se cumple D'(z) < 0 en todos los
puntos x y que si es convexa, entonces es convexa en todo su recorrido.

El siguiente resultado serd de gran utilidad para lo que sigue:

Resultado 5.1: Tomando dos puntos cualesquiera, 1 y x2 ambos sobre la funcién
D(z), tales que 1 > x2 > 0 y D(x;) > d(x;) i = 1,2, se cuumple que la pendiente de la
curva isobeneficio que pasa por x, es mayor que la pendiente de la curva de isobeneficio
que pasa por Ts.

Puesto que con D(x) > ¢/(x) la curva isobeneficio tiene pendiente negativa, el resultado
5.1 indica que la curva isobeneficioo que pasa por un punto més alto sobre D(z) es mds

‘La funcién —D(z) satisface el requisito de ser convexa si es lineal, un caso especial frequentemente
supuesto en cursos de microeconomia introductorias, pero realmente muy poco realista.

108



inclinada que la curva que pasa por un punto mas bajo®. En términos formales, recordando
que la pendiente de una curva isobeneficio en un punto p = D(z) es:

d(z) — D(z)

el resultado es:

C’(.Tl) - D(Jtl) % C'(:Bz) — D(:L‘g)
I 9

Vi, 29 : 21 > 23 >0, D(z5) > d(z)i=1,2

Para ver que esto es cierto, solamente tenemos que derivar la ecuacién para la pendiente
de una curva isobeneficio condicionada a un punto sobre la funcién D(z):

(29 _ (@) - Da)s — (@) - D)
dx T

El signo de esta expresién es igual al signo de su numerador, pero puesto que ¢’(z) > 0
y D'(z) < 0, tenemos (¢’(z) — D’'(z)) z > 0. Luego, también por el supuesto de entrada,
resulta que (¢(z) — D(z)) < 0, de donde — (¢/(z) — D(z)) > 0, y entonces el numerador es
la suma de dos términos positivos. Por tanto, la derivad®es positiva, es decir, la pendiente
de las curvas de isobeneficio crece (se hacen més planas) segin se incrementa z a lo largo
de la curva D(z).

Ahora, se recuerda al lector que existen siempre segmentos del mapa de curvas de iso-
beneficio que se encuentran por encima de la curva de coste marginal, que tienen pendiente
igual a 0 en donde se cortan la curva de coste marginal, que son curvas estrictamente con-
vexas, y que son asintéticas al eje de los precios. Puesto que D'(z) < 0y ¢’(z) > 0, si
suponemos que ¢’(0) < D(0), entonces necesariamente existe un punto de interseccién en-
tre las dos curvas D(z) y ¢(z). Llamemos a este punto g, es decir, Ty «— D(Zo) = /(Zp).
Pero puesto que la curva isobeneficio que pasa por el punto Zo lo hace con pendiente nula
(ya que Ty estd sobre la curva de coste marginal) esta curva tiene que pasar por puntos que
estdn por debajo de la curva D(z) en donde p > ¢/(z). Pero esta curva también se hace
asintética al eje de los precios, asi que si suponemos que D(z) es finito en z = 0, es decir
D(0) < oo, entonces la curva isobeneficio que pasa por el punto Ty volverd a intersectar
a D(z) en algun punto Zo que satisface 0 < Ty < Zp. En resumen, si D(z) es convexa, se

tiene:
T To

0

Todo esto esté representado en la figura 5.3.

La existencia de las dos puntos de corte entre D(z) y la curva isobeneficio que pasa por
Tp y Tp implica que existird también otra curva isobeneficio, mayor que la que pasa por Zy,
que también tocard a D(z) en dos puntos, digamos Z; y 7; tales que Tp < T3 < T; < Tp.
Ademés, por el resultado 5.1, la diferencia entre las pendientes de la curva de isobeneficio
en los puntos T; y T es necesariamente inferior a la diferencia entre las pendientes de la
curva de isobeneficio en los puntos Ty y Zo. Pero si la pendiente de la curva isobeneficio en
el punto ; no es igual a la pendiente en el punto z;, entonces el argumento se puede volver
a repetir, con la diferencia entre las pendientes de la isobeneficio en T; y 7; cada vez menor.

% Por supuesto, pueden ser dos puntos sobre la misma curva iso-beneficio.
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B( X, = B(x)

Y

Figura 5.3.

El argumento indica que el proceso nos llevarda a un punto, xz*, para el que z; = ¥; = z*,
en donde la ecuacién (5.5) nos indicard, que la curva isobeneficio serd tangente a la curva
D(z):

d(z*) — D(z*)

m#

D(z®) =

es decir, una solucién de tipo 1.

Este argumento nos lleva a la conclusién de que, dentro de los supuestos de que la
funcién D(z) satisface ¢/(0) < D(0) y D(0) < oo, siempre podemos garantizar la existencia
de una solucién de tipo 1 (solucién unica), en un punto de la curva D(z) por encima de la
curva de coste marginal, es decir, con un beneficio mayor que el negativo del coste fijo. Por
tanto, la empresa minca tendrd que cerar (es decir, minca serd 6ptimo producir z = 0),
puesto que cuando cierre, su beneficio serd igual al negativo del coste fijo.

En otras palabras, para que sea interesante tener en cuenta la posibilidad de que una
empresa pueda encontrar que su 6ptimo sea cerrar, tenemos que modificar alguno de los
supuestos iniciales. Entre los mds 6bvios son, que la curva de costes sea siempre convexa
(incluso para niveles muy pequenos de x), y que D(0) < co. Aquf solamente discutiremos,
aunque superficialmente, la segunda de estas opciones.

Si la curva D(x) tomara un valor infinito en z = 0, entonces el argumento anterior
sobre la existencia de una solucién de tipo 1 no seria valida. En este caso, es factible
que no haya nunca puntos que satisfacen la condicién de primer orden. Pero, puesto
que sabemos que las curvas isobeneficio siempre tienen algunos puntos con una pendiente
mayor que D(z) (suponiendo que D(x) es estrictamente decreciente), dado que llegan a
tener pendiente nulo (e incluso positivo), una situacién de no existencia de un punto que
satisface la condicién de primer orden tiene que corresponder uinicamente al caso en el
que, en todos los puntos sobre D(z), la curva isobeneficio correspondiente es mds plana

que D(zx), es decir:
x

Pero esta condicién se reordena facilmente para obtener ¢/(z) > D'(z)xz+ D(z) = R'(z), es
decir, el coste marginal es siempre mayor que el ingreso marginal. En este caso, lo éptimo
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es, por supuesto, cerrar la empresa, es decir z* = 0, puesto que cualquier disminucién en
z implica un ahorro (el negativo del coste marginal) mayor que el coste de oportunidad
correspondiente (la pérdida marginal en el ingreso). Puesto que todas las curvas de isobe-
neficio tienen pendiente de —oo en & = 0, la posibilidad de que el coste marginal siempre
sea mayor que el ingreso marginal solamente puede darse si la curva D(z) también tiene
pendiente igual a —oc en = = 0.

No obstante, notemos que esta situacién es muy irregular, desde un punto de vista
empirico. Para ver esto, simplemente notar que, si la curva D(z) es asintética al eje
vertical, y que ademds es siempre més inclinada que la curva isobeneficio, entonces segiin
se mueve hacia arriba sobre la curva D(z) se estd moviendo hacia curvas de isobeneficio
mayores. Sin embargo, en el limite del proceso, se acaba en una curva de isobeneficio
menor que todas ellas, incluso menor que la curva de coste marginal (recuerde que, como
hemos visto arriba, la curva de isobeneficio que corresponde con un beneficio igual a —c(0)
se encuentra por debajo de la curva de coste marginal). Entonces el proceso es discontinuo
en el punto z = 0.

Ademads, si D(0) = oo, el beneficio del productor que no produce serfa imposible de
determinar, dado que el ingreso serfa co x (. Puesto que ningiin empresario en el mundo
real discutirfa que, cuando no se produce, no se obtienen ingresos, debemos entender que
el “precio” unitario que se obtiene cuando no se vende es estrictamente finito. Esto es
mads importante de lo que puede parecer, puesto que la opcién de cerrar siempre debe ser
tomada como una posibilidad més entre las factibles, y entonces tiene que dar un beneficio
que es, por lo menos, comparable con el beneficio que se obtiene con cualquier otra eleccién
de z. El supuesto D(0) < oo garantiza que el beneficio de no producir es igual al coste
fijo%, B(0) = —c(0).

EJERCICIO 5.5: Demuestre que, si un monopolista suministra el bien r1 a un
mercado en el que todos los consumidores tienen funcién de utilidad u(x) = x?xé'“ Y
riqueza de w, entonces no existe solucion de tipo 1.

5.3 Resumen

1. La funcién objetivo de una empresa es su beneficio monetario.

2. La restriccion es el precio mdaximo para cada nivel de producto, D(z). Suponemos
que esta funcién es decreciente, D'(z) < 0 y puede ser convexa.

3. Suponiendo que la funcién de produccion es creciente y céncava, entonces la funcién
de costes de la empresa serd creciente y convexa en .

4. En el espacio de los precios y produccién, (p,z), existen curvas de isobeneficio. En
cualquier punto por encima de la curva de coste marginal, la curva isobeneficio
es decreciente y convexa. En donde corta a la curva de coste marginal, la curva
isobeneficio tiene pendiente nula, y por debajo de la curva de coste marginal, la
curva isobeneficio es creciente.

5. La curva isobeneficio correspondiente a un beneficio igual o menor que el negativo
de los costes fijos se encuentra por debajo de la curva de coste marginal en todo su
recorrido.

58i se trata de una situacién de corto plazo, con algin factor fijo, entonces el coste fijo serd positivo,
mientras que en el largo plazo, cuando todos los factores son variables, el coste fijo serd igual a 0.
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6. Las curvas isobeneficio correspondientes a un beneficio mayor que el negativo de los
costes fijos es asintética al eje de los precios.

7. Si la curva D(x) satisface los requisitos de que sus derivadas son monétonas y que
d(0) < D(0) < oo, entonces siempre existe una solucién de tipo 1, en donde la
empresa produce una cantidad estrictamente positiva y obtiene un beneficio mayor
que el negativo de los costes fijos.
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Capitulo 6

Introducciéon

En la primera parte de este libro se han estudiado una serie de problemas cuyo denomi-
nador comiin era que se contemplaba la toma de decisién de un solo individuo, tomando
cualquier otro aspecto de su entorno como constante. Tales situaciones se conocen ge-
néricamente como “equilibrio parcial”. Cuando mds de un individuo toma una decisién
simultdneamente el entorno se conoce como “equilibrio general”, y esto es lo que nos pro-
ponemos a estudiar en esta segunda parte. Estas, por lo menos, son las definiciones que
aplicamos aquif, por captar la esencia de cada uno de los dos tipos de equilibrio. Otros
autores definirian un equilibrio parcial como el estudio de un mercado, independiente de
otros mercados, y el equilibrio general como el estudio de todos los mercados simultanea-
mente. Puesto que el estudio de un mercado implica estudiar simultaneamente la curva de
demanda (agregacién de la demanda de cada demandante) y la de oferta (agregacion de
la oferta de cada oferente), también presenta aspectos de equilibrio general, aunque no se
tiene en cuenta el efecto que puede tener otros mercados sobre el que se estd analizando.

El aspecto mds importante en un problema de equilibrio general es la existencia de
interrelaciones entre los procesos de eleccion implicando que cada problema tiene una
influencia sobre los demds. De la misma manera que en un problema de equilibrio parcial,
en donde el equilibrio se alcanza cuando el individuo en cuestién toma su decisién 6ptima,
el equilibrio en un sistema con muchas decisiones interrelacionadas se alcanza cuando todos
los individuos toman, simultdneamente, decisiones 6ptimas.

Como ejemplo de este tipo de situacion, se considera un mercado de un bien homo-
géneo que estd suministrado por un nimero reducido (pero mayor que 1) de productores
independientes. El problema de cada productor individual consite en elegir la cantidad
del bien que desea producir y poner en venta. Claramente, esta decisién se toma en fun-
cién del precio final de venta de cada unidad, que a su vez estd determinado por la suma
total de las cantidades ofertadas por cada productor. En este sentido, la eleccién de cada
productor influye sobre el precio, que luego influye sobre la decisién de cada productor, y
correspondientemente, todos los problemas de eleccién estdn interrelacionados mediante
su efecto sobre el precio de mercado.

El estudio del equilibrio general tiene una historia de lo mds variopinto e interesante,
que sigue desarrolldandose hasta el presente, y de la cual nos ocuparemos enseguida. No
obstante, de inmediato debemos resaltar un aspecto primordial para la teorfa del equilibrio
general, y asi dejar asentadas las bases de lo que sigue. Desde hace més de 50 anos, la
teoria del equilibrio general ha seguido dos lineas diferentes, separadas por los supuestos
que definen el modo de andlisis. Por un lado, tenemos lo que se conoce en general por “la
macroeconomia”, en donde se plantea el equilibrio general de un sistema definido a partir
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de un proceso de agregacién, y por otro, tenemos el equilibrio general “microeconémico”,
en donde se plantea el juego entre todos los problemas de eleccién, y una vez conocidas
las decisiones 6ptimas, se pueden juntar para determinar los datos agregados. En todo
caso, la diferencia importante entre los dos enfoques es el momento en el cual se plantea la
agregacion - en la macroeconomia, se agrega antes de resolver el sistema de ecuaciones!,
mientras que en la microeconomia se agrega una vez resuelto el sistema de ecuaciones.

Por supuesto, el enfoque de la macroeconomia proporciona un sistema de ecuaciones
mucho més reducido, y por tanto menos costoso de analizar, pero con un coste de precisién
anadido por tratar con bienes e individuos que son, en cierto sentido, medias ponderadas de
los que realmente existen. Por otro lado, la macroeconomia proporciona también sistemas
y reglas generales con bastante aplicabilidad a los problemas reales, cosa que dificilmente
es posible con un sistema planteado microeconémicamente. En la macroeconomia pues,
se gana manejabilidad a costa de precisién, mientras que en la microeconomia se sacrifica
manejabilidad por no perder precisién. Una medida exacta de la pérdida de precision
que admite la macroeconomia pero que la microeconomfa no tolera es un problema sin
resolver, y asf es imposible saber cudl de los dos enfoques es en realidad més razonable. No
obstante, aquf nos limitamos a sefialar que, con el constante incremento en las posibilidades
de utilizacién de la informédtica, se pueden manejar sistemas cada vez més complicados
con un menor coste, y asf, cualquier sacrificio hecho en aras de aumentar la manejabilidad
es menos razonable.

6.1 Un breve repaso histérico por el equilibrio general

El estudio de los sistemas de equilibrio general es tan antiguo como la propia ciencia
econémica. Aunque el proceso de investigacién ha sufrido diversos cambios de rumbo,
sobresalen no pocos logros importantes desde que Adam Smith inicié el estudio de los
fundamentos tedricos que determinaban el funcionamiento de las economfas de los paises
al final del siglo XVIII. El objetivo de esta seccién es poner de manifiesto, aunque de
manera muy resumida, estas lineas de estudio asi como los logros méas notables que pueden
encrontrarse en ellas.

Los autores clasicos estaban plenamente convencidos de la existencia de curvas de
oferta y de demanda de cualquier bien, definidas a partir de las elecciones individuales
de los oferentes y demandantes. También aceptaban el concepto de equilibrio definido
como el precio al que la demanda total y la oferta total son iguales en el mercado. Si nos
olvidamos de los bienes gratuitos (que solamente pueden existir con exceso de oferta), y
de los problemas tipicos de ninguna intersecciéon entre oferta y demanda o mas de una,
podemos analizar un sistema correspondiente de un solo mercado como sigue. La demanda
del bien z viene dada por la funcién D;(p:), y la oferta del bien por la funcién S.(p:),
en donde p; es el precio del bien z. El equilibrio en el mercado se alcanza al precio p}, tal
que Dz(p;) = Sz(p)-

Ahora, recuerde que cuando hemos estudiado la demanda (equilibrio de un consumidor)
en el capitulo 2, todo se hizo utilizdndo dos bienes. En particular, la cantidad éptima (la
demanda) de cada bien viene a ser funcién del precio de ambos. Mds en general ain,
podemos plantear que existe cualquier mimero n de bienes, y entonces la demanda de
cada uno dependera de los precios de cada uno, D;(p1,p2,...,pn) = Di(p). De la misma

'Por ejemplo, en el conocido modelo IS-LM, todos los mercados reales se reducen mediante agregacion
a solamente tres (bienes, dinero y bonos), y luego se busca el equilibrio simultdneo.
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manera, podemos plantear que la oferta de cada bien también depende de los precios
de todos los bienes, S;(p1,p2,...,pn) = Si(p). Ahora, un equilibrio se definird como el
vector de precios no negativos, p* = (p], p3, ..., Py), tal que en cada mercado la oferta y la
demanda son iguales, S;(p*) = D;(p*) i =1,2,...,n.

Histéricamente, se han estudiado 4 temas importantes referentes al equilibrio general:

1. existencia de un equilibrio general, y luego, suponiendo que existe
2. unicidad del equilibrio

3. estabilidad del equilibrio

4. eficiencia del equilibrio.

Los economistas cldsicos (Smith, Ricardo, Mill, Marx, y Jevons entre otros) tenfan una
nocién bastante fuerte, aunque imprecisa, del concepto de equilibrio como las condiciones
hacia que una economia converge a lo largo del tiempo, y a las que regresa después de una
variacién exégena. No obstante, en esta época nunca se hizo un intento serio de formalizar
la idea matemaéticamente.

La gréfica tipica de oferta y demanda de equilibrio en un solo mercado se debe a
Alfred Marshall, aunque el mismo concepto y presentacién matemaética fue introducido
por Cournot unos 50 anos antes?. Cournot reconocié que el equilibrio parcial (un solo
mercado) consistia en un caso especial, y que lo apropriado era un modelo con miltiples
interacciones entre muchos mercados.

El primer intento de formalizar un modelo de equilibrio general fue hecho por Leon
Walras en el ano 1874, con un trabajo que senté las bases para la investigacién de la
primera mitad del siglo XX. En su modelo, Walras menciona claramente que, para que
una economia se encuentre en un equilibrio general con n bienes, tiene que existir una
solucién simultdnea de las n ecuaciones S;(p) = D;(p) i = 1,2,...,n en las n incégnitas
P1,P2, -, Pn. Walras se limité a contar ecuaciones e incégnitas para asegurar que fuesen
iguales, sin entrar en mayores detalles matematicos. En realidad, si las ecuaciones fueran
lineales, independientes y si no hubieran otras restricciones, entonces el hecho de tener
el mismo mimero de equaciones que de incégnitas serfa suficiente para que existiera una
solucién. No obstante, las ecuaciones no son (normalmente) lineales, y existen restricciones
adicionales (por ejemplo, la restriccion de que los precios no son negativos), en general
contar ecuaciones e incégnitas no es suficiente.

Posteriormente, Francis Edgeworth (1881) introdujo un nuevo entorno grafico para
estudiar casos sencillos de economfas bidimensionales (por ejemplo, dos consumidores, dos
bienes, y dos factores de produccién) sin la necesidad de entrar en un andlisis matematico
muy avanzado (estudiaremos este modelo con detalle en el capitulo 8).

La teoria moderna de equilibrio general arranca a raiz de un seminario sobre matema-
ticas organizado por Karl Menger® en Viena durante la década de los 1930. Al seminario
acudieron dos personajes clave; Abraham Wald, un matemadtico hiingaro desempleado, y
Karl Schlesinger, un influyente banquero de Venecia. Schesinger proporcioné la ayuda
financiera para que Wald pudiera dedicarse a estudiar (no pudo trabajar legalmente por
ser judio), y ademds le introdujo en el problema matemético de la existencia del equilibrio

2El hecho de que Cournot no recibiera el debido reconocimiento probablemente se debe a dos razones
fundamentales; por un lado publicé en francés, y por otro publicé en un documento de alto contenido
matematico.

$Hijo del famoso economista Carl Menger.
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general. Entre 1934 y 1936, Wald demostré la existencia para una gama de modelos, cada
uno de los cuales representa un caso especial de un sistema de equilibrio parcial®.

Quizé la época de produccién més importante para el equilibrio general fue la década de
los 1950, cuando tres economistas muy importantes se dedicaron a completar y generalizar
el trabajo de Wald. Estos tres personas son Kenneth Arrow, Gerard Debreu y Lional
McKenzie. En una serie de articulos publicados durante la década de los anos 1950, se
demostré existencia del equilibrio general en un modelo muy general, y también abordaron
con éxito los problemas de unicidad y estabilidad.

Una faceta muy notable de la demostracién de existencia de Arrow y Debreu es su
dependencia del teorema del punto fijo de Brower. Tal y como demostré Hirofumo Uzawa
en 1962, esto no es ninguna casualidad - resulta que la inica manera de demostrar exis-
tencia es mediante el teorema del punto fijo de Brower. Desde entonces, los estudiantes de
microeconomia avanzada en todo el mundo han tenido que dominar este conocido teorema
en sus estudios. El teorema en si es sorprendente y sencillo de enunciar, pero bastante
dificil de probar en su forma méds general. Aunque en la siguiente seccién volveremos a
mencionar el teorema del punto fijo de Brower, afortunadamente en lo que sigue del pre-
sente libro no serd necesario en absoluto utilizar el teorema, pero se recomienda al lector
interesado que se consulte las referencias mencionadas en el prefacio.

6.2 Equilibrio general; Objetivo y método

En este libro, tal y como ya hemos expuesto, tomamos como un sistema de equilibrio
general la uniéon de m&ds de un sistema de equilibrio parical. En otras palabras, para
nosotros existe un problema de equilibrio general cuando més de un individuo desea llevar
a cabo un problema de maximizacién restringida simultdneamente, y cuando existe alguna
interrelacién entre dichos problemas. Por ejemplo, el problema de equilibrio parical de un
consumidor da lugar a una curva de demanda, que luego influye directamente sobre el
problema de maximizacién del beneficio del productor. Por otro lado, la propia eleccién
de bienes a producir también tiene una relevancia directa sobre el equilibrio parcial del
consumidor. Por tanto, hay una interdependencia 6bvia entre los dos problemas, y tenemos
un sistema de equilibrio general.
Suponga que el problema a resolver por el individuo 1 es:

max fi(z1,22) s.a. g1i(z1) < by
y que el problema a resolver por el individuo 2 es:
max fo(z1,22) s.a. gao(z2) < b2

De acuerdo con lo visto en el capitulo 1, suponiendo que cada problema satisface la co-
rrespondiente condicién de segundo orden, la solucién del problema del individuo 1 (la
condicién de primer orden) se puede escribir como z} = hy(b1,22), y la solucién al proble-
ma del individuo 2 (su condicién de primer orden) se puede escribir como z3 = hy (b2, z1).
Claramente, cada problema influye sobre el otro, de modo que, si no sabemos con exactitud
el valor de z; no podemos calcular con exactitud el valor de z;, en donde i,j = 1,2y i # j.
Ademsds, cualquier cambio exégeno en uno de los problemas (por ejemplo, una variacién

1Estos trabajos no fueron traducidos al inglés hasta el afio 1951.
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en b;) pone en marcha una serie de efectos en ambos problemas. No estd nada claro que,
una vez iniciada esta serie de efectos, el sistema converge hacia un nuevo equilibrio estable.

Un equilibrio general del sistema es un vector, z* = (z7,x3), tal que se satisfacen
simultaneamente las dos condiciones de primer orden, =} = h;(b;, z;) en donde 7,j = 1,2
y © # j. Nétese que estas dos ecuaciones tendrdn una gréfica en el espacio de los vectores
z, es decir, podemos escribir z] = ki(z;) en donde i,j = 1,2 y @ # j. Por supuesto,
esto requiere que las condiciones de primer orden de los individuos (por lo menos las
del individuo 1) sean invertibles. Si representamos estas dos condiciones de primer orden
graficamente (véase la figura 6.1), un equilibrio general ocurre en la interseccién de ambos.

X2

Ll

X

X

Figura 6.1.

En la figura 6.1, se ha representado la situacién en la que una de las condiciones de
primer orden es siempre creciente y la otra siempre decreciente,m de manera que si existe
una interseccién entre ellas, tal punto es unico. El tnico punto que satisface, simulta-
neamente, ambas condiciones de primer orden is el punto z**, y asi tenemos para el caso
representado, un equilibrio general. Por supuesto, otras opciones son siempre posibles.
Por ejemplo, las dos curvas pueden tener la misma pendiente, en cuyo caso puede haber
muiltiples equilibrios, o ninguno. No obstante, si podemos encontrar casos en los que las
dos condiciones de primer orden tienen pendientes diferentes en todo sus recorridos, y que
nunca son asintéticas, entonces podemos siempre afirmar que existe un equilibrio general
vy que el equilibrio es tinico.

Antes de rematar el argumento con un vistazo a un razonamiento basado en el teorema
del punto fijo de Brower, vale la pena hacer una observacién mas con respecto a la figura
6.1. Las dos curvas son condiciones de primer orden para dos problemas de optimizacion
restringida, asi que cada curva indica el valor 6ptimo para la correspondiente coordenada
para cada posible valor de la otra coordenada. Los economistas frequentemente se refieren
a esto como la “mejor respuesta”, es decir, 7 = hy(b1,x2) es la mejor respuesta al dato
dado para x». La idea de mejor respuesta es particularmente frequente en la teorfa de los
juegos. En concreto, en honor al famoso matematico-economista que inventé el concepto
(John Nash, premio Nobel de economia en el ano 1994) se dice que se tiene un “equilibrio de
Nash” cuando cada jugador utiliza una estrategia que es la mejor respuesta a las estrategias
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de los demds. Es sencillo de apreciar, entonces, que siempre que entendemos z; como la
estrategia del jugador i, el equilibrio general representado en la figura 6.1 constituye un
equilibrio de Nash. John Nash demostré que, cualquier juego finito (es decir, que tiene un
nimero finito de jugadores, y en el que cada jugador tiene un mimero finito de estrategias)
tiene por lo menos un equilibrio de Nash. Esto equivale a decir que siempre existird
un equilibrio general si se trata de un sistema finito, y si se definen adecuadamente las
estrategias de los jugadores®.

Para finalizar, vamos a intentar ver exactamente como se puede interpretar un sistema
como el que se representa en la figura 6.1 en términos de un argumento de punto fijo. Para
ello, se considera la figura 6.2. En esta figura, suponiendo que se arranca (por cualquier
razén) del punto z°, es razonable que el individuo 1, en respuesta al dato :rg, responda
con z} = hy(b1,29), y de modo similar, el individuo 2 responde con x3 = ha(be,29). Asi
que, al arrancar desde el punto z° la economfa se ird hasta el punto x'. De igual modo,
empezando con z!, la economfa luego saltard hasta el punto z2. En general, a partir de
las dos condiciones de primer orden, se puede apreciar que se genera una nueva ecuacién
vectoral que describe el movimiento de la economfa de un punto a otro

zt = G(z* 1)

Xt =k, (x,)

Figura 6.2.

El equilibrio general es un punto, z**, que satisface z** = G(z**), es decir, es un punto
que se refleja sobre si mismo. Este tipo de punto se conoce como un punto fijo de la funcién
G, y de alli viene la importancia del teorema del punto fijo de Brower para demostrar la
existencia de un equilibrio general. Aunque no lo demostraremos (y tampoco lo usaremos
a partir de ahora), vale la pena mencionar explicitamente el teorema:

Teorema del punto fijo de Brower: Suponga que X es un conjunto convero, com-
pacto y no-vacio, y que f(x) — X es una funcion continua de X sobre si mismo. Entonces
f(x) tiene un punto fijo.

Este 1iltimo punto es mds importante que lo que parece. La demostracién de Nash admite lo que se
llama “estrategias mixtas”, que es una combinacién convexa de estrategias puras (siendo las estrategias
puras en nuestro analisis los valores admisibles para ;).
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Para el caso del equilibrio general representado en la figura 6.2, solamente habria que
demostrar que el conjunto de todos los posibles vectores x es convexo, compacto y no
cerrado, y que la funcién G(z) es continua para guarantizar la existencia del equilibrio.
Por iiltimo, debe quedar claro que la existencia de un equilibrio general no garantiza en
absoluto ni que el equilibrio sea tinico ni que sea estable, éstos son asuntos mucho mads
complicados de abordar.
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Capitulo 7

El equilibrio general intertemporal

En este capitulo, vamos a utilizar el modelo de equilibrio parcial intertemporal (capitulo
3) para dar un primer enfoque sobre c6mo se puede hacer un modelo de equilibrio general.
Como se verd, la exposicién requiere de muchos supuestos, algunos de los cuales son algo
inesperados, y es bastante mds compleja de lo que se podrfa haber experado al empezar.
Utilizaremos el andlisis para considerar no solamente la existencia del equilibrio general,
sino también para intentar aclarar la relacién econémica entre dos variables de mucha
importancia - el tipo de interés y la inflacion.

En este sentido, el modelo presentado en este capitulo tiene mucho que ver con los
modelos macroeconémicos que se estudian en los cursos de licenciatura. En ellos, es
habitual que se estudie la relacién entre el tipo de interés y la inflacién en un modelo de
oferta y demanda agregada dindmica. Es muy sencillo apreciar en tal andlisis que deberia
existir una relacién negativa entre las dos variables, es decir, un incremento en el tipo de
interés deberfa tener el efecto de reducir la inflacién!. Es decir, si utilizamos 7 para indicar
la inflacién, y r para el tipo de interés, entonces los modelos sencillos macroeconémicos
predicen que existe una funcién m = f(r) con pendiente negativa, f'(r) < 0. En efecto,
muchos gobiernos creen que esto es cierto en su politica econémica contra la inflacién. En
el modelo veremos que, aunque es ciertamente posible que la relacién sea negativa, no se
debe descartar que tenga otro signo.

Por otro lado, muchos modelos macroecénomicos descansan sobre un supuesto de
“agente representativo” que elimina algunos de los problemas relacionados con la pér-
dida de informacién al agregar. Este supuesto entiende que todos los agentes econémicos
tienen las mismas preferencias, y por tanto pueden ser representados por un agente cual-
quiera puesto que la media del conjunto serfa lo mismo que cualquiera de los individuos
por separado. No obstante, en el modelo que se presenta aqui, veremos que el supuesto
de preferencias homogéneas es insuficiente para garantizar la existencia del equilibrio y
también para obtener resultados claros en un andlisis de estdtica comparativa. De hecho,
un caso especial de preferencias homogéneas conduce al resultado de que nunca hay un
equilibrio general tinico, y que el tipo de inflacién es independiente del tipo de interés.

'Es un argumento a corto plazo. A largo plazo, el conocido efecto “Fisher” predice una relacién lineal
con pendiente 1 entre las dos variables.
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7.1 El modelo

Suponga que la economia se compone de dos agentes econémicos que consumen un bien
en dos periodos. Sea la utilidad del consumidor i la funcién U;(cip, ci2) para i = 1,2, en
donde c¢;; es el consumo del consumidor i en el perfodo t. En particular, suponga que
la funcién de utilidad intertemporal de cada agente es separable en el tiempo, es decir
Ui(ei1,ci2) = ui(cin) + Aiui(ciz), en donde A; es el factor de descuento intertemporal, que
satsiface 0 < A\; < 1. Se supone que la funcién de utilidad de cada agente para el consumo
de cada perfodo, u;i(c), es estrictamente creciente (u.(c) > 0) y estrictamente céncava
(uf(c) < 0). Cada agente dispone de una riqueza monetaria en cada periodo de, w;.
Normalizamos para que el precio del bien de consumo en el primer periodo sea p; =1, y
que en el perfodo 2 el precio del bien sea p; = p, que puede ser mayor que 1. Por tanto,
el tipo de inflacién entre los dos perfodos es 7 = %1, para que p = 7 + 1. En cuanto
a la oferta de bienes, para tomar el escenario mds sencillo al respecto, suponemos que
simplemente se ofrecen los bienes que se demandan.

De igual modo que en el modelo parcial del capitulo 3, los individuos pueden transferir
una parte (o la totalidad) de sus riquezas entre los dos perfodos mediante ahorros y prés-
tamos. Puesto que solamente hay dos individuos en la economfa, en cualquier equilibrio
general tiene que ser cierto que lo que uno de ellos decide ahorrar sea igual a la cantidad
de dinero que el otro decide pedir prestada, puesto que el tinico fondo para prestamos son
los ahorros del otro. Dado esto, es conveniente definir la demanda del ahorro del individuo
1 como s, y la del individuo 2 como —s. Siempre y cuando dejemos que s sea positivo o
negativo, esto no supone ninguna restriccién al modelo. Los préstamos y los ahorros se
referencian a un tipo de interés, r, que es siempre estrictamente positivo.

Con todo esto, en cualquier equilibrio general de esta economia, los valores de consumo
de los dos individuos son:

w2 +5(1+7)

cl = wn-—-8 ; C12 Tan (7.1)
woo — 8(1+7
21 = W +S ; Cp= ———1"+—(;r'—)" (7.2)

Puesto que cada individuo escoge el valor de s que maximiza su propia utilidad, hay dos
condiciones de primer orden que tienen que satisfacerse en un equilibrio general:

oU(s*,m,r & . 1+7r
% = 0 = —u(c]y) +Muj(clr) (1 e ﬂ_) =0 (7.3)
oUs(s*,m, 1 . . 147

2(33*_) = 0 = uy(cs) — Aauy(chy) (m) =0 (7.4)

Para el resto del andlisis, con el fin de simplificar la notacién, se suprime el asterisco que
indica el valor 6ptimo del ahorro y del consumo, ya que siempre quedaré claro del texto
cudndo se desea indicar un valor éptimo. Las condiciones de segundo orden se satisfacen
con el supuesto de que las funciones de utilidad son céncavas, es decir

32U,-(s, mT)
0s?

Ahora, podemos senalar un caso especial importante:

l14+r
147

2
= uj (ci1) + Ny (ciz) ( ) <0,i=1,2

1 0
Si = G i = 1,2, entonces resulta que i),
1+7r

or
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Para ver esto, nétese previamente que puesto que r es el tipo de interés nominal, el tipo de
interés real se define como r — 7, que podemos suponer es positivo sin ningin problema.
Por tanto » > m, y de ahi A\; < 1 como se requiere. Visto esto, de las condiciones de
primer orden, si A\; = ﬁ% i = 1,2, entonces las dos ecuaciones que definen el equilibrio
general son simplemente E}%z:—f% =1 i = 1,2. Pero puesto que la funcién de utilidad de
cada agente es estrictamente céncava, esto implica directamente que ¢;; = c¢i2 1 = 1,2, es
decir, en esta solucién cada individiuo consume lo mismo en cada periodo.

Ahora, de las ecuaciones (7.1) y (7.2):

Finalmente, en la solucién simultdnea de estas dos ecuaciones es sencillo calcular que la
inflacién en el equilibrio general es:

w2 —wy

e
en donde w; = wyy +wer t = 1,2 es el total de la dotacién monetaria en la economia en
el periodo t.

Este curioso resultado implica que el tipo de inflacién en la economia depende tinica-
mente de las dotaciones monetarias. En particular, es independiente del tipo de interés.
Sin embargo, el caso parece ser de cierta importancia puesto que }Jri; es precisamente el
factor de descuento real financiero, que a menudo se supone que coincide con los factores
de descuento intertemporales de los agentes econémicos. Para finalizar, es también intere-
sante que el caso de \; = 1’—'_}:—; ¢ = 1,2 conduce al resultado de que el tipo de inflacién es
igual al incremento proporcional en la dotacién monetaria en la economifa de un periodo
a otro, algo que se conoce por la Teorfa Cuantitativa del Dinero®. Por tanto, el supuesto
aquf es que la oferta monetaria se incrementa exdégenamente y no como consecuencia de

una variacién en el tipo de interés.

7.2 El equilibrio general

En cualquier equilibrio general, las dos condiciones de primer orden tienen que satisfacerse
simultdneamente. Podemos considerarlas en el espacio definido por el ahorro y la inflacién,
y asf considerar que el tipo de interés es un parametro para el problema. De acuerdo con
esto, definimos las condiciones de primer orden, ecuaciones (7.3) y (7.4), como:

8=hix,r) i=1,2

Para poder ver como son estas dos relaciones en el espacio (s,7), tenemos que utilizar el
teorema de la funcién implicita. En particular, a partir de (7.3) y (7.4) tenemos:

Ohy(m,r) A1 ((11—;.‘-;"7!) (uf(c12)er2 + vy (c12))

= 3 (7.5)
a5 w(en) + A (ens) ()
dha(m,T) i ((1_14;%’) (ug(c22)c2z + up(c22)) 76)
—_— = - 3 .
on ug(cgl) o /\gug(022) (;_'_i;)

?La Teorfa Cuantitativa predice que la inflacién serd igual al incremento proporcional de la oferta
monetaria, y en el modelo que tenemos aqui, las dotaciones monetarias constituyen la oferta monetaria.
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Ahora, podemos establecer el hecho de que, si R;(ci2) > 1,y si Rl(ci2) = 0 parai = 1,2,
entonces existe un equilibrio general tinico, en donde R(c) = —c:::’ cc es la medicién de
Arrow y Pratt de aversion relativa al riesgo. El supuesto de aversién relativa constante
y mayor que 1 no es el tnico escenario que garantiza la existencia de un equilibrio inico,
pero si es el supuesto més razonable dado que existen multitud de estudios empiricos que
apoyan la tesis de que aversion relativa es constante y mayor que 1.

Para ver la validez de la anterior afirmacién, nétese que el denominador de (7.5) es
negativo por la condicién de segundo orden, y asi, el signo de la ecuacién es el opuesto al
signo de su numerador. Por tanto resulta que %ﬁ- > 0 si uf(c12)e12 + u)(c12) < 0, lo
que se puede reordenar directamente para obtener Rj(cj2) > 1. De igual modo, utilizando
(7.6) resulta que @52%1 < 0 si Ra(c22) > 1. En consecuencia, si la medida de Arrow y Pratt
de aversién relativa al riesgo de cada individuo es mayor que 1, entonces la condicién de
primer orden del individuo 1 es estrictamente creciente en el espacio de ahorro-inflacién,
mientras que la condicién de primer orden del individuo 2 es estrictamente decreciente.

Dado que las dos gréficas tienen pendientes distintas, a menos que la condicién de
primer orden del individuo 1 sea asintética desde abajo a algin valor del ahorro s, y
que la condicién del individuo 2 sea asintética desde arriba a algiin valor s; con s, < sp,
o alternativamente, si la condicién del individuo 1 es asintética desde arriba a s, y la
del individuo 2 es asinté6tica desde abajo a s, con s, > s, entonces las dos condiciones
de primer orden tienen que tener una interseccién tnica. Sin embargo, las condiciones
solamente pueden ser asintéticas si, cuando 7w aumenta o disminue infinitamente, R(c)
converge a 1. El supuesto de que R(c) es constante elimina esta posibilidad.

En particular, si suponemos que cada individuo tiene aversién relativa constante e igual
a 1, entonces es imposible que exista un equilibrio general \inico - o bien no habra equilibrio
(las dos condiciones de primer orden son paralelas y minca intersectan) o cualquier valor
de inflacién constituye un equilibrio para un valor nico del ahorro (las dos condiciones
coinciden exactamente). Para ello, a partir de ahora en el presente capitulo, suponemos
directamente que ambos individuos tienen aversion relativa al riesgo constante mayor que
1. Definimos la aversién relativa al riesgo del individuo ¢ en el perfodo 2 por R;.

7.3 El efecto de un incremento en el tipo de interés

Dado el supuesto de que ambos individuos tienen aversion al riesgo constante mayor que
1, sabemos que existe un equilibrio general, y ahora vamos a considerar cémo queda este
equilibrio afectado por un incremento exégeno en el tipo de interés. Para hacerlo, de nuevo
es necesario utilizar el teorema de la funcién implicita conjuntamente con las condiciones
de primer orden (7.3) y (7.4). Despues de unos pasos muy sencillos, resulta que:

om(r,r) _ (%) (i(ern) () s + i) (7.7)
ar 2 .
w(en) + () ()
oha(rr) _ () () ($5) s — vhlem) (7.8)
(rr) .

2
w(can) + Mo (czz) (HZ)

Por el supuesto de concavidad de la funcién de utilidad, el denominador de ambas ecua-
ciones (7.7) y (7.8) es negativo, y por tanto el signo del efecto de un incremento en r sobre
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la demanda de ahorro de ambos individuos es el mismo que el signo de los numeradores.
Empezamos por el efecto de un incremento en r sobre hy(m, r). Tenemos:

1+7r
147

ohy(m,r)
or

% 0 cuando uf(c12) ( ) s + uy(c12) % 0

lo cual reduce direcamente a:

Ohy(m, 1) > 147

=0 do 85 ————— =
or <0 cundo 8 S R - 0
en donde A;(c) = —%?E}—z; es la medicién de Arrow-Pratt de aversién absoluta al riesgo. De
igual forma, resulta que:
ahg(ﬁ, T) > < 147 -
= 0 cuando s = e g2(s)

Ahora, puesto que por definicién A(c) = i;(._fl, utilizando el hecho de que la aversién
relativa es constante para cada individuo, R; = cte, i = 1,2, y utililzando las ecuaciones
(7.1) y (7.2), las dos funciones g;(s) i = 1,2 se pueden escribir como:

gi1(s) = aa) (IAn) . foss
Ry 1+r (1+4+7r)R; R,

_[c22 14wy _ wp + 5
Ry 147 - (1 + T‘)Rz Rs
En efecto, gi(s) 1 = 1,2 son ambas funciones lineales de s con pendiente positiva. Ademads,

puesto que resulta que gi(s) < 1 ¢ = 1,2, podemos concluir que, siempre dentro del
supuesto de aversion relativa constante, existen dos mimeros, s; = (mtﬁﬁl-_n >0y

8y = _(m%%zjj < 0, tales que g;(s) é s cuando s % siy 1 = 1,2. Esto se ha representado
graficamente en la figura 7.1.

Ahora, recuerdérdese que, como ya hemos averiguado antes, la condicién de primer
orden del individuo 1 en el espacio (s,7) tiene pendiente positiva, mientras que la del
individuo 2 tiene pendiente negativa, un incremento en r tiene el efecto de girar hy(-) en
el sentido de las agujas del reloj alrededor del punto s = s;, y de girar hy(-) en contra de
las agujas del reloj alrededor del punto s = s2 (véase las figuras 7.2 y 7.3).

Cuando se incrementa el tipo de interés desde r hasta r’, tres situaciones diferentes son
posibles, dependiendo del valor inicial del ahorro en equilibrio; s; > s(r) > s2, s(r) > s1,
y 8(r) < s9. Pero, si (sin pérdida alguna de generalidad) suponemos que el individuo 1 es
el que demanda un ahorro positivo, entonces el nivel de ahorro en el equilibrio satisface
s > 0, y asi solamente es necesario considerar los dos primeros casos.

El mas fécil es el caso s > s(r) > s2 que estd representado en la figura 7.4. Claramente,
en este caso el incremento en el tipo de interés siempre tendra el efecto de disminuir la
inflacién. Por el contrario, si inicialmente resulta que s(r) > s;, entonces no podemos
garantizar este resultado. Por ejemplo, en la figura 7.5 se indica una situacién en el cual
un incremento en el tipo de interés tiene el efecto de incrementar el tipo de inflacién.

En resumen, solamente se puede garantizar que in incremento en el tipo de interés
tendra el efecto de disminuir la inflacién si resulta que el ahorro inicialmente satisface la

92(8)

desigualdad s(r) < “Tr)“iﬁl_—l), o lo que es lo mismo, Ry < ﬁfr—}+l. Si estas desigualdades
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Figura 7.1.

Figura 7.2.
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Figura 7.3.

) w0

Figura 7.4.
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n(r) =)
Figura 7.5.

no son satisfechas, no podemos determinar el efecto que sobre inflacién tiene un incremento
en el tipo de interés (la inflacién puede aumentar o disminuir).

Claramente, este resultado indica que la comparacién del ahorro inicial con el mimero
81 es de mucha importancia para la politica anti-inflacionista. Por ejemplo, cuando s,
estd cerca de 0, entonces es menos probable que la condicién se satisfaga.Esta situacién
se produce cuanto mayor es R;, mayor es el tipo de interés inicial 7, y cuanto menor es la
dotacién del segundo periodo del ahorrador, wjs.

No obstante lo anterior, resulta interesante considerar explicitamente el caso de prefe-
rencias homogéneas. Suponga entonces que R} = Ry = Ry que A\; = A2 = A. Como ya
hemos mencionado antes, debemos excluir el caso A = i—'_f_—:_’ Para este caso, resulta que
siempre es cierto que el tipo de inflacién en el equilibrio es una funcién decreciente del
tipo de interés, % < 0.

Para ver esto, empezamos notando que dado el supuesto de aversion relativa al riesgo
constante, la funcién de utilidad del individuo 7 en el perfodo t es

c-lt_R"
ui(cie) = - t4
en donde 2; es una constante. Asf, la utilidad marginal en cualquier perfodo es u}(cit) =
¢ f%. Dado esto, las dos condiciones de primer orden (7.3) y (7.4) se escriben como:

it
i
G2 _ (i\i(_l_."'_ﬂ)ﬂ‘ i=1,2
Cil (14 )

Ahora, con preferencias homogéneas, Ry = Ry = Ry A\ = A2 = ), tenemos:

co  (AM1+7m)\F .
EEI_((H«)) =

Por tanto, las ecuaciones (7.1) y (7.2) indican que las dos equaciones simultdneas que
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definen el equilibrio general son:

wip +s(1+7) _ (/\(1 + r))% _ wp—s(1+7)
(w11 — s)(1 + ) (1+m) (w21 + 8)(1 + )

Es facil resolver estas dos ecuaciones para obtener:

= (;Uw—f)% A1 +7))TF -1 (7.9)

wi1wz2 — Wi2wW2]
(1+7)wr +we

(7.10)

Directamente, entonces, resulta que en este caso:

. ot %<0
O \1-R) |wiA(1+7)

Es también interesante notar que para el caso de preferencias homogéneas, puesto que
hemos definido nuestros individuos para que s > 0, resulta que el individiduo 1 es aquel
con mayor dotacién relativa en el primer periodo, es decir, ¥ > ¥21

' wig waz

7.4 Resumen

1.

El equilibrio general ocurre en la interseccién de las condiciones de primer orden
para la demanda de ahorros de los dos individuos en el modelo.

Si las preferencias de los dos individuos implican un factor de descuento intertempo-
ral igual al factor de descuento financiero real, entonces no existe un equilibrio tinico
(o bien hay infinitos equilibrios 0 no hay ninguno), y el tipo de inflacién es inde-
pendiente del tipo de interés. De hecho, en este caso especial, el tipo de inflacién se
determina como el tipo de crecimiento de la dotacién total de dinero en la economia
entre los dos perfodos, de igual forma que en la Teoria Cuantitativa del Dinero.

. Si ambos individuos tienen aversién relativa al riesgo constante y mayor que 1,

entonces un equilibrio general tinico existe.

. Si las preferencias son homogéneas (excluiendo el caso del punto 2 arriba), y supo-

niendo aversién relativa al riesgo constante y mayor que 1, entonces siempre el tipo
de inflacién es decreciente con el tipo de interés.

. Cuando las preferencias no son homogéneas, entonces solamente se puede garantizar

que el tipo de inflacién disminuird con un aumento en el tipo de interés si la cantidad
de ahorro es inicialmente pequena, o si la aversién relativa al riesgo del ahorrador es
suficientemente pequena.
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Capitulo 8

La caja de Edgeworth

Una de los herramientas mads iitiles para el estudio del equilibrio general es la “caja de
Edgeworth”, primeramente propuesta por Francis Edgeworth al final del siglo XIX. La
caja es una representacion grafica para estudiar casos de economfas bidimensionales (dos
consumidores, dos productores, dos bienes, dos factores de produccién, etc.), en la que
se pueden apreciar bastantes de los més fundamentales aspectos del equilibrio general
(existencia, eficiencia, etc.) sin la necesidad de recurrir al uso de complicadas matematicas.

En este capitulo, vamos a considerar el equilibrio general en la caja de Edgeworth
para una gama de situaciones. De entrada, construiremos paso a paso el modelo “2x2x2”,
es decir, un modelo con dos consumidores, dos bienes, dos productores y dos factores de
produccion, en condiciones de certidumbre y veremos su equilibrio general en condiciones
de competencia perfecta. También consideraremos el efecto del poder de mercado en la
forma de un monopolista. Posteriormente, introduciremos la incertidumbre en el modelo
(eso si, sin sector productivo) para poder apreciar una serie de resultados muy importantes
para el capitulo sobre informacién asimétrica.

Para empezar, sin embargo, vamos a mencionar una serie de definiciones y resultados
preliminares que serdn utilizados con mucha frequencia durante este capitulo. En primer
lugar, una asignacién de bienes entre consumidores es un vector que estipula una cantidad
de cada uno de los dos bienes para cada uno de los dos individuos. Se dice que una
asignacién x es factible si satisface

zi+z3<W; j=1,2 (8.1)

en donde a:; es la cantidad del bien j asignada al individuo i, y W; es la cantidad total
disponible del bien j en la economia. Una asignacién, x, domina en sentido de Pareto a
otra, y, si

ui(z) > uily) i=1,2 (8.2)

en donde u;(-) es la funcién de utilidad del individuo 7, que suponemos es estrictamente
creciente en ambos bienes (i, j) y estrictamente cuasicéncava (es decir, las curvas de indi-
ferencia son estrictamente convexas). A partir de cualquier punto, y, podemos definir el
conjunto de todos los puntos que dominan a y segin la ecuacién (8.2) como

D(y) = {z : ui(x) > ui(y) i =1,2} (8.3)

Puesto que estamos suponiendo que cada funcién de utilidad es cuasicéncava, es decir, el
conjunto D;(y) = {z : ui(z) > ui(y)} es estrictamente convexo, y claramente el conjunto

139



D(y) es la interseccién de Dy (y) y Da(y), es decir, D(y) = D;(y) N D2(y), resulta evidente
que D(y) también es un conjunto convexo.

EJERCICIO 8.1: Utilizando la desigualdad de Jensen y suponiendo que las funciones
de utilidad de los individuos son céncavas, demuestre formalmente que el conjunto D(y)
es convero.

Un equilibrio en la economia tiene que ser una asignacién que satisface, como poco,
los requisitos de ser factible por un lado, y por otro que sea un intercambio voluntario por
parte de ambos individuos. Este segundo requisito (el de intercambio voluntario) se puede
garantizar si se trata de un punto para el que no existe otra asignacién que la domine
en sentido de Pareto, es decir, que D(z) = (). En principio pues, nos centramos en este
tipo de punto. Si D(z) = ), entonces se dice que = es eficiente en sentido de Pareto. Si
D(z) # 0, es decir, existe por lo menos un punto que domine a x en sentido de Pareto,
entonces se dice que x es ineficiente en sentido de Pareto.

EJERCICIO 8.2: Suponga que no hay ningin punto factible que domina en sentido
de Pareto al punto x. ;Es cierto entonces que x domine en sentido de Pareto a todos los
demds puntos factibles?

Suponga que una asignacion y satisface la ecuacion (8.1) con estricta desigualdad. En-
tonces, podemos estar seguros de que existe otro, digamos z, que es factible y que domina
a y en sentido de Pareto. Para verlo, basta con notar que ambas curvas de utilidad son
(por supuesto) estrictamente crecientes, y que podemos simplemente asignar las cantida-
des de los dos bienes que y deja sin asignar entre los dos individuos de cualquier manera
para dominar a y sin llegar a ser no factible. Por tanto, entonces, ninguna asignacién que
satisface (8.1) con estricta desigualdad puede ser considerado un equilibrio de la economia
por implicar pérdidas innecesarias de utilidad (o en otras palabras, por ser ineficiente en
sentido de Pareto).

8.1 Una economia de intercambio puro

Para empezar, vamos a estudiar una situaciéon en la que existen dos consumidores con
dotaciones dadas de los dos bienes, ; y 2. De momento, para no complicar el modelo
con un sector productivo, no nos preguntamos sobre la procedencia de las dotaciones,
simplemente suponemos que existen. La dotacién inicial del individuo i es w' = (w}, w})
para i = 1,2, que la utilidad u;(w’) = u;(wi,w}). Se supone en todo momento que los
bienes son perfectamente divisibles. Esta informacién estd representada en la figura 8.1.

Nuestro objetivo es ver si los dos individuos pueden intercambiar cantidades de los
bienes entre sf de manera que se beneficien ambos, y si esto es posible, intentar encontrar
una situacién de equilibrio en la economia. En este sentido, vamos a poder apreciar
con facilidad en la caja asuntos tales como la existencia de un equilibrio general para el
problema, y también la eficiencia del equilibrio.

Para constuir la caja de Edgeworth, se procede en dos simples pasos. En primer lugar,
invertimos la grafica del individuo 2 para que aparezca como en la figura 8.2, y en segundo
lugar, colocamos la grafica invertida del individuo 2 encima de la grafica del individuo 1
(sin invertir), de modo que coinciden los dos puntos de la dotacién inicial.

Al colocar la gréfica del individuo 2 encima de la del individuo 1, se obtiene una caja
de anchura W, = w] + w? y de altura W2 = w} + w2, como la que se ha representado
en la figura 8.3. Para simplificar la notacién, llamamos al punto correspondiente a la
dotacién en la caja simplemente w, y nos referimos al origen de la grafica que corresponde
al individuo ¢ como 0;. El sentido de preferencia del individuo i es hacia el origen 0;, para
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W *

Figura 8.1.

i,7 = 1,2 y i # j. Cualquier punto en la caja indica una asignacién de los dos bienes entre
los dos individuos, de modo que la cantidad entera disponible de cada bien esté asignada
entre los dos. Es decir, queddndonos el origen del individuo 1 (0;) como orientativa para
la caja, entonces un punto cualquiera, x, con coordenadas (1, z2) implica que el individuo
1 se queda con una cantidad z; del bien i mientras que el individuo 2 se queda con una
cantidad W; — z; del mismo bien.

En el punto de dotacién, w, cuyas coordenadas son (wy,ws) = (w},w3), la relacién
marginal de sustitucién del individuo 1 es

(%)
T
(%)
T2
y la relacién marginal de sustitucién del individuo 2 es
Sug(W—z
d(W1—z1
Sua (W -z
W2—22) / lz=w
pero como W es un pardmetro constante, podemos simplemente escribir up(W — ) =

a
uz(z), con ==

RMS,(w) = —

r=w

RMS,(w) = —

<0¢=1,2, y asi tenemos
(%)
RMS;(w) = —~—<

Hay solamente dos posibles eventualidades cuando se superpone la gréfica del individuo
2 sobre la del individuo 1 de esta manera - o bien las curvas de indiferencia son tangentes
la una a la otra en el punto w, o bien no lo son. En la figura 8.3 se muestra el caso mas
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Figura 8.2.

razonable, que es cuando las curvas de indiferencia no son tangentes en el punto de la
dotacion inuicial w.

Tal situacién se caracteriza por una desigualdad entre las relaciones marginales de
sustitucién de los dos individuos en el punto de la dotacién inicial. En concreto, puesto
que es irrelevante cudl de los dos individuos queda indicado por “individuo 1”7 y cudl
por “individuo 27, la situacién de la figura 8.3 es vdlida para cualquier situacién en la
que inicialmente no hay igualdad entre las relaciones marginales de sustitucién de los
dos individuos. A partir de ahora, supondremos que en inicio, la relacién marginal de
sustitucién de los dos individuos es diferente en el punto correspondiente a la dotacién
inicial, y que el individuo 1 es aquel con menor RMS (recuérdese que RM S;(z) < 0i =
1,2), es decir

RM Sy (w) < RMSa(w)

Cuando este es el caso, la convexidad de cada curva de indiferencia hacia su corres-
pondiente origen implica que existird siempre una zona de puntos dentro de una “lupa”
(regién sombreada en la figura 8.3), en donde las fronteras de la lupa son las propias curvas
de indiferencia iniciales (en la figura 8.3 la lupa estd indicada con una sombra). Esta lupa
es de suma importancia. Dado un punto cualquiera dentro de esta lupa, digamos z, tal
punto satisface u;(z) > u;(w) para i = 1,2. En resumen, la lupa es el conjunto D(w) (ver
8.3). Dado esto podemos ya asegurar que, siempre que RMS;(w) # RM Sy(w), entonces
el conjunto de puntos que dominan a la dotacién en sentido de Pareto no es vacio, es decir,
D(w) # 0.

Antes de considerar diferentes asignaciones dentro de la caja, debemos comentar un
pequeno detalle con respecto del conjunto D(w). En principio no hay garantia de que
D(w) se sitie dentro de la caja, es decir, que los puntos del conjunto D(w) sean factibles.
Pero sf podemos asegurar que por lo menos una parte del conjunto serfa siempre factible
si el punto correspondiente a la dotacién inicial no se encuentra sobre el borde inferior o
sobre el borde de la derecha de la caja. Esto requiere que w3 > 0y w? > 0, es decir, que
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Figura 8.3.

el individuo 7 estd inicialmente dotado con una cantidad estrictamente positiva del bien j,
parai,j = 1,2 y i # j. En lo que resta del presente capitulo, con objeto de no introducir
problemas analiticos de poca importancia, es conveniente suponer que todos los puntos
dentro del conjunto D(w) son factibles (tal y como se representa en la figura 8.3).

Considérese ahora una asignacién z, distinta de w y que satisface z ¢ D(z). Cualquiera
que sea, tiene que representar una disminucién en la utilidad de por lo menos uno de los
dos individuos (y puede que de ambos). Por tanto, tal punto nunca puede ser factible en
una situacién de intercambio voluntario, puesto que aquel individuo cuya utilidad sufre
una disminucién al cambiar w por x se negard a participar en el intercambio.

Hasta ahora, podemos resumir diciendo que, siempre que la dotacién inicial satisface
RM S (w) < RM Sz(w) con wj.- > ( para i¢,j = 1,2 con i # j, entonces existe un conjunto
no vacio de puntos factibles, D(w), que dominan en sentido de Pareto al punto w. Pero
es mas, si hay un equilibrio en un punto z, entonces = tiene que ser uno de los puntos
factibles que dominan en sentido de Pareto a w (z € D(w)) puesto que los deméds puntos
siempre serfan vetados por al menos uno de los dos individuos como asignacién alternativa
a w, es decir, los deméds puntos no satisfacen el requisito de intercambio voluntario.

El argumento de que si RM Sy (w) # RM Sa(w), entonces D(w) # @) puede ser extendido
a cualquier punto en general dentro de la caja:

Vz RMS,(z) # RMSy(z) <= D(z)#0 (8.4)

Para ver porqué, simplemente hay que notar que, cualquier punto x que satisface RM Sy (x) #
RM S3(z) nos conduce a una grafica que es formalmente idéntica a la figura 8.3 en que las
curvas de indiferencia se cortan en el punto x. Existird entonces un conjunto de puntos,
D(z), que dominan en sentido de Pareto a . Como el doble sentido de la flecha en la
ecuacion (8.4) indica, el argumento funciona al revés también. Si el conjunto D(x) no es
vacio, entonces las curvas de indiferencia tienen que cortarse en .
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EJERCICIO 8.3: Demuestre formalmente que st el conjunto D(x) no es vacio, en-
tonces las curvas de indiferencia tienen que cortarse en x.

Pero nétese que, puesto que RM S;(x) # RM S2(x) es una condicién necesaria y sufi-
ciente para D(z) # (), por exclusién, resulta que RM S;(z) = RMS3(x) tiene que ser una
condici6én necesaria y suficiente para D(z) = 0, es decir

RMS,(z) = RMSy(z) < D(z)=0

El conjunto de todos los puntos que son eficientes en sentido de Pareto que viene dado
por el conjunto

C={z: D(z) =0}

se conoce como la curva de contratos. Resulta que, siempre y cuando D(w) # 0, la
interseccién entre los conjuntos C'y D(w) no es vacfa, CND(w) = N(w) # 0. El conjunto
resultante, N(w), recibe el nombre de el nicleo de la economfa. Para ver esto, simplemente
notar que podemos adjudicarle un nivel de utilidad al individuo 2 que satisface U > us(w).
Luego, consideramos el problema de maximizacién restringida siguiente

max u1(z) s.a. ug(z) < Uz

Puesto que cualquier curva de indiferencia del individuo 2 es una funcién estrictamen-
te céncava (recuerdese que estamos referenciando la caja al origen 0;), el conjunto de
puntos que satisface ug(z) < Us es estrictamente convexo. Pero puesto que u;(z) es cuasi-
céncava, sabemos (capftulo 1) que existe una solucién tnica al problema, caracterizada
por uz(z) = Uz y tangencia entre la frontera del conjunto factible (es decir, la curva de
indiferencia definida por uz(z) = Usz) y la curva de indiferencia de la funcién objetivo (es
decir, una curva de indiferencia de la funcién u;(z)). Entonces, la solucién al problema de
maximizacién restringida es un punto de tangencia entre las curvas de indiferencia de los
dos individuos. Finalmente, siempre y cuando se escoja un nimero Us que sea suficien-
temente cercano a ug(w), la solucién al problema propuesto tiene que encontrarse dentro
del conjunto D(w).

La curva de contratos y el micleo estdn representados graficamente en la figura 8.4.
Especificamente, la curva de contratos es la curva de pendiente positiva que va de origen
a origen en la figura 8.4, mientras que el micleo es aquella parte de la curva de contratos
que se sitia en la zona sombreada, D(w).

8.1.1 Equilibrio

Seguin los requisitos de que un equilibrio debe ser factible y voluntario, resulta que tiene
que encontrarse dentro del conjunto D(w). Pero, nos quedamos con la pregunta, jcuél de
todos estos puntos serd el equililibrio? La respuesta a la pregunta depende de las reglas
segun las cuales los dos individuos llevan a cabo los intercambios de bienes.

Hay una opcién que resulta muy sencilla de localizar en la caja. Suponga que el inter-
cambio de bienes es mediante el puro trueque, y que el individuo 1 actiia como monopolista
en el sentido de que él sugiere un intercambio, y el individuo 2 solamente acepta o rechaza
la propuesta. El punto que el individuo 1 va a proponer debe resolver el problema

max ui(z) s.a. ui(r) > ui(w)i=1,2
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Nétese que las dos restricciones en este problema son equivalentes a * € D(w). Ahora,
puesto que D(w) es un conjunto no-vacfo y estrictamente convexo, y que la funcién objetivo
uj(x) es estrictamente cuasicéncava y creciente, sabemos que existe una solucién tnica al
problema, y que esta solucién se encuentra sobre la frontera superior del conjunto factible.
Es més, la solucién es un punto de tangencia entre un contorno de la funcién objetivo y la
frontera superior del conjunto factible. Pero la frontera superior del conjunto D(w) en la
caja de Edgeworth es la curva de indiferencia uz(z) = uz(w). Con todo esto, la solucién
al problema es el tinico punto que satisface RMS;(z) = RMS2(z) y uz(z) = ug(w), es
decir, es el punto de corte entre la curva de contratos y la curva ug(x) = ugz(w).

EJERCICIO 8.4: ;Cudl es el equilibrio en un modelo de trueque en el que el individuo
2 propone el intercambio y el individuo 1 acepta o rechaza?

Este proceso sugiere que, si el proceso de intercambio es de trueque puro, y que de
algin modo, el poder de mercado se reparte entre los individuos, entonces el equilibrio
tiene que ser un punto sobre el micleo de la economia. Pero, jexactamente qué punto sera?
Esta pregunta suculenta es un tema que tenemos que aplazar hasta el préximo capitulo, y
de momento vamos a perseguir el concepto de equilibrio por la via sugerida por el propio
Edgeworth.

Edgeworth estudié el equilibrio en la caja abandonando el supuesto de trueque en favor
de un supuesto de intercambio con relacién a los precios. En concreto, se supone:

1. los dos individuos llevan sus dotaciones iniciales a un mercado,

2. en el mercado hay un poder supremo (un “subastador”) que anuncia el precio rela-
tivo, p, al que se pueden intercambiar los bienes,

3. en funcién de p, cada individuo formula sus demandas respectivas de ambos bienes,

4. si existe excedente (es decir, si las dos demandas no suman exactamente 0 en ambos
bienes), el subastador no permite que se efectiien los intercambios y revisa p,
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5. si no existe excedente (si las dos demandas suman exactamente 0 en ambos bienes),
entonces el subastador permite que se efectien los intercambios (se ha llegado al
equilibrio).

Notese que para que este sistema funcione no es necesario que exista el dinero como
un tercer bien, puesto que lo 1inico que se requiere es un precio relativo (el precio de uno
de los bienes en funcién del otro, es decir, para obtener una unidad del bien 1 es necesario
entregar a cambio p unidades del bien 2) y no precios absolutos (precios de los bienes
en funcién de dinero). El sistema propuesto por Edgeworth es suficiente para que exista
un equilibrio, y puesto que en el juego ninguno de los individuos tiene poder de mercado
alguno, se conoce el correspondiente equilibrio como el equilibrio competitivo.

Figura 8.5.

Para ver cudl es el equilibrio competitivo, considere la figura 8.5 que muestra la si-
tuacién de uno de los dos individuos. En cuanto el subastador haya anunciado un precio
relativo p, el individuo ya tiene una restriccién presupuestaria, que es una recta de pen-
diente —p y que pasa por su punto de dotacién inicial. Para ver que siempre pasa por la
dotacioén inicial, nétese que independientemente de ciial es el precio relativo, un individuo
siempre tiene a su alcance consumir su dotacién sin mas, y que al hacerlo, se agotara (por
definicién) la dotacién inicial. En efecto, si el precio relativo es p entonces el individuo
i puede entregar su dotacién inicial entera del bien 1 a cambio de pw} unidades del bien
2. Dado esto, la dotacion inicial entera puede valorarse en términos del bien 2 segiin
wh + pw}. Asf que el individuo podré acceder a cualquier cesta de bienes (z1,x2) cuyo
valor en términos del bien 2, 7 + pz} no supere el valor de la dotacién inicial. De esta
forma el precio relativo implica una restriccién presupuestaria de

xh + pry < wh + pwi
es decir,
)y < wh + p(wy — z})
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Esto es un conjunto cuya frontera superior es la linea recta i) = wj + p(w} — z}), que
tiene pendiente —p y que obviamente pasa por el punto (w},w}). Por supuesto, esta es la
recta presupuestaria.

En este punto, podemos destacar un muy conocido resultado que es siempre 1itil tener
en cuenta. La Ley de Walras dice que si en una economia con n mercados y agentes
econémicos que demandan segin una restriccién presupuestaria, si n — 1 mercados estdn
en equilibrio (el excedente de demanda es () entonces también tiene que encontrarse en
equilibrio el wltimo mercado. Para el caso especial de la caja de Edgeworth, la Ley de
Walras implica que es suficiente para un equilibrio general que se compruebe que uno
cualquiera de los mercados se encuentra en equilibrio. El argumento que demuestra este
hecho empieza por notar que la demanda total del bien 2 es x3 + 3, y que este bien cuenta
con una oferta total de wi +w3. Utilizando el hecho de que las demandas deben satisfacer
la recta presupuestaria de cada individuo, si el mercado del bien 2 esta en equilibrio, tiene
que satisfacerse la ecuacion

zy+ 3 = (g +plwy - a1)) + (w3 +pwi - of)) = wp +uj

Cancelando términos comunes y agrupando, se tiene

p(wi —z} +wf —2}) =0

Pero puesto que p > 0, esto implica que
:t:{ ot xrf = w{ + w;"

es decir, el mercado del bien 1 también estd en equilibrio.

Una vez estipulado el valor de p, el individuo puede determinar su punto de demanda,
d;(w', p) como el punto sobre la recta presupuestaria que forma tangencia con una curva
de indiferencia. Segiin varia p, el punto de demanda también varfa, tal y como se indica en
la figura 8.5 con la variacién en p entre dos valores, p; > pa. Nétese que siempre existira
un valor para p tal que d;(w',p) = w, es decir, se forma una recta presupuestaria que es
tangente a la curva de indiferencia inicial justo en el punto de la dotacién inicial. Si en la
figura 8.5 se pinta una curva que una todos los puntos d;(w’, p) segin se varfa p, se obtiene
lo que se llama la curva precio-consumo del individuo i, C PC; (véase la figura 8.6).

Los puntos impotantes a tener siempre en mente con respecto de una curva precio-
CcONsumo Son:

1. un punto sobre una curva precio-consumo indica un punto de demanda 6ptima,

2. en un punto sobre una curva precio-consumo, la curva de indiferencia es tangente a
la recta presupuestaria,

3. el inico punto sobre la curva precio-consumo en que la curva en si es tangente a la
curva de indiferencia que pasa por el mismo punto es el punto de dotacién inicial w,

4. si  es un punto sobre la curva precio-consumo con x # w', entonces u;(z) >
ui(w'), es decir, la curva precio-consumo estd graficamente més alta que la curva
de indiferencia que pasa por la dotacién inicial.

Ahora podemos volver a la caja de Edgeworth. En la figura 8.7 se representa una caja
de Edgeworth junto con las curvas de indiferencia iniciales, el conjunto D(w), y las dos
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Figura 8.6.

curvas precio-consumo. Ahora, puesto que cada C'PC es tangente a su respectiva curva
de indiferencia en el punto w, y que en este punto las dos curvas de indiferencia se cortan,
es necesariamente cierto que una parte de cada C'PC recorre el conjunto D(w). Es mds,
las dos CPC tienen necesariamente un punto de corte en algun punto e € D(w). Para
ver porqué, simplemente hay que recordar que cada curva CPC; es tangente a u;(w) en el
punto w, con lo que las dos curvas C' PC tienen que cortarse en este punto. En concreto,
en este punto, segiin se mueve dentro del conjunto D(w) la curva CPC) tiene que estar
por debajo de CPCy dentro de la caja. Por otro lado, C PC) est4 siempre por encima de
la curva de indiferencia u; (w) mientras que la curva de indiferencia uz(w) no estd siempre
por encima de la curva de indiferencia u;(w). Esto implica que tiene que existir un punto
de corte (aparte del punto w) entre CPC} y uz(w) y que este punto de corte ocurre por
encima de la curva de indiferencia u;(w). El mismo argumento implica que debe existir
un punto de corte entre CPC, y u;(w) que ocurre por debajo de la curva de indiferencia
uz(w). Finalmente, estos puntos de corte implican que necesariamente CPC; acaba por
encima de CPC,. Puesto que C'PC; empieza por debajo de CPC; (a partir del punto w)
pero acaba por encima, tiene que existir (por lo menos) un punto de corte entre las dos,
y este punto de corte tiene que encontrarse dentro del conjunto D(w). En la figura 8.7 el
punto de corte entre las C PC estd indicado por el punto e.

Se considera ahora la implicacién del punto e. Si pintamos una recta que una los dos
puntos w y e, esta recta representa una recta presupuestaria para ambos individuos. Pero
puesto que justo con esta recta presupuestaria cada individuo forma su punto de demanda
en e (ver Fig. 8.5), sabemos que las dos curvas de indiferencia que pasan por e tienen
ambas que ser tangentes a la misma recta presupuestaria, y por tanto son tangentes entre
si. Por tanto, e se encuentra sobre la curva de contratos, es decir, es un punto eficiente
en sentido de Pareto. Finalmente, puesto que con el precio relativo p los dos puntos de
demanda coinciden, el excedente de demanda de ambos bienes es igual a 0, es decir, e es
un punto de equilibrio general.

EJERCICIO 8.5: Pinte la curva CPC para todos los precios relativos posibles entre
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Figura 8.7.

0 y oo, y considere la posibilidad de que haya mds de un punto de corte entre las dos C PC
en la caja de Edgeworth.

El hecho de que, si se trata de una situacién perfectamente competitiva, el equilibrio
general ocure sobre la curva de contratos es muy importante. De hecho, esta parece ser la
idea que tenia en la mente Adam Smith cuando hablé de la “mano invisible”, mediante la
cual los individuos que persiguen su propio bienestar acaban favoreciendo el objetivo social
de eficiencia. Hoy en dia, este resultado se concoce como el primer teorema fundamental
del bienestar, y se suele enunciar como sigue; si no hay imperfecciones en el mercado,
entonces un equilibrio general competitivo es eficiente en sentido de Pareto. Existe un
segundo teorema fundamental del bienestar, que enuncia que, si no hay imperfecciones en
la economfa, cualquier punto eficiente en sentido de Pareto sostiene un equilibrio general
para alguna dotacién incial.

EJERCICIO 8.6: Formule un argumento grdfico en la caja de Edgeworth que dé como
resultado el seqgundo teorema fundamental del bienestar. ;FEs inica la dotacion inicial para
la que un punto eficiente en sentido de Pareto cualquiera es equilibrio general?

La inclusién de la frase “si no hay imperfecciones” en los teoremas fundamentales
del bienestar es también importante. Quizd la mas importante imperfecciéon que puede
haber es el poder de mercado, que en el modelo que estamos tratando (intercambio en
funcién de un precio relativo), se puede entender como el poder de fijacién del precio
relativo, es decir, que uno de los dos individuos también haga el papel del subastador.
Vamos a considerar brevemente esta posibilidad, que llamaremos el caso del monopolio.
Especificamente, supondremos que el individuo 1 es el monopolista, y asi fija el precio
relativo, mientras que el individuo 2 simplemente responde ante este precio relativo con
su punto de demanda éptima.

El equilibrio en este caso corresponde con el precio relativo que, por un lado es aceptado
voluntariamente por el idividuo 2, y que por otro proporciona la médxima utilidad para
el individuo 1. La solucién es sencilla; puesto que el precio relativo que se busca tiene
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que implicar un intercambio voluntario por parte del individuo 2, se trata de encontrar
el punto sobre C'PC, que més le interesa al individuo 1, siempre sujeto a que tal punto
se encuentra dentro del conjunto D(w). Podemos facilmente encontrar el equilibrio en la
economia con monopolista haciendo uso de la figura 8.8.

Figura 8.8.

En la figura 8.8, el punto sobre C'PC> que maximice la utilidad del individuo 1 es el
punto m, el punto en donde la pendiente de ambas curvas son iguales. Primero, notemos
que tal punto existe, puesto que CPCy tiene mayor pendiente que u;(w) en el punto w
(recuerde que ambas tienen pendiente negativa en w y que la pendiente de C'PC5 es igual
a la pendiente de uz(w) en w), pero como existe otro punto de corte entre CPC3 y ug(w),
tiene que existir puntos sobre CPC3 en donde su pendiente es menor que la de ug(w).
Puesto que ambas son funciones continuas, suponiendo que C'PC; es derivable en todos
sus puntos, tiene que existir por lo menos un punto en donde la pendiente de C PC5 es
igual a la pendiente de ug(z) en el mismo punto. Por otro lado, el punto m tiene que
cumplir m € D(w), es decir, m domina a w en sentido de Pareto. Esto se debe a que la
curva C' PC; siempre se encuentra por debajo de uz(w) en la caja, y que en el punto donde
corta a uj(w), lo tiene que hacer con pendiente menor que la pendiente de wu;(w).

Sin embargo, el hecho mas notable del punto m es que no es eficiente en sentido de
Pareto. Para apreciar la razén de este hecho, simplemente tenemos que recordar que, en
cualquier punto sobre CPCj la curva de indiferencia del individuo 2 es tangente a la recta
que une el punto y la dotacién w. En particular, con la excepcién del mismo punto w,
la curva C'PC; nunca es tangente a la curva de indiferencia del individuo 2. Pero en el
punto m la C'PCj si es tangente a la curva de indiferencia del individuo 1, y por tanto las
dos curvas de indiferencia no pueden ser tangentes entre si. La ineficiencia en sentido de
Pareto del punto m se debe a la existencia de poder de mercado por parte del individuo
1, una clara imperfeccién en el mercado. Siendo ineficiente en sentido de Pareto, el punto
m deja un conjunto no vacfo de puntos, D(m), tal y como se indica en la figura 8.9.

Ahora bien, entre todas los posibles valores para el precio relativo, el individuo 1 po-
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Figura 8.9.

drfa haber utilizado justo aquel que corresponde con el equilibrio general competitivo. Sin
embargo, es obvio que no lo hace, puesto que aquel precio relativo corresponde con un
punto sobre la curva de contratos, mientras que el punto m no comparte este hecho. Po-
demos directamente concluir que el monopolista debe recibir mayor utilidad en la solucién
de monopolio que en la solucién competitiva. Pero si el punto e estd sobre la curva de
contratos en algiin lugar por debajo de la curva de indiferencia u,(m), necesariamente
es cierto que el punto e estd también por debajo de la curva de indiferencia uz(m), es
decir, el individuo 2 recibe menor utilidad en la solucién de monopolista que en la solucién
competitiva.

Finalmente, vale la pena considerar la razén por la cual el individuo 1 no sugiere un
precio relativo tal que se acabe sobre un punto eficiente en sentido de Pareto dentro de
la zona D(m) en la figura 8.9. Pues, despues de todo, tal punto le ofrece mayor utilidad
que el punto m. La razén es sencillamente que ninguno de los puntos eficientes en sentido
de Pareto dentro de D(m) estd sobre la curva C'PCs, y por tanto no son factibles para
el monopolista (de hecho, el tinico punto que es eficiente en sentido de Pareto y que esta
sobre la curva CPCy que pase por w es el equilibrio general competitivo). No obstante,
una vez alcanzado el punto m (y los intercambios hechos), claramente el proceso puede
volver a empezar, con un nuevo precio relativo, y moverse a un nuevo punto, digamos m’
dentro del conjunto D(m). Pero este proceso puede continuar, y en cada paso el conjunto
de puntos que domina en sentido de Pareto a la solucién anterior es cada vez més pequeno,
y acabard por desaparecer. En este momento, se habrd llegado a un punto eficiente en
sentido de Pareto, que se encuentra dentro del conjunto D(m) inicial. Este proceso se
conoce como discriminacion de precios, y claramente conduce a un punto final, m, que
satisface m € D(m), es decir, ambos individuos ganan utilidad con este proceso.

EJERCICIO 8.7: Sea ui(z) = (z%)*(@)!"® para i = 1,2 y para 0 < a < 1. Las
dotaciones iniciales son w} = 1, w} = 2, w} = 3, y w} = 2. Encuentre el precio relativo
y la asignacion del equilibrio general competitivo.
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8.2 Una economia con sector productivo

En la seccién anterior, hemos analizado una economia de intercambio puro, en la que los
bienes que acaban consumiendo los dos individuos venfan dados al principio. Ahora vamos
a pensar en una economia en la que existe un sector productivo que produce los bienes a
partir de unos factores de produccién. A cambio de esta nueva complicacién, solamente
vamos a solucionar el equilibrio competitivo.

Sigamos con el supuesto de que existen dos individuos consumidores con funciones
de utilidad crecientes y cuasicéncavas, y dos bienes de consumo, z; y x2. Aunque no es
estrictamente necesario, ahora vamos a suponer que existe el dinero en la economia, y que
entonces cada bien tiene un precio absoluto. Vamos a utilizar p; para indicar el precio
monetario del bien 7, y P = % para indicar el precio relativo. Ahora, suponemos que
hay dos empresas, la empresa j se dedica a la produccién del bien j, para 7 = 1,2. Las
empresas tienen funciones de produccién fj(K, L), en donde K es el factor capital y L es
el factor trabajo. Las funciones de produccién indican la médxima cantidad de producto
que se puede obtener a partir de los insumos, es decir

2; < f(K, L) (8.5)

Se dice que la produccién es eficiente si x; = fj(K,L). Se supone que las funciones de
produccién, f;(-), son estrictamente crecientes y c6ncavas', para que las curvas isocuantas
sean siempre convexas.

Inicialmente, cada empresa estd dotada con cantidades no negativas de ambos factores
de produccién, que denotamos por K; i Y L respectlmente y las cantidades totales de
cada factor en la economfa son K = K 1+ K2 y L= L1 + L2 Las factores de produccién
se pueden intercambiar en un mercado perfectamente competitivo en precios monetarios
r para capital y w para mano de obra®?. El objetivo de cada empresa es maximizar su
beneficio monetario,

nj = pjxj —rKj —wL; para j=1,2

en donde K; y L; son las demandas de capital y mano de obra de la empresa j, dados
los precios de los factores, los precios de los bienes, y su dotacién inicial de factores.
Claramente, a partir de la definicién de la funcién de produccién (8.5), tenemos

U] < pjfj(st Lj) = ?'Kj e ij para J = 1.2

asf que puesto que se busca maximizar 7;, cualquiera que sean las demandas de los factores
siempre serd cierto que la empresa funcionard con produccién eficiente, y asi podemos
escribir las funciones de beneficio como

7; = p;j fi(Kj,L;j) —rK; —wL; para j=1,2 (8.6)

Ahora, dadas las dotaciones de los factores de produccién, se puede formar una nueva
caja de Edgeworth en el espacio de los factores de produccién, en donde se representan

'En realidad, cuasicéncavas serfa suficiente.

2Esta eleccién de notacién para los precios de los factores productivos es la mas usual. No obstante, se
avisa al lector de que la letra w, que ahora representa el salario para mano de obra, en la seccién anterior
representaba el punto de dotacién inicial en la caja de Edgeworth. Puesto que ahora no hay dotaciones de
bienes, la notacién utilizada no debe causar confusiones.
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las curvas isoquantas de las dos empresas. Es tentador pensar que el equilibrio en la
caja de Edgeworth de produccién se alcanza siguiendo un argumento equivalente al que
conduce al equilibrio en el plano de los consumos, pero no es cierto. Si se postulan curvas
precio-consumo en el plano de los factores, utilizando los puntos en donde las isoquantas
son tangentes a las rectas que pasan por el punto de dotacién y con pendiente igual a la
razén de los precios de los factores, entonces se estaria planteando que las dos empresas
maximizan su produccién dentro de una condicién presupuestaria. Esto no es cierto, pues
las empresas siempre maximizan su beneficio y no necesariamente su produccién.

En cualquier equilibrio en donde las empresas maximizan su beneficio monetario, a par-
tir de las ecuaciones (8.6), sabemos que las dos condiciones de primer orden de cualquiera
de las empresas cuando eligen sus demandas de los factores son

ofi(Kj, Lj) of;i(Kj, Lj) :
pi——m—> =Ty pj—————=w para j=1,2 (8.7
7 OK; 7 0L )
Si escribimos los productos marginales como
of;i(Kj, Lj) _ - Ofi(K;, L) _ A
oK, = PMK; y aL, =PML; j=1,2

y entonces dividimos la segunda de las condiciones en (8.7) por la primera, se obtiene el
resultado de que
PML; w

= — 1 =1,2 ;

El lado de la izquierda de (8.8) es el valor absoluto de la relacién marginal de sustitucién
técnica de la empresa (RM ST), es decir, es el valor absoluto de la pendiente de una curva
isocuanta. Entonces (8.8) indica que, en cualquier equilibrio general para esta economfa,
sigue siendo cierto que las empresas tienen que actuar con una asignacién de recursos que
se encuentra sobre la curva de contratos de su caja de Edgeworth. Dado esto, vamos a
pensar en todos los puntos que se encuentran sobre la curva de contratos de la caja de
Edgeworth de los factores productivos.

En primer lugar, consideraremos lo que se llama el conjunto de posibilidades de pro-
duccion, vy que denotaremos por X, que son todos los puntos dentro del espacio de los
productos totales r; y x2, que pueden ser producidos con las funciones de produccién
fi(+) y f2(+) y las dotaciones L y K de factores de produccién. Por definicién, el conjunto
de posibilidades de produccién es

Resulta que, siempre y cuando las funciones de produccién sean céncavas (como hemos ya
supuesto) entonces el conjunto de posibilidades de produccién es estrictamente convexo.
Vamos a demostrar este importante resultado. Sean z' = (z{,z}) y 2% = (2%, 23) ambos
miembros de X, es decir, 2! € X y 22 € X. Lo que hace falta mostrar es que cualquier
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combinacién convexa de estos dos puntos, 3 = Az! + (1 — A\)z? con 0 < A < 1, también
pertenence a X. Definimos

3= AL 4 (1 — \)L2
L3 = AL} + (1 - ML }j=1,2

g_ 1 2

Ahora, por definicién de las funciones de produccién

Il

3 = Mj+(1-Na]
< MK L) + (L= Nf(KF, L3) §=1,2

Pero, dentro del supuesto de que las funciones de produccién son céncavas, es decir

Mi(Kj, L) + (1= N f(KZ LY) < fi(K, L)) §=1,2

tenemos el resultado de que

z3 < fj(K3},L3) para j=1,2 (8.9)

es decir, con los valores de los factores (K3, L?), resulta que las cantidades de los productos

x? son factibles.

Finalmente, notamos que puesto que z! y 22 pertenecen a X, tiene que ser cierto que
K; >0, L} >0 para i,j=1,2
y también que
Ki+Ki<K, L3 +Li <L para i=1,2
Pero entonces resulta que

J

3=+ (- NLI> N0+ 1-20=0

8 = AK] - AK? > —A)0=
K3 = AK}+ (1= A)K2? > X0+ (1 - )0 0} =12 (8.10)

y también que

K} + K3 = (AK{+(1-XK?)+ (K3 +(1—NK3)
= MK]+K3)+(1-2(K2+K3) (8.11)
< A K+(1-MDK=K

L} + L3 (ALY} + (1 = )LD + OLL + (1 - N I3)
= MLj+L3)+ (1= X)(L} + L3) (8.12)

< M+1-NL=I

Al final, a partir de (8.9), (8.10), (8.11) y (8.12), tenemos el hecho de que z3 =
Az! 4 (1 — A\)z? satisface todos los requisitos para pertenecer al conjunto de posibilidades
de produccién, asf que 2 € X, y por tanto, X es un conjunto convexo. Un conjunto
de posibilidades de produccién, correspondiente a funciones de produccién estrictamente
céncavas, se representa en la figura 8.10.
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Figura 8.10.

La frontera superior del conjunto de posibilidades de produccién, llamado simplemente
la frontera de posibilidades de produccion, es de especial interés. Obviamente un punto que
se sitie sobre esta frontera satisface el hecho de que es imposible incrementar la produccién
de uno de los productos (mediante una reasignacién de los recursos de produccién) sin
disminuir la produccién del otro bien. Esto tiene dos implicaciones claras, por un lado, la
correspondiente asignacién tiene que asignar todos los factores entre las empresas, es decir

Li+la=I Ki+Ko=K

y por otro, tiene que satisfacer el hecho de que la asignacién de recursos se encuentra
sobre la curva de contratos en la caja de Edgeworth de los recursos de produccién. Como
hemos visto antes que en cualquier equilibrio general en donde las empresas maximican
su beneficio monetario, se situan sobre esta curva de contratos, es también cierto que
se situan sobre la frontera del conjunto de posibilidades de produccién. Para indicar que
cualquier punto sobre la fontera de posibilidades de produccién necesariamente es un punto
caracterizado por la igualdad entre la relacién marginal de sustitucién de cada empresa
y la relacién de los precios de los factores (tal y como se expresa en la ecuacién (8.8)),
indicaremos estos puntos por z*. Ahora pasamos a considerar exactamente cual de todos
estos puntos serd el eligido en un equilibrio general.

En primer lugar, puesto que X es un conjunto convexo, su frontera superior es una
funcién céncava. La pendiente de esta funcién, conocida como la tasa marginal de trans-
formacion, or simplemente TMT, viene definida a partir de la ecuacién

*
TMT(z*) = % <0
1 L1+ Lo=L, K1+Ka=K
Ahora, una variacién en zj requiere una variacién en sus dos factores de produccién, K 3
y L7, es decir

. _ Of(K*, 1Y)

ofi(K*,L*)

dK; + oL

dL} j=1,2

155



es decir

. (PML;\ .\ .
PMK; (dKj +(PMK;)(1LJ.) i=12

[

PML;
—] W ~
Pero como 537 ol ~, tenemos

dz; = PMK; (dK; + (2)dL;) j=1,2

Ahora, dividiendo la segunda de estas ecuaciones por la primera, se obtiene

5  PMK(dK3 + (%) dL3)
dr} ~ PMK,(dK} + (L) dL})

Finalmente, puesto que L] + Lj = Ly K + K; = K, resulta que dK; = —dK7 y
dL3 = —dLj, es decir
dzx3 PMK,
—2 = _____ = % |
dz; = PMK, (lse)

Ademds, por la ecuacién (8.8), resulta que

PMLy PML, PMKy; PML,

PMK, PMEK, _ PMEK, PMIL,

y entonces podemos afirmar que la pendiente de la frontera de posibilidades de produccién
en cualquier punto es igual al opuesto de la razén entre las productos marginales de las
empresas para cualquiera de los dos factores.

EJERCICIO 8.8: Sabemos que, en cualquier equilibrio general las empresas funcio-
nan en un punto sobre la curva de contratos y, por tanto se puede caracterizar mediante
un proceso de maximizacion de la produccion de una de las empresas condicionada a que
la produccion de la otra empresa sea mayor o igual a una cantidad dada. Formule este
problema mediante el método de Lagrange, y considere el valor del multiplicador de La-
grange. Compare este valor con la tasa marginal de transformacion en la ecuacion (8.13a)
y saque las conclusiones pertenentes.

Ahora, la curva que describe la frontera de posibilidades de produccién tiene pendiente
negativa (puesto que las dos funciones de produccién son estrictamente crecientes), y
es la frontera superior de un conjunto estrictamente convexo (cuando las funciones de
produccién son estrictamente céncavas). Entonces, es una funcién céncava, y por tanto
su pendiente es distinta en todos los puntos. Dado esto, podemos ya ficilmente encontrar
el punto de equilibrio general.

Se recuerda que, en el equilibrio general, las dos empresas maximizan su beneficio
monetario, y por tanto satisfacen las condiciones de primer orden

piPMK;=r y pjPML;j =w para j=1,2
Pero entonces, resulta que

PM'KJ'=§ y PMszg para j=1,2
i) j
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Por tanto, a partir de la ecuacién (8.13a), resulta que, en el equilibrio general para el

problema
dz5  PMK, (E) _ m
dei ~ PMK, _E T m
m

Asi, resulta que en el equilibrio general, la tasa marginal de transformacién es igual a la
razén de precios de los bienes finales, que a su vez, como ya hemos visto, tiene que ser igual
a la relacién marginal de sustitucién de los dos individuos, TMT = RMS; para i = 1, 2.
Este requisito implica que no es posible aumentar la produccién de uno de los bienes, y por
tanto disminuir la produccién del otro, de modo que se beneficien ambos consumidores.
Para ver esto, suponga que la RM S de los consumidores fuera igual a —a, y que la TMT
fuera igual a —b, con a > b. Entonces, los dos consumidores estarian dispuestos a reducir
su consumo del bien 2 en a unidades si pudieran incrementar su consumo del bien 1 en 1
unidad. Pero en esta economfa es necesario reducir la produccién del bien 2 en b unidades
para incrementar la produccién del bien 1 en 1 unidad. Puesto que a > b, lo que los
consumidores estdn dispuestos a renunciar del bien 2 es mayor que lo que la economia les
exige renunciar si se reasignan los recursos productivos para incrementar la produccién
del bien 1 en 1 unidad. Correspondientemente, se puede incrementar la utilidad de por lo
menos un consumidor (ddndole una nueva unidad del bien 1 y restdndole b unidades del
bien 2) sin alterar el consumo (y por tanto la utilidad) del otro consumidor.

En resumen, en un equilibrio general, tenemos tres tipos de eficiencia que se deben
respetar:

1. Eficiencia en consumo (o eficiencia en la distribucién de los bienes), indicado por
RMS, = RMS,, es decir, se acaba en un punto sobre la curva de contratos en el
espacio de los bienes finales. Esto significa que no es posible reasignar los bienes
entre los consumidores de modo que ambos se beneficien.

2. Eficiencia en produccién, indicado por RM STy = RMST,. Esto implica que se
funciona en un punto sobre la curva de contratos en el espacio de los factores, o lo
que es lo mismo, sobre la frontera de posibilidades de produccién. Esto significa que
no es posible reasignar los factores entre las empresas de modo que se incremente
la produccién de uno de los bienes sin disminuir la produccién del otro, hecho que
incrementarfa sin lugar a dudas las utilidades de los consumidores.

3. Eficiencia en la mezcla de productos, indicado por TMT = RMS,; para i = 1,2.
Esto significa que no es posible reasignar los factores productivos de modo que se
incremente la utilidad de por lo menos un consumidor sin disminuir la del otro.

Se muestra un equilibrio general en la figura 8.11, en donde se ha indicado el punto
de equilibrio general sobre la frontera de posibilidades de produccién por el punto z**,
y en donde se indican las curvas de indiferencia de los dos consumidores, y el punto de
asignacion de los bienes entre ellos, el punto e.

8.3 Equilibrio con incertidumbre

En esta seccién, vamos a contemplar c6mo afecta la incertidumbre al equilibrio general. A
cambio de la introduccién de la nueva complicacién que supone la incertidumbre, vamos
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x3*

Figura 8.11.

a volver al caso de una economia sin sector productivo. El marco de andlisis que vamos a
aplicar aquf es el de la incertidumbre en el modelo de consumo contingente. Suponemos que
la economfa consta de dos individuos, estrictamente adversos al riesgo, con una dotacién
inicial del tinico bien (que por comodidad consideraremos que es dinero) de w* = (w}, w})
para ¢ = 1,2. Aqu, wj,- es la riqueza del individuo i en el estado de la naturaleza (o
contingencia) j, y si w} # w) entonces el individuo 7 tiene una dotacién inicial arriesgada.
En principio supondremos que el estado 2 es el malo para ambos individuos, es decir
wh < w} para ambos i = 1,2. Este supuesto implica que la riqueza total en el estado 2,
Ws = w% + w%, es estrictamente menor que la riqueza total en el estado 1, W; = w% + wf.
Este hecho, Wy < Wj, se conoce como la existencia de riesgo agregado. Cuando existe
riesgo agregado, la caja de Edgeworth es més larga que alta (véase la figura 8.12).

En la figura 8.12, se indican las dos rectas C; en donde i = 1, 2, que son las rectas de
certidumbre para los dos individuos. Cualquier punto sobre la recta C; ofrece absoluta
certidumbre al individuo i en el sentido de que indica un punto en donde z} = z}. El
supuesto de que el estado 2 es malo para ambos individuos implica que el punto de dotacién
inicial, w, se halla estrictamente entre las dos rectas de certidumbre. Por lo demss, la caja
de Edgeworth en la figura 8.12 no es distinta de cualquier otra.

8.3.1 La curva de contratos

De igual modo que en el modelo bajo certidumbre, la curva de contratos en la caja de
riquezas contingentes es el conjunto de todos los puntos eficientes en sentido de Pareto, es
decir, los puntos en donde las curvas de indiferencia de los dos agentes tienen la misma
pendiente. La aversién al riesgo de los dos individuos tiene una implicacién importante
para la posicién de la curva de contratos en el modelo con incertidumbre. En todos los
puntos interiores, la curva de contratos tiene que hallarse entre las dos rectas de certidum-
bre, sin nunca tocar ninguna de estas. La razén de esto es sencilla de apreciar. Sabemos
(véase el capftulo 4) que la pendiente de cada curva de indiferencia al pasar por su propia

linea de certidumbre es precisamente _Q%Bl, en donde p es la probabilidad de que ocurra
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Figura 8.12.

el estado 2. La estricta convexidad de las curvas Fu;(x) y la estricta concavidad (desde
la perspectiva del origen 0;) de las curvas Fug(z) implica entonces que no es posible que
una curva de indiferencia del individuo 1 tenga pendiente —U-P) o donde corta la recta
de certidumbre del individuo 2 (y por tanto, las dos curvas de indiferencia no pueden ser
tangentes entre si en un punto sobre la recta de certidumbre del individuo 2. Un argu-
mento andlogo implica que tampoco pueden ser tangentes las dos curvas de indiferencia
en un punto sobre la recta de certidumbre del individuo 1. Finalmente, considérese una
curva de indiferencia en particular, Eus(z) = U. Esta curva tiene que cortar ambas rec-
tas de certidumbre. Pero esta curva de indiferencia tiene menor pendiente que la curva
de indiferencia del individuo 1 en donde Eug(z) = U corta la recta de certidumbre del
individuo 2 (se recuerda que las dos pendientes son negativas), y mayor pendiente en el
punto en donde Eug(x) = U corta la recta de certidumbre del individuo 1. Por el teorema
de valor medio, la tangencia entre Fug(z) = U y una curva Fu;(z) tiene que ocurrir en
un punto entre las dos rectas de certidumbre.

La l6gica que subyace el hecho de que la curva de contratos no puede tocar las rectas de
certidumbre en puntos interiores es también fcil de apreciar. Puesto que ambos individuos
son estrictamente adversos al riesgo, no serfa nunca eficiente un contrato en el que uno de
los individuos aceptase todo el riesgo.

Hay dos excepciones a la regla de que la curva de contratos no puede tocar las rectas de
certidumbre en puntos interiores, aunque estas excepciones tienen que implicar distintos
supuestos que el caso estudiado arriba. En primer lugar, si uno de los dos individuos es
neutral ante el riesgo y el otro adverso, entonces la curva de contratos coincide enteramente
con la recta de certidumbre del agente adverso al riesgo. El individuo neutral ante el riesgo
tiene curvas de indiferencia que son lineales con pendiente —-P) op todos sus puntos. Por
tanto, la tangencia entre las curvas de indiferencia de los dos individuos tiene que ocurrir
en un punto en donde la curva de indiferencia el individuo adverso al riesgo también tiene
esta pendiente, que resulta ser el punto en donde su curva de indiferencia corta su recta de
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certidumbre. La intuicién por este resultado es obvio. Si existe un individuo neutral ante
el riesgo y otro adverso, es eficiente que el que es neutral acabe con todo el riesgo, puesto
que le es menos costoso aceptar riesgo (de hecho, el riesgo le implica un coste nulo).

En segundo lugar, aunque los dos individuos sean estrictamente adversos al riesgo, la
curva de contratos tiene que tocar las rectas de certidumbre si no hay riesgo agregado,
es decir si W; = W5. En este caso, la caja de Edgeworth serfa un cuadrado perfecto,
y entonces las dos rectas de certidumbre tienen que coincidir exactamente, formando la
diagonal de la caja. Pero entonces, cualquier punto sobre la recta de certidumbre del
individuo 1, en donde su curva de indiferencia tiene pendiente —-(-L;EJ-, es también un
punto sobre la recta de certidumbre del individuo 2, y entonces la pendiente de su curva
de indiferencia también es — =2}, Por tanto, el punto estd sobre la curva de contratos.
Claramente la curva de contratos coincide exactamente con las rectas de certidumbre
de ambos individuos. La légica detrds de este suceso es también fécil de apreciar. En
ausencia de riesgo agregado, necesariamente existen puntos que ofrecen certidumbre a
ambos individuos simultdneamente. Si ambos individuos son adversos al riesgo, los puntos
que eliminan el riesgo a ambos individuos serdn siempre més eficientes que los puntos en
donde por lo menos un individuo sufre algiin riesgo.

Quitando estos dos casos especiales, la curva de contratos nunca puede tocar las rectas
de certidumbre en un punto interior. Este caso més general, coincidiendo con dos indivi-
duos estrictamente adversos al riesgo y con la existencia de riesgo agregado, serd el caso
que nos ocupe de ahora en adelante. Pero hay que resaltar un hecho curioso del resultado -
solamente podemos garantizar su validez para puntos interiores, es decir, puntos en donde
ambos individuos reciben cantidades positivas de ambos bienes. Esto deja sin considerar
dos puntos en concreto, los dos origenes de la caja, 0; y 02, que son los tinicos dos puntos
no-interiores sobre las rectas de certidumbre. La pregunta légica entonces es, jpuede la
curva de contratos pasar por los origines de la caja? De hecho, es tentador pensar que
la curva de contratos debe siempre pasar por estos dos puntos. Vamos a considerar este
aspecto de la curva de contratos.

Sabemos que la curva de contratos esta formada por todos los puntos en donde se igua-
lan las relaciones marginales de sustitucién de ambos individuos. Puesto que la relacién

marginal de sustitucién del individuo 7 es
1 — p)ul(}
rMS; = -LDE) o1,
pu;(z5)

resulta que la curva de contratos es el conjunto de todos los puntos, tales que :1:; +m§ =W;
para j = 1,2, que satisfacen

(A -pui(e]) (- puh(af)
pu (23) puy(a3)

o lo que es lo mismo

S| i
uln) _ vz (8.14)
uy(z3)  uy(x3)
Curiosamente, entonces, la posicién de la curva de contratos es independiente de la pro-
babilidad con que se presenten los dos estados de la naturaleza.
Utilizando (8.14) podemos investigar con facilidad los dos origenes de la caja. En

. - N - 1 J I 2 _ :
primer lugar, se considera el punto 01, que coincide con z; = z3 = 0 y z; = W; para
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j = 1,2. Ahora, puesto que W; > Wa, claramente es cierto que

z2=W; up(W2)

uy(7)
uy(3)

Por otro lado, si 0 < u}(0) < oo, entonces

uj (1)
Uy (23)

s Pl P
Ty=z3=0

Por tanto, si 0 < u}(0) < oo, resulta que es imposible que el origen 0; esté sobre la curva
de contratos. Con un argumento equivalente, resulta que si 0 < u5(0) < oo, entonces el
origen (s tampoco puede estar sobre la curva de contratos. Dado esto, vamos a pensar un
poco maés sobre la condicién 0 < u}(0) < oo.

En primer lugar, por el supuesto de que la funcién de utilidad es estrictamente céncava
sabemos que la utilidad marginal es siempre decreciente pero positivo. Entonces queda
directamente excluido la posibilidad de que u;(0) = 0, puesto que si fuera asi, entonces
con una funcién de utilidad céncava, la utilidad marginal tendria que ser negativa para
cualquier nivel de riqueza positiva. Entonces, el iinico caso que nos concierne como la
posible inclusion de los origenes (uno o ambos) en la curva de contratos es la posibilidad
de que u}(0) = oc.

Si u}(0) = oo la curva de contratos pasa precisamente por el origen 0;. Efectivamente,
suponga que la funcién de utilidad del individuo 1 se caracteriza por u}(0) = oco. Considere
el valor de z} que corresponde con eficiencia de Pareto en una asignacién en la que x% =0y
x3 = Wy, es decir, el punto sobre el borde inferior de la caja de Edgeworth que corresponde
con la eficiencia de Pareto. Sea el valor de z} correspondiente z} = a. Sea lo que fuere
a, necesariamente es cierto que a < W; — Wa, puesto sabemos que el punto en cuestién
nunca puede encontrarse por debajo de la recta de certidumbre del individuo 2 (la curva
de contratos siempre se encuentra entre las rectas de certidumbre de ambos individuos), y
esta recta corta el borde inferior de la caja justo en el punto indicado por x{ = W; — Wa.
Ahora, en el punto en cuestién tenemos

uy (1)

e}
ey

00

:L‘} =a<Wi—Ws, Ié=0

Por otro lado, en el punto en cuestién, el individuo 2 recibe una cantidad de riqueza en el
estado 1 de 22 = W) —a > Wy — (W) — Wa) = Wa > 0. Puesto que la utilidad marginal
es decreciente, resulta que u5(W; — a) < uy(Wa). Por tanto, en este punto tendriamos

_ up(Wi —a) - up(Wa) _
uy(Wa)  — uy(Wa)

uy(23)

1
uy(a3)

z?=Wi—a>0, 23=W,
Para que el punto corresponda con eficiencia de pareto, debe cumplirse que

u () _ uy(Wh —a) -
o0 uy(We)  —

Ahora, nétese que es imposible que esta ecuacién sea satisfecha con a > 0, puesto que

implicarfa u/(a) < oo, y entonces
4} (a) (Wi - a)

uy (Wa)

=0<
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Por tanto, la nica opcién posible es que, cuando u}(0) = oo la curva de contratos tiene
que pasar precisamente por el origen 0;. Por supuesto, un argumento equivalente revela
que, si u5(0) = oo la curva de contratos tiene que pasar por el origen 0;. Por supuesto,
ambas cosas pueden ocurrir simulténeamente.

Como resumen de lo que se ha visto, destacamos que, siempre y cuando ambos indivi-
duos sean estrictamente adversos al riesgo y que exista riesgo agregado, las asignaciones
eficientes de riesgo nunca podrédn ofrecer una situacién de certidumbre para ninguno de
los individuos siempre que sean punto interior (la curva de contratos no puede tocar las
rectas de certidumbre). Por otro lado, la curva de contratos pasa por el origen 0; de la
caja si y solo si resulta que u}(0) = co. Para decir més, es conveniente encontrar una
ecuacién general que describa la pendiente de la curva de contratos. Haremos esto para
cualquier punto estrictamente interior.

Empezamos con la ecuacién que define la curva de contratos, ecuacién (8.14), que
cuando se trata de un punto interior tal que x} + :r? = Wj para j = 1,2, podemos escribir
como

uy (21)up(We — z3) = uj (23)uy(Wh — 1)

Tomando logaritmos de ambos lados, resulta que en cualquier punto interior que es eficiente
en sentido de Pareto, se tiene

Ln(uj(z1)) + Ln(uy(Wz — x3)) = Ln(uy(z3)) + Ln(uy(W) — 1))
Entonces podemos definir la funcién
h(zi,x3) = Ln(u (1)) + Ln(uy(We — 23)) — Ln(u) (x3)) — Ln(uy(Wr — 21))  (8.15)

La curva de contratos entendida como una funcién en el espacio definido de acuerdo con
el origen 01, es decir 2} = c(z}), se define a partir de h(z},z3) = 0. Del teorema de la
funcién implicita, tenemos

(3)

32

dey
dr}

siempre que %(i)- # 0. Ahora, resulta que
2

O(Ln('(z)) _ u'(z) _
or u'(x)

—A(z)

en donde A(x) es la medida de Arrow-Pratt de aversién absoluta al riesgo. Dado esto,
tenemos®

Oh(-

ax(i) = —AI(I}) — A2(W1 — .’L"%) <0

8;(i) = Ap(Wa —z3) + A(x3) > 0
T3

3El subindice A; coresponde con u;.
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Finalmente, se tiene que la pendiente de la curva de contratos en cualquier punto interior
es

dx} _ Au]) + A (W1 — 1)
dri h(-)=0 As(Wy — zd) + Ay (xd)
Ay (z1) + Az(2%)
= 8.16
A (zd) + Ax(a?) (8.16)

Directamente de (8.16) podemos concluir

1. puesto que ambos individuos son estrictamente adversos al riesgo, A; > 0 para
i = 1,2, la curva de contratos tiene pendiente positiva en todos los puntos interiores;

2. puesto que la curva de contratos se encuentra estrictamente entre las dos rectas de
certidumbre, tenemos x} > x} para ambos i = 1,2, resulta que la pendiente de
la curva de contratos es menor que 1 si ambos individuos tienen aversién absoluta
decreciente, mayor que 1 si ambos individuos tienen aversion absoluta creciente, e
igual a 1 si ambos individuos tienen aversién absoluta constante.

8.3.2 Contratos de repartos proporcionales constantes

En la vida real, se establecen muchos contratos de asignacién de riesgo con repartos pro-
porcionales de una variable aleatoria, en donde las proporciones no dependen del total a
repartir. Por ejemplo, los contratos de los artistas y autores tipicamente establecen que
el autor de una cancién o libro recibe un pago de 10% del valor total de ventas, y que el
resto se lo queda el distribuidor (casa de discos, editorial, etc.). El hecho es que el pago
proporcional del autor (el 10%) es el mismo cuando la venta es alta o cuando es baja. En
otras ocasiones, el pago proporcional del autor crece con el valor de la venta (por ejemplo,
puede recibir un 10% cuando la venta es baja y 15% cuando es alta). En esta subseccién
vamos a considerar este tipo de contrato, para ver si son eficientes en sentido de Pareto.

En el marco de andlisis que tenemos, podemos entender que Wi y W5 son dos posibles
realizaciones de una variable aleatoria (W2 ocurre con probabilidad p), y que dos individuos
tienen que repartir el valor final que tome W entre si mediante un contrato de asignacion.
Podemos entender que W es el excedente que los dos individuos crean, mediante una
relacion econémica entre ellos. Puesto que en cualquier asignacion eficiente se tiene que
respetar el requisito de que se reparte todo la riqueza generada, solamente es necesario
considerar lo que el contrato asigne al individuo 1. En general, entonces, tenemos que
pensar en dos valores

T =ki(Wh) y T3 = kao(Wa)

Si el contrato es de reparto de proporciones constantes, entonces las funciones k; toman
una forma muy concreta. En particular entonces, tendremos

I =aW; para j=1,2

—i )
Pero en este caso, puesto que o = —S%l-, resulta que el contrato estipula una asignacién que
tiene que satisfacer
~1 W2 ~1
r=|—7]%

163



Claramente, se trata de un punto sobre la diagonal de la caja de Edgworth, puesto que la
ecuacion de la diagonal es la de una ecuacién lineal con ordenada en el origen y pendiente
%’;’t. Dado esto, tenemos que considerar cuando la curva de contratos puede especificar un
contrato de asignacién que esta sobre la diagonal de la caja.

Resulta que, independientemente de todo, la curva de contratos tiene por lo menos
un punto que coincide con la diagonal de la caja. Esto es bastante obvio para el caso
u}(0) = oo para algin ¢ = 1,2, puesto que como ya hemos visto, en este caso la curva
de contratos toca la diagonal por lo menos en el origen 0;. En el caso de u/(0) < oo
para ambos 7 = 1,2, recordamos que la curva de contratos no puede tocar ninguno de
los origenes, y como tiene que encontrarse estrictamente entre las rectas de certidumbre,
tiene que tocar el borde inferior de la caja en un punto estrictamente por debajo de la
diagonal, y tiene que tocar el borde superior de la caja en un punto estrictamente por
encima de la diagonal. Siendo una funcién continua, se sigue que necesariamente ha de
tocar la diagonal en al menos un punto. Dado esto, sabemos que cualquiera que sea la
situacién, por lo menos existe un contrato eficiente existe tal que cada individuo recibe un
reparto proporcional constante.

Para ver esto un poco més formalmente, empezamos por definir %? = 6 < 1, de manera
que un contrato sobre la recta de contratos de reparto proporcional constante es 7y = §7].
Si la curva de contratos toca esta linea en un punto interno, tiene que ser cierto que

wi(@) _ up(Wh—3)
G T u(W, - ox))
uh(Wh — 1)

uy(6(Wh — 71))

Reordenando, resulta que se busca un valor ] = Z} que satisface

G@E)  _ u(6F)
(Wi — 7)) 4 (6(Wi — 1)

Definimos dos funciones

_ uj ()
M) = Zw-2)
N(z) = u; (6z)

uy (6(Wh — x))

Pero, nétese que, para el caso a mano (u}(0) < cc para i = 1,2)

M) - 4O 1)

AUA R A R

y que
uy (W) uj(Wa)
uy(0) uy(0)

Asf que la funcién M (x) arranca por encima de N(x) pero acaba por debajo. Siendo ambas
funciones continuas, resulta que tiene que existir por lo menos un punto (estrictamente
interior, es decir, que cumple 0 < z < W) tal que M(x) = N(z), es decir, existe por lo

M(Wh) =

= N(W)
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menos un punto sobre la curva de contratos que se caracteriza por un reparto proporcional
constante.

Pero podemos decir mas. Podemos investigar los casos en los cuales la interseccién
entre la curva de contratos y la recta de repartos proporcionales constantes es tinica. Para
ello, nétese que

uj (@)uy(Wh — z) + wj (2)uy(Wh — z)
uy(W1 — z)?
= —M(z)[Ai(z) + A2(W1 —2)] <0

M(z) =

y de modo similar
N'(z) = —=N(z)6 [A1(6z) + A2(6(Wh — )] <0
Es decir, las dos funciones M (x) y N(x) son decrecientes (véase la figura 8.13).

M(x) A
N(x)

v

I

I

I

|
0 W, x
Figura 8.13.

Podemos afirmar que la interseccién entre las dos curvas es tinica (como en la figura
8.13) si, en cualquier = tal que M(xz) = N(z), resulta que M’(z) < N'(z) < 0, es decir, si
en su interseccién la funcién M(z) es la més inclinada. Pero directamente de las ecuaciones
de las dos derivadas, esto requiere

Ay (.’E) + AQ(Wl = x) > 6 [A]((SJ:) + Ag((ﬁ(W] - I))] (817)

Ahora, definimos una funcién f(A) = A [A;1(Az) + A2(A(W; — x))]. Nétese que la ecua-
ci6n (8.17) es equivalente a f(1) > f(8), y como § < 1, es suficiente que f'(\) > 0. Puesto
que

') = [A1(Ax) + A2 (A(W1 — 2))] + A [zA41(Az) + (W) — 2) A (A(W1 — 2))]
se requiere

[A1(Az) + As(A(W) — 2))] + A [z4)(Az) + (Wi — 2) Ay(A(W; — z))] > 0
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que se puede escribir como

[A1(Az) + AzA (Az)] + [A2(A(W1 — z)) + A(W1 — 2) Ap(A(W1 — 2))] >0
Esta condicién se satisface si resulta que
Ai(2) + 2Ai(2) >0 i=1,2 (8.18)

Claramente, si aversién absoluta al riesgo no es decreciente, A(z) > 0 i = 1,2, y entonces
se satisface esta condiciéon con seguridad. Pero aversién absoluta no-decreciente es un
supuesto poco realista, as{ que buscaremos otras opciones. Ahora bien, a partir de aqui,
existe mds de una opcién para obtener una condicién suficiente para que permita que se
satisfaga (8.18). En primer lugar, puesto que por definicién de la medida de aversién
relativa al riesgo, R;(z) = zA;i(2), resulta que R.(z) = Ai(z) + zA!(z), de donde nuestra
condicién se puede escribir como

Ri(z)>0i=1,2

En resumen, es suficiente o bien que la aversién absoluta al riesgo de ambos individuos
sea no decreciente, o que la aversién relativa al riesgo de ambos individuos sea creciente
para que haya una nica interseccién entre las dos funciones M(z) y N(x), y por tanto,
que haya un tnico punto sobre la curva de contratos que corresponde con un contrato de
reparto de proporciones constantes.

No obstante, podemos encontrar otras condiciones para el caso en que la aversién
relativa al riesgo no es creciente para ambos individuos. Noétese que, el hecho de que
M (z) empiece por encima de N(z) pero acabe por debajo implica que, si ambas funciones
fueran estrictamente convexas solamente podria haber una interseccién entre ambas. No
es complicado ver que las segundas derivadas de ambas funciones son

M"(z) = M(z) ((A1 (z) + Aa(Wi — 2))2 — Al (z) + AY(W; — :::))

N"(z) = N(2)((A1(62) + A2(8(W1 — 2))* - A} (6x) + A3(6(W: —x))
Dado esto, es suficiente que se satisfaga

(A1(Az) + Ae(A(W; — z)))? — Aj(Az) + AS(A(W; —)) >0 para A=1,6

Pero puesto que estamos suponiendo que la aversién absoluta al riesgo es decreciente, el
tinico término negativo es A5(A(Wj—x)). Por tanto, si expandimos el término al cuadrado,
resulta ser suficiente que

Ay(2)? + AY(z) > 0 para cualquier z (8.19)

Pero, puesto que sabemos que por un lado A(z)+24'(z) = R/(z), y por otro que z = %%,
lo que buscamos es que

A2(3)2 + As(2) (Rgi?)z)‘ Aa(2)) >0

es decir

Az(2) (Az(z) + %) >0
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Puesto que As(z) > 0, nuestra condicién (8.19) se puede expresar como
Ry(2) > A2(2) (1 - Ra(2))

Hay otras opciones. Por ejemplo, considere el hecho de que

. ) A (M) (26 )

0z ' (2)u/(2) u'(2)
Multiplicando el primer sumando arriba y abajo por u”(z), obtenemos
A'(2) = —P(2)A(2) + A(2)® = A(2) [A(2) — P(2)]

en donde —%}% = P(z) se conoce como la medicién de prudencia absoluta. Nétese, de
paso, que, cuando la aversién absoluta al riesgo es positiva, serda decreciente si y solo si la
medicién de aversién absoluta al riesgo es menor que la medicién de prudencia absoluta.
Dado esto, y recordando que la medicién de aversién relativa al riesgo es R(z) = zA(z2),
podemos escribir nuestra condicién (8.19) como

Az(2) (2A2(2) — Px(2)) >0
Claramente, puesto que (por hipétesis) tenemos Az(z) > 0, es suficiente que
2A2(z] > Pg(z)

A menudo se utilizan funciones de utilidad cuadraticas (sobre todo en la literatura de
finanzas), en cuyo caso u”'(z) = 0, y por tanto P(z) = 0. Para este caso claramente se
satisface esta ltima condicién, y asf habrd una sola interseccién entre la curva de contratos
y la recta de repartos de proporciones constantes.

EJERCICIO 8.9: Demuestre que el caso en el que los dos individuos tienen funciones
de utilidad cuadrdticas, la curva de contratos es lineal con pendiente mayor que 1.

El argumento de arriba se ha basado en el supuesto inicial de que u(0) < oo para
i = 1,2, en cuyo caso sabemos que la curva de contratos no puede pasar por los origenes
de la caja de Edgeworth. Pero, jqué ocurre cuando la utilidad marginal de los individuos
se hace infinita con cero riqueza? Para este caso resulta que

M(0) = N(0) = 00

M(Wy) =N(W1)=0

y asf resulta que el argumento anterior ya no nos vale para garantizar que existe algin
punto interior tal que M(z) = N(z). El caso mds obvio en donde esto occure es cuando
los dos individuos tienen funciones de utilidad con aversién relativa al riesgo constante.
En este caso, la funcién de utilidad del individuo ¢ es




de donde la utilidad marginal es

1
£ = —_— ) =
u;(2) = R, bara i 1.2 (8.20)

que claramente tiende a oo cuando z tiende a 0.
Para cualquier punto interior, se sigue teniendo

M'(z) = —M(z) [A1(z) + Ay(Wy —2)] <0

N'(z) = —N(z)5 [A1(6z) + Ax(6(W; — z))] < 0

Ahora, nétese que éstas se pueden escribir como

M) e A S
= o) B+ P o))
Y
e
_ _N@) [(WI S LR UL :c))]

De ahi, se desprende con facilidad que, si ambos individuos tienen aversién relativa al
riesgo constante, o sea R;(62) = R;(z) para 7 = 1,2, entonces tenemos

M (z) = —-M(z)K
N'(z) = —-N(z)K

lo que implica directamente que, para todo z se cumple

M'(z) _ M(z)
N'(z)  N(z)
En particular, esto indica que
M(z) 2 N(z) <= M'(z) 2 N'(z) (8.21)

En otras palabras, la funcién que se sitiia en una posicién maés alta graficamente
también tiene que tener la mayor pendiente. Pero esto implica que las dos funciones
no pueden cortarse, puesto que si se tocan, tienen que hacerlo con la misma pendiente, es
decir, el punto en donde se tocasen serfa un punto de tangencia entre las dos funciones.
Ahora debe quedar claro que no puede existir tal punto, puesto que implicaria que la
funcién que fuera mds alta graficamente tuviera mayor pendiente a la izquierda del punto
de tangencia pero menor pendiente a la derecha del punto, lo que queda excluida por
(8.21). En conclusién, si ambos individuos tienen aversién relativa al riesgo constante,
entonces o bien una de las dos funciones estd siempre por encima de la otra, o coinciden
exactamente en todos los puntos. Es decir, si ambos individuos tienen aversién relativa
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al riesgo constante, o bien no existe ningin punto interior en donde la curva de contratos
intersecta a la diagonal de la caja de Edgeworth, o bien coincide completamente con la
diagonal.

Para ver cudndo tenemos cada una de estas dos opciones, escribimos las ecuaciones
exactas de las funciones M(z) y N(z), haciendo uso de la forma funcional de las funciones
de utilidad de los dos individuos. Usando (8.20), resulta que

—R W, — z)R2
M (le_ z) e ( o :

bz) B W, — z)R2
N(z) = (5(”(/1 zm))—Rz = §fa—h (( lxlh : )

Por tanto, resulta que, para todo x podemos afirmar que
M(z) 2 N(@z) < Rz
Finalmente, puesto que § < 1, tenemos
M(x) % N(z) <= R; % Ry

En términos de la caja de Edgeworth, si el individuo 2 es méds adverso al riesgo que
el individuo 1 (R2 > R)), entonces la curva de contratos se encuentra siempre por debajo
de la diagonal de la caja, si el individuo 1 es més adverso al riesgo que el individuo 1
(R; > R») entonces la curva de contratos se encuentra siempre por encima de la diagonal,
y si ambos son igualmente adversos al riesgo, entonces la curva de contratos coincide con la
diagonal (véase la figura 8.14). Nétese que, si hay un individuo més adverso al riesgo que
el otro, entonces la curva de contratos indica que el menos adverso asegura (parcialmente)
al mds adverso.

8.4 Resumen

1. La caja de Edgeworth muestra todas las asignaciones factibles en el sentido de que
indica todas las asignaciones mediante las cuales se reparten todos los bienes entre
los agentes econémicos.

2. La curva de contratos, que es la unién de todos los puntos de tangencia entre curvas
de indiferencia, estd formada por las asignaciones eficientes en sentido de Pareto.

3. Si el modelo es competitivo y perfecto, entonces el equilibrio general al que se llega
es eficiente en sentido de Pareto (primer teorema fundamental del bienestar).

4. Si no hay imperfecciones, entonces todo punto eficiente en sentido de Pareto soporta
un equilibrio general competitivo para alguna dotacién inicial (segundo teorema
fundamental del bienestar).

5. Si hay poder de monopolio en la fijacién de precios, entonces el equilibrio general no
es eficiente en sentido de Pareto.

6. En un modelo con dos consumidores, dos bienes y dos factores de produccién, en un
equilibrio general competitivo, se igualan las relaciones marginales de sustitucién de
ambos individuos a la razén de los precios y a la tasa marginal de transformacion.
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10.

11.

12.

En un equilibrio general con dos agentes adversos al riesgo, con incertidumbre y
riesgo agregado, la curva de contratos no puede nunca ofrecer certidumbre a ningiin
individuo en un punto estrictamente interior.

La pendiente de la curva de contratos es menor que 1 si ambos individuos tienen aver-
sién absoluta decreciente, mayor que 1 si ambos individuos tienen aversién absoluta
creciente, e igual a 1 si ambos individuos tienen aversién absoluta constante.

La curva de contratos no puede pasar por el origen de la caja de Edgeworth corres-
pondiente a un individuo cuya utilidad marginal con riqueza igual a 0 sea estricta-
mente finita.

La curva de contratos tiene por lo menos un punto que coincide con la diagonal de
la caja.

La interseccién entre la curva de contratos y la diagonal de la caja es tinica si ambos
individuos tienen aversién absoluta al riesgo no decreciente, si la aversién relativa al
riesgo de ambos individuos es creciente, o si la pendiente de la aversién relativa al
riesgo no es menor que el producto de aversién absoluta al riesgo y uno menos la
aversion relativa al riesgo de ambos individuos (o que dos veces la aversién absoluta
al riesgo no es menor que la prudencia absoluta al riesgo).

Si ambos individuos tienen aversién relativa al riesgo constante con la misma aver-
sién, entonces la curva de contratos coincide con la diagonal de la caja, pero si
tienen diferentes aversiones entonces no hay ningiin punto interior en donde la curva
de contratos intersecta a la diagonal.
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Capitulo 9

Modelos de Negociacion

En el capitulo anterior, queda de manifiesto el hecho de que es elemental resolver situa-
ciones en las cuales existen caracteristicas de competencia perfecta en al menos un lado
del mercado. De hecho, nuestro supuesto hasta ahora siempre ha sido que el consumo
se caracteriza por infinitos agentes y libre entrada y salida, aunque hemos tratado unas
situaciones en las cuales la produccién es un monopolio y otras en las cuales la produccién
también es competitiva. Pero, jqué ocurre en un modelo en el cual hay cierto poder de
mercado en ambos lados? En la época de Edgeworth y Walras, esta pregunta resulté im-
posible contestar. A lo sumo, solamente se podria concluir que, en la caja de Edgeworth,
la solucién se iba a encontrar sobre la curva de contratos, dentro de la zona que domina en
sentido de Pareto a la dotacién, y que previsiblemente tenderia a repartir de algiin modo
en funcién de los poderes de mercado relativo'. Pero exactamente cémo describir, y re-
solver, esta situacién formalmente resulté imposible para los economistas contemporaneos
de Edgeworth, por la sencilla razén de que hacia falta contemplar un modelo formal de
estrategias, o lo que hoy dia se conoce por la teoria de los juegos, y cuyas herramientas
bésicas que no fueron desarrolladas hasta la segunda década del siglo XX (precisamente
por John von Neumann).

Fue John Nash, en un articulo publicado en el ano 1950 quien propuso que la solucién
exacta no es indeterminada. De hecho, propuso una serie de axiomas sencillos que la
solucién debe respetar, y demostr6é que solamente hay una solucién que satisface simulta-
neamente a todos estos axiomas. También proporcioné una manera sencilla de encontrar
esta solucién. En este capitulo, vamos a considerar dos modelos de negociacién. En
primer lugar, haremos un desarollo de un modelo basado cercanamente en el modelo de
negociacién de Nash. Luego estudiaremos un modelo conocido por el nombre de “modelo
de propuestas alternativas”, que se debe al trabajo de Ariel Rubinstein en el ano 1983.
Por 1ltimo, consideraremos el nexo entre estos dos modelos.

9.1 El modelo de negociacién de Nash

Considere dos agentes econémicos, con funciones de utilidad u;(x) para i = 1,2, en donde
se supone, como siempre, que u,(z) > 0y u/(z) < 0. Los dos individuos pueden cerrar un
acuerdo, de beneficio mutuo, pero existe un conflicto de intereses sobre exactamente cudl de
los posibles acuerdos se debe utilizar en el sentido de que cuanto mas favorece el acuerdo

'Esta misma idea fue lo iinico que propusieron von Neumann y Morgenstern en su obra maestra que
introduce la teoria de los juegos a la economia, “Games and Economic Behavior”.
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a un individuo, menos favorece al otro. Supondremos que si hay un acuerdo, entonces
es firmado voluntariamente por ambos individuos. Una teoria de negociacién explora la
relacién entre las caracteristicas generales de la situacién y el acuerdo resultante. John
Nash propuso que los dos individuos tienen la opcién de escoger un acuerdo de entre un
conjunto de posibles acuerdos, X. Un acerdo estipula simplemente un punto como (xz;, x2),
en donde z; es el pago que recibe el jugador i, con i = 1,2. Se supone que el conjunto X
es acotado y cerrado con frontera superior. Uno de los puntos dentro de X es el punto
de desacuerdo, &, que estipula el pago de los individuos cuando éstos no consigen estar de
acuerdo, de manera que la utilidad de reserva de los individuos es u;(é;) para i = 1,2. Por
ejemplo, una situacién podria corresponder al reparto de una cantidad de dinero (como
puede ser un excedente de mercado) de tamano total 7', de modo que el conjunto factible
para el problema es X (7T') = {x : 21 + 22 < T}.

Se supone que existe un subconjunto no vacio de X, tal que u;(x;) > u;(d;) para ambos
1 = 1,2. Esto proporciona la garantia absoluta de que existe el interés mutuo de sentarse
a negociar. Lo que deseamos resolver es una prediccién sobre el acuerdo al que llegardn
los dos individuos, z*, que llamaremos una solucion del problema.

Puesto que estamos suponiendo explicitamente la existencia de preferencias indicadas
por funciones de utilidad, no es necesario contemplar directamente el conjunto factible X,
sino el conjunto de posibilidades de utilidad, U, definido a partir de el conjuto de posibles
acuerdos y las funciones de utilidad como

U = {(u1(x1), u2(x2)) : € X}

Resulta que el conjunto U es también acotado y cerrado superiormente, adicionalmente
supondremos que U es un conjunto convexo. Se consideran situaciones en las que los
individuos negocian directamente sobre los puntos u = (u;, u2) dentro del conjunto U. Al
punto de desacuerdo, lo denotamos por d = (u1(61),u2(82)), y por supuesto tenemos d €
U. Un problema de negociacién queda completamente descrito por (U,d). Escribiremos
una solucién del problema como u* = S(U,d), en donde u* es un vector de utilidades.
Naturalmente, interpretamos S(U, d), si es tinica, como la prediccién del acuerdo que los
dos individuos acabarédn firmando.

EJERCICIO 9.1: Demostrar que, si X es convezo, y si ui(z;) es céncava para
i = 1,2, entonces U es convexo.

Ahora, considere los siguientes tres axiomas que la solucién deberia satisfacer:

1. Invarianza ante transformaciones equivalentes: La solucién no varia ante transfor-
maciones lineales positivas de la utilidad de los individuos, es decir, si definimos una
transformacion lineal positiva general por la funcién ¢(z) = az + b, con a > 0, enton-
ces sabemos que las curvas de utilidad u;(z;) y t(ui(z;)) = aju(xz;) + b; con a; > 0
muestran las mismas preferencias. Por tanto, deberia resultar que los dos problemas
de negociacion (U, D) y (#(U),t(D)) proporcionan la misma solucién dentro de X.
Esto implica que

S(t(U),t(d)) = t(S(U,d)) (9.1)

2. Eficiencia de Pareto: si hay un acuerdo en el vector u, no puede existir otro acuer-
do factible, u°, tal que por lo menos un individuo prefiere ©° a u. En términos
matemaditicos, tenemos

u°EUquUtalqueu?>uiparaalmenosunz’ = SU,d)#u
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Nétese de paso que el axioma de eficiencia de Pareto, junto con el supuesto de que
existen puntos factibles que dominan en sentido de Pareto a d, implica directamente
que es imposible que el proceso acabe en desacuerdo.

3. Independencia de las alternativas irrelevantes: sid € Y C U, y si S(U,d) € Y en-
tonces S(Y,d) = S(U,d). Es decir, si existe un subconjunto de utilidades, Y, que
contiene tanto al punto de desacuerdo como a la solucién del problema (U, d), enton-
ces la solucién del problema reducido (Y, d) tiene que ser la misma que la solucién
del problema inicial, puesto que del problema incial solamente se han eliminado del
conjunto factible opciones que no son relevantes (peores que S(U,d)).

H,(Ud)= v+ (1— 2w

Figura 9.1.

Resulta que, sorprendentemente, solamente existe una solucién al problema que sa-
tisface simultdneamente los tres axiomas (es decir, S(U,d) es tinica si nos restringimos a
soluciones que satisfacen los tres axiomas). La demostracién de este hecho no es dificil,
pero sf algo laboriosa. Para empezar, considérese la figura 9.1, que muestra un problema
de negociacién tipico. Nétese que podemos definir un punto Hy (U, d) sobre la frontera del
conjunto U de acuerdo con una linea tangente a la frontera que es la combinacién convexa
de dos puntos, w y v, que se encuentran, respectivamente, encima y a la izquierda de el
punto de desacuerdo, d. El punto Hy(U,d) esta definido para un valor de A concreto, es
decir, Hy(U,d) = Av+ (1 — A)w para un A concreto entre 0 y 1. Es obvio que a cada punto
sobre la frontera de U que satisface u; > d; para i = 1, 2, le corresponde un valor 1inico de
A. De hecho, seguin se avanza hacia arriba y a la izquierda sobre la frontera de U, se estan
contemplando valores cada vez menores de A. Visto esto, se procede en varios pasos.

Paso 1: si Hy (U, d) satisface los tres axiomas, entonces resulta que Hy(U,d) = S(U, d).
Para ver esto, empezamos con el problema de negociacién de la figura 9.2, donde se
representa un conjunto asequible Z con frontera lineal que une los dos puntos (0,1) y
(1,0), indicados por w’ y v’ respectivamente, y con punto de desacuerdo d = 0. Por el
axioma de eficiencia de Pareto, sabemos que la solucién de este problema, S(Z,0), tiene
que hallarse sobre la frontera del conjunto, asi que se puede expresar como combinacién
convexa de los dos puntos w’ y v/, es decir, la solucién define un valor concreto de A
mediante la ecuacién S(Z,0) = A\’ + (1 — A\)w’. Ahora, suponga que este valor de A es
precisamente el que se representa en la figura 9.1, de modo que el punto Hy(U,d) queda
perfectamente identificado por S(Z,0).



S(Z,0)=Av'+ (1 — A)w’

Figura 9.2.

Paso 2: Definimos una transformacion lineal de las utilidades, de modo que ¢;(d;) = 0
y t1(v1) =1, y que t2(d2) = 0 y t2(w2) = 1. Esto siempre es posible, puesto que cualquier
transformacién lineal positiva tiene 2 variables a escoger, y entonces podemos identificar a
ambos con dos ecuaciones que se satisfacen en cada caso. Por ejemplo, la transformacién
relevante en el caso del individuo 1 debe resolver las ecuaciones a1d1+b; = 0y ajv1+b; = 1.
Es sencillo encontrar que la transformacion necesaria es a; = Fla'f >0y b = al—d_%l < ).
Mediante estas transformaciones, el conjunto U se transforma en el conjunto ¢(U), el punto
w se transforma en el punto w’ (es decir t(w) = w') el punto v se transforma en el punto v’
(es decir t(v) = v') y el punto d se transforma en el punto 0 (es decir ¢(d) = 0). Pero por
construccién, también resulta que el punto H)(U, d) se transforma en el punto S(Z,0), es
decir

t(HA(U,d)) = 5(Z,0) (9.2)

Todo esto queda representado en la figura 9.3.

td)= 0

Figura 9.3.

Paso 3: Directamente del axioma de alternativas irrelevantes, notamos por la figura
9.3 que

S(t(U),0) = S(Z,0) (9.3)
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Pero puesto que 0 = t(d), la ecuacién (9.3) indica que S(t(U),t(d)) = S(Z,0), que junto
con la ecuacién (9.2) nos da el resultado de que S(t(U),t(d)) = t(HA(U,d)). Finalmente,
si comparamos esta tltima ecuacién con la que corresponde al axioma de independencia
de transformaciones equivalentes (9.1), evidentemente podemos concluir que Hy(U,d) =
S(U,d), como querfamos demostrar.

Ahora bien, faltaria ver que H) (U, d) de hecho satisface los tres axiomas antes de poder
concluir que efectivamente este punto, H) (U, d), es la solucién al problema de negociacién.
Por construccién, es evidente que H) (U, d) satisface tanto el axioma de eficiencia de Pa-
reto (puesto que H) (U, d) se localiza sobre la frontera del conjunto U) como el axioma de
independencia de alternativas irrelevantes. Para ver el axioma de invarianza ante trans-
formaciones equivalentes, es conveniente describir el punto Hy(U,d) de una manera més
formal. Resulta que

H\(U,d) «— max N(u,d,)\) = (u; —di)*(ug —dz)!™ sujetoa ueU

El término N (u,d, ) se conoce por el nombre de “el producto de Nash”, y es una fun-
cién estrictamente cuasicéncava y creciente en u, asi que sus contornos son estrictamente
convexos y crecen en valor segiin se alejan del origen. Por otro lado, puesto que el conjunto
U es convexo (por supuesto), sabemos que la solucién a este problema de maximizacién
existe, es Unica, y se halla sobre la frontera superior de U. Por otro lado, la solucién es un
punto de tangencia entre la frontera de U y un contorno de N(u,d, ). Pero determinar
exactamente cudl es la ecuacién general para la pendiente de la frontera de U no es nada
obvio, asi que vale la pena acercarse al problema de otra manera.

Noétese que, puesto que por definicién matematica, la linea tangente a la frontera del
conjunto U en el punto H)(U,d) tiene ecuacién

Uz — W

uz(u1) = wa + ( ) (u1 —w1)

M —un
Entonces, si planteamos el problema

i V2 —Ww
max N(u,d,\) sujetoau25w2+( 2 — W2
u

v — wl) (w1 —w1)

y si resulta que la solucién a este segundo problema es precisamente el punto H)(U,d),
entonces queda claro que la solucién al primer problema también es H)(U,d), pués la
restriccién del segundo problema es (por definicién) tangente al conjunto U precisamente
en el punto H) (U, d). Denotaremos la solucién de este segundo problema de optimizacién
por u°. Entonces el vector u® queda caracterizado por la saturacién de la restriccién, y
por la condicion de tangencia:

Vg — W
ud =ws + [ —— ) (u} —w)
v —w

(A ud —dy\ Uz—wz)
1—A u?—dl - m —un

Utilizando el hecho de que d2 = v y di = wy, es sencillo resolver estas dos ecuaciones
para obtener

u? = Mv; + (1 — Mw; para i=1,2
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es decir, u° = Hy(U,d).
Ahora, considere un problema con funciones de utilidad transformadas. En concreto,
considere la solucién al problema

1:%3.;( N(t(u),t(d),A) sujeto a t(ug) < t(ws)+

(t(vz) — t(w2)

t('U[) ) t(lﬂl)) (t(u]) - f(‘lﬂ]))

Puesto que la estructura general de este problema es igual que el anterior, directamente
podemos indicar que la solucién es

ti(u;)® = Mi(v;) + (1 — A)t;(w;) para i=1,2

es decir Hy(t(U), t(d)) = t(Hx(U,d)), que es el axioma buscado.
En resumen, el punto Hy(U,d), definido a partir del problema de maximizacién res-
tringida

max N(u,d,)\) sujetoa ueU

corresponde con la solucién del problema de negociacién, S(U, d). Finalmente, vale la pena
destacar que puesto que U es convexa y N(u,d,\) es cuasi-céncava en u, este problema
de maximizacién admite una, y solamente una, solucién. Es decir, la solucién al problema
de negociacién es tinica.

No obstante, queda todavia un asunto que contemplar. La solucién general a un pro-
blema de negociacién se define a partir de un dato en concreto, A. ;Qué debemos entender
exactamente por este valor? En realidad, el articulo original de Nash no contemplaba este
pardmetro, pero eso si, tuvo que incluir un cuarto axioma. Nash supuso, implicitamente,
que A = 0,5, y entonces N (u,d,\) = (u; —dy)?5(ug —d2)®® = ((u; —dy)(uz —dz))%5. Pero
luego resulta que en el problema de maximizacién restringida, el pardmetro A = 0,5 es
superfluo, puesto que el vector u que maximiza ((u; — dy)(uz2 — d2))®° también maximiza
(uy —d1)(uz — d2). Hoy dia, se entiende A ser el poder relativa de negociacion del individuo
1 (y por tanto, 1 — X es el poder relativo de negociacién del individuo 2), que capta en
algiin sentido la habilidad negociadora de este individuo®. Esto surge del hecho de que,
en el modelo de Nash, ) se define a partir del problema de negociacién de la figura 9.2, y
define la distancia a lo largo de la frontera del conjunto triangular en donde se encuentra
la solucién de este problema. También, resulta que en la solucién del juego de la figura
9.2, X es la utilidad que recibe el individuo 1. No obstante, esta definicién parece algo ad-
hoc, y resulta que con el tiempo aparecié otro modelo de negociacién que, indirectamente,
proporcioné una mejor conceptualizacién del significado de A.

9.2 El modelo de Rubinstein de propuestas alternativas

En el modelo de negociacién de Nash, no existe ninguna consideracién explicita del tiempo.
Asi, el modelo es equivalente a una situacién en la que los dos individuos se sientan a la
mesa de negocios con un papel en blanco y un boligrafo y tras hablar detenidamente sobre
las diferentes opciones, escriben un acuerdo sobre el papel que es firmado por ambos. En
otro modelo de negociacion, el profesor Ariel Rubinstein propuso un modelo de negociacién

?Es habitual hablar de la “solucién general” cuando A no es 0,5, y de la “solucién regular” cuando
A=10,5.
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basado en propuestas de acuerdos alternativos. En su modelo, Rubinstein supone explici-
tamente una regla que controle el propio mecanismo de negociacién. Se define el primer
individuo que es el que empieza, proponiendo un reparto factible. El segundo individuo
puede entonces aceptar esta propuesta, en cuyo caso firman el acuerdo y el juego acaba,
o si no desea aceptar, ofrece una contra-propuesta. Seguidamente, el individuo 1 puede o
bien aceptar o bien rechazar la contra-propuesta, y en caso de rechazarla, de nuevo le toca
a €l formular una nueva propuesta. Y asi hasta que el juego acaba, bien en un acuerdo
aceptado, bien en desacuerdo. Al igual que en el modelo de Nash, en caso de desacuerdo
a cada individuo le corresponde una utilidad (utilidad de reserva) predeterminada.

Puesto que esta manera de modelar el proceso de negociacién introduce explicitamente
el tiempo (se define un “periodo” como el tiempo que transcurre entre el momento en el
que un individuo hace una propuesta y el momento en el que el otro toma la decisién
de o bien aceptar o bien rechazar. Por tanto, un rechazo siempre marca el final de un
periodo), Rubinstein introduce explicitamente factores de descuento intertemporal en el
modelo. Concretamente, si el individuo i recibe u; unidades de utilidad en el perfodo n,
entonces en el primer perfodo (cuando el juego empieza) valora esa utilidad en su valor
presente, a;"lui, en donde av < 1 es su factor de descuento intertemporal, que se supone
es estrictamente positivo. De esta manera, visto desde el presente, una utilidad futura es
menos valiosa cuanto mas lejos en el tiempo se recibe. Este es el mecanismo que incentiva
a los individuos a llegar a un acuerdo cuanto antes.

Para ver cémo funciona el modelo de Rubinstein, reconsidere la figura 9.2. En ella, se
puede apreciar que los dos individuos estdn regateando utilidades dentro de un conjunto
de posibilidades definido simplemente por u; 4+u2 < 1. Aunque debemos tener cuidado con
la interpretacién de una suma de utilidades (realmente no hay significado alguno, puesto
que las utilidades no son comparables entre diferentes individuos). A diferencia de lo que
se representa en la figura 9.2, vamos a suponer que el punto de desacuerdo es definido
generalmente como d = (dj,d2), que no tiene porqué ser el origen (como se representa
en la figura 9.2), aunque si supondremos explicitamente que el punto de desacuerdo es
estrictamente interior, es decir dy + dy < 1.

Supongamos que el juego solamente tiene un periodo, es decir, en el primer perfodo, el
individuo 1 propone un acuerdo, y el individuo 2o puede aceptar o rechazar, y si rechaza
ambos individuos reciben su utilidad de reserva (eso sf, un periodo més tarde). ;Cudl es
la propuesta que debe ofrecer el individuo 17 Primero, notamos que siempre serd cierto
que se satisface u; + ug = 1, puesto que de otra forma, el individuo 1 podria incrementar
su utilidad sin coste alguno para el individuo 2. Dado esto, independientemente de quien
haga la propuesta, siempre podemos trabajar exclusivamente con la utilidad del primer
individuo, ya que la utilidad del segundo siempre serd us = 1 — uy.

Es féacil de ver que se puede hallar la solucién del problema en un sencillo problema de
maximizacién restringida. Concretamente, la propuesta que ofrecerd el individuo 1 serd
la solucién a

max u; sujetoa u; > ody y 1 —up > asds
u

La interpretacion es sencilla. Suponga que el individuo 1 ofrece un acuerdo consitente en el
valor u;. En este caso, pueden ocurrir dos cosas - que el individuo 2 acepte el acuerdo, en
cuyo caso el individuo 1 recibe una utilidad de uy, o que el individuo 2 rechace el acuerdo
en cuyo caso el individuo 1 recibe una utilidad cuyo valor presente es a;d; (se recuerda
que, si una propuesta es rechazada, se pasa al siguiente periodo). La segunda restriccién
proporciona la garantfa de que el individuo 2 no va a rechazar el acuerdo (pues su utilidad
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si acepta es us = 1 —uy, mientras que su utilidad si rechaza es aadz. La primera restriccion
simplemente implica que el individuo 1 también prefiere que 2 no rechace.

Notese entonces, que la segunda restriccién se puede escribir como u; < 1 — asds.
Finalmente, puesto que dy +ds < 1, y a; < 1 para 7 = 1,2, es necesariamente cierto
que ayd; + asds < 1, es decir, ajd; < 1 — agds. La implicacién es simplemente que
el individuo 1 debe escoger aquel valor de u; que satisface el conjunto factible, es decir,
ai1d; < uy <1 — agdy. La solucién es obvia: uj = 1 — aads.

El modelo de un solo periodo es realmente elemental, asi que veamos lo que pasa
cuando admitimos més perfodos. En aras de simplificaciéon en lo que a la notacién se
refiere, diremos que la variable objetivo para un juego con n periodos es u;(n), y que la
propuesta hecha en el periodo m (en donde m < n) es uj(m,n).

Se empieza con un juego de solamente 2 periodos, es decir, ahora en el primer perfodo,
el individuo 1 propone un acuerdo, que puede ser aceptado o rechazado por el individuo
2. En caso de rechazarlo, el individuo 2 formula una contra-propuesta de acuerdo, que
el individuo 1 puede aceptar o rechazar. Si se rechaza esta segunda propuesta, ambos
individuos reciben su utilidad de desacuerdo, el punto d. Para analizar esta situacién,
tenemos que encontrar la propuesta éptima que ofrecerd el individuo 1 en el periodo 1, y
ademés la propuesta 6ptima que ofrecerfa el individuo 2 en el perfodo 2 en caso de que
rechace la primera propuesta. Consideramos primero el segundo de estos problemas. El
individuo 2 se enfrenta con un problema de maximizacién restringida que, con todas las
variables medidas en valor presente, es

rrzg.:zc) az(l —u1(2,2)) sujeto a aquy(2,2) > aldy, as(l —ui(2,2)) > a3ds
uyl s,

Claramente, las dos restricciones se pueden escribir como u;(2,2) > ayd; y 1 —aads >
u1(2,2), e igual que antes, el hecho de que d; + da < 1 garantiza que aydy < 1 — apds. El
problema, entonces, corresponde con encontrar el valor minimo de u; que satisface ambas
restricciones, que resulta ser u;(2,2)* = «a;d; a partir de las restricciones mencionadas.

Ahora, jcudl es la propuesta ¢ptima para el individuo 1 en el primer perfodo? Recor-
dando que, si se rechaza la propuesta, se pasaria al segundo periodo, y que acabamos de
ver que en este caso el individuo 2 propondréd un acuerdo de u;(2,2)*, que serd aceptado
por el indivdiuo 1, el problema es

I'I%Eli.)é) u1(1,2) sujetoa wui(1,2) > aqui(2,2)*, 1—u1(1,2) > az(l —u1(2,2)*)
uild,

Pero esto es exactamente igual que el problema elemental de un solo periodo analizado
antes, con la salvedad de que se ha sustituido d; por u;(2,2)* y ds por 1 —uy(2,2)*. Asi
que la solucién es

u1(1,2)" = 1-—a(l —u(2,2)")
= 1— a9+ azayd;

EJERCICIO 9.2: Compruebe que es cierto que ajui(2,2)* < 1 —ag(1 — u1(2,2)*)
para que el conjunto factible del problema del primer periodo sea no vacio.

Visto lo anterior, estamos en situacién de resolver un juego de negociacién con un
nimero n cualquiera de periodos siempre que n sea un nimero par. Considérese un juego
de cuatro perfodos, n = 4. Si la primera y la segunda propuesta es rechazada por ambos
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participantes, entonces quedarfan 2 perfodos, y acabamos de ver cémo se resuelve. Por
tanto, resulta que

u1 (31 4)* = ul(L 2)‘
= 1— a9+ asad;

Por otro lado, la propuesta en el primer periodo satisface
u1(114)‘ =1-o0+ (1’2(111&](3,4)*
Uniendo estas dos ecuaciones, resulta que

u1(1,4)" = 1—as+ aai1(l — ag + aza;1dy)
= 1l—as+ajay — ala% +0:"fa%d1

Propuesta que seria aceptada por el individuo 2. Siguiendo de esta manera, resulta que
u1(5,8)* = u1(1,4)* y u1(1,8)* = 1 — a2 + ajaz — a0 + adadu; (5,8)* para que

u1(1,8)* =1 — a2 + mpas — 103 + a?a3 — alad + adad — afad + alaid,

En general, podemos escribir que la solucién para un nimero general de periodos (que
serfa aceptado por el individuo 2) es

-1

n n n n *
uw(l,n)'=1-as+aiay—...—af a3 +afaju (5 - l,n) para todo n par

No obstante, si expandimos los términos, resulta que esta ecuacién se puede escribir como

3-1 3-1
ui(l,n)* = 1""2“1052_20-’3 1a§+alagd1

2.1
= 1+Zala2——2alag+al o dy

s 1+(1——)Zala2+a1 ?dl (9.4)

De especial interés es el caso de cuando n — o0, es decir, cuando el juego tiene
infinitos periodos. Pero, directamente de (9.4), tenemos

n—o0 (e %1

lim u(1,n)"* =1+ ( . ) Zaia‘g + a®a3’d;
i=1
Pero como a; < 1 para ambos i = 1,2, el iiltimo término es cero, y ademas

i 142
E:itz=§ (mag)' = ———
- = 1 —ajas
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de donde

lim ul(l,n)* = 1+(Q1—1)( 2 )
n—oo (03] 1—0:1(1‘2

a1(l —aag) + (a1 — )agae
(11(1 — Ct]az)

o] — a%ag + ():%(12 — (19

a1(l — ajaz)
1— a9
E oy (9.5)

La ecuacién (9.5) es la solucién, hallada por primera vez por el profesor Ariel Rubins-
tein, para un juego de negociacién de duracién (factible) infinita. Siempre y cuando los
dos individuos son impacientes, es decir, cuando «; < 1 para ambos 7 = 1,2, resulta que
la propuesta hecha en el primer perfodo (propuesta que corresponde con (9.5)) siempre
serd aceptada.

EJERCICIO 9.3: Encuentre el equilibrio en el juego de negociacion de Rubinstein
para el caso a; = ag, y demuestre que en este caso eriste una ventaja en actuar primero
(es decir, uy(1,00)* > %)

EJERCICIO 9.4: Sea R(a1,a2) = - Represente los contornos de esta funcion

l-ajaz ”
en el espacio de las o; suponiendo que 0 < a; < 1 para i = 1,2.

9.3 Relacién entre los dos modelos de negociacién

En las dos secciones anteriores, hemos estudiado dos modelos de negociacién diferentes.
Sin embargo, resulta que hay una relacién muy cercana entre ambos. En esta seccion
final, vamos a considerar exactamente cudl es esta relacién. Para ello, vamos a volver
a considerar el significado de los factores de descuento que aparecen en el modelo de
Rubinstein.

En primer lugar, hemos definido a; como el factor de descuento del individuo i. El
factor de descuento indica la paciencia del individuo en el tiempo, cuanto mayor es «;
mas paciente es el individuo. Asi, se puede apreciar que en la solucién del modelo de
Rubinstein con infinitos periodos, la utilidad del primer individuo es menor cuanto més
paciente es el individuo 2. Ahora, considere una cantidad de utilidad, u, a recibir en el
periodo 2. Valorado en términos de utilidad presente (periodo 1) esta utilidad vale au, que
cuando a < 1 es menor que u. Pero, como se vi6 en el capitulo 3, donde se ha presentado
el modelo sencillo de consumo intertemporal, vimos que el valor financiero presente de
una cantidad de dinero x a percibir en el perfodo 2 es precisamente 17, donde r es el
tipo de interés financiero. De esta manera, podemos apreciar facilmente que el factor de
descuento financiero es ay = li—r En una ecuacién de este tipo, el término r se conoce
como la “tasa de descuento” (en este caso, la tasa de descuento financiero). De la misma
manera, existe una tasa de descuento en las preferencias, ¢, definida por la relacién

1

o =
1+gq

Naturalmente, puesto que un valor mayor de « indica una mayor paciencia, la paciencia
es decreciente en la tasa de descuento, es decir, cuanto mayor es ¢, menor es la paciencia
intertemporal del individuo.
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Ahora bien, ;qué ocurre si el periodo natural contemplado hasta ahora se divide en
dos partes (sub-perfodos), y que se define el factor de descuento de acuerdo con una
composicion en estos dos sub-periodos? Para contestar a esta pregunta, volvemos al caso
de célculo financiero. Cuando el tipo de interés r se ha definido para un periodo natural,
el tipo de interés correspondiente a cada una de los dos subperfodos serd 5. Asf que, al
principio del segundo sub-perfodo del periodo 1, una unidad de dinero a recibir al principio
del perfodo 2 tendra valor financiero

12
145 2+r

De la misma manera, una unidad de dinero a recibir al principio del periodo 2 tendrd un
valor presente al principio del primer sub-periodo del periodo 1 de

() - ()

Lo mismo sucede con la tasa de descuento en las preferencias. Si g es la tasa de
descuento definida para un periodo natural, y si los perfodos naturales se dividen en dos
partes cada uno, la tasa de descuento correspondiente a cada sub-periodo es %, y el factor
de descuento serd 5.

Podemos facilmente extender esto a cualquier division de los periodos naturales. Si
cada perfodo natural se divide en z sub-perfodos de igual duracion, entonces la tasa de

descuento correspondiente a cada sub-periodo resulta ser

1z
1+ z+g

Ahora, consideremos qué le pasa a la solucién del modelo de negociacién de Rubinstein
cuando, en vez de periodos naturales, se va dividiendo en sub-periodos, con una divisién
cada vez mayor. La solucién indicaria que la utilidad del primer individuo, con una division
en z sub-periodos serfa

4
d (z+q2)

u3(2)* =
B (z—fm) (zjqz)

Con un poco de esfuerzo, es sencillo reducir esto a

@(z+q)
2(q1 + q2) + q1q2

ui1(2)* =
Se contempla ahora lo que sucede con esta solucién a medida que el niimero de periodos

crece, es decir, cuando z — oo. Utilizando la regla de L’Hépital, tenemos

@(z+q1) _ T
2= zZ(q1+ @)+ 12 @+ q2

Es decir, cuando la duracién de los “periodos” dentro del modelo de negociacién de Ru-
binstein se hace infinitamente pequena, la solucién corresponde con un acuerdo que le da
al individuo 1 (el que empieza el proceso con la primera propuesta de acuerdo) una utilidad
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igual a la relacién entre la tasa de descuento del individuo 2 y la suma de las tasas de des-
cuento de ambos individuos. Puesto que la paciencia de los individuos varfa inversamente
con sus tasas de descuento, al individuo 1 le conviene negociar con un contrincante muy
poco paciente (un g2 muy alto).

Estamos ahora en situacién de ver con claridad la relacién entre los dos modelos de
negociacién. Una interpretacién natural del modelo de Nash es que los periodos intertem-
porales son infinitamente pequenos (el tiempo es continuo) y por tanto resulta que es el
caso limite del modelo de Rubinstein. La solucién de negociacién de Nash requiere saber
cudles son los poderes relativos de negociacion (el valor de A en la explicacién de anterior),
pero recordando que A se define a partir de la solucién de Nash del problema representado
en la figura 9.2, tenemos ahora una interpretacién natural para este valor;

__2
Q1+ q2

9.4 Resumen

1. Un problema de negociacién consiste en un espacio de acuerdos factibles y un punto
de desacuerdo.

2. Es 1itil estudiar los problemas de negociacién definidos directamente en espacios de
utilidad de los jugadores.

3. La solucién del problema de negociacién de Nash identifica un punto tinico que satis-
face tres axiomas razonables; eficiencia de Pareto, invarianza ante transformaciones
equivalentes, e independencia delas alternativas irrelevantes.

4. La solucién de Nash se plantea de acuerdo con un valor pre-establecido para el poder
relativo de negociacién de los jugadores ().

5. El modelo de Rubinstein plantea un juego de negociacién de acuerdo con una regla
de propuestas de acuerdos intertemporales alternativos.

6. En la solucién del modelo de Rubinstein, la propuesta hecha en el primer periodo es
aceptada.

7. La solucién del modelo de Rubinstein se puede plantear en un modelo de horizonte
temporal finito, o con un horizonte temporal infinito.

8. La solucién del modelo de Rubinstein con horizonte temporal infinito depende 1ini-
camente de los factores de descuento intertemporal de los jugadores.

9. Cuando se acorta infinitamente la duracién de los periodos en el modelo de Rubins-
tein, la solucién resulta ser un acuerdo que proporciona al individuo 1 una utilidad
igual a la proporcién de la tasa de descuento del individuo 2 en la suma de las tasas
de descuento de ambos jugadores.

10. La solucién del modelo de Rubinstein con infinitos periodos cada uno de duracién
infinitamente corta proporciona una interpretacién natural para los poderes de ne-
gociacién en el modelo de Nash. Aceptando esta interpretacién, el modelo de Nash
resulta ser un caso particular del modelo de Rubinstein.

184
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Capitulo 10

La Informacion Asimétrica

En todos los capitulos precedentes, los resultados obtenidos han dependido del supuesto
de que todos los agentes econémicos comparten exactamente la misma informacién cuando
llevan a cabo sus procesos de eleccién. Por ejemplo, considérese una caja de Edgeworth con
incertidumbre, pero en donde los dos agentes disponen de distinta informacién respecto de
la probabilidad de que sucedan los dos estados de la naturaleza, y en donde ninguno de los
dos sabe cudl es la probabilidad que el otro agente utiliza. En este caso, la relaciéon marginal

de sustitucién del individuo i es RMS; = —(l;ﬁ:r}g.(;:‘)‘ en donde p; es la probabilidad
L2

que supone este individuo para la ocurrencia del estado 2. Igualando las dos relaciones

marginales de sustitucion, resulta la curva de contratos se caracteriza por los puntos que

verifican

(L—p)u(ed) _ (1 - p)uy(ad)

pruy (z3) pauy(23)
Si el individuo 7 supiera el valor de p; para i,j = 1,2 y i # j, entonces nada fundamental
habrfa cambiado con respecto de lo que se hizo en el capitulo 8. Unicamente ocurre que la
posicién y pendiente de la curva de contratos depende de ambas probabilidades p; y po.
El probema se produce cuando ninguno de los dos agentes sabe la probabilidad utilizada
por el otro. En este caso, nadie sabe dénde se localiza la curva de contratos, e incluso es
debatible que exista una curva de contratos, ya que resulta imposible igualar las relaciones
marginales de sustitucion si se desconoce el valor de un parametro dentro de la ecuacién
caracteristica. Un caso como este, en donde los dos agentes disponen de informacién
distinta a la hora de realizar sus elecciones, se conoce como un problema en un marco de
informacion asimétrica.

Dada la obvia importancia y realismo de un supuesto de informacion asimétrica, es muy
interesante que realicemos el tratamiento de un modelo sencillo de equilibrio general en
donde dos personas cuentan con diferentes conjuntos de informacién. Esto es lo que vamos
a hacer a lo largo de este 1iltimo capitulo. No obstante, antes de empezar conviene resaltar
y definir con precisién dos términos que aparecen frecuentemente en la literatura, con el
proposito de que la exposiciéon sea muy clara. En primer lugar, se puede diferenciar entre
un problema con informacién perfecta y uno con informacién imperfecta. Si la informacién
es perfecta, entonces no hay ningiin dato relevante desconocido por ninguno de los agentes
econémicos. Claramente este es el escenario que hemos supuesto hasta ahora. Por el
contrario, un problema de informacién imperfecta corresponde a una situacién en donde
no hay informacién perfecta, es decir, al menos un agente econémico desconoce algin
dato importante. Dentro de lo que es la informacién imperfecta, podemos identificar una
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situacién de informacién asimétrica cuando diferentes agentes econémicos desconocen
distintos datos, y una situacién de informacién simétrica cuando los datos que un agente
cualquiera desconoce son desconocidos por todos los agentes, es decir, todo el mundo
posee la misma informacién. A modo de resumen, problemas en un marco de informacién
perfecta son, por definicién, problemas de informacién simétrica, pero los problemas de
informacién imperfecta pueden ser de informacién simétrica o asimétrica (por tanto, un
problema de informacién asimétrica necesariamente es de informacién imperfecta).

El modelo que vamos a utilizar a lo largo del capitulo es el de la caja de Edgeworth,
aunque en ninguna grafica se representan los ejes superiores de la caja, de modo que se
entiende que un punto z en el espacio del anélisis indica lo que le corresponde al individuo
1. Por supuesto, el sentido de las preferencias del agente 1 son hacia arriba, mientras
que el sentido de las preferencias del individuo 2 son hacia abajo (cuanto menos recibe
el agente 1, méas recibe el agente 2). Con motivo de hacer una exposicién consistente,
haremos el supuesto de que la informacién asimétrica corresponde a una situacién en la
que el individuo 1 estd perfectamente informado, mientras que el individuo 2 desconoce
el valor verdadero de un dato relevante. Vamos a estudiar dos tipos de problema de
informacién asimétrica, diferenciados segun el tipo de dato que el agente 2 desconoce. Si
es un parametro del problema (es decir, si su valor se establece exégenamente), entonces
se trata de un problema de seleccién adversa, mientras que si el dato que el agente 2
desconoce es una variable de eleccién del agente 1 (es decir, el valor del dato se establece
por el individuo 1 endégenamente), entonces se trata de un problema de riesgo moral.

Para hacer un andlisis 16gico de una situacién de informacién asimétrica, es muy nitil
tener un objetivo predeterminado bien claro. Lo més razonable es que el objetivo sea el de
maximizar la utilidad esperada de alguno de los dos agentes econémicos, y con esta idea
en la mente, el marco de andlisis que vamos a utilizar, de acuerdo con lo que es ya habitual
en la literatura sobre la informacién asimétrica, se conoce como el marco principal-agente.
Los dos términos “principal” y “agente”! son los nombres que se utilizan para definir a las
dos partes de un contrato de prestacién de servicios. Un principal contrata a un agente
para realizar alguna accién en concreto (por ejemplo, en una relacién entre un abogado y
un cliente, el abogado es el agente, el cliente es el principal y la accién puede ser la defensa
de una causa ante un tribunal). Dentro de este marco, lo interesante acontece cuando el
principal, que disena un contrato para ofrecérselo a un agente, sufre una desventaja en
lo que a la informacién se refiere (es decir, el principal es el individuo 2 y el agente es
el individuo 1). Podemos entender un “contrato” como un documento formal que recoje
todas y cada una de las responsibilidades y obligaciones de las dos partes, o también puede
ser algo tan sencillo como un precio al que se intercambia algiin bien o servicio, o bien el
pago que se debe realizar en cada posible contingencia.

En el equilibrio de un problema con informacién asimétrica, se utiliza el concepto
de equilibrio de Nash de la teoria de los juegos. Concretamente, se tendrd un equilibrio
cuando ningun principal tiene el incentivo de variar la oferta de contratos que hace, dada
la oferta que hacen los demds principales.

Un problema de informacién asimétrica solamente cobra interés y sentido cuando se
analiza en un marco de incertidumbre. Supongamos que un principal desea establecer un
contrato que define el salario que debe cobrar un agente a cambio de la realizacién de
una accién bien definida, que da lugar a un resultado perfectamente observable y medible
por todos pero que depende de la habilidad inata del agente para el desempeno de la

'La influencia del inglés es clara en estos dos conceptos que se traducen de ,anera literal en toda la
literatura editada en castellano.
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accién. Si el principal no puede observar la habilidad del agente, se produce un problema
de informacién asimétrica (de hecho, serfa un problema de seleccién adversa). Como es
natural, al principal le interesaria pagar al agente de acuerdo con su habilidad verdadera
(quizd para pagar més al agente méds habilidoso que al menos habilidoso); sin embargo, al
no poder observar el grado de habilidad, es posible que acabe contratando con un agente de
baja habilidad pero pagando el salario que le corresponderia a un agente con habilidad alta.
Si la relacién se efectia en un ambiente de perfecta certidumbre, entonces, al terminar
la accidn, el valor del resultado define perfectamente la informacién desconocida por el
principal al comenzar. Es decir, en ausencia de incertidumbre, como la observacién de un
mal resultado es una prueba inequivoca de que se trata de un agente con habilidad baja,
mientras que un buen resultado es una prueba clara de que se trata de un agente con
habilidad alta, el problema de informacién asimétrica se resuelve perfectamente con un
contrato contingente - si el resultado es bueno, entonces el agente debe cobrar el salario
correspondiente a un grado de habilidad alta, pero si el resultado es malo, el agente debe
cobrar el salario correspondiente a la habilidad baja. En este caso, se dice que el valor
del resultado es una senal perfecta para la informacién inicialmente desconocida por el
principal. La existencia de una senal perfecta tiene el efecto de eliminar el problema de
informacién asimétrica inicial.

Por supuesto las cosas son muy diferentes cuando la accién se desarrolla en un ambiente
de incertidumbre. En este caso, el valor del resultado final dependera de la habilidad
inata del agente, pero también de la realizacién del estado de la naturaleza. Por ejemplo,
independientemente de lo bueno o malo que sea un entrenador de fiitbol, la probabilidad
de que su equipo gane o pierda nunca es extrema (es decir, aunque el entrenador sea malo,
todavia es factible que el equipo gane algin partido; por el contra, puede que se trate de
un gran entrenador y sin embargo nadie serd capaz de asegurar que el equipo va a ganar
siempre. No obstante, es razonable suponer que la probabilidad de que se produzca un
resultado favorable es mayor si el agente dispone de habilidades buenas que si se trata de
un agente con habilidad baja. En este caso, el resultado final es una senal imperfecta de
la informacién desconocida, y entonces tenemos un problema de informacién asimétrica
que no tiene solucién trivial.

Por otra parte, si se repite la accién muchas veces y se observa el vector de resultados
correspondientes, una sencilla aplicacién de la Ley de Bayes es suficiente para que este caso
converja a la situacién de certidumbre. Ahora bien, puede que esto no sea muy interesante
para el principal, al que podria convenirle més el diseno de un contrato que le garantizase
que, desde el principio, el agente que trabaja con él es el habilidoso.

10.1 La seleccién adversa

Un problema de selecciéon adversa sucede cuando el agente es informado sobre el valor
verdadero de un parametro pero el principal desconoce este valor. El siguiente juego,
primeramente sugerido por George Akerlof?, constituye un buen ejemplo de una situacién
de seleccién adversa. Un individuo tiene un coche que desea vender en el mercado de
segunda mano. El coche puede ser de una calidad excelente, en cuyo caso tiene un valor de
v1, 0 puede ser defectuoso, en cuyo caso su valor es de v2, en donde obviamente vy < v;. El
dueno del coche, por el hecho de haber conducido el vehiculo durante cierto tiempo, conoce

?George A. Akerlof (1970). “The Market for “Lemons”: Quality, Uncertainty and the Market Mecha-
nism”. The Quaterly Journal of Economics.

189



perfectamente su calidad verdadera, que denotamos por v, sea cual sea. No obstante, se
sabe que cierta proporcién, digamos g, de todos los coches en el mercado de segunda mano
son de calidad defectuosa. Por otro lado, un segundo individuo, para el que la calidad
del coche es un dato desconocido, estd interesado en comprar el coche. Ambos individuos
estdan regateando el precio de la transaccién, p. Se supone que los dos individuos son
neutrales ante el riesgo. Claramente, el dueno del coche no estarfa dispuesto a aceptar un
precio inferior a v, asf que el precio de la transaccién (si se realiza) debe satisfacer p > v,
en caso contrario, el vendedor rechaza la transaccién. Por otro lado, la neutralidad ante el
riesgo del comprador indica que estaria dispuesto a pagar, como mucho, un precio igual al
valor esperado de un coche cualquiera del mercado de segunda mano, asf que el precio de
la transaccion tiene que también satisfacer p < (1 — q)v; + qua. Ahora bien, si el vendedor
acepta un precio de (1 — q)v; + qua es una senal perfecta de que en realidad se trata de
un coche de valor ve, pues sabemos que (1 — q)v; + qua < v; y que el hecho de que el
vendedor acepta el trato ya elimina la posibilidad de que el valor verdadero del coche sea
v1. En este caso, la aceptacién del precio (1 — g)v; + quve senala perfectamente que v = vy,
y entonces el tinico precio posible para la transaccién es p = vy. Desafortunadamente, lo
mismo no ocurre si en realidad resulta que v = v;. En este caso, obviamente el hecho de
que (1—g)v1+quz < v; indica que el precio minimo que aceptarifa el vendedor es mayor que
el precio maximo que ofreceria el comprador y la transaccién no puede realizarse. El hecho
de que en este ejemplo los tnicos coches que se podrian comprar y vender en el mercado
de segunda mano son de baja calidad es de donde proviene el término seleccién adversa
- la asimetria en la informacién puede tener el resultado de que el mercado seleccione
uinicamente las calidades mas adversas.

Ejercicio 10.1: Razone por qué el comprador no debe entender que el rechazo de un
precio de (1 — q)vy + qua por parte del vendedor sea una senal perfecta de que la calidad
verdadera sea vy. ;Seria una solucion al problema el hecho de que un mecdnico pueda
certificar la calidad verdadera del coche con certidumbre?

En el ejemplo anterior, puesto que no hay incertidumbre, es evidente que existen
mecanismos mediante los cuales la solucién al problema se vuelve trivial. Por ejemplo, la
venta de un producto con garantfa en este caso es suficiente para que se pueda realizar la
transaccion, siempre y cuando la calidad verdadera del coche sea un dato contrastable por
terceros, y no variable por ninguno de los individuos. Por supuesto, las situaciones mas
realistas descansan en un marco con incertidumbre. Este tipo de situaciones se tratan a
continuacién.

Suponga un principal que desea contratar a un agente para realizar una accién bien de-
finida y del todo observable. Existe una poblacién de agentes diferenciados por su “tipo”,
que resume sus talentos y caracteristicas naturales e invariantes, pero no directamente ob-
servables (como puede ser, por ejemplo, su intelegencia, su habilidad de trabajar en equipo,
su probabilidad de faltar al trabajo por enfermedad, ...). Supongamos que solamente hay
dos tipos de agente en la poblacién, digamos tipo 1 y tipo 2. La proporcién de individuos
de tipo 1 sobre el total de la poblacién la poblacién es m, que suponemos estrictamente
entre 0 y 1. Se supone que cada agente individual estd perfectamente informado sobre su
tipo verdadero, pero que el principal no dispone de esta informacién (es decir, el principal
si sabe que hay dos tipos, sabe la descripcién perfecta de cada tipo, y sabe el valor de ,
pero no es capaz de saber el tipo exacto de un agente cualquiera).

La relacion se lleva a cabo en un ambiente de incertidumbre con dos estados de la
naturaleza, en donde consideraremos que el estado 1 es el mejor (es decir, sea cual sea
el tipo del agente contratado, el estado 1 corresponde con un mejor resultado para el
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principal, el estado 2 implica un resultado peor). En concreto, supongamos que si ocurre
el estado i, entonces el resultado de la relacién contratual es z;, en donde xy > x2, siendo
la variable z una cantidad monetaria. Haremos el supuesto de que los dos tipos de agente
se diferencian segin su probabilidad de que sucedan los dos estados de la naturaleza. Si
el principal contrata con un agente del tipo i, entonces resulta que la probabilidad del
estado 2 es p;, en donde 7 = 1,2. Concretamente, supondremos que p; < p2, de modo que
un agente de tipo 1 es “bueno” y que un agente de tipo 2 es “malo” en el sentido de que
el tipo 1 consigue el estado de la naturaleza desfavorable con menor probabilidad (y por
tanto, consigue el estado més favorable con mayor probabilidad).

En este marco, un “contrato” ofrecido por el principal a un agente, consiste en dos
mimeros que indican el pago que el agente recibe en funcién del estado de la naturaleza
que surja. En concreto, sea un contrato en general un vector w = (wj,w2), en donde
el agente recibe un salario de w; cuando el resultado es z; para i = 1,2. El principal
puede ofrecer a cada agente mds de un contrato, a efectos de que el agente escoja entre
ellos. No obstante, es importante resaltar que, puesto que el principal no es capaz de
distinguir entre los dos tipos de agente, tiene que ofrecer la misma variedad de contratos a
cada agente. Si cada agente, independientemente de su tipo, escoje el mismo contrato de
entre los que el principal ofrece, se dice que se se han agrupado, y podemos hablar de un
equilibrio agrupador, mientras que si los agentes de tipo 1 escojen un contrato diferente
que el que escojen los de tipo 2, entonces se dice que se han separado, y podemos hablar de
un equilibrio separador. Ante todo, estaremos interesados en situaciones de equilibrio se-
parador, puesto que cuando cada tipo de agente escoje (libremente) un contrato diferente,
esta eleccién revela la informacién que inicialmente era desconocida por el principal (y por
este motivo, también se habla de equilibrios de auto-seleccién, o equilibrios reveladores).

Puesto que el principal es el contratante en la relacién, supondremos que en general es
un empresario, y hablaremos de su funcién objetivo como su beneficio esperado. Como es
habitual en los empresarios, supondremos que su beneficio se mide en términos monetarios,
es decir, el principal es neutral ante el riesgo. A cambio, puesto que los agentes son los
contratados, supondremos que en general su funcién objetivo es su utilidad esperada y
que son adversos ante el riesgo. Para facilitar el andlisis, es muy habitual suponer que los
agentes son idénticos en todo menos la probabilidad de que se produzcan los estados de la
naturaleza. Concretamente entonces, la funcién de utilidad indirecta de cualquier agente
es u(z), con u'(z) >0y u(2) <0.

Si el principal acaba contratando con un agente de tipo 7, entonces su beneficio esperado
es

Ei(x—w) = (1-p)(x; —w1)+ pi(xs —ws)
= Eixz—(1-pi)w — piws

v la utilidad esperada de un agente de tipo i es
Eiu(w) = (1 = pi)u(wr) + piu(wz) i=1,2

Las curvas de indiferencia de los agentes en el espacio de los contratos son decrecientes
y convexas respecto del origen (véase el capitulo 4 para un anilisis detallado de este hecho),
y su relacion marginal de sustitucién en cualquier punto w es

(1 = pi)u(w1)

M) = =t twn)

i=1,2
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En cualquier punto sobre la bisectriz del espacio de los contratos (w; = ws), resulta
que
1-p; :
RMS;(w)|,y, 0y = )
pi
Ademads del supuesto de que p; < p2, resulta que en cualquier punto en el espacio de
los contratos la curva de indiferencia de un agente de tipo 1 es mds inclinada que la
curva de indiferencia de un agente de tipo 2 pasando por el mismo punto. Para ver esto,
simplemente diferenciamos RM S;(w) con respecto de p;,

ORMS; _ _ (—w/(wi)piv(wa)) — (1 — pi)u'(wa)u'(ws)
opi (piw (w2))?
W (wy)u'(wg) .
)
_ _w(w)
T Phuw) !

Es decir, cuanto mayor es p;, mayor es la relacién marginal de sustitucién. Como la
relacién marginal de sustitucién es negativa, un incremento en RM S corresponde con una
curva de indiferencia més plana.

De igual forma, las curvas de indiferencia del principal son lineales en el espacio de
los contratos, y su pendiente en cualquier punto cuando se trata de un contrato con un
agente de tipo i es —-(%l, es decir, las curvas de indiferencia del principal son més planas
cuando se trata de un :;gente de tipo 2 que cuando se trata de un agente de tipo 1. En la
figura 10.1 se muestran las curvas de indiferencia de los dos tipos de agente, y en la figura
10.2 las curvas de indiferencia del principal cuando contrata con cada tipo de agente.

P4
/

/ :
s sentido de

L

prefs ambos

tipos

Figura 10.1.

Sea la utilidad de reserva de un agente de tipo i igual a u;, y supongamos que la
utilidad de reserva del principal es 0. Suponiendo que todos los agentes tienen las mismas
oportunidades fuera de la relacién bajo analisis, y recordando que los agentes de tipo 1
son en algin sentido mejores ya que consiguen el estado bueno con mayor probabilidad, es
razonable entonces suponer que %y < Uy, es decir, los agentes de tipo 1 tienen una utilidad
de reserva mayor que los de tipo 2. En concreto, esto implica que la curva de indiferencia
de reserva de los agentes de tipo 1 corta a la bisectriz del espacio de los contratos en un
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Figura 10.2.

punto més alto que la curva de indiferencia de reserva de los agentes de tipo 2. También
implica que las dos curvas de indiferencia de reserva intersectan en un punto caracterizado
por wy > ws.

Un contrato w consigue que participen voluntariamente un agente del tipo i y el prin-
cipal cuando se satisfacen simultdneamente las condiciones

(1 = pi)u(wr) + piu(ws) T;

2
Eix — (1 —pij)wy — piwz >
Estas dos condiciones se conocen como las condiciones de participacion (del agente de tipo
i y del principal, respectivamente).

Noétese que, puesto que hay solamente dos tipos de agente, como mucho el principal
podra ofrecer dos contratos. La razén es obvia; si ofrece més de dos contratos, todos menos
dos seran ignorados por todos los agentes. Es decir, a todos los agentes de un solo tipo les
va a interesar el mismo contrato del conjunto total de contratos ofrecidos, puesto que todos
los agentes de un solo tipo son idénticos entre si. Asi, puesto que solamente hay dos tipos
de agente diferentes, solamente es necesario ofrecer (como mucho) dos contratos distintos.
Nuestro objetivo serd el de encontrar las coordenadas de los dos contratos “6ptimos”,
que denotaremos por w*' y w*? respectivamente, sin imponer que sean necesariamente
distintos.

Por supuesto, un contrato cualquiera w, ofrece al principal un beneficio esperado di-
ferente segiin el tipo de agente que lo firma. Por esto, si efectivamente el principal ofrece
dos contratos distintos, uno disenado para los agentes de tipo 1 y otro disenado para los
agentes de tipo 2, denominados (respectivamente) w! y w?, es necesario que se asegure de
que los firmantes del primer contrato son agentes de tipo 1, y los firmantes del segundo
contrato son agentes de tipo 2. Formalmente, y recordando que el principal tiene que
ofrecer ambos contratos a cada agente, esto requiere que los dos contratos respeten las
llamadas condiciones de compatibilidad de incentivos, que son

Eiu(wi) > El-u(wj) 21 =12

Las condiciones de compatibilidad de incentivos aseguran que a cada tipo de agente, le
interesa mas el contrato disenado para su tipo que el contrato disenado para el otro tipo.
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El principal podria desear contratar con ambos tipos de agente (eso sf, con diferentes
contratos), o podria desear contratar a un solo tipo de agente. Siempre que pueda encon-
trar un contrato que satisface todas las condiciones de participacién y de compatibilidad
de incentivos, deseard efectuar un contrato. En toda esta seccién haremos el supuesto de
que en la solucién al problema, el principal contrata con ambos tipos de agente.

El objetivo que el principal busca con la oferta de los contratos 6ptimos depende
del entorno, es decir, competencia perfecta o monopolio. Un principal que funciona en
un ambito de competencia perfecta, estd condicionado a tener un beneficio esperado no-
negativo, mientras que si es un monopolista, maximizaria libremente su beneficio. Vamos
a tratar cada una de estas opciones por separado.

10.1.1 Competencia perfecta

Si el principal actia en competencia perfecta el mercado le impone que su beneficio espe-
rado no sea estrictamente positivo. Por otra parte, como por su condicién de participacién
tampoco puede ser negativa, tendrd que acabar con un beneficio nulo exactamente. En
este caso, podriamos modelar su problema como dos problemas simultdneos de maximi-
zacién restringida, en donde las funciones objetivos son las utilidades esperadas de los
dos tipos de agente, y los dos problemas llevan las mismas restricciones, concretamente,
las tres condiciones de participacién, y las dos condiciones de compatibilidad de incenti-
vos. No obstante, dado que es mds facil tratar un tinico problema, vamos a modelar el
problema maximizando la suma ponderada de las dos funciones de utilidad esperada de
los dos agentes (ponderadas segiin la probabilidad de cada tipo de agente), condicionada
también a las restricciones de participacion y compatibilidad de incentivos de los agentes,
y condicionada a que la suma ponderada de los beneficios del principal sea nula. Es decir,
el problema es como sigue

max 7 [(1 = py)u(w}) + pru(d)] + (1 = m) [(1 - p2)u(ed) + pau(ud)]

sujeto a
7 [Eyz — (1 — p1)w] — prw}
1- *Er) [Eg;r - (1-p)w? - pz]w%] =t L)
(1 - p)u(wy) + pru(wy) > W (10.2)
(1= p2)u(w}) + pru(wl) > T (10.3)
(1= p)u(wy) + pru(wy) > (1 - pr)u(w]) + pru(ws) (10.4)
(1= p2)u(wi) + peu(w3) > (1-p2)u(w]) +peu(wy)  (10.5)

Se trata claramente un problema muy extenso, con 4 variables a elegir (las dos compo-
nentes de los dos vectores de salarios), y 5 restricciones (que suponen 5 multiplicadores de
Lagrange). En total, si resolvieramos por el método de Lagrange, tendriamos un sistema
de 9 ecuaciones y 9 incégnitas. Afortunadamente, es mucho mas facil hacer un analisis
gréfico.

Para empezar, nétese el siguiente resultado:

Resultado 10.1: Sea cual sea la solucion al problema de seleccién adversa con perfecta
perfecta, tiene que caracterizarse por w*! # w*2.

El resultado 10.1 indica que es imposible que en la solucién al problema se disene
el mismo contrato para ambos tipos de agente, es decir, no habrd minca un equilibrio
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agrupador. Para ver la razén, supongamos que no fuera cierto, y que w'l = w2 =w

fuera una solucién al problema, y definimos ¢ = 7p; + (1 — 7)p2. Primero, si la solucién
implica un solo contrato para ambos tipos, entonces, para satisfacer la restriccién (10.2),
se requiere

7 [Erz — (1 — p1)wy — prwe] = —(1 — ) [E2x — (1 — p2)w) — p2w2]

de donde despejando ws se obtiene la linea recta definida por

rEiz+(1—-m)Ezx (1-— q)w
= - 1
q q

w2

Esta recta pasa por el punto en donde se intersectan las rectas de indiferencia del principal
condicionado a un contrato con cada tipo de agente (el punto w? en la figura 10.2). En
los puntos situados a la izquierda de w? la utilidad positiva que se recibe con los agentes
de tipo 1 queda contrarestada por la utilidad negativa obtenida de los agentes de tipo 2.
Vamos a indicar esta recta por Er(z —w) = 0.

Pero en este caso, puesto que el objetivo es maximizar la suma ponderada de las
utilidades de los dos agentes, esta solucién tiene que encontrarse en algin punto estric-
tamente entre los dos puntos en donde cada curva de indiferencia se hace tangente a la
recta E,(r —w) = 0, dado que con cualquier otra opcién se puede incrementar la utilidad
de ambos agentes con un movimiento a lo largo de la recta. Asf, la solucién corresponde
con un punto en donde la curva de indiferencia de los agentes de tipo 1 es mds inclinada
que la recta E,(x — w) = 0 y la curva de indiferencia de los agentes de tipo 2 es menos
inclinada que dicha recta.

Ejercicio 10.2: Pruebe (grificamente) lo que se afirma en el parrafo anterior.

La situacion expuesta se ha representado en la figura 10.3. El contrato propuesto de
equilibrio es w, punto en el que se intersectan dos curvas de indiferencia. La mads inclinada
corresponde a un agente de tipo 1 y la menos inclinada a un agente de tipo 2.

Figura 10.3.

Ahora bien, nétese que esto implica que se abre siempre la opcién de disenar un nuevo
contrato que se localiza por debajo de la curva de indiferencia del agente tipo 2 y por
encima de la curva de indiferencia del agente tipo 1, que serfa aceptada solamente por un
agente de tipo 1, y que proporcionaria al principal una utilidad esperada estrictamente
positiva, ya que se encuentra por debajo de la correspondiente recta de utilidad esperada
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nula (la recta Ey(x —w) = 0). Por ejemplo, en la figura 10.3, cualquier contrato sobre la
recta E,(z —w) = 0 entre los dos puntos w y w® serfa suficiente. Pero, dada la oferta (que
estamos suponiendo) de w por parte de los principales, todos ellos tienen el incentivo de
variar su oferta, y consecuentemente, el punto w nunca puede ser un equilibrio.

Ejercicio 10.3: En la figura 10.3, se ha representado el candidato a equilibrio w a la
izquierda de w°, y el argumento que se ha presentado corresponde con esta opcién. Pruebe
que el argumento no cambia cuando se considera un candidato a equilibrio a la derecha de
w?.

Visto que nunca puede darse un equilibrio agrupador, el resultado es que se disena un
contrato distinto para cada tipo de agente. Pero entonces el contrato disenado para los
agentes de tipo 1 tiene que hallarse sobre la recta E;(z —w) = 0, mientras que el contrato
disenado para los agentes de tipo 2 tiene que encontrarse sobre la recta Ez(x —w) = 0 (ya
que la tinica opcién alternativa es un contrato sobre E,(z—w) = 0, que como acabamos de
probar, nunca es un equilibrio). Es decir, cada principal no sélo va a recibir un beneficio
esperado nulo cuando sume el beneficio esperado de cada contrato, sino que también va a
percibir un beneficio esperado nulo en cada uno de los contratos individuales.

Si escojemos un punto cualquiera sobre la recta Es(z —w) = 0 como el contrato que se
disefia para el agente de tipo 2 y lo denominamos w? (por comodidad, dibujamos el punto
w? a la izquierda de w?), se tiene que por este punto pasa una curva de indiferencia de un
agente de tipo 2, Ecu(w?), que corta a la recta E1(z—w) = 0 en algiin punto, pongamos que
es el w!(w?). Asi, para respetar la condicién de compatibilidad de incentivos de los agentes
de tipo 2, el contrato que se disefia para los de tipo 1 (w!) no puede situarse estrictamente
por encima de la curva de indiferencia Fyu(w?), pues si lo hiciera, los agentes de tipo 2
escojerfan el contrato w! antes de w?. Por otra parte w! también debe encontrarse sobre
la recta E(xz —w) = 0 puesto que tiene que proporcionar un beneficio esperado nulo para
el principal. Dado esto, debemos buscar el punto w! que maximiza Eju(w') sujeto a que
esté situado sobre la recta E)(z —w) = 0 y més arriba o més abajo del punto w!(w?).
Claramente el punto que buscamos es el propio punto w!(w?), puesto que a medida que
se desplaza la recta F)(x —w) = 0 hacia arriba se ofrecien a un agente de tipo 1 contratos
con el mismo valor esperado y con menor varianza, lo que le aumenta su utilidad esperada.
En resumen, si escojemos un punto arbitrario w? sobre la recta Ea(z —w) = 0, y lo usamos
como el contrato disenado para los agentes de tipo 2, entonces el contrato correspondiente
a los agentes de tipo 1 es el punto en donde la curva de indiferencia Eou(w?) corta a la
recta Fy(z —w) = 0.

Una vez conocido cudl es el contrato para los agentes de tipo 1 que corresponde a
cualquier contrato para los de tipo 2, resta por determinar cudl es el contrato 6ptimoque
debe ofertarse a los agentes de tipo 2. Pero esto es trivial. Puesto que el objetivo es
maximizar la suma ponderada de las utilidades esperadas, lo uinico que tenemos que hacer
es elevar la curva de indiferencia de los agentes de tipo 2 a su posicién mads alta posible
en el espacio de los contratos, ya que entonces también estard en su posicién méaxima la
curva de indiferencia de los agentes de tipo 1. Esto obviamente corresponde al punto sobre
Es(x — w) = 0 en donde w; = ws. La situacién se representa en la figura 10.4.

En resumen, si el principal ofrece a cualquier agente la eleccién entre los dos contratos
w! y w? segiin queda representado en la figura 10.4, entonces

1. los agentes de tipo 1 escogeran el contrato w?!,

2. los agentes de tipo 2 escogerin el contrato w?,

196



Figura 10.4.

3. el principal recibird un beneficio esperado nulo,

4. no se puede disenar otro par de contratos, distintos entre sf, que cumplan los tres
puntos anteriores sin disminuir la utilidad esperada de ambos tipos de agente.

Por consiguiente, los dos contratos representados en la figura 10.4 contituyen el (1ini-
co) equilibrio separador para el problema. Puesto que no hay equilibrios agrupadores,
tenemos que estos dos contratos son el unico equilibrio factible, sin embargo, puede darse
un pequeno problema. Considérese la posibilidad de que la curva de indiferencia de los
agentes de tipo 1 corte a la linea E,(z — w) = 0, como se representa en la figura 10.5.
En este caso, dada la oferta de w! y w? por parte de todos los demés principales, un
principal rebelde tendria el incentivo de ofrecer un tinico contrato en la zona indicada por
la sombra en la figura 10.5, que lograrfa captar a todos los agentes (puesto que se halla
por encima de ambas curvas de indiferencia), y le proporcionaria un beneficio esperado
positivo (puesto que se encuentra por debajo de la recta E(x — w) = 0. En este caso, la
opcién del beneficio esperado positivo con un contrato agrupador que mejora la utilidad
de ambos tipos de agente parece destruir a w! y w? como equilibrio.

w

E_(x—w)

Figura 10.5.

No obstante, aiin en este caso, jes realmente cierto que a algin principal le interese
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ofrecer un contrato en la zona sombreada?” De hacerlo, inmediatamente se abrirfa la opcién
para todos los demds principales de ofrecer un nuevo contrato por debajo de la curva de
indiferencia de los agentes de tipo 2 y por encima de la de los agentes de tipo 1, quitdndole
asi al principal rebelde todos sus agentes de tipo 1 y dejandole con los de tipo 2. Pero
puesto que el contrato ofertado por el principal rebelde se encuentra en una zona por
encima de la recta Es(z — w) = 0, éste obtendrfa un beneficio esperado estrictamente
negativo. En conclusién, un argumento como este es suficiente para defender la situacién
de la figura 10.4 como el tnico equilibrio dentro del marco de la seleccién adversa en
competencia perfecta.

Ejercicio 10.4: Calcule el equilibrio en un modelo de competencia perfecta cuando
hay dos agentes, con funcién de utilidad u(z) = \/z, y en donde los dos tipos se definen
segun las probabilidades del estado 2 de py = 0,2 y pa = 0,6. Una proporcion m = 0,4 de
los agentes son de tipo 1. La utilidad de reserva de los dos tipos son T = 80 y Tz = 40.

Después de este andlisis grédfico, podemos concluir con los siguientes puntos;

1. El contrato éptimo disefiado para los agentes de tipo 2, denominado w*?, se encuentra
como la solucién simultédnea de las ecuaciones Ea(x — w) = 0 y w1 = we. Es decir,
w}? = wi? = Eax.

2. El contato 6ptimo disenado para los agentes de tipo 1, denominado w*!, se encuentra
como la solucién simultdnea de las ecuaciones Ey(z —w) = 0 y Eau(w) = u(Eqx).

3. El equilibrio es separador, es decir, cada tipo de agente escoge un contrato distinto.

4. En el equilibrio, la condicién de incentivos de los agentes de tipo 2 se satura, pero
la de los agentes de tipo 1 no se satura.

5. En el equilibrio, los agentes de tipo 2 reciben la misma utilidad (y el mismo contrato)
que hubiesen recibido en condiciones de informacién simétrica, pero los agentes de
tipo 1 reciben menor utilidad que la que hubiesen recibido con informacién simétrica.

6. La reduccién en utilidad sufrida por los agentes de tipo 1 se debe a un aumento en
riesgo que deben admitir, como coste de senalizacién de su tipo (es decir, es el coste
que deben sufrir para evitar que el contrato disenado para ellos sea atractivo para
los agentes de tipo 2).

10.1.2 Un principal monopolista

Cuando un principal actiia como monopolista, su objetivo es el de maximizar su bene-
ficio esperado. Naturalmente, cuando hay un solo principal, podemos ignorar todos los
argumentos del caso de competencia perfecta basados en principales rebeldes ofreciendo
contratos que quitan los agentes de un solo tipo, o de ambos tipos, de los demds princi-
pales. En este caso el principal simplemente tiene que buscar dos contratos que respeten
el hecho de que su beneficio esperado no sea negativo, que permitan participar a ambos
tipos de agente, y en los que cada tipo de agente escoge libremente el contrato disenado
para €l en vez del contrato disenado para el otro tipo. Segin lo que se ha descrito en el
punto anterior, la condicion de participacion del principal se puede ignorar, ya que sabe-
mos que siempre tiene la opcién de ofrecer el par de contratos que corresponden al caso de
competencia perfecta y asi ganar un beneficio esperado nulo. Por tanto, maximizando su
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beneficio esperado, en ningun caso va a recibir un beneficio esperado negativo y podemos
formular el problema como

max [E'lsc —(1-p)w} —plw%] +(1—-m) [Eg:c — (1 —po)w? - pgw%]

sujeto a
(1 -p)u(w]) + pru(wz) > o (10.6)
(1—p2)u(w%)+p2u('w%) > o (10.7)
(1 - pouw(wi) + pru(ws) > (1 - p)u(w]) + pru(wd) (10.8)
(1 = p2)u(wi) + pou(w3) > (1 —p2)u(wi) + pau(ws) (10.9)

Otra vez, se trata de un problema extenso, en este caso de 4 variables incégnitas méas
4 multiplicadores de Lagrange, y 8 ecuaciones simultdneas. No obstante, la solucion es de
nuevo sencilla si utilizamos el método gréfico para analizar el problema.

En la solucién resulta que;

1. la condicién de participacién del agente de tipo 1, (10.6), tiene que saturarse,

2. la condicién de compatibilidad de incentivos del agente de tipo 2, (10.9), tiene que
saturarse,

3. en el contrato 6ptimo disenado para los agentes de tipo 2, resulta que wi? = w32

Vamos a ver que estos tres resultados son ciertos. En primer lugar, sea cual sea el con-
trato que se disena para los agentes de tipo 2, éste les proporciona un determinado nivel
de utilidad, y por tanto una determinada curva de indiferencia. Sea esta curva Eou(w?).
. Cuadl de todos los contratos ofertados a los agentes de tipo 2 que les proporciona exacta-
mente este nivel utilidad esperada es el que maximiza el beneficio esperado del principal,
condicionado a que efectivamente es un agente de tipo 2 el que lo firma? Larespuestas
viene dada por el contrato que corresponde con la linea Fy(x — w) mas cercana posible al
origen en el espacio de los contratos y que permite que el agente siga participando en el
contrato. El contrato 6ptimo estara caracterizado por un punto en donde los dos salarios
son iguales y, por tanto, en él se va a ofrecer a los agentes de tipo 2 el salario w}? = w3?.

Segiin lo que se ha explicado, representamos una curva de indiferencia para un agente
de tipo 2 en un nivel arbitrario de utilidad, Eyu(w) = u(w?), y junto a esta curva dibu-
jamos la curva de indiferencia de reserva de los agentes de tipo 1 (véase la figura 10.6),
Fiju(w) = W;. La zona de puntos que estd simultdneamente por encima de Eyu(w) = y
por debajo de la curva Eyu(w) = u(w?) corresponde a contratos que satisfacen, simulta-
neamente, participacion de los agentes 1, y la compatibilidad de incentivos de ambos tipos
(recordando que el contrato que se estéd utilizando para dar con la curva Fyu(w) = u(w?)
es aquél que estd sobre la bisectriz de la grafica, w% = w% = w?). ;Cuél de todos estos
contratos es el que maximiza el beneficio esperado del principal, condicionado a que es
firmado por un agente de tipo 17 Pues, el contrato que corresponde con la linea E;(z —w)
mas cercana posible al origen en la grafica. Recordando que segin nos desplazamos sobre
la curva Eju(w) = u; hacia la bisectriz de la gréfica, las rectas Fj(z — w) estdn cada vez
mas cercanas al origen, lo que hay que hacer es seleccionar el punto sobre Fiu(w) = %,
mas cercano posible a la bisectriz. De la figura 10.6, queda claro que el punto en cuestién
es la interseccién de las dos curvas de indiferencia. Sea este punto w!(w?). Nétese que
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2U(w) = uw?)
L u(w) = u,

Figura 10.6.

este punto se caracteriza por la saturacién de la condicién de incentivos del agente de tipo
2 y la saturacién de la condicion de participacién del agente de tipo 1.

Tras este andlisis, la pregunta que queda por contestar es, jcudl es el valor 6ptimo
del salario que debe ofrecerse a los agentes de tipo 2, w?? Una vez contestado esto,
el contrato de equilibrio para los agentes de tipo 1 se puede calcular directamente. Un
aumento en w? conlleva una disminucién en el beneficio esperado que se obtiene con los
agentes de tipo 2 (un coste), pero un aumento en el beneficio esperado que se obtiene
con los agentes de tipo 1 (un ingreso). En el 6ptimo, el principal equilibrard estos dos
efectos, de modo que el coste marginal que se obtiene por un incremento en w? sea igual
al ingreso marginal generado. En general, desde luego no podemos concluir que el punto
final buscado saturard la condicién de participacién de los agentes de tipo 2. Vamos a
investigar un poco mas sobre esto, pero para aliviar un poco la notacién, utilizaremos la
variable w para representar el salario de los agentes de tipo 2 (se recuerda que es el mismo
en ambos estados), y w; para el salario de los agentes de tipo 1 en el estado i.

Antes de adelantarnos en el analisis de este problema, del andlisis grafico se desprende
que, siempre y cuando el principal fije el salario para los agentes de tipo 2 en un nivel
inferior al salario cierto que satura la restriccién de participacién de los agentes de tipo 1,
entonces por un lado sabemos que la condicién de incentivos de los agentes de tipo 1 no
se puede saturar, y por otro sabemos que el contrato disenado para los agentes de tipo 1
se caracteriza por w; > we. En el andlisis que hacemos en los siguientes parrafos, vamos
a hacer uso del resultado general de que, menos en el caso extremo planteado (que ya
veremos cuando corresponde y cuando no), la condicién de incentivos de los agentes de
tipo 1 no se va a saturar nunca de modo que resulta irrelevante para el problema.

Puesto que en todos los casos se saturan la condicién de participacién de los agentes
de tipo 1 y la de incentivos de los agentes de tipo 2, podemos escribir

(1 = pr)u(wr) + pru(we) = W
(1 = p2)u(wr) + pou(wz) = u(w)

Sin demasiado esfuerzo, podemos utilizar estas dos ecuaciones para definir las coordenadas
del contrato de los agentes de tipo 1 como funciones implicitas del salario de los agentes
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de tipo 2, esto es

u(wl)_(pﬁl_—W) & 0

P2—D1
R (T R
P2 —p1
Aplicando el teorema de la funcién implicita a estas dos ecuaciones, tenemos
owy (—Lm_‘pl ) u'(w)
ow u! (wn)
P1 u'(w)
_ <0 10.10
(pz —pl) w'(w1) ( )
y
1-p
o _ (o)
ow u'(w2)
- ’
= (1 pl) ‘f(w) >0 (10.11)
p2 —p1) u'(w2)

Dado que podemos ignorar la condicién de incentivos de los agentes de tipo 1 puesto que
(menos cuando el equilibrio es agrupador) nunca se satura, podemos escribir el problema
del principal como

max f(w) =rEiz+ (1 —7)Ex — 7 [(1 — p1)wi(w) + prwa(w)] — (1 — m)w
sujeto a
u(w) >
Si escribimos la restriccién como
9(w) = —u(w) < -

entonces para utilizar el método de Lagrange, solamente tendriamos que comprobar que
la funcién objetivo es céncava en w, ya que la ecuacién que define la restriccion, g(w), es
convexa por hipétesis de entrada.

La primera derivada de la funcién objetivo es

f) = -n|a-pmF2 +m%e] - a-m
D [*(1 i (mp—lpl) j((i)) v (1’12_—1;11) j(('wu;))} ——%)
= = (S22 ) ()~ o)) - (=) (10.12)

y la segunda derivada es

" = il (1—p1)p1 i) lail Giga Y =il i V1
) = (—m_m ) (t0) [ ()™ — o ()]

_(Q=popr (O (W (we) 7! — W (wn) )
ﬂ( P2 —p1 )“’(w)( e )
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Pero puesto que
9 (u(wa) ™ =/ (wn) ™) dwy
ow ow

el segundo término de esta segunda derivada es claramente negativo. El primer término
es no positivo si

>0

ow
= —’M'(’tﬂz)_21-’-”(1‘1»’2)6—w2 + 1/ (w) "2 (wy)

W (we) ™ =/ (wy)"t <0
es decir, si
u(wy) > u'(w)) = wr<wy

No obstante, como veremos en seguida, esto serd cierto en todos los casos. Por tanto
resulta que la funcién objetivo es estrictamente céncava en w.

Dado esto, podemos utilizar el método de Lagrange para resolver el problema simpli-
ficado. La funcién de Lagrange es

L(w,8) = wEjxz+ (1 —m)Ex —m[(1 - p1)wi(w) + prwa(w)]
—(1 = mw + é [ + u(w)]
La condicén de primer orden es % =0, es decir f'(w) + éu'(w), que de (10.12) es
- (m) o' (w) [u (wa) ™ = ' (wr) Y] = (1 =) + 60 (w) = 0 (10.13)
P2 —n
Por otro lado, la condicién complementaria de holgura es
O[Ttz +u(w)] =0

Ahora, nétese que, nunca es factible una solucién con we > w;, puesto que en este caso
tendrfamos u/(wg) ™! — u/(wy)~! > 0. Pero esto solamente puede corresponder con § > 0,
es decir, la condicién de participacién de los agentes de tipo 2 se tendria que saturar.
Pero, entonces el contrato 6ptimo de los agentes de tipo 1 estd en la interseccion de las
dos curvas de utilidad de reserva, que dado el hecho de que %y < %; (el tipo malo tiene
una utilidad reserva inferior a la del tipo bueno) ocurre en un punto en donde w; > wa.

Consideremos el caso especial cuando m = 1. En este caso, la condicién de primer
orden es

(1 =p1)p1 ' ; o , v 2
(ﬂ) u' (w) [u (wg) ™! — o/ (w) 1] = 6u'(w) >0
Pero entonces, tiene que ser que

W (wa) ™ =/ (wy) "t >0
es decir

wg = wn

Sin embargo, puesto que sabemos que nunca es factible un equilibrio con wy > wy,
este caso tiene que corresponder con ws = wy, es decir, el contrato de los agentes de tipo
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1 esté sobre la recta de certidumbre. El hecho de que el contrato de los agentes de tipo 1
estd sobre la curva de indiferencia de los agentes de tipo 2 implica que, en el caso especial
de 7 tienda a 1, tenemos (w2 — w;) — 0. En este caso, también tiene que ser cierto que
5 = 0, es decir, no se satura la condicién de participacién de los agentes de tipo 2.

Es més, en cualquier otro caso, 7 < 1, necesariamente tiene que ser que ws < wy, y el
equilibrio tiene que ser separador. Para ver esto, simplemente aplicamos el teorema de la
funcién implicita a la condicién de primer orden

8L
ow (m)
ar  (22L)
" (5)
cuyo signo es igual al signo del numerador. Pero puesto que
0*L B 0 f
dwdr  Owor

de (10.12) resulta que

PL _ ((L=p)m) , I el
3w37r__(ﬂ)u(w)[u(w2) =/ (wy) '] +1

que serfa estrictamente positivo siempre cuando u/(wg) ™! —u/(w;) ! < 0, es decir, siempre
cuando wy < w;. Entonces, empezando con m = 1, en cuyo caso -3%25‘; =1 > 0, sabemos
que una disminucién marginal en 7 conlleva una disminucién en w, y correspondientemente
un movimiento a un equilibrio caracterizado por w;, > ws. Siguiendo el proceso, sera cierto
que disminuciones en 7 siempre hacendecrecer w hasta que se alcance un equilibrio en el
que se satura la restriccién de participacion de los agentes de tipo 2.

Por 1ltimo, es interesante considerar si el equilibrio en donde se satura la restriccion
de participacion de los agentes de tipo 2 corresponde con m = 0, o puede alcanzarse con
un 7 > 0. La respuesta correcta es que existe un mimero 7° > 0 tal que el equilibrio con
cualquier 7 < 7 se caracteriza por la saturacién de la condicién de participacién de los
agentes de tipo 2. Para verlo, notemos que la condicién de primer orden indica que el
valor del multiplicador de Lagrange para cualquier nivel de 7 es

a(m) = (L ZUBL ) ol n(o(m)) ™ = ' Can(w(m)) ] + (0 = m ()
Cuando m = 1 sabemos que w; = wy = w, y en este caso
6(m)|p=q =0
mientras que cuando 7 = 0, tenemos
§()|peo = ¥/ (w(m)™1 >0
Finalmente, considere §'(7) cuando m = 0. Tenemos
&) = (%&) [t (wa(m))) ™ — ! (wn (o)) ]
. ((1 — )pl) (a [t (wa(w(m))) ™! — w'(wr(w(m)) '] )

pP2—n onr
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Asf que

§(m)|._, = (ﬁ) [ (w2(w(0))) ™" - (s ((0))) Y]
W (w(0) 1\
+ (T) — u/(w(0))™!

y como (%p_—‘gf—‘) [/ (wa(w(0))) ™! — w'(wy (w(0))) ] < 0, resulta que

! (w(0)) !
Flms < () - ww(o)?
= () P () G| ()
et (@) Bw
== kitio)) [u'(w(ﬂ)) 7= l]
Pero, sabemos que en general
ow _ (%&L?)
= (@)
asf que
ow| _ (o)
o © @) |
(S vw) W) - )] +1
N ou" (w) =8
En resumen, el hecho es que
6’(7r)|ﬂ=0 < —u'(w(w))™? [% g—: » + 1] <0

es decir, el multiplicador de Lagrange tiene pendiente negativa en m para valores de 7
cercanos a 0. Dado esto, si representemos la funcién é(m) gréficamente, empieza en un
punto estrictamente positivo pero con pendiente estrictamente negativa, y alcanza el valor
0 en algun nivel de m que es estrictamente positivo, que hemos denominado 7%, y luego a
partir de alli, se mantiene el valor 0 (véase la figura 10.7).

En resumen, el equilibrio para el caso de seleccién adversa con un principal monopolista
se caracteriza por los siguientes puntos;

1. el equilibrio sera separador, siempre cuando existan agentes de tipo 2,

2. los agentes de tipo 2 obtendran un contrato libre de riesgo, y, dependiendo de cual
sea su proporcion sobre la poblacién total, pueden obtener una utilidad mayor que
su utilidad de reserva (y por tanto, la asimetria en informacién les beneficia, puesto
que con informacién simétrica, obtendrén su utilidad de reserva exactamente),
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Figura 10.7.

3. los agentes de tipo 1 obtendrdan un contrato con riesgo, y obtendrdn exactamente su
utilidad de reserva.

Ejercicio 10.5: Con los mismos datos del ejercicio 10.4, calcule el equilibrio con un
principal monopolista.

10.2 El Riesgo Moral

En una situacién de riesgo moral, lo que el principal desconoce es el valor de una variable
que controla el agente. A diferencia de la selecciéon adversa, en donde el principal no
observa la identidad de los agentes (quiénes son los agentes), con el riesgo moral no observa
lo que hacen los agentes (es decir, sus acciones). Para modelar esta situacién con la
minima diferenciacién sobre lo que hemos hecho en el caso de la seleccién adversa, vamos
a suponer que cada agente es idéntico en lo que a su funcién de utilidad se refiere (que
seguimos suponiendo que es creciente y céncava), pero ahora cada agente puede escoger
la probabilidad del estado 2, haciendo que sea o bien p; o bien p2, en donde como antes,
p1 < p2. Por supuesto, el agente no escoge la probabilidad directamente, sino que la
probabilidad viene determinada por sus acciones, que si puede escoger libremente y sin
que el principal le observe. Por ejemplo, suponga un individuo que tiene su coche asegurado
contra el robo. La probabilidad de que efectivamente le roben el coche depende del cuidado
que el individuo pone en evitar el robo - aparcando un sitios bien iluminados, asegurdandose
de que las puertas estdn bien cerradas, comprando un sistema antirrobo, etc. Puesto que
el asegurador no puede, con un coste razonable, observar este tipo de comportamiento por
parte del individuo, se ha creado un problema de riesgo moral. La clave para entender
un problema de riesgo moral consiste en considerar que hay, en prinicipio, un conflicto de
intereses entre el principal y el agente en relacién a lo que el agente deberfa hacer, es decir,
las acciones que deberfa tomar, y consecuentemente, la probabilidad de los estados que
se tiene. Si es costoso para el agente realizar acciones que disminuyen la probabilidad del
estado malo (por ejemplo, cuidando de que no le roben el coche, trabajando con mucho
esfuerzo para que una fébrica rinda bien, etc.), y sin embargo si el principal desea que
estas acciones se realicen, entonces puede ser dificil encontrar la manera de incentivar al
agente para que tome las medidas oportunas. No basta con sencillamente pagar al agente
un plus en su salario (o reducirle la prima de seguros) a cambio de que realice las acciones
que conducen a una probabilidad baja para el estado malo, porque el principal no puede
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comprobar si las acciones realmente se hacen o no. Como las acciones suponen un coste
para el agente, éste acepterfa sin mas el aumento en salario (o la disminucién en su prima
de seguros), y luego pasaria de realizar las acciones en cuestion.

Cuando resolvemos un problema de riesgo moral, lo primero que se tiene que notar
es que, como ahora todos los agentes son idénticos en todos los aspectos (misma funcién
de utilidad, mismas opciones de cara a las posibles acciones, y mismas posibilidades en la
probabilidad final de los estados de la naturaleza), siempre habrd un solo contrato. No
tiene nunca sentido ofrecer mds de un contrato, puesto que hacerlo seria reconocer que es
favorable que agentes idénticos se comporten de manera distinta.

Los supuestos concretos que utilizaremos son los siguientes. En el estado 1, el resultado
de la relacién entre el principal y el agente es 1, que es mayor que el resultado que ocurre
en el estado 2, z3. La probabilidad del estado 2 depende de una variable que llamarémos el
“esfuerzo” del agente, y que denotamos por e. Supongamos que e puede tomar unicamente
2 posibles valores, e; 0 ez, en donde e; > es. Naturalmente, debemos entender que ey
corresponde con un esfuerzo alto, y es con un esfuerzo bajo. El principal no puede observar
la eleccién de esfuerzo que hace el agente. Se supone que la probabilidad del estado 2 es
igual a p(e), con p'(e) < 0, es decir, con esfuerzo alto, la probabilidad del estado malo
disminuye y, como es légico, la probabilidad del estado bueno aumenta. Por tanto, tenemos
p(e1) < p(e2).

Supondremos que la utilidad del agente es U(w,e) = u(w) — d(e), en donde u'(w) > 0,
u"(w) <0,d(e) >0y d’(e) >0. Vamos a referirnos a u(w) como la utilidad de dinero, y
a d(e) como la desutilidad que produce el esfuerzo. Se supone que la utilidad del agente
es separable en dinero y esfuerzo es para comodidad matemadtica. Sin este supuesto,
nada imporante cambiarfa, pero todo serfa mds complicado y todo dependerfa del signo
de la derivada cruzada entre dinero y esfuerzo. Puesto que la desutilidad de esfuerzo es
independiente del estado de la naturaleza, suponiendo que el agente recibe un salario de
w; en el estado ¢ = 1, 2, su utilidad esperada es

E(u(w) — d(e)) = (1 — p(e))u(wy) + ple)u(wz) — d(e) = Eeu(w) — d(e)

Como antes, supondremos que el principal es neutral ante el riesgo, es decir, su beneficio
esperado es simplemente E,(z — w).
Sea la siguente funcién:

f(w) = [(1-p(e2))u(wr) + plez)u(ws) — d(ez)]
—[(1 = p(e1))u(wr) + p(er)u(ws) — d(e1)]
= u(wz)(p(e2) — p(e1)) + u(w1)(1 — p(e2) — 1+ p(e1)) — d(ez2) + d(er)
= (p(e2) — p(e1))(u(wz) — u(wr)) — d(ez) + d(e1)

que indica la diferencia entre la utilidad esperada de realizar el esfuerzo ey y e;. Claramen-
te, si se ofrece al agente un contrato con unos salarios de modo que f(w) > 0, entonces el
agente tiene una preferencia estricta por esfuerzo ez, mientras que si f(w) < 0, entonces el
agente prefiere el esfuerzo e, y por supuesto si f(w) = 0, entonces el agente es indiferente
entre los dos esfuerzos. Por el teorema de la funcién implicita, tenemos

g .Y,

= >0
dun df (w)=0 ' (ws)

es decir los contornos de la funcién f(w) tienen pendiente positiva en el espacio de los
contratos.
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Vamos a considerar la curva de nivel que corresponde a f(w) = 0. Por su definicién, el
contorno f(w) = 0 corresponde con los contratos en los cuales la condicién de incentivos
se satura, es decir, el agente es indiferente entre ofrecer esfuerzo alto o bajo. En primer
lugar, se aprecia que

(p(e2) — p(e1))(u(wz) — u(wy)) — d(ez) +d(e1) =0
implica que
(p(e2) — p(e1))(u(wz) — u(w1)) = d(ez2) —d(e1) <0

Como p(ez) — p(e1) > 0, resulta que los vectores w tales que f(w) = 0 han de satisfacer
que u(wsg) — u(wy) < 0, es decir, wy < wj;. Por otro lado, puesto que la pendiente de
este contorno en cualquier punto es la razén de utilidades marginales, y sabiendo que la
funcién de utilidad es céncava, el hecho de que we < w; implica que la pendiente de la
curva es menor que 1 en todos sus puntos al ser u/(ws2) > u'(w).

Ejercicio 10.6: ;Cudndo seria el contorno f(w) = 0 lineal? ;Cudndo seria convera
o concava?

En la figura 10.8 se muestra la curva f(w) = 0, junto con dos curvas de indiferencia del
agente que se cortan en un punto de f(w) = 0. Las curvas de indiferencia representadas son
netas de la desutilidad de esfuerzo, es decir, se han representado los contornos de Eeu(w),
en lugar de F.u(w)—d(e), que es la utilidad verdadera de cada eleccién de esfuerzo. Como
sabemos que un individuo es indiferente entre dos situaciones solamente cuando las curvas
de indiferencia intersectan sobre la linea de certidumbre, si movemos las dos curvas de la
figura hacia abajo en la cantidad d(e;) correspondiente, acabardn cortdndose sobre la linea
de certidumbre (es decir, la curva en la figura que intersecta w; = w9 maés arriba se tendria
que mover mas lejos, que es lo mismo decir que d(e;) > d(ez). La curva de indiferencia
més inclinada corresponde con el caso de esfuerzo e; mientras que la curva de indiferencia
menos inclinada corresponde con el caso de esfuerzo e;. En la grifica, puesto que sabemos
que E. u(w) —d(e1) = Ee,u(w) —d(e2) en la curva f(w) =0, y que d(e;) > d(ez), resulta
que E,, u(w) > E.,u(w). Cuanto més arriba esta el punto que consideremos sobre la curva
f(w) = 0, mayor es la utilidad esperada del agente. También es cierto que, si dos curvas
de indiferencia no se intersectan sobre la curva f(w) = 0, entonces el agente prefiere la
curva que intersecta mas arriba.

w

Figura 10.8.
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Puesto que sobre la curva f(w) = 0 el agente es indiferente entre las dos opciones de
esfuerzo, también es cierto que tiene una preferencia por un esfuerzo en concreto cuando
se le ofrece un punto en un cada lado de la curva. Para ver exactamente cudl es esta prefe-
rencia, solamente tenemos que pensar en un punto sobre la recta de certidumbre. Cuando
el contrato del agente se caracteriza por w; = wy = w, estd claro que, independientemente
de cuél sea su esfuerzo, tenemos E,., u(w) = E.,u(w) = u(w), de modo que siempre esco-
jeré el esfuerzo que minimiza la desutilidad. Asi, como d(e;) > d(e2), esto equivale a decir
que con un contrato de salario cierto, el agente siempre prefiere esfuerzo bajo. Por tanto,
en cualquier contrato a la izquierda de la curva f(w) = 0 el agente ofrecerd esfuerzo es,
mientras que en cualquier contrato a la derecha de la curva, el agente ofrecerd el esfuerzo
e].

Vamos a analizar ahora al principal. Puesto que el principal es neutral ante el riesgo,
su beneficio esperado en cualquier contrato, cuando el esfuerzo del agente es e;, es

p(ei)(z2 — w2) + (1 — p(ei))(x1 — wi)
Por tanto, el principal seria indiferente entre las dos opciones de esfuerzo si
p(e1)(z2 —wz2) + (1 —p(e1))(z1 — w1) = ple2)(x2 — w2) + (1 — p(ez))(z1 — w1)
es decir, si
we = (x2 — 1) + w1 = g(w1)

Claramente, g(w;) es una funcién lineal con pendiente igual a 1. En la figura 10.9, se
muestra la linea g(w;) junto con los contornos de beneficio esperado del principal corres-
pondientes a las dos opciones de esfuerzo. En la gréfica, tenemos E, (x —w) = E,,(z —w).
Cuando més abajo sobre la linea g(w;) estd el punto que consideremos, mayor es el bene-
ficio esperado.

X — X, W

Figura 10.9.

Juntamos ahora las dos figuras 10.8 y 10.9. La eleccién de contrato depende del caso
que se considere, competencia perfecta o monopolio. Vamos a analizar cada caso por
separado.
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10.2.1 Competencia perfecta

Puesto que si el principal actia en competencia perfecta, su beneficio esperado esta restrin-
gido a ser 0, empezamos por representar las dos rectas de beneficio esperado E, (z—w) = 0.
Ahora, el problema del principal consiste en encontrar el contrato que maximiza la utili-
dad esperada del agente, sujeto a la restriccién de participacién de éste, y la condicion de
compatibilidad de incentivos. De igual modo que en el problema de la seleccién adversa,
podemos suponer sin méds que la condicién de participacién se va a satisfacer, pero sin
saturarse, puesto que un contrato que ofrece al principal un beneficio esperado nulo tiene
que maximizar la utilidad esperada que se ofrece al agente. Entonces, ;cudl es el punto
sobre la recta Ee,(z — w) = 0 mds preferido por el agente? Obviamente es el punto de
interseccién entre E.,(x —w) = 0 y la recta de certidumbre. Como este punto esta a la
izquierda de la curva f(w) = 0, se satisface (pero no se llega a saturar) la condicién de
incentivos, es decir, el principal contrata esfuerzo ez, y en este contrato, el agente ofrece
eo. Claramente, este es el mejor contrato que se puede disenar con el objeto de que el
agente trabaje con el esfuerzo es. En la figura 10.10, este contrato se indica como el punto
7 bl

Figura 10.10.

Sin embargo, no estd claro que el punto A* sea el mejor contrato que el principal
puede ofrecer. Tenemos que considerar el mejor contrato que pueda disenar de modo que
el agente ofrezca el esfuerzo e;, y luego escojer entre éste y el punto A* aquél que mas le
interesa al agente (al fin y al cabo, el principal siempre serd indiferente ya que su beneficio
esperado en cualquier caso es 0). Como el contrato en cuestién tiene que estar sobre la
linea E,, (z — w) = 0, y como tiene que estar o bien sobre o bien a la derecha de la curva
f(w) = 0, es evidente que no existe manera mejor de contratar al agente de modo que
ofrezca el esfuerzo e; que el punto B*, en donde la recta E,., (z — w) = 0 corta la curva
f(w) = 0 (véase la figura 10.11).

Finalmente, ;cudl de los dos contratos A* y B* deberia ofrecer el principal? La res-
puesta es, sencillamente, el que mds le guste al agente. Para evaluar esta preferencia,
solamente tenemos que representar las dos curvas de indiferencia del agente que pasan por
ambos contratos, y ver dénde cortan a la curva f(w) = 0. En la figura 10.12 se representa
el caso limite de perfecta indiferencia entre los dos contratos. En esta figura, resulta que
la curva de indiferencia del agente que pasa por A* corta a f(w) = 0 exactamente en el
punto B*, demanera que el agente es indiferente entre las dos opciones, y como el principal
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Figura 10.11.

recibe un beneficio esperado de 0 con cada opcién, también es indiferente. No obstante,
los casos maés realistas corresponden con una preferencia estricta por parte del agente. Si
el contrato A* estuviera un poco mds alto que la posicién mostrada en la figura 10.12,
entonces la curva de indiferencia del agente que pasa por A* cortaria f(w) = 0 més arriba
que el punto B*, en cuyo caso sabemos que el agente tiene una preferencia estricta por
el contrato A*. Puesto que el principal es indiferente, en este caso la solucién implica
que se ofrece A*, y que el agente ofrece el esfuerzo e;. Por otro lado, si el contrato A*
estuviera un poco mas abajo que en la posicién mostrada en la figura 10.12, entonces el
agente tendria una preferencia estricta por el contrato B*, que se convertirden el contrato
de equilibrio, mientras que el esfuerzo ser4 e;.

"

Figura 10.12.

Los siguientes puntos resumen las conclusiones que se extraen del caso competitivo.

1. Si el contrato éptimo implica el esfuerzo ey, entonces se caracteriza por la igualdad
del salario del agente en cada estado de la naturaleza. En este caso, el agente recibe
un contrato sin riesgo.

2. Si el contrato 6ptimo implica el esfuerzo e, entonces se caracteriza por el hecho de
que el salario del agente en el estado 1 es mayor que su salario en el estado 2. En
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este caso, el agente recibe un contrato con riesgo.

3. Si en el equilibrio se contrata el esfuerzo alto, e;, entonces la condicién de incentivos
se satura, mientras que si en el equilibrio se contrata el esfuerzo bajo, es, entonces
la condicién de incentivos no se satura.

Ejercicio 10.7: Proporcione un argumento intuitivo para explicar que, aunque siempre
es factible contratar a un agente con un contrato que garantiza que realiza un esfuerzo alto,
no siempre es el equilibrio en el problema.

10.2.2 El caso de un principal monopolista

El objetivo de un principal monopolista es ofrecer un contrato con el que le maximice
el beneficio esperado, condicionado a que el agente participa, y que el agente ofrezca
el esfuerzo que el principal desea. De igual modo que en la situaciéon de competencia
perfecta empezamos deduciendo el contrato éptimo cuando el objetivo es que el agente
utiliza el esfuerzo bajo, e;. Como el objetivo gréfico es llevar la recta E.,(x —w) tan cerca
del origen como sea posible, obviamente lo que el principal deberia hacer en este caso
es buscar la curva de indiferencia del individuo mas cercana al origen posible, que va a
coincidir naturalmente con la curva de indiferencia de reserva del individuo. Si suponemos
que, fuera de la relacién con el principal el agente puede obtener una utilidad de %, en el
caso de que ofrezca el esfuerzo ez, la curva de utilidad de reserva del agente sera aquél
que satisface F.,u(w) = U + d(ez). Es mds, condicionada a esta curva de indiferencia, el
contrato que maximiza el beneficio esperado del principal es el punto en donde la curva
de indiferencia corta a la recta de certidumbre. Llamemos a este punto A*.

Entonces, jcudl es el mejor contrato, desde la perspectiva del principal, que se puede
ofrecer y que garantiza el esfuerzo alto, e;?7 Sabemos que el contrato en cuestién tiene
que hallarse sobre la curva de indiferencia de reserva del agente cuando ofrece el esfuerzo
e1. y que tiene que estar sobre o a la derecha de la curva f(w) = 0, pues si no, el agente
no ofrece e; sino e3. Por otra parte, sabemos que la curva de indiferencia de reserva
en este caso, Fe,u(w) = U + d(e1) corta a la curva f(w) = 0 exactamente en el mismo
punto que la curva Fe,u(w) = @ + d(e2), puesto que ambas curvas ofrecen al agente una
utilidad igual a la maxima que puede obtener fuera de la relacién en cuestién. Ademds,
sabemos que, condicionado al esfuerzo e;, el beneficio esperado del principal es mayor
cuanto més cercanas a la recta de certidumbre se sitiian las rectas de isobeneficio esperado.
En conclusion, el mejor contrato que se le puede ofrecer al agente y que garantiza que el
esfuerzo que ofrece es e, consiste precisamente en el punto sobre f(w) = 0 donde se cortan
las dos curvas de indiferencia de reserva del agente (véase la figura 10.13).

Unicamente resta por decidir entre estos dos contratos. Esta vez, claro estd, la eleccion
se hace en funcion de cudl de los dos contratos ofrece mayor beneficio esperado al principal.
Para evaluar esto, solamente tenemos que pintar las dos rectas de iso-beneficio esperado
del principal que pasen por los dos puntos A* y B*, y ver dénde intersectan el uno al otro
en relacién con la recta g(w;). Por supuesto, el principal prefiere una recta de beneficio
esperado mds cercana al origen que pueda, prefiere A* si las dos rectas de beneficio esperado
que pasan por A* y B* se intersectan a la derecha de la recta g(w;) = 0, y en caso contrario,
prefiere B*. En la figura 10.14, se representa otra vez el caso de absoluta indiferencia.

La recta tangente a la curva E.,u = u+d(ez) en el punto A* es la recta de iso-beneficio
esperado correspondiente a este contrato. Pongamos que el nivel del iso-beneficio esperado
en este caso es F,,(x —w) = z. Por otro lado, la recta de pendiente negativa que pasa por
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Figura 10.14.

el punto B* es la recta de iso-beneficio esperado correspondiente a este contrato. Puesto
que en la figura 10.14 hemos representado el caso en el que estas dos rectas de iso-beneficio
esperado se intersectan justo en la recta g(w; ), entonces en la figura tenemos el caso en el
que el nivel del iso-beneficio esperado en el contrato B* es exactamente E, (r — w) = z.
En este caso, los dos contratos ofrecen al principal el mismo beneficio esperado, y asf seria
indiferente entre ambos. Los dos casos mds realistas corresponden con una gréfica en la
que movemos la recta g(w;) un poquito hacia un lado en comparacién con su posicién
en la figura 10.14. Si g(w;) estuviera a la derecha de su posicién segin se representa en
la figura 10.14, entonces las dos rectas de isobeneficio esperado se habrian cortado a la
izquierda de g(w;). En este caso, la recta E,, (r — w) cortarfa a g(w;) mds abajo que la
recta Fe,(z — w), lo que indicarfa que E., (z — w) > E,,(r — w), y entonces el principal
recibe un beneficio esperado mayor con el contrato B* que con A*. Por tanto, en este
caso ofrecera B* y obtendra el esfuerzo alto, e;. Por supuesto, si en lugar de la posicién
de g(wp) en la figura 10.14, la dibujdsemos un poquito a la izquierda, resultaria que el
principal recibe un beneficio esperado mayor con el contrato A*, y entonces éste serd el
contrato que ofrecerd obteniendo el esfuerzo bajo, es.

Como resumen del caso de riesgo moral con un principal monopolista, podemos resaltar
los siguientes hechos:
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Cualquiera que sea el caso, en el equilibrio la condicién de participacién del agente
se satura.

. El contrato 6ptimo para esfuerzo bajo se encuentra en la interseccién entre la curva

de indiferencia de reserva del agente cuando utiliza el esfuerzo bajo y la recta de
certidumbre. El contrato éptimo para esfuerzo alto se encuentra en la interseccién
entre la curva de indiferencia de reserva cuando utiliza el esfuerzo alto y la curva

f(w) =0.

Si en el equilibrio se contrata esfuerzo alto, entonces la condicién de incentivos del
agente se satura. Si en el equilibrio se contrata esfuerzo bajo, entonces la condicién
de incentivos del agente no se satura.

10.3 Resumen

En este capitulo, hemos considerado el modelo de principal y agente, utilizando sobre todo
un anélisis grafico. Los puntos més destacables son los siguientes:

;

Un problema de seleccién adversa corresponde con una situacién en la cual hay una
caracteristica del agente, invariante que éste no puede variar y que no es observable
por el principal.

Un problema de riesgo moral corresponde con una situacién en la cual una accién
del agente no puede ser observada por el principal.

En el equilibrio de un problema de seleccién adversa cuando el principal actia en
un ambiente competitivo, los agentes de tipo desfavorable reciben un contrato sin
riesgo (el mismo que hubiesen percibido en condiciones de informacién perfecta), y
los agentes de tipo mas favorable reciben un contrato con riesgo (peor para ellos que
lo que hubiesen recibido en condiciones de informacién perfecta). El principal recibe
un beneficio esperado igual que en condicones de informacién perfecta (0 en ambos
casos).

En el equilibrio de un problema de seleccién adversa cuando el principal es monopo-
lista, los agentes de tipo desfavorable reciben un contrato sin riesgo (posiblemente
mejor que el que hubiesen recibido en condiciones de informacién perfecta), y los
agentes de tipo més favorable reciben un contrato con riesgo (que les ofrece la mis-
ma utilidad que la que hubiesen recibido en condiciones de informacién perfecta).
El principal recibe un beneficio esperado menor que en condiciones de informacién
perfecta.

. En el equilibrio de un problema de riesgo moral, sea cual sea el ambiente de actua-

cién del principal, siempre se ofrece un solo contrato. Este contrato puede implicar
esfuerzo bajo o esfuerzo alto.

En el equilibrio de un problema de riesgo moral, sea cual sea el ambiente de actuacién
del principal, la condicién de incentivos del agente solamente se satura cuando se
contrata el esfuerzo alto.

En el equilibrio de un problema de riesgo moral con un principal competitivo, el prin-
cipal recibe el mismo beneficio esperado que en condiciones de informacién perfecta
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(0 en ambos casos). En un problema de riesgo moral con un principal monopolista,
el principal recibe un beneficio esperado igual que en condiciones de informacién
perfecta cuando contrata esfuerzo bajo, y menor cuando contrata esfuerzo alto.
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