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Resumen

En muchos problemas de regresiéon, surge la necesidad de no sélo predecir un valor, sino dar
también un intervalo de confianza o incertidumbre, porque en el problema en cuestién las
mediciones realizadas tengan ruido o las observaciones se vean influenciadas por otras que
desconocemos o simplemente no podamos medir. Por ello, en este Trabajo Fin de Master se
estudiaran los procesos Gaussianos en regresion pues dan una distribucién a la predicién,
permitiéndonos calcular intervalos de incertidumbre.

En este Trabajo Fin de Master hemos realizado primero un estudio de algunos algoritmos
de aprendizaje automatico como la regresién lineal, los perceptrones multicapa, las SVR
o la regresién lineal Bayesiana; esto nos ha permitido comparar y comprender mejor a los
procesos Gaussianos. Posteriormente, hemos estudiado los procesos Gaussianos en regresion
asi como su hiperparametrizacion; ademas, hemos analizado y ampliado la teoria de los
procesos Gaussianos censurados.

Experimentalmente, nos interesa ver como de buena es la prediccién de los procesos Gaus-
sianos comparandola con otros algoritmos de aprendizaje automatico y cémo de buenos
son los intervalos que obtenemos con los procesos Gaussianos. Para ello hemos realiza-
do los experimentos en dos problemas: la prediccién de energia edlica en Sotavento, que
es un parque edlico situado en Galicia y la prediccién de energia edlica total en Espana
peninsular.

En resumen, hemos observado que la prediccion de los procesos Gaussianos de media cero
es un poco peor que la de una SVR; no obstante, hemos visto que la hiperparametriza-
cién del niicleo que hemos realizado para los procesos Gaussianos la podemos llevar a la
SVR, permitiéndonos usar nicleos méas complicados y reducir el coste computacional. En
los intervalos de confianza, hemos visto que a los intervalos de incertidumbre del proceso
Gaussiano les hacia falta una calibracién y con ella obtenemos resultados buenos; también
hemos visto que no merece la pena modelizar los intervalos de incertidumbre con los resi-
duos de una SVR pues obtenemos unos resultados peores que con el proceso Gaussiano de
manera directa.

Finalmente, como resultado del TFM se ha obtenido la publicacién Gaussian Process Ker-
nels for Support Vector Regression in Wind Energy Prediction aceptada en el congreso
IDEAL 2018.






Abstract

In many regression problems, we need not only to predict a value, but also give a confidence
interval or uncertainty, because in the problem we’re trying to solve, the measurements
could have noise or the target variables are influenced by variables that we do not know
or we simply can not measure. For this reason, in this Master Thesis we have studied
Gaussian Processes in regression since they give a distribution to the prediction, allowing
us to calculate intervals of uncertainty.

In this Master Thesis we first have made a study of some machine learning algorithms such
as linear regression, multilayer perceptrons, SVR or Bayesian linear regression; which has
allowed us to compare and better understand Gaussian Processes. Subsequently, we have
studied Gaussian Processes in regression as well as their hyperparametrization; in addition,
we have analyzed and expanded the theory of censored Gaussian Processes.

Experimentally, we were interested in rating how good is the prediction of Gaussian Pro-
cesses by comparing it with other machine learning algorithms and how good were the
intervals we obtain with Gaussian Processes. For this, we have done the experiments in
two problems: the prediction of wind energy production in Sotavento, which is a wind farm
located in Galicia and the prediction of the total wind energy production in Peninsular
Spain.

In summary, we have observed that the prediction of Gaussian Processes of zero mean
is slightly worse than the prediction of a SVR; however, we have seen that the hyper-
parametrization of the kernel that we have made with Gaussian Processes, can be carried
to the SVR, allowing us to use more complicated kernels and reduce the computational
cost of SVR. In the confidence intervals, we have seen that the uncertainty intervals of
Gaussian process needed a calibration and with it we obtained good results; we have also
seen that it is not worth to model the intervals of uncertainty with the residuals of an SVR
because we obtain worse results than with Gaussian process directly.

Finally, as a result of this Master Thesis it will be published the following paper: Gaus-
sian Process Kernels for Support Vector Regression in Wind Energy Prediction which is
accepted in the IDEAL 2018 conference.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacién del proyecto

En muchos problemas de regresién, surge la necesidad de no sélo predecir un valor, sino dar
también un intervalo de confianza o incertidumbre, porque en el problema en cuestién las
mediciones realizadas tengan ruido o las observaciones se vean influenciadas por variables
que desconocemos o simplemente no podamos medir.

Una de las ventajes de los modelos Bayesianos es que en prediccion dan una distribucion,
lo que nos permite obtener el intervalo de incertidumbre para la prediccién; para ello en
este TFM se estudiaran los procesos Gaussianos en regresion. Al suponer que la variable
observada tiene distribucién Gaussiana, podemos calcular los intervalos de incertidumbre
con la media y desviacion tipica que da el modelo.

Al igual que las SVR o la Kernel Ridge Regression, los procesos Gaussianos son métodos
)

que usan una funcién de nucleo, por lo que resultard interesante la comparacién con los

anteriores algoritmos.

Debido a causas como el cambio climético, el mundo estd avanzando hacia un uso mayor
de energias renovables, destacando la expansiéon de la energia solar y edlica. En esta area,
como en todas resulta importante que la prediccién de energia sea lo mas precisa posible,
pero también es importante proporcionar unos intervalos de incertidumbre apropiados.

Por todo esto, en este TFM vamos a comparar la prediccién de los procesos Gaussianos con
otros métodos mas tradicionales como las SVR y los perceptrones multicapa en problemas
de produccién de energia edlica y ademéas vamos a calcular los intervalos de confianza.

1.2 Objetivos

El objetivo principal del TFM es ver si con los procesos Gaussianos podemos obtener buenas
predicciones e intervalos de confianza comparando los resultados con otros algoritmos de
aprendizaje automatico. En este trabajo se persiguen los siguientes objetivos:

e Estudiar los algoritmos de regresion lineal y no lineal tradicionales.
e Estudiar los procesos Gaussianos en regresion, asi como su hiperparametrizacion.

e Relacionar los procesos Gaussianos con otros algoritmos de Aprendizaje Automatico.
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e Estudiar la aplicacion de los procesos Gaussianos para problemas censurados, asi
como desarrollar la distribucién de la variable observada censurada.

e Comparar los resultados de los procesos Gaussianos con algoritmos de Aprendizaje
Automaético tradicionales en dos problemas de prediccién de produccién de energia
edlica.

e Estudiar la utilidad de los ntcleos de los procesos Gaussianos cuando se usan para
construir SVR sobre estos ntcleos.

e Valorar los intervalos de incertidumbre que nos proporcionan los procesos Gaussianos
sobre la produccion de energia edlica asi como sobre los residuos de un algoritmo de
Aprendizaje Automatico.

1.3 Estructura del documento

Ademids de esta introduccién, el trabajo se estructura en los siguientes capitulos:

e Capitulo 2: Regresion, donde se describen los algoritmos de regresién lineal tradi-
cionales, los perceptrones multicapa, las SVR, los métodos kernel y la regresién lineal
Bayesiana.

e Capitulo 3: Procesos Gaussianos en regresién, donde se introduce y detalla los
procesos Gaussianos y su hiperparametrizaciéon. Ademas se amplian la teoria de los
procesos Gaussianos censurados, a partir del articulo de [Groot and Lucas, 2012].

e Capitulo 4: Experimentos en energia edlica, donde mostramos y comparamos
los resultados de los procesos Gaussianos con las SVR y los perceptrones multicapa,
asi como los resultados de estimacion de la incertidumbre para los procesos Gaussia-
nos.

e Capitulo 5: Conclusiones y trabajo futuro, donde se presentan las conclusiones
y el posible trabajo futuro.



Capitulo 2
Regresion

A continuacién se explica brevemente la regresion lineal, las SVR y los perceptrones multi-
capa (MLP). También se explican los métodos kernel para la regresion lineal y la regresién
lineal Bayesiana.

2.1 Regresion lineal

En esta seccién se explica la regresion lineal, siguiendo el capitulo 3 de [Hastie et al., 2001].
En regresién lineal suponemos que la variable regresora (y) es lineal con respecto a la

variable z y presenta un ruido independiente con media cero y varianza o2, es decir,

f(x) = wo + 27w,
y=f(z)+e.

Supongamos que tenemos un conjunto (X,y) donde X; = x; son las variables predictivas
v yi = y; es la variable a predecir. Para reducir los calculos centramos X e y de forma
que wg = 0 y el modelo que buscamos sea mas sencillo: f(z) = z”w. Se puede demostrar
facilmente [Hastie et al., 2001] que el w que minimiza el error cuadrético:
1
T \2
e(w) = 5 > (i — oTw)?

i=1

si XTX es invertible es w* = (X7 X)"'X”y. Puesto que la matriz X7 X no es siempre
invertible (por ejemplo, en el caso de que haya variables correladas), es necesario anadir un
regularizador; en Ridge se anade a la funcién de error cuadratico un término que penaliza
el tamaifio del vector w en L?, de manera que se tiene que la funcién de error a minimizar
es:

1o T2, AN 2
CRidge(W) = 5 > i—afw)’+ 5 > lwl?;
i=1 =1

también se puede demostrar facilmente que el w que minimiza el anterior error es (véase
el capitulo 3 de [Hastie et al., 2001)),

Whidge = (XTX + X"t xTy.

Para ver la diferencia con la regresién lineal tradicional, vamos a hacer la descomposicién
SVD de la matriz X, usando que dada una matriz cualquiera podemos encontrar dos
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matrices ortogonales U,V y una matriz diagonal D de forma que las columnas de U son
una base del subespacio de las columnas de X y las columnas de V son una base del
subespacio de las filas de X:

X =UDVT,
por lo tanto, la prediccién y = Xw obtenida en la regresién lineal es

y=Xw =X XTXx)"'xTy
=upvT(vpuTupvt)-'vpuly

p
=UUTY = Zuj(ujTy),
Jj=1

y en el caso de la regresién ridge es
le*%idge = (XTX + )‘I)_lXTy
=UDpVT(vD*VT £ \vTv)"lvDUTy
=UDVT(V(D? + \[)VT)"'v DU Ty
=UD(D*+ \I)"'DUTy

J
= Ui | -5 (ujy);
di+x)

j=1

por lo tanto, se reducirdn mucho las direcciones cuyo autovalor asociado sea mucho me-
nor que la constante A que acompana al regularizador, es decir, si d? / (d? + M) <1lla
componente u; de la y serd cercana a cero.

2.2 Regresion no lineal: MLP, SVR

En esta seccién se describen brevemente los perceptrones multicapa y las maquinas de
vectores soporte siguiendo los capitulos 11 y 12 de [Hastie et al., 2001].

2.2.1 Perceptrones multicapa

Los perceptrones multicapa (MLP) son redes neuronales con la siguiente arquitectura: una
capa de entrada, una o més capas ocultas y una capa de salida con conexiones feedforward,
es decir, no hay ciclos, y completamente conectadas. En cada capa se realiza una transfor-
macién de la salida de las neuronas de la capa inmediatamente anterior; si llamamos zih a
la salida de la neurona i-ésima de la capa h y wzhj al peso que conecta la neurona 7 de la

capa h con la neurona j de la capa h + 1, se tiene que

D
h+1 h+1 h § h
Zj+ = f + <w0] + wljzz> s

i=1

donde f*1(.) es la funcién de activacién de la capa h+ 1. En la tiltima capa esta funcién de
activacion es la identidad para regresion (f(z) = x), y en las intermedias tenemos distintas
opciones: sigmoide (f(x) = (1 + exp(—a))~!), Relu (f(x) = méx(z,0)) entre otras.



2.2. Regresién no lineal: MLP, SVR )

Para elegir el W* éptimo dado una muestra (X,y), buscamos que minimice el error
cuadratico medio en la muestra:

1 & )
7]\]; l"“ ))7

donde g(z,W) denota la salida del perceptréon multicapa. La funcién de error e(WW) no
es convexa y tiene varios minimos locales; por lo tanto, no vamos a poder calcular el W*
analiticamente y por ello, lo que se hace es realizar un descenso por gradiente mediante
lotes pequenos (mini batch) aplicando el algoritmo de retropropagacién o propagacién
hacia atras (backpropagation); para evitar el problema de caer en minimos locales lo que
se hace es repetir el proceso de entrenamiento con W iniciales distintos y calcular la media
de prediccién de los modelos obtenidos.

Para evitar el sobreajuste al error cuadratico medio se le suele anadir un regularizador; de
manera que buscamos el W* éptimo que minimice

en(W) = e(W) + S WP

Por lo tanto, ademéas del nimero de capas y el nimero de neuronas en cada capa, tenemos
que elegir el hiperparametro A mediante validacion cruzada.

2.2.2 Maquinas de vectores soporte para regresion

En las SVR empezamos con un modelo lineal y buscamos minimizar otra funcién de error
regularizada:

(0%
Sl — aw —wole + 5wl

donde [z]c = max(0, |z| — €) es la pérdida e-insensitiva que penaliza los errores que caen
fuera del tubo de anchura € alrededor del modelo.

Este problema de optimizacién es convexo y tiene una tnica solucién; no obstante, el error
anterior no es diferenciable, por lo que para encontrar los pardmetros éptimos, se construye
el siguiente problema primal con restricciones a minimizar:

N
1
1=
sujeto a

—& —e<a] W+ wo — i,
ni+ € >z W+ wo — yi,
77120751207

donde € es la anchura del tubo, siendo junto a C' un hiperparametro del modelo.
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Para resolver el problema anterior, se construye el Lagrangiano:

N
1
L(w, w0, €1, 0,8,7,8) = 5 [Wl[* +C > (& +m)

i=1
N

=) oiafw+wo —yi+ & +e)
i=1
N N N

+Y Bl WA wo —yi—m—€) = > _ ki — > 6,
i=1 i=1 i=1

sujeto a
67} 2 0761 Z 0772 > 0752 > 07

y se define la funcién dual:

@(a76777 6) = ml,n L(W7w07£7n7 a7/67’77 6);

W,wo 75)77

por lo tanto, por construccion:

@(a7ﬂ7775) < L(W7w07€an7aaﬂa7v6) < f(WaWO,Sa"?)-

A continuacidn, se define el problema dual como:

A @ ) b ’6 )
g (a,8,7,96)

que en este caso no depende de v, é:

N N
1
O(a,B) = —3 D i = Bj)aj = Bi)afwy— e (i +Bi) + Y wilai — Bi),
1,7 i=1 i=1
sujeto a
0 Sai S Ca

N N
> ai=> B
i=1 i=1

Si a*, 8" son las soluciones del dual y w*, wg, &*, n* son las soluciones del primal, [Hastie
et al., 2001] entonces se tiene que

O(a”,B%) = f(w", wy, &, n");
para los a* y B* 6ptimos el w* se calcula como:

N

w' =3 (] - 8.

=1

Para los i que cunplen que 0 < o, 5] < C, el w; se puede obtener a partir de las siguientes
ecuaciones:

0= o] (& w" +wy — i + ),

O:ﬂz‘(xiTw*—i-wS —yi — €);
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por lo tanto, el modelo es:

Como tanto para aplicar el modelo como para encontrar los vectores a y B 6ptimos, solo

tenemos que aplicar el producto escalar entre los patrones. Podemos extender el resultado a

problemas no lineales usando el truco del nicleo, sustituyendo el producto escalar a:Zij por

k(zx;, x;) donde k es una funcién de nicleo, que suele ser tipicamente el niicleo Gaussiano:
k(z,2") = exp(—y[z — 2']?).

2.3 Meétodos Kernel

En esta seccion se explica la Kernel Ridge Regression, asi como la construcciéon de nticleos
a partir de otros nicleos y los nicleos a usar en el capitulo 4, siguiendo el capitulo 6 de
[Bishop, 2006].

2.3.1 Kernel Ridge Regression

En Kernel Ridge Regression, primero suponemos que tenemos una funcién ¢(-) que proyecta
los datos z; a un espacio de dimensién D’, y realizamos la regresiéon lineal Ridge sobre este
nuevo espacio, de manera que la funcién a minimizar pasa a ser:

N

1 A &
CRidge (W) = 5 > (i — dlai)Tw)? + 5 > lwl®.
j=1

=1

Si calculamos el gradiente de erjqge(W) con respecto a w e igualamos 0, se tiene que

W= Z {WT¢ (25) = yiyo(z;) = ®a,

donde a; = — 3 {w’¢(z;) — y; }d(z;) y ®; = ¢(;); por lo tanto, si sustituimos en egiqge(W),
el valor de w por la expresién anterior, se tiene que

A
eRldge Z{aTCI)¢ xz yi}z + §aT<I><I>Ta

1 1 A
= §aT<I><I>T<I><I>Ta —aleaTy + §yTy + iaTCDCI)Ta,

dando lugar a la representacién dual de la regresién ridge. Usando el truco del nicleo,

k(z, ') = p(z)T o ('),

y definiendo K = ®®7| es decir, K, = ¢(2,) ¢(2m) = k(xp, 7m) se tiene que
€Ridge(a) = *aT¢><I>T<I><I>Ta —a’oe Ty + B y'y + §aT¢><I>Ta

1 1 A
=5 al KKa—a’l Ky+2y y + 2a TKa:
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por lo tanto, si calculamos el gradiente de egiqge(a) € igualamos a cero se tiene que
0 = Veridge(a") = KKa" — Ky + AKa",

esto es
(KK + AK)a*™ = Ky,
y por lo tanto,
a* = (K + M)y,
Finalmente, si sustituimos el valor éptimo de a en el modelo de regresion se tiene que
y(@) = ¢(&)'w* = ¢(2)"@"a"
= (k(x1,2), .., k(n, 2)) (K + My) " y;

por lo tanto, no es necesario calcular ni saber la funcién ¢(-), basta con usar una funcién
de nicleo apropiada.

2.3.2 Construccién de nucleos

A lo largo de esta subseccién se veran distintas formas de construir funciones de nicleo,
asi como una breve descripcion de los niicleos usados en los experimentos con los procesos
Gaussianos.

Una manera natural de construir nicleos es elegir una transformaciéon a un espacio de
caracteristicas ¢(x) y definir el nicleo como:

k(z,2') = ¢(x)" pl(a).

También podemos construir funciones de niicleo directamente. Por ejemplo: sean z, 2’ € R?,
definimos

()2 4 2z 2y 2ozl + 23 (2h)?

= (1, \/5331552, 562)((56/1)27 \/555,135/2, (513/2)2)T;

o construir funciones de nicleo a partir de modelos generadores probabilisticos, de forma
que z y 2’ son similares si tienen ambos probabilidad alta, por ejemplo:

k(z,2') = p(x)p(z’),
k(z,2') = Zp(ﬂfli)p(:v’li)p(i),

Bz, 2") = / p(z])p(e’|)p(2)dz.

donde p(-) es la funcién de densidad si la variable es continua, o la funcién de probabilidad
p(i) = P(I =) si la variable I es discreta.
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Ademas, podemos construir funciones de nicleo a partir de otros; dados tres nicleos k1, ko
y ks, se tiene que las siguientes funciones son nicleos (véase capitulo 6 de [Bishop, 2006]):

k(z,2") = cki(z,2') con ¢ una constante no negativa, es decir, ¢ > 0, (2.3.1)
k(z,2') = f(x)ki(x,2") f(2"), f(z) cualquier funcién, (2.3.2)
k(z,2') = q(k1(x,2")), q(x) polinomio con coeficientes no negativos, (2.3.3)
k(z,2') = exp(ki(x,2")), (2.3.4)
k(z,2") = ki(z,2") + ko(z, 2'), (2.3.5)
k(z,2") = ki(z, 2" ko (2, 2"), (2.3.6)
k(z,2") = k3(é(x), d(z")), donde ¢(+) es una proyeccién a un nuevo espacio (2.3.7)
k(z,2") = 27 Az donde A es una matriz simétrica y definida positiva, (2.3.8)
k(z,2") = ky(xr,, 25 + ka(x5,, 2'5,), donde F; son subespacios de RP (2.3.9)
k(z,2") = ky(xF,, 25 k2 (x5, 2'F,). (2.3.10)

El nticleo RBF Gaussiano se puede ver como el producto escalar en un espacio ¢(RY) de
infinita dimensién, pero aqui lo vamos a deducir usando las propiedades anteriores:

Iz — 2|2 (x —a,x—af)
krpr(z, ') = exp <2£2 = exp By R (2.3.11)

—oo (<5 oo (M) e (5527

si llamamos k1 (z,2') = (z,2') = 2" 2" y f(z) =exp (—%) tenemos que

tmar (o) = fyexp (57 ) 10

por lo tanto, usando (2.3.1), (2.3.4) y (2.3.2) tenemos que kgrpr es un nicleo. Otro de los
nucleos que hemos usado es el nicleo Rational Quadratic (RQ), el cual tiene la siguiente

forma:
12\ —¢
(g =7
RQ (2, 7) <+ 2002 ’

donde a@ > 0 y £ > 0; este nucleo se puede ver como una suma infinita de nicleos RBF
cada uno de ellos con la variable ¢ de escala distinta, véase capitulo 4 de [Rasmussen and
Williams, 2004]. También hemos usado el nicleo Matérn, el cual debe su nombre al trabajo
realizado en [Matérn, 1960], cuya expresion es la siguiente:

21V (@m—:ﬂn)”m (@nw—a/n)

I'(v) 2 0?2

Enatérn (337 -73,) =

donde v > 0, £ > 0, I'(+) es la funcién gamma y K, es una funcién de Bessel de segunda
especie modificada; la constante v controla cémo de derivable es el proceso Gaussiano con
dicho nucleo, véase capitulo 4 de [Rasmussen and Williams, 2004]. Ademds se cumple que
el niicleo Matérn es igual al RBF cuando v — 0o. Se puede demostrar que para v = n+1/2
con n € N el nicleo Matérn, se simplifica y se tiene que :

kl/:n+l/2(x’ :IJ/) — exp (_ \/WH:U — 1"”) I‘(n + 1) »

Matérn ]._‘(271 4 1)

P i)!

" i) (EaEDle -2\
Zz'!(n— 2 ’
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véase capitulo 4 de [Rasmussen and Williams, 2004] y seccién 9.6 de [Abramowitz et al.,
1965]. En particular para n = 0,1, 2 se tiene que:

[l — 2’|

kM:térn(x’ x,> = exp (_ 62 ) )

NG V3|x — 2
kl?\)/[/jtérn(x’x/) - <1+ Hfzn xp _’f2| ’

5/2 Vla —a'| | 5llz — 2’| V| — /|
Ffarien (7)) = <1 T R P\ )

2.4 Regresion lineal Bayesiana

A continuacién se explica la regresion lineal Bayesiana, asi como la deduccién de los pro-
cesos Gaussianos con media cero vistos como una distribucién en los pesos.

2.4.1 Regresion lineal con priores Gaussianos

Primero vamos a introducir la regresion lineal Bayesiana; en ella primero suponemos que la
variable regresora (y) es lineal con respecto a la variable z y presenta un ruido Gaussiano
independiente, es decir,

yi = f(xs) + &4,

E ~ N(O, 0',21)

La distribucién de y| X, w es Gaussiana, pues y;|x;, w ~ N(0,02) y

p(y| X, w) p(yilzi, W

ﬁ[r o < <yi—x?w>2>

1 1
R — -y = Xwl|?*):

por lo tanto, y| X, w ~ N (Xw,o21).

Hasta ahora no hemos hecho ninguna suposicién distinta de las tradicionales en regresion.
Ahora, si suponemos un prior Gaussiano en las w, es decir, w ~ AN (0,Xp) y usamos la
regla Bayes para funciones de densidad, tenemos que

p(y|X, w)p(w)

Py =)

Para calcular la distribucién de w|X,y, vamos a quitar los términos que no dependen de
w para que los cdlculos sean mds sencillos, pues p(w|X,y) es una funcién de densidad y
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debe integrar a uno:
p(w|X,y) o< p(y[ X, w)p(w)
1
X exp {—2 [U;Q(y — Xw)T(y - Xw) + szglw] }
1
— exp {_2(WT (0. 2XTX + 2w + 20, 2wl X Ty + a;QyTy)}
1
X exp {—2(WTAW + 20;2(WTAA_1XTy))}
1
X exp {—2(W — 0247 XTy) T A(w — anzAlXTy)} ,
donde A = (6,2XTX + %); por lo tanto, w|X,y sigue una distribucién Gaussiana,
1
w|X,y ~ N(;A_IXTy, A7,

n

Dado un nuevo dato Z la funcién de distribucién de la prediccién y(z) es un promedio de
los distintos modelos lineales resultantes al variar w con respecto a su posterior gaussiano,
es decir,

p@@ﬂ@Xmu:/@@@xw@p&wmvz/@@@»awmwmaymW. (2.4.1)

Para calcular la integral anterior basta usar el siguiente lema y la siguiente proposicion,
los cuales son faciles de probar:

HR(ARE)]

p(bla) =

Lema 1. 5%

entonces se tiene que

que en este caso se reduce a
bla ~ N(:u’b + Cngl(a — Ha)s Xp — CTE(IlC) = 'N‘(:U’b|aa Zb|a)’

Proposicion 1. Si consideramos i), = CTx1la+c, Ypja para calcular

o) = [ pab)da = [ pibla)pla)do.
se cumple que b ~ N (up, Xp) donde:
Wb = Hbla — Cngl(a — Ha) = CTzcjlﬂa +c, (2.4.2)

S = Spyq + CTE,1C =Sy, + (CTE S (CTSHT.

Usando la Proposicién 1 en (2.4.1) con a = w|X,y y bla = y(Z)|Z, w y teniendo en cuenta
que
1
WX,y ~ N (AT Xy, AT,
o

2
n
y(2)|2, w ~ N(:&TW, o?),
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se sigue que
1
y(@)|z, X,y ~ N(@" A7 Xy, o7 + 27 A7'3);
n

ademés, como se cumple que y(#) = f(2) + ¢, donde € ~ N(0,02), se tiene que

o a o a 1l
Ey@) (W(@)12, X,y) = Eg) (f(2)|2, X, y) + Ee(e) = mT;A 'XTy
Vy(i)(y(i‘)k%a X, y) = Vf(i)(f(j:”"i)Xv}I) + V5(5> = ‘,iTA_ljj + 0_721’

y se sigue que

f@)z, X,y ~ N(chU%A*XTy, T A1)

n

2.4.2 Regresion lineal Bayesiana sobre un espacio proyectado

Hasta ahora no hemos visto ninguna funcién de nicleo y la regresién se realizaba con
la matriz X, pero hay muchas veces que queremos proyectar los datos a una dimensién
mayor sin tener que calcularla; para ello utilizamos las funciones de nicleo. Supongamos
que conocemos dicha proyeccién ¢(x) y que nuestro modelo es

(@) = o(z)" w;

por lo tanto, si hacemos la regresién Bayesiana en el nuevo espacio ¢(x) de dimensién
D', donde suponemos que w ~ N(0,Xp/), tenemos para un nuevo dato & la siguiente
prediccién:

@)z, X,y ~N <012<;5(56)TA1‘1>Ty, ¢(:E)TA1¢>(@)> : (2.4.4)

donde ® = ¢(X) y A= (0,207 + EB,I); podemos ver que surge un problema y es que si
la dimensién del espacio proyectado es D’ y es muy grande, hay que invertir la matriz A
que tiene dimensién D’ x D', y el coste de invertir una matriz es ctibico.

Una forma de solucionar este problema es usar el truco del nicleo (kernel trick), suponiendo
ahora

k(wi,l‘j) = ¢($1)TED’¢(xj)’
K =ox,07.

Si usamos las definiciones de A y K se obtiene la siguiente igualdad:

1 1
—®T(K +071) = ﬁchq)zD@T + S5 S ®T
n n
1 _
= (5212 +3,)Tp !
n

= AED/(I)T;

por lo tanto, si multiplicamos por A~! a la izquierda y por (K + 02I)~! a la derecha en
ambos lados de la igualdad, se tiene que

1 _
4 o7 = 2 @7 (K + 021)7 L.
n
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Si usamos este resultado en (2.4.4), tenemos entonces que la media de f(&)|z, X,y es

1
—5o(@) AT 0Ty = 6(2) S ®T (K + o3 l) "y

y si aplicamos el truco del nicleo denotando como k(X,Z) el vector cuyas componentes
son k(x;, &) se tiene que

Ers)(f(2)|2, X, y) = k(X,2)T (K + 021)y.

Para la varianza, vamos a aplicar la identidad de Woodbury(véase apéndice A.3 de [Ras-
mussen and Williams, 2004]),

Z+uwvhH=t=z71 _z-lyw-t+vizto)y-tvTz-1
Sustituyendo Z~! = X, Wl = 02T y V = U = &7, se tiene
AT = (25 + 010, %10) !
=Yp — SpdT (02T + K) 'o%p;
por lo tanto, se sigue que

o)A p(x) = ()" Spd(2) — (2) S @7 (0p] + K) ' 0N prg(2)
= k(2,2) — k(X,2)T (021 + K)7'k(X, ).

Finalmente, tenemos que

F(@)]a, X,y ~ N (k(z, X)" (K +onD) "y,
k(‘%vi) - k(Xv‘%)T(UTQLI_’— K)ilk(X7 i,))

Podemos ver que ahora la matriz que hay que invertir, (621 + K), tiene dimensiéon N, lo
cual es conveniente si N < D’. Ademds, tanto en la media como en la matriz de covarianzas
no es necesario calcular la funcién ¢(-); simplemente hay que calcular la matriz de nicleo
Ky ¢(2)TSp®" = k(X,2)T; por lo tanto, no es necesario calcular ni saber la proyeccién
#(+) ni Xpr, y podemos usar directamente funciones de ntcleo.
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Capitulo 3

Procesos Gaussianos en regresion

A continuacién se explican los procesos Gaussianos en regresion. Para ello primero se realiza
una introduccion a los mismos, posteriormente se muestra cémo hacer la estimacién de
la prediccién con una funcién de covarianzas fija y finalmente se explica cémo obtener
los hiperpardmetros 6ptimos [Rasmussen and Williams, 2004] y los procesos Gaussianos
censurados [Groot and Lucas, 2012].

3.1 Introduccion general

Un proceso Gaussiano es una coleccion de variables aleatorias, que cumplen que cual-
quier subconjunto finito de la coleccién, tiene una distribuciéon Gaussiana. Es decir, sea
Y = {y; }icr una colecciéon de variables aleatorias, donde I es un conjunto de indices; si Y es
un proceso Gaussiano, entonces para todo subconjunto finito de indices {iy, i3, ..., 7} C I,
se tiene que el vector (Viy, Uiy, -y Yi, ). ~ Np(p, ) para algtin vector p = pu(iy,...,ix) € R”
y alguna matriz simétrica y semidefinida positiva ¥ = X(i1, ..., ix) € My (R).

Debido a que una distribucién Gaussiana viene determinada por un vector de medias y una
matriz de covarianzas, un proceso Gaussiano queda determinado por la funcién de media
y de covarianzas; esto es con un pequeno abuso del lenguaje:

f(.%') ~ GP(m(a;), k(a:,a:')),
m(z) = E[f(z)],
k(z,2") = E[(f(z) — m(z)(f(z") — m(2’))] = Cov(z,2’).

Podemos ver un ejemplo de proceso Gaussiano en el ruido Gaussiano independiente, en el
cual se supone que

e(z;) = g; ~ N(0,0?%),
Cov(ej,e5) = 0si i # j;
por lo tanto, se tiene que £(z) ~ GP(0,0%0,,). Podemos ver otro ejemplo de proceso

Gaussiano en la regresiéon lineal bayesiana estudiada en la seccion 2.4, en la cual se supone

una distribucién a priori Gaussiana en los pesos, es decir, w ~ N(0,Xp), donde D es
T

la dimensién de x. En este modelo, la variable aleatoria predictora (f(z) = 2’ w) es un
proceso Gaussiano, cuya funcién de media y covarianza viene dada como
E[f(z)] = 2TE(w) = 0,

Cov(f(x), f(2')) = eTE(ww’)az' = 2TSpa’.

15
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Como hemos visto, un proceso Gaussiano, viene determinado por la funcién de media,
m(z), y la de covarianzas, k(z,z’); veamos qué restricciones deben de cumplir dichas fun-
ciones. Sea {z,}»_, un conjunto de puntos en R” y sea f(x) ~ GP(m(z), k(z,2')), donde
z, 2 € RP; usando la definicién de proceso Gaussiano se tiene que

(f(xl)a f(xQ)v ) f(xN))T ~ NN(m7K)7

con Ky = k(xpn,xm) y m, = m(z,). Para que la expresién anterior tenga sentido K
tiene que ser una matriz de covarianzas, es decir, simétrica y semidefinida positiva. Esto
quiere decir, que la funcién k(z,z") no puede ser cualquier funcién: debe garantizar que
se obtienen matrices semidefinidas positivas y simétricas; es decir, ha de ser una funcién
de ntcleo (kernel). Por otro lado, no hay ninguna restriccién para la funcién de media
m(x), aunque generalmente para aligerar la notacién y reducir los desarollos matematicos
se toma como cero.

3.2 Estimacién

En esta seccion se muestra cémo obtener la distribucién de prediccién de un nuevo ejemplo,
a partir de los ejemplos de entrenamiento, teniendo en cuenta que la funciéon de covarian-
zas es fija siguiendo el capitulo 2 de [Rasmussen and Williams, 2004]. El célculo de los
hiperparametros éptimos del nticleo de la funcién de covarianza se detalla en la seccién
3.3.

En los problemas de regresién se suele considerar que las observaciones obtenidas presentan
un ruido Gaussiano independiente, es decir,

y(x) = f(x) + ¢ con e ~ N(0,02).

Si suponemos que f(x) ~ GP(m(x), k(z,z")), se tiene entonces que las observaciones tam-
bién son un proceso Gaussiano, con la misma funciéon de media, pero cuya funcién de
covarianza es la suma de la covarianza de f(x) con la del ruido independiente, es decir,

y(z) ~ GP(m(z), k(x, ") + ogémf).

Para aligerar la notacion y reducir los desarrollos matematicos, supongamos que la funcién
de medias es cero (Vo m(z) = 0); como y(z) y f(z) son procesos Gaussianos, la distribucién
conjunta de las observaciones en entrenamiento (X,y) con las objetivo de prediccién (X, f)
es una normal multidimensional:
o2l K(X, X)D .
)

HE A Gl R St 5

A~

donde X es una matriz de tamano N x D, siendo N el nimero de ejemplos en entrenamiento
y D la dimensién en la que viven los datos, X es una matriz de tamafio M x D, siendo M
el numero de ejemplos a predecir; y es un vector columna de tamafio N y f es un vector
columna de tamafio M. Por lo tanto, K (X, X) es una matriz de tamafio N x N, K (X, X)
es una matriz de tamafio N x M, K (X, X) es una matriz de tamaiio M x N y K(X, X)
es una matriz de tamafio M x M. Ademés se cumple que K (X, X) = K(X, X)T pues la
funcién de nicleo es simétrica.
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Usando el Lema 1, podemos calcular la distribucién de f condicionando por X ,X .Y, te-
niéndose que
X, X,y ~ N(K(X, X)(K(X,X) +07In) "y,
K(X,X) - K(X, X)(K(X, X) + 02Ix) " K (X, X)); (3.2.1)

ademds, la distribucién conjunta de las observaciones en entrenamiento (y) y de las de test
con ruido (¥) es también una normal multidimensional,

[y] N (07 [K(X, X)+o2ly K(X,X) D

A
~

K(X,X) K(X,X)+ 02y
Por lo tanto, la distribucién de y|X , X,y es también normal con:

Ey (91X, X,y) = B;(f| X, X y), (3.2.2)
Cov(§]X, X,y) = Cov(F|X, X, y) + o7 Iur.

Para el caso en el que hay un tnico ejemplo en test (Z, f ), renombrando

K(X,X)=Kk=kX,z)=k(z X)),
a=(K+a,I)ly,

se tiene que

N

Eilfl2, X, y] =kK"(K +o2D) "'y = ouk(ai, 2), (3.2.3)
=1

V[flz, X, y] = k(#, &) — K (K 4+ 621) " 'k.

Con esta notacién se puede ver que la media de f |#, X,y viene determinada por los puntos
de entrenamiento y el de test. También se observa que el valor de la media obtenido es
el mismo valor que predice una regresiéon Ridge, con el truco del nicleo (Kernel Ridge
Regression) con A = o2 visto en la seccién 2.3, para una comparacién mas extensa entre
estos dos métodos véase [Kanagawa et al., 2018].

Ademis, se puede ver que la varianza depende de las entradas, del ruido (02), pero no de las
observaciones (y); en esta varianza se pueden identificar dos términos: un término positivo
k(z, %) que es la covarianza y un segundo término negativo que representa la “informacién”
que dan las variables de los ejemplos de entrenamiento de la funcién.

3.2.1 Suavizadores lineales

Los procesos Gaussianos sirven también como suavizadores lineales, pues como se ha visto,
en prediccién se tiene una distribucién para la variable regresora con ruido (y) y para la
variable sin ruido o senal (f) .

De manera que si realizamos los calculos anteriores con X = X, se tiene que la distribu-
cién conjunta de las observaciones y = y(X), f = f(X) es Gaussiana y la distribucién
condicionada f|y, X tiene la siguiente distribucién:

fly, X ~ N(K(K +021) 'y, K — K(K 4+ 02I) " 'K).
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Para ver las propiedades del proceso Gaussiano como suavizador, hay que notar que K
es una matriz real, semidefinida positiva y simétrica; por lo tanto, podemos realizar la
descomposiciéon SVD, teniendo en cuenta que los elementos de la matriz diagonal son no
negativos,

N
K =UDU"T =) MNugu] con \; = dj; >0,
i=1
y donde {uq,...,un} forman una base ortogonal; por lo tanto, se puede expresar y en esta
base:

N
y = it =Uycon v =uly.
i=1

Si aplicamos estos resultados a la media de f|y, X, se obtiene que
E(fly, X) = UDUT(U(D + o2D)UT) " 'U~
=UDUTU(D + o2I)'UTU~
=UD(D +o2I)" 1y

Por lo tanto, se reduciran mucho las direcciones cuyo autovalor asociado sea mucho menor
que el ruido; es decir, si \;/(\; + 02) < 1 la componente u; de la prediccién y tenders a
cero. Estos resultados son muy parecidos a los que se obtienen en la regresion ridge vistos
en la seccién 2.1. [Hastie et al., 2001] El nimero efectivo de pardmetros, es decir, el nimero
de grados de libertad del suavizador se define alli como

i 2 7\ —1y.
;:1 ol traza(K(K 4+ o0,1)"");

si denotamos K (K + 021)~! = h(X), se tiene que
E¢(fly, X) = h(X)"y.

A la funcién h(X) se le suele llamar funcién de pesos y en el caso de los procesos Gaussianos,
esta funciéon no depende de la variable observada y; por ello, un efecto de los procesos
Gaussianos es el de suavizadores lineales.

3.2.2 Procesos Gaussianos con media distinta de cero

Como hemos visto hasta ahora, en los procesos Gaussianos hemos supuesto que la media era
cero, pero bien por conveniencia o por interpretabilidad del modelo, en algunos problemas
resulta necesario usar una funcién de media no nula, es decir,

f(z) ~ GP(m(x), k(x,2")) con m(x) # 0 para algiin x.

Para elegir la funcién de media, se puede usar una funcién de media determinista m(z),
de manera que la distribucién conjunta de las observaciones en entrenamiento (X,y) con
las objetivo de prediccién (X, f) es:

oo () 5™ SRR o
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haciendo los mismos desarrollos que en (3.2.1) tenemos que la prediccién f| X, X,y es una
normal multidimensional, con la misma covarianza que un proceso Gaussiano de media
cero, pero con media:

Ep (X, X, y) = m(X) + K(X, X)(K(X,X) +07) " (y — m(X)).

En la practica la funcién m(x) no se conoce, por lo que se estima a partir de los datos,
suponiendo que

donde la funcién h(-) es fija. A la hora de entrenar el modelo, el vector de pardmetros 3
se puede optimizar conjuntamente con los hiperpardametros de la funciéon de covarianzas.
Otra opcién es suponer que 3 ~ N (b, B) obteniéndose un nuevo proceso Gaussiano, véase
la seccién 2.7 de [Rasmussen and Williams, 2004],

f(z) ~ GP(h(z)"b, k(z,2’) + h(z)T Bh(z')).

Sea H la matriz cuya fila i-ésima es h(z;) y H la matriz cuya fila i-ésima es h(#;); haciendo
los mismos desarrollos que en (3.2.4), con funcién de media h(z)”b y funcién de covarianza
k(z,z") +h(x)T Bh(2")), se tiene que

)

m Y <[Hb} | {K +02I+ HBHT K(X,X)+ HBPITD

f Hb|’ |K(X,X)+ HBHT K+ HBH"
después de agrupar términos, la distribucién condicional se puede escribir como

f|X, X,y ~ N(Eg(gX, X,y) + R"B,
Cov(g|X, X,y) + R"[B™' + H' (K + 0p.1)""H| 'R,

donde g| X, X,y es la variable aleatoria de prediccién obtenida con un proceso Gaussiano
de media cero y funcién de covarianzas k(x,z’), y

B=[B'+H (K +onl) 'H"'(H' (K +0,I)"'y + B"'b),
R=HT - HT'(K + o2I) 'K (X, X).

De manera que se puede ver que la covarianza y la media del nuevo proceso Gaussiano
(f) se puede expresar como la media y covarianza de un proceso Gaussiano con media 0
(9) méas unos términos que provienen de suponer que la media del proceso no es cero. En
cualquier caso, en lo que sigue no vamos a considerar este tipo de proceso Gaussiano.

3.2.3 Prediccion con los procesos Gaussianos

En las anteriores subsecciones, hemos visto que los procesos Gaussianos en prediccién nos
dan una distribucién Gaussiana para la variable sin ruido f |z, X,y y para la variable con
ruido y|#, X, y, vistos en (3.2.3), pero generalmente en regresién se busca un valor exacto.
Para elegir dicho valor es necesario definir una funcién de pérdida L(Yyerdaderos Ypredicho)-
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Puesto que el valor real i del ejemplo Z no se conoce, definimos una funcién de riesgo o
pérdida esperada como

Re(y') = Ez(L(Z,y))) = / (29 )p(2)dz,

donde Z es f'|:%,X,y o y|%, X,y. De manera que se define el y éptimo como:

Yoptimo = arg min Rz (y').
y/

Si elegimos como funcién de pérdida la norma L'(L = |§ — y|), €l Ysptimo Serd la me-
diana de la distribuciéon de prediccion y si elegimos como funcién de pérdida la norma
L*(L=(§—y)?) el Yéptimo Serd la media; para el caso de distribuciones Gaussianas, pues-
to que la media es igual a la mediana, el ysptimo minimiza el riesgo en L'y en L2

Por lo tanto, por (3.2.2) el valor 6ptimo de los riesgos en L' y L? para $|%, X,y vy f'|:%, X,y
es el mismo: kT (K + 021)"ty.

3.3 Hiperparametrizacion

Hasta ahora hemos visto cémo hacer regresién con una funciéon de covarianzas fija; no
obstante, la matriz de covarianza tiene unos hiperparametros que dependen del nicleo
escogido. Por ejemplo en el caso de un nicleo RBF, se tiene que la funcién de covarianzas
de y es

1
ko a') = opexp (= gpzlle = 17 + o2

donde 0]20, o2 y ¢ son hiperpardmetros. Estos hiperpardmetros los agruparemos en un con-
junto @ a lo largo de la explicacién de como calcular los hiperpardmetros 6ptimos. Estos
hiperparametros se pueden optimizar mediante métodos tradicionales como busqueda en
rejilla con validacién cruzada, pero en el caso de los procesos Gaussianos se usan princi-
palmente dos técnicas: seleccién Bayesiana de modelos y validacién cruzada dejando uno
fuera(leave-one-out, LOO); véase el Capitulo 3 de [Rasmussen and Williams, 2004].

A continuacién vamos a explicar la seleccién Bayesiana de modelos, la verosimilitud de la
seleccién Bayesiana de modelos como navaja de Ockham y la validacion cruzada LOO para
los procesos Gaussianos.

3.3.1 Seleccién Bayesiana de modelos

Es comun y sensato especificar de manera jerdrquica los modelos en los siguientes niveles:

1. Estructura de los modelos: H.

2. Hiperparametros: 6. Ej: el nimero de capas de una red neuronal o la longitud de
escala en un RBF.

3. Parametros: w. Ej: los pesos de una red neuronal.
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En cada uno de estos niveles se puede aplicar la regla genérica de Bayes para realizar la

inferencia bayesiana:
verosimilitud X prior

posterior = — -
verosimilitud marginal

El objetivo en la selecciéon Bayesiana de modelos es conocer la distribucién del posterior; no
obstante, muchas veces no se puede calcular de manera analitica la verosimilitud marginal
(la constante de normalizacién) pues implica calcular una integral que puede resultar intra-
table. Por ello, o bien aproximamos analiticamente el posterior o buscamos los parametros,
hiperparametros o modelos que maximizan la verosimilitud.

Aplicando el enfoque bayesiano a los pardmetros (w) se tiene que

p(y,w|X,0,H) p(y|X,w,0,H)p(w|6,H)
p W 7X7 077-[ - == )
(wly )= X6, H) p(y|X,0,H)

P(y|X.0,H) = / p(y, w|X, 8, H)dw — / D(y| X, w, 0, H)p(w|8, H)dw.

En la seccién 2.4, con otro enfoque, vimos los procesos Gaussianos como una distribucién
en los pesos, y como con el posterior de los pesos se podia dar una predicciéon. En el caso
de los hiperparametros se tiene que

p(y,0|X,H) _ p(y|X,0,H)p(6|H)

Oly, X, H) = = )
POy, X H) == X ) (yIX, H)

p(y| X, H) = / ply. 0/, H)d6 = / p(y|X, 6, H)p(6]H)db.

En el caso de procesos Gaussianos de media cero se tiene que la verosimilitud de los
hiperparametros es p(y|X, €) donde

y|X,0 ~ N(0, K(X, X) + 071) = N(0, Kp);
por lo tanto,
1 » .4 1 n
logp(y| X, 0) = 5y Ky'y— ilog det(Kg) — 3 log 2. (3.3.1)
Como no vamos a poder calcular el posterior p(8]y, X, H) analiticamente, optaremos por

maximizar la verosimilitud con respecto a los hiperpardmetros.

Para maximizar la verosimilitud (3.3.1), es necesario calcular su gradiente con respecto a
los hiperparametros 6. Para ello primero vamos a usar los siguientes resultados, que se
pueden encontrar en el Apéndice 1 de [Fukunaga, 1990]:

0K~ 10K

=K' —~K! 3.3.2
00; 00; ’ ( )
0log det(K) 10K
— =t K —). 3.3.3
20, raza( aej) (3:33)
Usando la regla de la cadena y las expresiones anteriores, se tiene que
0 0 1 1 n
—1 X,0)=— | —~y'K,'y — ~log|Kg| — - log2
3 loe(u1.0) = o ( LYTKG'y — log|Kg| — D log 7r>
=y K, —K - = K" ——=
oY Mo g, e Y Tyt e g
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Para reducir los célculos, si denotamos o = Ky ly. se tiene que

18K9
06,

K,
Ke_ly = aT(?%;)a

v Ky,

En la expresién anterior el término obtenido es un nimero real; por lo tanto, su traza es
¢él mismo, de manera que usando la propiedad ciclica de la traza se tiene que

aTaa[;jea = traza (aT%I;fa> = traza (aaTa;;;> .

Finalmente, agrupando términos se tiene que

0 1 _1. 0Kg
“ X,0;) == T Kyt :
2, ogp(y|X, 0;) 2traza ((aa 0 ) o0, )

Con esta notacién podemos ver que para calcular el gradiente es necesario, primero calcular
Ky 1 cuyo coste es cibico en el nimero de patrones. Como la matriz Ky cambia en cada
paso de la optimizacién, la inversa también varia, y por lo tanto, hay que calcularla en cada
iteracién de la optimizacién. Por otro lado, una vez conocida K, 1, el calculo de derivadas
tiene un coste lineal con respecto al nimero de hiperparametros. Teniendo en cuenta que
en cada derivada parcial es necesario calcular la diagonal del producto de dos matrices,
cuyo coste es cuadratico, el coste en calcular el gradiente una vez calculada la inversa de
Ky es O(N?|0]), donde || es el niimero de hiperpardmetros que tiene el modelo.

No obstante, este método presenta el problema de que la verosimilitud puede tener més de
un maximo local. Por ello es comun realizar el ascenso por gradiente con valores iniciales
distintos, eligiendo finalmente los hiperparametros que obtegan la mayor verosimilitud.

3.3.2 La verosimilitud como navaja de Ockham

En la verosimilitud (3.3.1) se pueden identificar tres términos (véase seccién 5.4 de [Ras-
mussen and Williams, 2004)),

e El primer término (—%yTK 0 1y) controla el ajuste a los datos, pues estamos diciendo
que el proceso tiene media cero. Como Ky es definida positiva (pues Ky es la matriz
K, que es semi-definida positiva a la cual se le ha sumado un nimero positivo a
los elementos de la diagonal), K, ! también es definida positiva y por lo tanto, este
primer término es negativo o cero, en el caso que y = 0.

e El segundo término (—% log det(Kp)) controla la penalizacién a la complejidad del
modelo.

e El tercer término (—% log27) es una constante de normalizacion.

Por lo tanto, un modelo que se ajuste muy bien a los datos tendra un primer término
muy préximo a cero, pero el segundo término serd méas negativo. Por ejemplo, en el caso
del RBF Gaussiano (2.3.11) si la escala (¢) se hace muy grande, el modelo se vuelve més
sencillo, haciéndose el segundo término menos negativo, pero el primer término se hace més
negativo porque el modelo aproxima peor. En cambio, si la escala se hace muy pequena, el
modelo se hard mas complejo; por lo tanto, el segundo término serd menor.
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Para ver esto, primero usamos la notacién A¢ = G%K ¢ para cancelar 0}20 en K, donde el
¥

superindice ¢ indica que la matriz depende de ¢; esta matriz A¢ tiene unos en la diagonal;
de manera que si hacemos la descomposicién SVD de la matriz A, podemos reescribir la
matriz K g como:

Ky=K'+ 02 =0jA" + 021 = o3UD'UT + o2UUT = U(0}D" + 021U,
donde U es una matriz ortogonal y D’ es una matriz diagonal con términos no negativos;
por lo tanto, denotando Dfi = df se tiene que

N
det(Kp) = det(U) det(c3D" + 021) det(UT) = [[(o7d; + o2).
i=1
En el caso en el que la escala se hace muy grande, la matriz A tiende a una matriz de unos

de tamano N x N, cuyos autovalores son /N con multiplicidad uno y cero con multiplicidad
N —1; por lo tanto, df° = N, d;o =0Vj>1, y se tiene que

N
det(K§) = [J(02df + 02) 2% (63N + 02)(02)V
i=1

Dado que traza(Az) = Zl 1 dz N, pues A’ tiene en la diagonal unos, se tiene que

(o N-i—a)( JdeE"‘rU ,
y se sigue que

o N —
—flogdet(Kg) Looo,

N
1 1
log o2 — 3 log(a]% Z dt 4 o2).

En el caso en el que la escala se hace muy pequena, la matriz A¢ tenders a la identidad, y
se tiene que

N
¢
det(Kg) = H(afcdf +02) 0, (0]% + ai)N
i=1
y en consectiencia

£—0 N
) log(ajzc + 02).

1
—§logdet(K£) — —
Por lo tanto, se cumple que
hm log det(Kg) > — log det(K§) > eh'm —log det(K5),
—00
pues
(UfN—|-0' YN < H afdé—i—a ) < (JJ% + )N, (3.3.4)

=1

dado que para la primera desigualdad basta notar que

N
H(a?df +02) = (62N + (62)N o2 Z d¢ + términos no negativos
i=1 i=1

(afN +02)(02)N =1 4 términos no negativos,

y para la segunda desigualdad véase el Anexo A.



24 Capitulo 3. Procesos Gaussianos en regresion

3.3.3 Validacion cruzada: Leave-one-out

La validacion cruzada consiste en dividir el conjunto de entrenamiento en T’ particiones y
realizar T" modelos, donde en cada modelo se usa una particion distinta para validar y el
resto para entrenar.

El caso extremo, que se trata aqui es en el que T = N, al cual se le llama LOO-CV,
que suele ser computacionalmente muy costoso e intratable, pues en muchos algoritmos
implica realizar N modelos por cada hiperparametro. En el caso de procesos Gaussianos,
usando propiedades de las matrices podemos expresar el logaritmo de la funcién predic-
tiva de probabilidad o verosimilitud L;po tnicamente con la matriz de covarianzas y las
observaciones con todos los ejemplos de entrenamiento.

Para ello, primero definimos
(X—iy—i) = (X, ¥) \ (i, i);

para aligerar la notacién, cuando condicionemos con respecto a X_; y x; pondremos direc-
tamente X, es decir,

vilrs, X, y—i =vil X,y
con esta notacion, definimos la verosimilitud Ljoo:
n
Lioo(X,y,0) =Y logp(yi| X,y i, 0).
i=1

Los hiperparametros 6ptimos seran aquellos que maximizan la funciéon L;po. Teniendo en
cuenta los resultados vistos en las expresiones (3.2.1) y (3.2.3), se tiene que

I UL 2, (i — )
roo(X,y,0) = E 5 log o’ + ) + log(2m)
i=1
n n 2
1 . .
=— E —logo? — M — Elog(27r),
e ) ; 20 2
=1 i=1 4

donde y;|X,y_i, 0, es la prediccién de un proceso Gaussiano con el conjunto de entrena-
miento (X_;,y—;) y de test x;,y;, es decir,

Yilzi, Xiy—i = il Xoy—i ~ N (i, o),
i =k, X)) Ky i,
of = (k(wi, i) + 02) — k(zi, X ) K k(X 4, 24),

(2

donde K_; = k(X_;, X_;), k(x;, X_;) es un vector fila de dimensiéon N — 1y k(X_;, z;) es
un vector columna de dimensién N — 1, cumpliendose que k(z;, X ;)7 = k(X _;, z;).

En la menos verosmilitud (—Lzpo) podemos identificar tres términos:

e El primer término (3 ; 3 log o?) controla la varianza del modelo.

no (yi—p)?

e El segundo término (D ;- ~*5°~) es un error cuadrético medio ponderado.
i

e El tercer término (% log(2m)) es una constante de normalizacién.
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Por lo tanto, al maximizar la verosimilitud, estamos minimizando el error y la varianza del
modelo. No obstante, se presenta el dilema sesgo-varianza: si las 012 son muy pequenas, el
término de la varianza se hace negativo, pero el término correspondiente al error cuadratico
medio ponderado se hace méas grande. Volviendo a la funcién de verosimilitud, se puede
demostrar que p; y 01-2, véase seccién 5.4 de [Rasmussen and Williams, 2004], se pueden
expresar en funcion de la matriz de covarianzas con todos los ejemplos y el vector y con

todas las observaciones:

Ky 'yl
=y o Vi 3.3.5
i =y K (3.3.5)
2 1
0} = ——— (3.3.6)
[Kg i

Con estos dos resultados, usando (3.3.2) y (3.3.3) y denotando o = K(;ly, Z; =Ky 1‘?;9(9,
las derivadas parciales de la media y la varianza con respecto a ¢; son:

om Ko Gt Ke (K Gpe Ky
20, — o e Yl = —
J [ 2] ]M { 7] ]u
7o) 12K,
[Kg 'Nii Ky '12
do?  1Z;Kg'i
89]’ a [Ke_l]zzi ’

de manera que aplicando la regla de la cadena se tiene que

N
OLroo _ Z dlogp(yi| X,y—i,0) Ou; n dlog p(yi| X, y—i,0) 0o?

89j i—1 8;@- (‘Mj (90’3 80J
YO (1 (i )? 9o
o Z 2 36’ + 5 T AV
i1 i 20; 2(07) 90,
N
1 o -1
EZ: ( 1Zjadi - 5(1+ m)[zjf% ],,) ,

donde en la tltima linea se ha sustituido y; y o2 por su valor en las expresiones (3.3.5),
(3.3.6) y las derivadas parciales calculadas anteriormente.

En este caso, la complejidad es cubica, tanto de calcular la inversa de la matriz como
calcular las derivadas, por lo que el coste es mayor que en el método bayesiano.

3.4 Procesos Gaussianos censurados

La censura en estadistica es el fenémeno que ocurre cuando se conoce parcialmente el valor
de una variable. Es decir, no conocemos el valor exacto de una variable, pero tenemos cierta
informacién sobre la variable como por ejemplo, saber que es positiva o que estd acotada
en un intervalo

Un ejemplo de censura se puede observar en las calificaciones finales de un estudiante, pues
en el sistema espanol de educacién las calificaciones deben ser un nimero decimal entre
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cero y diez. Otro ejemplo es la produccién de energia en un parque edlico: habra dias que
se produzca maés y otros dias que se produzca menos energia, pero siempre se va a cumplir
que la energia producida es mayor o igual que cero y menor o igual que la capacidad total
del parque.

Los modelos citados en la seccién 2, asi como los procesos Gaussianos, son modelos de
regresiéon tradicionales, cuyo objetivo es obtener una prediccion de una variable en la recta
real, de manera que no incorporan el conocimiento de que la variable estd censurada en un
intervalo, (en el caso de la energia edlica, las observaciones una vez normalizadas estdn en
el intervalo [0,1]). En esta seccién, se explica cémo incorporar esta censura a un proceso
Gaussiano, siguiendo a [Groot and Lucas, 2012].

Primero vamos a considerar el problema de regresién con censura y sin ruido; para ello
supongamos que la variable observada (y) estd en el intervalo [, u] y supongamos entonces
que hay una variable latente que es un proceso Gaussiano, es decir, f(z) ~ GP(0, k(z, z')),
que posteriormente se censura, de manera que la variable a predecir es:

> = méx(min(f(x), u), 1),
y la probabilidad asociada que, abusando de la notacion, llamaremos verosimilitud es:
1, siz=1IAf(zx) <,
osiz=f(x) ANl < f(z) <u,
osiz=uA f(z) >u

0, otro caso,

pia(z|f () =

donde p;q quiere decir la verosimilitud ideal, es decir, sin ruido. La verosimilitud anterior
la podemos reescribir como

Pid(2|f (2)) = 100 (f (£))01(2) + Lju,00) (f (£))0u(2) + L) (f ()05 (a) (2)-

Sin embargo, vamos a considerar que la variable latente (f) est4 contaminada por un ruido
blanco, y posteriormente censurada, es decir,
Y= méX(min(f(x) + ga“)? l),

donde tipicamente se suele considerar que ¢ ~ N(0,02). Sea f. = f(x) + ¢, es decir, la
variable latente con ruido, sea NV(z|u, 02) la funcién de densidad de una normal unidimen-
2 evaluada en z y sea ®(-) la funcién de distribucién de
una normal unidimensional con media cero y varianza uno; se tiene entonces que

py=1| )= /R oy = 1| (@),

sional con media p y varianza o

— /R praly = U)ol f () df,

l

=) | N = f(@)[0,0%)df: (3.4.1)
I-f
=a() [ N(£,10,0%)df,

= §(1)® (W) = (1 @ <f(“”()j_l>> 01 (y);
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donde en la segunda linea se ha usado el hecho de que la censura es posterior al ruido y
0(+) es la delta de Dirac. Realizando los mismos célculos para el caso y = u se tiene que

ply=ul () = <W> uly). (3.4.2)

ag

Finalmente, para el caso en el que y = f/ con f! € (I,u) se tiene que

p(y = £11(x)) = / Ly (5L — F)p(fy] F@))df,

= Ly (FON(F11f(2),0%) = Loy (9N (y — ()]0, 0%). (3.4.3)

Por (3.4.1), (3.4.2) y (3.4.3) se tiene que la medida de Lebesgue-Stieltjes dm asociada a la
funcién de distribucién de y|f(z) se puede representar como:

dm = <1 —® (ﬂx()j_l» dsi(y) + @ <f(xi_“> 5u(y)
+ Ly (N (y = f(2)]0,0%)dy, (3.4.4)

donde dy es la medida de Lebesgue; esto quiere decir, que la variable observada (y) condi-
cionada por la variable latente (f) sigue una distribucién continua en el intervalo (I,u) y
discreta en | y u.

La y no es un proceso Gaussiano ya que es una transformacién no lineal de la variable
latente con ruido; por lo tanto, no podemos usar los resultados vistos anteriormente. La f
es una variable latente, por lo tanto; el conjunto de entrenamiento va a estar formado por
la variable observada y las variables predictivas, es decir, el conjunto (X,y) = {(z;,v:)},
y no vamos a conocer las f(x;). Por ello, primero vamos a tener que calcular la distribucién
del posterior f|X,y, donde f = (f(x1), ..., f(xn))?, pues la prediccién de la variable latente
f para un nuevo ejemplo T es:

N

p(fI2, X, y) = / p(f,£12, X, y)df = / p(f12, E)p(E|X, y)df

por los resultados vistos en la seccién 3.2, el primer término p( f |z, f) lo conocemos. Para
calcular el segundo término p(f|X,y), usamos la regla de Bayes:

Py ) = JHEn ), (345

donde el primer término Z es la constante de normalizacion o evidencia, es decir,

7 = ply|X) = / p(E, | X)df = / p(£1X)p(y £)dE

el segundo término p(f|X) se corresponde con el prior, el cual en el caso del proceso
Gaussiano, por definicién, tiene la siguiente distribucion:

f|X ~ N (|0, K),

p(flX,y) =

donde K;; = k(x;,x;); si asumimos que las observaciones son muestras independientes e
idénticamente distribuidas se tiene que la verosimilitud factoriza, y se puede escribir de la
siguiente forma (vedse [Groot and Lucas, 2012] o seccién 22.3 de [Greene, 2012]),

p(ylf) = l_[pyzlfacz
=11 [1—<1><f )] I Nwi - f@lo.e®) [ {cp<f($()f_“>}

I<y;<u Yi=u
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Notar que si hacemos u tender a oo y [ tender a —oo, los términos no Gaussianos de la
verosimilitud desaparecen y obtenemos el modelo de procesos Gaussianos tradicional. De-
bido a estos términos no Gaussianos, el posterior f| X,y de la expresion (3.4.5) es intratable
analiticamente; por lo tanto, es necesario aproximarlo. Para aproximar este posterior hay
distintos métodos: bien deterministas como la aproximaciéon de Laplace, o bien de propa-
gacion de la esperanza (expectation propagation) o bien de muestreo como Markov Chain
Monte Carlo entre otros; véase capitulos 10 y 11 de [Bishop, 2006].

En este trabajo se detalla cémo usar la propagacién de la esperanza, pues este método
realiza una proyeccion de cada factor en la familia exponencial. Dado que la Gaussiana
pertenece a esta familia, su proyeccién, es ella misma, y para la funcién de distribucién de
una Gaussiana se ha visto que propagacién de la esperanza obtiene mejores aproximaciones
para el modelo de procesos Gaussianos en clasificacién [Nickisch and Rasmussen, 2008].

3.4.1 Propagacion de la esperanza

A continuacién se detalla de manera resumida, el método de propagacién de la esperanza
[Minka, 2001]; para ello se ha seguido la seccién 10.7 de [Bishop, 2006]. Supongamos que
queremos efectuar la siguiente aproximacién Q(z) a una distribucién P(z),

15 1 & -
P(z) =[] filz) = Q2) = 7 I1 /=),
=1 1=1

donde los factores f;(z) son funciones generales no negativas (aqui no son las f; del pro-
ceso Gaussiano). En inferencia variacional, [Bishop, 2006] capitulo 10, buscamos que Q
minimice la divergencia de Kullback-Leibler (K L(Q||P)); sin embargo, en propagacién de
la esperanza buscamos que Q minimice K L(P||Q), pues se busca que la aproximacién Q
tome valores altos donde P sea altamente densa, ya que la expresién de la divergencia de
Kullback-Leibler es
Q(z)
Z

P(z)

Ademids, buscamos que Q pertenezca a la familia exponencial; esta familia de distribuciones
de probabilidad cumple que es cerrada frente a la operacién producto. Dentro de esta
familia, vamos a imponer que la aproximacion sea una Gaussiana; por lo tanto, idealmente
lo que tenemos que buscar es

dz.

KL(P||Q) = — / P(z) log

Q(z) = argmin KL(P(z)|R(z))
ReGaussianas

en este caso, se puede demostrar que para minimizar la divergencia de Kullback-Leibler
[Minka, 2001], basta con que se cumpla

Ep(z) = Eg(z) y Ep(zz") = Eg(zz").

No obstante, como no sabemos la distribucién de P(z), no vamos a poder calcular sus
momentos. Como P(z) es un producto de K factores, una opcién que podemos hacer es
aproximar cada factor por separado minimizando K L( f;(z)|| fi(z)); no obstante, esto puede
dar lugar a que el producto de los factores no sea una buena aproximacién de la distribucién
P(z) que queremos calcular.

Para evitar este problema, el algoritmo de propagacion de la esperanza lo que hace es calcu-
lar de manera iterativa la aproximacién f; del factor f;, teniendo en cuenta la aproximacién
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ya realizada sobre los otros factores:
= , 1 \i L
Ji(z) = argmin KL ( - fi(2)Q"(2)|| - Q"g(2) )
g Zi Zi

donde g(z) es una Gaussiana sin normalizar y Q\¥(z) es la funcién de cavidad,

; 7 Q(z)
QVi(z) x [ fi(z) o« ===, (3.4.6)
EI " fi)
y la constante de normalizacién Z; es:
z—/ﬁ@wW@@. (3.4.7)

- nimiz . : : i
Generalmente, encontrar el f;(z) que minimiza la divergencia anterior es bastante com
plicado, por ello vamos a realizarlo en dos pasos: primero buscamos la aproximacién A;
Gaussiana, que es:

1 .
Az)= argmin KL (ﬁ-(z)Q\%z)HR(z)) , (3.4.8)
ReGaussianas Z;
y a continuacién obtenemos que el factor aproximado que estamos buscando es
7 Ai(z)
i = i 3.4.9
f Q\Z (Z) ( )

Repetimos este proceso desde 7 = 1 hasta K, siendo K el nimero de factores a aproximar,
hasta que converjan las aproximaciones.

3.4.2 Propagacion de la esperanza en procesos Gaussianos censurados

Los resultados que hay que aplicar para realizar propagacién de la esperanza en los proce-
sos Gaussianos censurados son muy similares a los que se obtienen en clasificacién binaria
con procesos Gaussianos usando propagacién de la esperanza, seccién 3.6 [Rasmussen and
Williams, 2004], pues en clasificacién, el posterior es también intratable, ya que la verosi-
militud en clasificacién no es Gaussiana:

N
p(v| £) =[] ews) = [[ 2 I (1 —2(f),
i=1

yi=1 yi=—1

donde y; es la etiqueta de clase cuyo valor es 1 o —1. De manera que en clasificacién
tienen que aproximar la funcién ®(-) mediante Gaussianas, que es justamente lo mismo
que tenemos que hacer con los factores no Gaussianos de la verosimilitud del proceso
Gaussiano censurado, pues los términos que tenemos que aproximar son:

1—q><f(x"a)_l) yq>(f(xi;_“).

Usando la regla de Bayes y que la verosimilitud p(y|f) factoriza se tiene que

N
PEIX,y) = (1 X0p(vIf) = (1) [] ol F(22),
=1
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y p(f]|X) = N(0, K); como buscamos Q(f) ~ p(f|X,y) Gaussiana, no tenemos que apro-
ximar los factores que ya son Gaussianos, por lo tanto, sélo tenemos que aproximar los
factores p(y;| f(z;)) no Gaussianos, que vamos a aproximar por una Gaussiana sin norma-
lizar, es decir,

p(yi | f(22)) = ZN(f (@) i, 52),

teniendo en cuenta que para el conjunto de factores {f(z;) : | < y; < u} su aproximacién
es el mismo factor (N(f(z:)|yi, o?)),

N
Q(f) = ——pE|X) [ [ ZN (f (2:) |73, 57).
=1

Zep

Antes de aplicar el algoritmo de propagacion de la esperanza, tenemos que calcular primero
la distribucién de la aproximacién Q(f); para ello calculamos primero el producto de las
aproximaciones de la verosimilitud:

||’:]2

N
H xl ‘,LL@, z) - f|”’7

donde @, = pi; y 3 es una matriz diagonal cuyo elemento ¢-ésimo es 8’?. A continuacion,
enunciamos un resultado auxiliar que vamos a usar repetidamente (véase Apéndice A.2 de
[Rasmussen and Williams, 2004]):
N(z|py, 31) - N(zlpg, X2) = CN(z|p, X), (3.4.10)
donde z € R¢ y
S=Ert )T
p=3("  + 35 ),

2] [ | Ty —2 Ty—1
C=)—2  exp | == (WIS g + pI55 2, — uT'S
e 5, &P 5 (M1 o+ Xy ey — X )
Por lo tanto, en el producto p(f|X)N (£|fz, %), donde p(f|X) = N(£]0, K), se tiene que

NE10, KON (E]f, 55) = CN (£, %),
donde

Y (K—l + i—l)—l
TRt

por lo tanto, hemos visto que

(ZEPHZ> (Flp, %2).

Puesto que Q(f) es una funcién de densidad, debe integrar a uno, y por lo tanto se ha de
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cumplir que

— Q(f)df
]RN
c &
- — T1Z | M|, 2)df
/RN<ZEPE )N( 1, )d
C N
- Y12 | NEwD)E
ZEP]‘;[l . (flp, %)
N
270 Z';
ZEPZ:1

por lo tanto, las constantes Z;, C, Zgp se han de cancelar y no es necesario calcularlas.

Con estos resultados ya podemos empezar a realizar los calculos para el algoritmo de
propagacion de la esperanza segin la subseccion 3.4.1. Para ello tenemos que calcular la
distribucién de la funcién de cavidad (3.4.6), teniendo en cuenta que en esta subseccién
Q\(z) es Q\'(f(x)), la cual es una normal de acuerdo con los resultados de la seccién 3.6
de [Rasmussen and Williams, 2004]:

QV(f(x:)) / p(£1X) T ZoN (F () 725 32065 = N (F ()l 02,
i#£j

donde, denotando ¥;; = 012 y p; = [, se tiene que

2

o\ = (0;2—5,2)7"

i 0 ’

i = 0% i — 77 2 ).

Como tenemos tres tipos de factores que aproximar: ¢ (ﬂw%‘)_u) correspondientes a y; = u,

1-@ (M) correspondientes a y; = | y N'(f(x;)|yi, 0?) correspondientes a y; € (I, u);

g
vamos a ir calculdndolos de uno en uno.

No vamos a tener que calcular la aproximacién del factor N'(f(z;)|yi, 02) pues es Gaussiano,
y como hemos mencionado antes, la aproximacion que se obtiene es él mismo ya que el
factor aproximado que hemos llamado f; en la seccién 3.4.1 es:

Nl = agmin KL QW el )| Q7))

g€Gaussianas no normalizadas Z

por lo tanto, para los ejemplos y; € (I,u) se tiene que

ﬁi:yiy&i2202'

Para los otros factores vamos a tener que realizar mas calculos; vamos a continuar con la
aproximacion de los factores correspondientes a y; = u. Para ello, tenemos que calcular Z;

como en (3.4.7), teniendo en cuenta que la f;(z) es ® <f(m;¢>, para calcular la Z; hay

que resolver la siguiente integral:

g

zi= [ o (HEL=1) gl o2
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para lo que vamos a usar los resultados de la seccién 3.9 [Rasmussen and Williams, 2004],
que nos dicen que:

f(acﬁ—u) N N P — U B
[ (F=) Nt = o | — R i) T
con

= H\g — U

oy/1 Jrafi/c;'?.

A continuacién tenemos que buscar A; = N(f(z;)|fii,5?) que minimice la divergencia de
Kullback-Leibler K L ( Q\d (7) || 4; ) como en (3.4.8). Para ello, vamos a usar los

resultados de la seccién 3.9 [Rasmussen and Williams, 2004], que nos dicen que

ot N (20,1)

ﬂ’t = M\’L + ’
O(z)o, /1 + J%i/UQ

o 5 oGNGE) <U+/\/( 240, 1)>
TN T v e T e )

Con estos resultados hemos calculado la A; y la Z; cuando la variable regresora y; tiene
el valor u; no obstante, como los resultados del Rasmussen que hemos usado antes para
calcular Z; y la aproximacién A; son validos para o € R, vamos a usarlos para ¢ negativo.

Aplicando que ®(—z) =1 — ®(z) se tiene que

() e () e ()

por lo tanto, para calcular Z; y A; para los factores correspondientes a y; = [ cuya expresién
es1l—® (M), podemos usar los mismos resultados que antes, sustituyendo o por —o

z- [ (1-0 <(‘”“) ) M@l R )
- [o (12 l) F ) s %) 1)

— 3 i —1- ()
—0,/1 —|—0’%Z./(T2

y u por [:

H\i—

donde 2! = O_\/Tﬁa y Ai = N(f(xi)|fai, 67) con

A ot N(2]0,1)

IU”L::u’\l_ I 5 27
1—®(z)o,/1+ O'\Z./O'

o o\ N(]0,1) <_l+/\/'(zf-|0,l))

TN G- eE)) U T 1)
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Con esto hemos calculado la aproximacién A; para los factores correspondientes a 1y; =
[ y yi = u; ahora, siguiendo (3.4.9) es necesario calcular la aproximacién del factor i,
ZZN(f(xl)|ﬁ17512)a que €s,
ZiN (f ()|, 07) = 74
Q\’

con
~2 ~—2 —2\—1
o; = (0; O\ )
fi = 0767 i — 07 mm)-

Finalmente iteramos este proceso hasta que converjan las aproximaciones anteriores.

3.4.3 Prediccion

Una vez que ya hemos aproximado el posterior p(f|X,y), podemos calcular la distribucién
de la prediccion. Sea Z un nuevo ejemplo para el que queremos calcular la distribucién
de la prediccién; usando primero marginalizacién y después la aproximacién Q(f) de la
subseccion 3.4.2, se tiene que

p(f‘j7X7Y) = /p(fvf"%vX7Y)df
= /p(f\fﬁ,f)p(f\X,y)df
~ [ fla. Q).

donde Q(f) es la aproximacién calculada anteriormente. Para resolver la integral anterior,
vamos a usar la Proposicion 1 que nos permitia calcular la distribucion de b sabiendo que
bla y a son Gaussianas, teniendo en cuenta que en este caso

p(bla) = p(f|2,£) = N(fIk"K~'f, k(2,4) - kK" K~ 'k),
pla) = Q(f) = N(f|p, ),
donde k; = k(z;, x;); por lo tanto, usando los resultados (2.4.2) y (2.4.3) se tiene que
p(fl2, X.y) = N(£1,6%) = a(f|2, X, ),
donde
p=K'(K+3%)"'f,
6% = k(,2) — K" (K + )" 'k,
Con esto, hemos visto la prediccién para la variable latente; para calcular la distribucién de

la variable observada tenemos que incorporar la verosimilitud mediante marginalizacién,
es decir,
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Puesto que p(g| f) es una funcién definida a trozos, el posterior aproximado ¢(9|z, X,y)
también es una funcion definida a trozos; por lo tanto, hay que separar en tres casos la
integral. Para los casos y = [ o y = u, usando los resultados de la seccién 3.9 [Rasmussen
and Williams, 2004], se tiene que

- <1 ) \/:2;7102» 1(y), (3.4.11)

o =ule, Xoy) = [ @ (F) sun ety
o—u

y para el caso [ < y < u se tiene que

a0 = vl X,y) = /R N|f, )N (fli,6%)df
_ /R N(f| y, 0N (fli, 6%)df
_ /R CN(Flna(y), 02 (0))df = C(y).

donde hemos aplicado (3.4.10) al producto N (f| y, 02)N (f|i, %) de manera que C(y), 11+ (y)
son:

242
2 2, a-n-1_ 00
0*(y)_(0 +o ) _0.2+5-2’
25 4 22
_ 2, -2 O
,u*(y)—a*(a y+a ,LL)— 0'2—|-5'2

o? 1y ol
CW) =\ grpz2 P [‘2<02+&2‘03

1 1 /2 o 25 4 524/)2
e A L v (3.4.13)
27 (0? + 62) 2\02 " 62 026%(02 + 62)
1 0-26-2(3/_:&)2 ~ 2 ~9
A 2n(02 + 62) P [202(32(02+&2)} = N(yli, 0" +67);

por (3.4.11), (3.4.12) y (3.4.13), se tiene que la medida de Lebesgue-Stieltjes (dm) asociada
a la funcién de distribucién aproximada de g|z, X,y se puede escribir como

_ p—1 f—u A2 A2
dm — (1 - (m)) d5(y) + (m) d5.(y) + Ly ()N (gt 0% + 67)dy,

donde dy es la medida de Lebesgue y d(-) es la delta de Dirac. La anterior expresién se
parece a la expresion (3.4.4) que habiamos obtenido antes; por lo tanto, podemos decir lo
mismo: la aproximacién de la variable predictiva (y) condicionada por la matriz de datos
X, el vector de observaciones y y el dato & sigue una distribucién continua en el intervalo
(I,u) y discreta en [ y u.

2
y Ok

(y)
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Ahora tenemos que calcular la media y la mediana de la distribucién § = y|z, X,y para
obtener la prediccién que minimiza el riesgo en L? y en L' respectivamente. Para calcular
la mediana, basta notar que se cumplen las siguientes desigualdades:

0—1
1—<I><M>20.5 — 4 <l

Vo2l + 62
i —u i
P|——| 205 <= p>u;
(\/ o? + 62)
por lo tanto, la mediana cuando it <l o ji > u es | y u respectivamente; para el caso
i€ (I,u), se tiene que

P(y <22, X,y) =p(H =1|2, X,y) +p(l < 9 < 2[%, X, y)
p—1 /Z © 2 .9
=1-0(————_ )+ [ Nlp,o?+6*)d
(Gorran)« [ Wi+t
p—1 z—j l—p
—1-0( L — )+ L) =
< 02+62> <\/02+62> <\/02+&2>

:q,<zﬂ>,
0%+ 52

donde z € (l,u) y en la tercera linea se ha usado que 1 — ®(z) = ®(—x). La mediana en
este caso es [i pues

z—f[ .
(2L ) >05 = 2>,
(\/J2+62>_ =f

z— [ .
S| ———— ] <05 < z<]i.
<\/ o’ + &2) B =
Si juntamos todos los resultados se tiene que
mediana(g|#, X, y) = méx(min(E(f|2, X,y),u), 1),

es decir, la mediana de la prediccion de la variable observada la obtenemos haciendo un
clip en el intervalo [/, u] de la media de la variable latente predicha.

Para calcular la media de g|Z, X,y, hay que separar la integral E;(q(9(Z, X,y))) en tres:

Ey(alile X)) = [ o [1 o (\/%ﬂ asty=1)+ [ 49 (\/%) 46(y — )
" /R Y1y (N (9l 0% + 62)dy

=1 n—u
=l[1-P || +ud | — ] +1,
[ (\/02+62>} <\/02+&2>
donde I es:

= / YN ()i, 02 + 6%)dy
[

- /, (y — N (ylit, 0 + 62)dy + /, ANl o + 60)dy

= —(0*+5% /l —((,i;’glfv(ym,a?w?)dyw /l N (yli, 0 + 6%)dy

o oy [T AN (yla, 0® +67)) A< < u—fl ) < l— i ))
= - d d—L ) ——E_
@ +U)/z dy v Vo2 + 62 Vo2 + 62

= (0% +5*)N(lli1, 0> + 6%) = N(ulit, 0® + 57)) + i <¢) <Jc%) -t (%)) '
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Por lo tanto, se tiene que



Capitulo 4

Experimentos en energia edlica

4.1 Predicciéon con procesos (Gaussianos en regresion

En esta seccion consideraremos dos problemas de predicciéon de energia renovable: la pre-
diccién de energia edlica en el parque Sotavento, situado en la zona noroeste de Espana, y
de la produccién de energia edlica en toda la Peninsula Ibérica.

La variable de regresiéon en ambos casos va a ser la producciéon de energia edlica horaria
durante los anos 2013, 2014 y 2015, cuyo valor se ha normalizado al intervalo [0, 1]. Las
producciones de energia edlica de Sotavento se pueden descargar de su pagina web y las de
la Peninsula Ibérica han sido proporcionadas por Red Eléctrica de Espana, REE.

Como caracteristicas para los dos problemas hemos usado como variables predictivas los
datos obtenidos mediante un modelo numérico de predicciéon meteorolégica (Numerical
Weather Prediction, NWP) para el ano 2013, 2014 y 2015, los cuales han sido descargados
del repositorio MARS del ECMWEF’s (European Center for Medium Weather Forecasts).
Mas informacién sobre el sistema NWP del ECMWF se puede encontrar en las referencias
[Catalina and Dorronsoro, 2017] y [Diaz-Vico et al., 2017]

Hemos usado una rejilla 8 x 15 con una resoluciéon de 0.25° para Sotavento, y una rejilla
18 x 29 con resolucion 0.5° para la Peninsula Ibérica; en cada punto de la rejilla se tienen
las siguientes variables:

e Las componentes U y V de la velocidad del viento, asi como sus médulos, a 10 y 100
metros.

e La presion superficial.
e Temperatura a 2 metros.

e La conversién de viento a potencia a 10 y 100 metros, usando una curva genérica de
potencia que satura a 20 m/s y tiene un punto de corte a 25 m/s.

Por lo tanto, para Sotavento tenemos 8 x 15 x 10 = 1200 variables y para Red Eléctrica
18 x 29 x 10 = 5220 variables; ademas, hemos normalizado las variables NWP con media
cero y desviacion tipica 1. Por cada afio se tiene aproximadamente 8760 patrones.

Para estos problemas vamos a usar como referencia los resultados obtenidos en [Catalina
and Dorronsoro, 2017] para las Maquinas de Vectores Soporte para Regresién (SVR) y el
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perceptrén multicapa (MLP) y los vamos a comparar con los resultados que se obtienen
con los procesos Gaussianos. Como se ha mencionado antes, la produccién de energia estd
siempre en el intervalo [0, 1]; puesto que estos algoritmos no incorporan dicha informacién,
puede darse el caso de que la prediccién para un nuevo ejemplo sea mayor que uno, o menor
que 0, en cuyo caso se hace un clip para que la prediccién esté en el intervalo [0, 1]. Es
decir, si g es la predicciéon obtenida por uno de los anteriores algoritmos, la prediccién que
se usa para calcular el error es

Yelip = méx(mfn(g), 1)7 0)

Una alternativa en teoria mas sélida seria utilizar los procesos censurados descritos en la
seccion 3.4; esta opcién se deja para trabajo futuro.

En los procesos Gaussianos, hemos probado los siguientes nticleos:
e RBF: k(z,a') = fexp (— gz ||z — '||?).

e 2 RBF: k(x,2') = 01 exp (—ﬁ“x - :U’||2) + 65 exp (—ﬁ”x — x'HQ>.

RationalQuadratic: k(z,2’) =0 (%) e

Matérn 0.5 : k(z,2’) = fexp <_w)'

Matérn 1.5 : k(z,2') = 6 (1 + w) exp (_%)

L 5||z—a’ 5|z—a’|? 5||z—a’
Matérn 2.5 : k(z,2') =0 (1 + f”?g 7l 4 ”fo I )exp (— WH; z H).
El nucleo RBF tiene 2 hiperparametros: 6 y £, el niucleo RationalQuadratic tiene tres
hiperparametros: 6, y «, el nicleo Matérn en un principio, tiene dos hiperparametros:
v y £, pero como en la implementacién de Scikit-learn, el valor de v es fijo, el dnico
hiperparametro que se optimiza es /.

Para probar los procesos Gaussianos, se ha utilizado la clase GaussianProcessRegressor
de Scikit-learn. En esta implementacion, la hiperparametrizacién de los procesos Gaus-
sianos se realiza mediante la seleccién Bayesiana de modelos como se ha explicado en la
seccién 3.3.1. Puesto que la verosimilitud puede tener mas de un méximo, en Scikit-learn
se realiza el ascenso por gradiente con valores iniciales distintos; el niimero de veces que se
realiza depende de la variable num_restarts que nosotros hemos puesto a 5. Ademas, en
Scikit-learn la implementacion es sélo para procesos Gaussianos de media cero; si se pone
la variable normalize_y a True, se centra la variable observada en entrenamiento, es decir,
se usa en entrenamiento la variable

2 =Y —m,

y en prediccion se da la variable Zgp + m donde m es la media del vector y en entrena-
miento y Zgp es la prediccién del proceso Gaussiano de media cero del ejemplo & habiendo
entrenado con las z;. Nosotros hemos puesto a False esta variable y hemos puesto como
m la media de produccion edlica de los anos 2013 y 2014. Idealmente lo que deberiamos
hacer es restar la media historica de la produccion en el parque o en la peninsula, pero no
disponemos de dichos datos, pues claramente la producciéon de energia no tiene media cero.

Los parametros de los nicleos usados en Scikit-learn asociados a la relacion anterior son
los siguientes:
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Nticleo Sotavento Red Eléctrica
MAE (%) \ LV \ LVs \ MAE(%) \ LV \ LV,

RBF 8.215 10941.307 22112.357 3.645 22303.168 46227.591
2 RBF 7.296 11254.609 22703.845 3.570 22356.146 46413.249
RationalQuadratic 7.322 11281.791 22746.760 3.522 22369.858 46348.488
Matérn 0.5 7.139 11031.393 22045.194 3.305 19537.323 40456.777
Matérn 1.5 7.473 11232.848 22684.126 3.451 22158.323 45745.373
Matérn 2.5 7.652 11166.729 22572.923 3.511 22321.393 46202.942

Tabla 4.1.1: Resultados obtenidos en los problemas de Sotavento y Red Eléctrica en va-
lidacién. LV; quiere decir logaritmo de la verosimilitud con conjunto de entrenamiento el
primer ano (2013) y LV3 logaritmo de la verosimilitud con conjunto de entrenamiento los
dos primeros afios (2013 y 2014).

e ConstantKernel (constant_value = §).

e WhiteKernel (noise level = o2).

RBF (length scale = /).

RationalQuadratic(alpha = «, length_scale = /).

Matern(length scale = ¢, nu = z): donde z € {0.5,1.5,2.5}.

Es facil construir los nicleos que hemos usado, multiplicando y sumando las funciones de
scikit-learn anteriores, ademads para permitir que la constante de ruido se hiperparametrice
es necesario sumar un WhiteKernel al nicleo que consideremos, pues si no la constante
de ruido del proceso Gaussiano (la variable alpha en Scikit-learn) tiene como valor 10710
por defecto y no se hiperparametriza. Nosotros hemos puesto esta variable a cero y hemos
sumado a cada nucleo un WhiteKernel, de manera que por ejemplo el nticleo con un RBF
que finalmente hemos usado es:

ConstantKernel (constant _value = #)*RBF(length_scale = /)

+ WhiteKernel (noise level = 02).

En un principio, para elegir qué nticleo usar en test se nos pueden ocurrir distintas opciones:

1. Entrenar un proceso Gaussiano por separado, con cada ntcleo con conjunto de en-
trenamiento el ano 2013 y de validaciéon el ano 2014, quedandonos con el nicleo que
menor error (MAE) tenga en validacién.

2. Entrenar cada proceso Gaussiano por separado con conjunto de entrenamiento el afio
2013 y 2014, eligiendo el nicleo que dé lugar a una mayor verosimilitud.

3. Entrenar un proceso Gaussiano en el que sumamos todos los ntcleos, y quedarnos
con los nucleos que tengan una constante mayor.

Uno de los problemas de la opcién 3, es que hay que optimizar muchos hiperparametros;
ademds, es mas probable que la verosimilitud tenga m&as de un maximo; por lo tanto,
es mas dificil que acabemos en el maximo global. Hemos decidido usar principalmente la
primera opcién, pues como podemos ver en la Tabla 4.1.1, tanto en Sotavento como en
Red Eléctrica el niicleo con menor MAE en validacién (en negrita) es distinto del que
tiene menor verosimilitud en el primer afio; por lo tanto, algo parecido puede pasar en
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| Algoritmo | MAE en Sotavento (%) | MAE en Red Eléctrica (%) |

MLP (DARE) 5.86 2.76
SVR DARE 5.80 2.54
GP Val 6.006 2.654
GP LV, 6.211 2.796

Tabla 4.1.2: Resultados obtenidos en los problemas de Sotavento y Red Eléctrica en test.
SVR (DARE) y MLP(DARE) son los resultados obtenidos en [Catalina and Dorronsoro,
2017]. GP Val es el proceso Gaussiano con el niicleo que tiene menor error en validacién
(Matérn 0.5 en ambos casos) y GP LV es el GP con el nicleo con mayor verosimili-
tud entrenando con 2013 y 2014 (RationalQuadratic para Sotavento y 2 RBF para Red
Eléctrica).

test. No obstante, para ver si pasa lo mismo en test, vamos a considerar también el nticleo
que tenga mayor verosimilitud con el conjunto de entrenamiento el ano 2013 y 2014, es
decir, mayor LVs, el cual resulta también tener mayor LV; en ambos problemas. En la
opcién 1 escogemos el nicleo Matérn para Sotavento y Red Eléctrica pues es el que menor
MAE tiene en validacién y en la opcién 2 escogemos el niicleo RationalQuadratic para
Sotavento y 2 RBF para Red Eléctrica pues son los ntcleos con mayor verosimilitud con
entrenamiento 2013 y 2014, es decir, mayor LVs.

Otro de los motivos por el cual la opcién 1 es preferible es porque tiene menor coste
computacional, ya que tenemos que ejecutar seis procesos Gaussianos con 8760 patrones
en entrenamiento en 2013 y un proceso Gaussiano con 2 x 8760 para construir el modelo
final con conjunto de entrenamiento 2013 y 2014. Por contra, en la opcién 2 tenemos que
ejecutar seis procesos Gaussianos con 2 X 8760 patrones. Como hemos visto en la seccién
3.3, la hiperparametrizacién tiene coste ctibico en el niimero de patrones de entrenamiento,
de manera que si llamamos C' al coste de entrenar un proceso Gaussiano con 8760 patrones
y suponemos que es el mismo para todos los nticleos, el coste de entrenar un proceso
Gaussiano con 2 x 8760 patrones es de 23C' y se tiene que:

Costeopeien 1 = 6C + 23C = 14C,
Costeopcien 2 = 6 - 23C = 48C,

es decir, el coste de la opcién 2 es 3.4 veces mayor.

En los resultados de [Catalina and Dorronsoro, 2017], en las SVR, primero, han realizado
una buisqueda en rejilla de los hiperpardmetros (ancho del nicleo, el valor de la constante
C' y la anchura del tubo €) con conjunto de entrenamiento el ano 2013 y con conjunto
de validacion el ano 2014, seleccionando los hiperparametros cuyo MAE en 2014 fuera el
menor. Posteriormente, han vuelto a entrenar con los hiperparametros éptimos del paso
anterior, con conjunto de entrenamiento los anos 2013 y 2014, calculando el error de test
con el ano 2015. En el MLP realizaron el mismo proceso de validaciéon que en las SVR,
para el valor de la regularizaciéon en L? de los pesos, han usado un perceptrén multicapa
con 2 capas ocultas con 100 neuronas por capa en Sotavento y 4 capas ocultas con 1000
neuronas por capa en Red Eléctrica.

En la Tabla 4.1.2 se muestran los resultados obtenidos anteriormente mediante SVR y MLP
en [Catalina and Dorronsoro, 2017] asi como con los procesos Gaussianos: para el niicleo
que menor MAE tenfa en validacién (Matérn 0.5 en ambos casos) y para el nicleo que
tenfa mayor verosimilitud con conjunto de entrenamiento 2013 y 2014 (RationalQuadratic
en Sotavento y 2 RBF en Red Eléctrica).
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Algoritmo Sotavento Red Eléctrica
MAE Validacién(%) | MAE Test(%) | MAE Validacién(%) | MAE Test( %)

MLP (DARE) - 5.86 - 2.76
SVR (DARE) - 5.80 - 2.54
SVR Matérn 0.5 £ CV 6.96 5.698 3.174 2.551
SVR Matérn 0.5 £ GP 6.993 5.693 3.198 2.554
SVR Matérn 0.5 £,0 GP 6.995 5.711 3.174 2.547
GP Matérn 0.5 7.139 6.006 3.305 2.654

Tabla 4.2.1: Resultados obtenidos en los problemas de Sotavento y Red Eléctrica en test.
SVR (DARE) y MLP(DARE) son los resultados obtenidos en [Catalina and Dorronsoro,
2017]. SVR Matérn 0.5 es la SVR con el nicleo Matérn con v = 0.5.

Podemos observar que los procesos Gaussianos obtienen mejores resultados en Red Eléctri-
ca que el MLP pero peores en Sotavento; sin embargo, no mejoran en ningin caso los
resultados de la SVR. Ademds, podemos observar que la opcién de elegir el niicleo como
aquel que tiene menor MAE en validacién es mejor que la de elegir el ntcleo con ma-
yor verosimilitud, pues el MAE en test resulta menor tanto en Sotavento como en Red
Eléctrica.

Por lo tanto, la eleccién de niicleo mediante el MAE en validacién obtiene mejores resulta-
dos, que la eleccién de niicleo mediante maxima verosimilitud con verosimilitud Bayesiana,
lo cual es esperable y ademas tiene menor coste.

Estos resultados pueden deberse entre otras cosas, al hecho de que la produccién de energia
edlica no se corresponde a un proceso Gaussiano mas un ruido Gaussiano pues, como se ha
mencionado anteriormente, el valor a predecir estd entre [0,1] y los procesos Gaussianos
nos dan una distribucion en la recta real. Una alternativa, es usar los procesos Gaussianos
censurados descritos en la seccién 3.4, pues en Sotavento el nimero de ejemplos cuya
produccion es cero es de aproximadamente un 10 % y no hay ningtin ejemplo con produccién
maxima.

Por otro lado, en Red Eléctrica la censura superior seria uno, pero la censura inferior
seria 0.01 aproximadamente, siendo este el minimo histérico de produccién; no obstante, si
consideramos que la censura es en el intervalo [0, 1] y aplicamos el enfoque de los procesos
Gaussianos censurados, se tiene que el posterior f|X,y no es necesario aproximarlo en
este caso, pues todos los términos de la verosimilitud serfan Gaussianos, ya que no hay
ningin patron con produccion cero o uno, y podriamos aplicar directamente los resultados
que hemos visto en la subseccién 3.4.3. De hecho, en Red Eléctrica estamos aplicando de
manera indirecta los resultados de prediccién del proceso Gaussiano censurado en [0, 1],
pues la mediana de 9| X,y es el clip de la media de la aproximacién f |Z, X,y en [0, 1], que
es justamente la predicciéon que estamos dando en el proceso Gaussiano en regresién para
este problema.

Los hiperparametros del proceso Gaussiano Matérn 0.5 en validacion son aproximadamente:
07 = 0.571?,¢ = 547,07 = 107 para Sotavento y 0 = 1.3%,£ = 7.12 % 10%, 07 = 107° en
Red Eléctrica. En test son los siguientes: O'ch = 0.733%,¢ = 880,02 = 107 en Sotavento y
a]% =1.37%,£ = 9.16 ¥ 10*, 02 = 1075 en Red Eléctrica.
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Figura 4.2.1: Graficos de produccién contra prediccién para el problema de Sotavento para
GP Matérn 0.5 y SVR Matérn 0.5 CV

4.2 SVR sobre niicleos usados en los procesos Gaussianos

En esta seccién consideraremos usar una SVR usando el niicleo Matérn en vez del Gaussiano
para los problemas de Sotavento y Red Eléctrica, pues como hemos visto en la seccién 4.1,
la diferencia entre un proceso Gaussiano con nicleo Matérn 0.5 y un proceso Gaussiano con
nicleo RBF (Gaussiano) es significativa. Por ello cabe la posibilidad de que se obtengan
mejores resultados en las SVR con otros nicleos.

Para realizar estos experimentos se ha usado la clase SVR de Scikit-learn, poniendo como
variable de kernel el nicleo Matérn implementado en Scikit-learn en la libreria de los
procesos Gaussianos. A la hora de entrenar esta SVR se han seguido los mismos pasos que
en [Catalina and Dorronsoro, 2017]; de manera que buscamos primero los hiperparametros
6ptimos entrenando con el ano 2013 y validando sobre 2014, posteriormente entrenamos
con 2013 y 2014 con estos hiperpardmetros para predecir sobre 2015, a este modelo lo
hemos llamado SVR Matérn 0.5 ¢ CV.

Puesto que la SVR tiene dos hiperparametros (C'y €), el nicleo Matérn tiene dos hiper-
pardmetros (v, {) y hemos fijado el v a 0.5, lo que hemos hecho es realizar la bisqueda en
rejilla del €, C', ¢, eligiendo los hiperparametros con menor error en validacion en 2014, cu-
yos resultados se muestran en la Tabla 4.2.1. Los resultados de esta seccién y de la seccion
4.1 han llevado a publicar el articulo [de la Pompa et al., |.

Podemos observar, que la SVR con el nicleo Matérn obtiene mejores resultados que los
obtenidos en el proceso Gaussiano. Ademas obtiene mejores resultados en Sotavento que
la SVR y el MLP de [Catalina and Dorronsoro, 2017] y muy ligeramente peor que la SVR
de [Catalina and Dorronsoro, 2017] en Red Eléctrica pero mejor que el MLP.

En la seccién 4.1 hemos visto que el mejor nucleo era el Matérn con v = 0.5y con un £y 6
que da el proceso Gaussiano, resulta interesante preguntarse si estos dos hiperparametros
los podriamos llevar a la SVR para asi tener tinicamente que estimar dos hiperparametros.
Para ello, hemos usado los hiperpardmetros 6ptimos del GP con el ano 2013 y realizado el
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Figura 4.2.2: Gréficos de produccién contra prediccion para el problema de Red Eléctrica
para GP Matérn 0.5 y SVR Matérn 0.5 CV

Algoritmo Sotavento Red Eléctrica
& c | e | € | 8 c | e | ¢ |
SVR Matérn 0.5 £ CV 0.25 | 2.115e-04 | 138.56 1 16.0 | 1.445e-04 | 36991.78 1
SVR Matérn 0.5 ¢ GP 1.0 2.066e-07 | 546.95 1 16.0 | 2.258e-06 | 71152.30 1
SVR Matérn 0.5 ¢,0 GP 4.0 | 8.264e-07 | 546.95 | 0.326 | 16.0 | 2.258¢-06 | 71152.30 | 1.682

Tabla 4.2.2: Hiperpardmetros de los modelos SVR Matérn obtenidos.

mismo proceso de validacién anterior pero solo con C'y e. En teoria el 6 no es necesario
en la SVR, pues si multiplicamos por 6 el C* nuevo deberia ser aproximadamente %;
no obstante, hemos probado la SVR con el 8 y ¢ que nos da el proceso Gaussiano y
solamente con el ¢ correspondiéndose con SVR Matérn 0.5 £,6 GP y SVR Matérn 0.5 ¢ GP

respectivamente.

Podemos observar, que no hay diferencias significativas entre usar o no el  y que en ambos
casos, se obtiene un error parecido al que obtiene la SVR Matérn 0.5 calculando el valor
de ¢ mediante validacion. Esto, significa que podemos reducir de tres a dos el nimero de
hiperpardametros a estimar mediante una bisqueda en rejilla, que recordemos tiene coste
exponencial; por lo tanto, reducimos el tiempo de ejecucién. Ademds, surge una via a
explorar que es probar nicleos més sofisticados, con mas hiperparametros en los procesos
Gaussianos y usar los hiperparametros estimados por estos en la SVR.

En la Figura 4.2.1 y la Figura 4.2.2 se muestran los graficos produccion contra prediccion
para el GP y la SVR Matérn 0.5 CV para los problemas de Sotavento y Red Eléctrica,
donde podemos ver que en ambos modelos tienden a subestimar producciones mayores que
el 70 %.

Hemos usado inicialmente la siguiente rejilla para e: 4.0k« std(Yirain) para k de 1 a 6. Para

la constante C hemos usado la siguiente rejilla: 4.0% para k de —5 a 5. Y para la length scale
, P S 11 1 .

en el SVR Matérn 0.5 ¢ CV hemos usado la siguiente rejilla: Jio b para k entre —3 y 2.

En algunos casos ha salido alguno de los tres hiperparametros en el borde del intervalo, por

08
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‘ Confianza ‘ Sotavento ‘ Red Eléctrica ‘

20 28.727 17.548
50 58.101 43.472
80 79.230 70.419
90 85.799 79.998
95 89.557 86.014

Tabla 4.3.1: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los problemas de Sotavento
vy Red Eléctrica en el afio 2014 de manera directa, es decir, sin calibrar.

lo que hemos explorado un poco mas (sobre todo en el €). Los hiperparametros obtenidos
finalmente son los mostrados en la Tabla 4.2.2.

4.3 Incertidumbre en los GP para regresiéon edlica

En esta seccién veremos los resultados de los intervalos de incertidumbre sobre los procesos
Gaussianos: de manera directa y cambiando la media de la prediccion.

4.3.1 Intervalo de incertidumbre directos sobre GPs

Como hemos visto en la seccién 3.2, los procesos Gaussianos nos dan una distribuccion de
la predicciéon (J|#, X,y) ~ N (4|1, 5%); por lo tanto, podemos construir los intervalos de
confianza teniendo en cuenta que

A
p(‘y!wyu‘ @—1(1_&/2)) e
g

donde ®~!(-) es la inversa de la funcién de distribucién de una normal unidimensional
con media cero y varianza uno; por lo tanto, para cada ejemplo tenemos la banda de
incertidumbre:

[ —6® (1 —a/2),i+62 (1 —a/2)].

Como se ha mencionado en la seccién 4.1, las predicciones estan entre [0, 1]; por lo tanto,
hay que hacer clip también de los intervalos de incertidumbre. Definimos entonces los
intervalos de incertidumbre como:

[max(min(f — 60711 — a/2),1),0), max(min(i + 601 (1 — a/2),1),0)]. (4.3.1)

En la Tabla 4.3.1 se muestran los resultados obtenidos en 2014 con los procesos Gaussia-
nos: para el nicleo que menor MAE tenia en validacién en la seccién 4.1 (Matérn 0.5 en
ambos casos); en cada fila se muestra la confianza que tiene el intervalo, asi como el por-
centaje de ejemplos que caen en dicho intervalo. Podemos observar que en Red Eléctrica
estamos subestimando la incertidumbre, pues el niimero de ejemplos que caen en la banda
de incertidumbre con confianza « es menor que dicha confianza y en Sotavento estamos
subestimando en 80, 90 y 95 pero sobreestimando en 20 y 50; esto quiere decir que la
distribucién real en Sotavento es un poco mas picuda en la media y con colas més pesadas.
Esto puede deberse entre otras cosas a que se cumpla que las variables

U:lz. X — 0
2 = yl|:l:a Aazy MI NN(O, 1)7

9
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Algoritmo 1: Modelo calibrado para una confianza s fija

# Entrenamiento del modelo calibrado

Entrenar G Pyg13

Predecir ﬂ2014 y 6%014

Minimizar ie.-(ds) en d; mediante CV obteniendo 67
# Test del modelo calibrado

Entrenar G Psg14

Predecir ﬂ2015 y 5‘%015

Devolver modelo jizo15 + 05635

Confianza Sotavento Red Eléctrica
Calibrado | 6 | 1—a (%) | Calibrado | § | 1—a (%)
20 20.180 0.170 13.507 20.193 0.293 23.060
50 49.682 0.530 40.386 50.357 0.800 57.615
80 80.294 1.336 81.861 79.652 1.629 89.677
90 89.950 1.997 95.421 90.124 2.232 97.440
95 94.865 2.660 99.218 94.996 2.828 99.532

Tabla 4.3.2: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los problemas de Sotavento y
Red Eléctrica en el afio 2014, habiendo sido calibrados con el ano 2014; ademads se muestran
los deltas obtenidos asi como los 1 — « correspondientes.

pero no sean independientes y a que estamos haciendo un clip del intervalo de confianza;
por lo tanto, es necesario realizar una calibracién de estos intervalos para ajustar mejor
su anchura, para lo cual vamos a realizar una busqueda en rejilla para el 6(s). Puesto que
calcular el o 6ptimo en los intervalos de (4.3.1) puede resultar bastante complicado, lo
que vamos a hacer es ajustar el ds(a) = ®~!(1 — a/2). Para ello, entrenamos un proceso
Gaussiano con el nticleo Matérn con v = 0.5, pues es el que menor error tiene en validacion,
con conjunto de entrenamiento el ano 2013; posteriormente calculamos los intervalos de
incertidumbre sobre el ano 2014 y mediante validacién en 2014 buscamos el §5 que minimice:

ierr((ss) = |{ % de residuos en 2014 € I(;S} — 5|’

donde s es la confianza (20, 50, 80, 90, 95) y I5, se corresponde con los intervalos de
incertidumbre:
[méax(min(g — 056, 1),0), méx(min(a + 956, 1),0)].

El algoritmo de calibracién se describe en Algoritmo 1. La rejilla que hemos usado en
el 0(s) es la siguiente: §(S)init * k donde k va de 0.1 hasta 1.5 con paso fijo 1.4/50 y
5(8)init = @711 — (1 —s)/2).

En la Tabla 4.3.2 se muestran los resultados obtenidos en 2014 tras realizar la calibracion
sobre 2014, asi como los d5(«) obtenidos, y el 1 — a correspondiente a dichos deltas.

Posteriormente, calculamos los intervalos de incertidumbre con los deltas anteriores sobre el
ano 2015, para el proceso Gaussiano con conjunto de entrenamiento 2013 y para el proceso
Gaussiano con conjunto de entrenamiento 2013 y 2014, cuyos resultados se muestran en
la Tabla 4.3.3. El modelo GP 1 ano tiene unos intervalos de incertidumbre mejores que
el GP 2 anos; no obstante, el modelo GP 2 afnos tiene un error (MAE) menor pues ha
sido entrenado con dos anos y tiene mas informacién; por lo tanto, es preferible el segundo
modelo.

Podemos observar que la calibracion en 2014 nos sirve para el afio 2015, pues los intervalos
son mejores que sin hacer la calibracién, y el error en la incertidumbre estd entre un 1%
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Confianza Sotavento Red Eléctrica
GP 1 ano ‘ GP 2 anos ‘ GP 1 ano ‘ GP 2 anos
20 20.700 22.295 19.716 20.336
50 51.314 51.704 51.346 52.109
80 82.593 82.846 82.916 83.429
90 92.932 92.679 93.150 93.031
95 97.338 97.235 97.081 97.034

Tabla 4.3.3: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los problemas de Sotavento
y Red Eléctrica en el afio 2015, habiendo sido calibrados con el ano 2014.

10 Intervalo del 90% calibrado para Sotavento en el primer mes de 2015
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Figura 4.3.1: Intervalos de incertidumbre calibrados sobre el primer mes de 2015 de Sota-
vento y Red Eléctrica

y un 3 %; por lo tanto, podemos realizar una estimacion razonable de los intervalos con el
modelo calibrado. Notar que hemos hecho la calibraciéon ano a ano; a la hora de llevarlo
a la practica, seria més apropiado realizar esta calibracién mas a menudo, por ejemplo
mensualmente.

En la Figura 4.3.1 se muestran los intervalos de incertidumbre del 90 % en azul, sobre
aproximademente el primer mes de Sotavento y Red Eléctrica. En verde se muestra la
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Confianza Sotavento Red Eléctrica
Calibrado | 6 | 1—a (%) | Calibrado | 6§ | 1—a (%)
20 20.261 0.141 11.225 19.788 0.286 22.506
50 49.913 0.491 37.687 49.631 0.761 55.347
80 80.259 1.336 81.861 80.284 1.593 88.879
90 90.170 1.997 95.421 90.172 2.138 96.751
95 95.016 2.660 99.218 95.127 2.660 99.218

Tabla 4.3.4: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los problemas de Sotavento y
Red Eléctrica en el ano 2014 usando la media del SVR Matérn 0.5, habiendo sido calibrados
con el ano 2014; ademas se muestran los deltas obtenidos asi como los 1—a« correspondientes.

‘ Confianza ‘ Sotavento ‘ Red Eléctrica ‘

20 22.628 19.657
50 52.645 51.334
80 83.626 84.215
90 93.161 93.305
95 97.338 96.986

Tabla 4.3.5: Resultados de los intervalos de incertidumbre centrados en la media de la
prediccién de la SVR en los problemas de Sotavento y Red Eléctrica en el ano 2015,
habiendo sido calibrados con el ano 2014.

prediccion del proceso Gaussiano y en rojo el valor real. Podemos concluir que los intervalos
son buenos; no obstante, estan centrados en una prediccion que es un poco inferior a la de
las SVR.

4.3.2 Intervalos de incertidumbre en los GP centradas en la prediccién
de la SVR

Como hemos visto, en la secciones 4.1 y 4.2, los procesos Gaussianos en regresion obtienen
peores resultados que la SVR; ahora que hemos visto que hay que realizar una calibracién
de los intervalos, nos preguntamos qué pasa si en los intervalos de la forma

[méx(min(f — 056,1),0), max(min(f + 056,1),0)],

donde i es la prediccién del proceso Gaussiano, cambiamos la prediccion del proceso Gaus-
siano por la prediccién del SVR Matérn 0.5; es decir, usamos los intervalos de la forma:

[méx(ml’n(QSVR — 5sa'GP> 1), 0), méx(ml’n(QSVR + 535'GP, 1), 0)]

Para ello, vamos a realizar los mismos pasos que en 4.3, realizando de nuevo la calibracion
sobre 2014, pero con la media centrada en la predicciéon de la SVR Matérn 0.5 que ha sido
entrenada con 2013 y & la que nos da el proceso Gaussiano Matérn 0.5, cuyos resultados
se muestran en la Tabla 4.3.4.

En la Tabla 4.3.5 se muestran los resultados en test de los intervalos de incertidumbre
centrados en la predicciéon del SVR Matérn 0.5 entrenada con los anos 2013 y 2014. Podemos
observar que el error en la incertidumbre estd entre un 1% y un 4 %, siendo muy parecidos
a los que hemos obtenido con la prediccién del proceso Gaussiano, salvo para el 80 y 90 que
son un poco peores tanto en Sotavento como en Red Eléctrica. Por lo tanto, si nos interesa
més la incertidumbre que la prediccion, seria mejor utilizar el modelo GP calibrado puro.



48 Capitulo 4. Experimentos en energia edlica

4.4 Incertidumbre a partir de los residuos de una SVR

Como hemos visto en la subseccién 3.2.2, si conocemos la funcién de media m(z), la
prediccién de un proceso Gaussiano con dicha media es:

fl2, X,y ~ N(m(&) + k(z, X)(K + 02) " (y — m(X))
k(X,X) — k(& X)(K + 02Iy) k(X &);

por lo tanto, si llamamos e; = y(x;) — m(x;) se tiene que

~

E:(f1X, X,y) = m(2) + k(#, X)(K + 02) e
=m(z) + eqp(),

donde eqp(Z) quiere decir la prediccién del proceso Gaussiano con media cero, con varia-
ble observada e; por lo tanto, si tomamos como m(x) la predicciéon de un algoritmo de
Aprendizaje Automaético, las e; son los residuos y el proceso Gaussiano estaria modelan-
do los residuos. Obviamente, al obtener una distribucién en los residuos, obtenemos una
distribucién en la produccion.

Para realizar los mismos pasos que en la seccion 4.3, necesitamos tener tres afios con
residuos. Para ello, una vez fijado los hiperparametros de la SVR y el nicleo en el proceso
Gaussiano, vamos a realizar el siguiente esquema, resumido en el Algoritmo 2:

1. Calcular los residuos en 2013: esg13.

2. Entrenar un GP con variable predictiva esg13: G Pag13.

3. Calcular los residuos en 2014: egg14.

4. Predecir los residuos en 2014 con el G Pag13: €2014 = fi2014 £ F2014.

5. Calcular §(s)2014 de forma que el porcentaje de residuos que caen en el intervalo de
confianza sea préximo a s:

#{e2014 € [fi2014 — 0(5)F2014, fi2014 + 0(8)F2014] }/Nao14 = s.

6. Calcular los residuos en 2015: egq15.
7. Entrenar un GP con variable predictiva eggi4: G Pso14.
8. Predecir los residuos en 2015 con el GPsg14: €2015 = 42015 + G2015

9. Calcular en test el porcentaje de residuos que caen en el intervalo de confianza s:
#{e2015 € [fl2015 — 6(5)2014G2015, fi2015 + 0(5)201402015) } / Noo15-

Para obtener los hiperparametros éptimos de la SVR con nticleo Gaussiano hemos reali-
zado una validacién cruzada con 6 folds sobre 2013, posteriormente hemos obtenido los
residuos del afio 2014 y 2015 entrenando con el ano 2013 y 2014 respectivamente, con los
hiperparametros 6ptimos calculados anteriormente.

Como solo tenemos los datos del ano 2013, 2014 y 2015 y necesitamos tres anos de residuos.
En 2013 hemos calculado los residuos usando la funcién cross_val_predict de Scikit-learn.
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Algoritmo 2: Obtencién de intervalos calibrados en los residuos

#Calcular los residuos en los dos primeros anos
Calcular egg13

Obtener GP2013

Calcular €2014

Predecir €2014 = fi2014 & 2014

# Calcular el modelo calibrado

Calcular 55* de forma que: #{62014 S [[LQQM — 5:52014, [L2014 + 5:5'2014]}/]\72014 ~ S
# Test

Calcular egg15

Entrenar GP2014

Predecir é2015 = fi2015 £ F2015

Test: #{e2015 € [f12015 — 05F2015, fl2015 + 05 02015) }/Nootis

‘ Nicleo ‘ Sotavento Log verosimilitud ‘ Red Eléctrica Log verosimilitud ‘
RBF 11109.356 22230.564
2 RBF 11111.521 22095.064
RationalQuadratic 11138.957 22230.562
Matérn 0.5 10753.276 19230.907
Matérn 1.5 11125.099 21819.545
Matérn 2.5 11142.695 22075.316

Tabla 4.4.1: Resultados obtenidos mediante un proceso Gaussiano en los residuos de la
SVR en Sotavento y Red Eléctrica en validacion (2014).

‘ Confianza ‘ Sotavento ‘ Red Eléctrica ‘

20 30.323 19.621
50 60.738 47.594
80 81.485 74.744
90 88.158 84.429
95 91.789 89.898

Tabla 4.4.2: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los residuos de Sotavento y
Red Eléctrica en el ano 2014.

Para la eleccion del nicleo, hemos decidido escoger el niicleo con mayor verosimilitud entre-
nando con los residuos del 2013, cuyos resultados se muestran en la Tabla 4.4.1, eligiendo
Matérn 2.5 para los residuos de Sotavento y RBF para los residuos de Red Eléctrica.

El MAE en 2015 del modelo ysyr + égp es de 6.51 en Sotavento y 3.00 en Red Eléctrica,
siendo estos resultados peores que los obtenidos en las secciones 4.1 y 4.2, si bien es cierto
que aqui el modelo que estamos considerando solo tiene en cuenta el ano anterior y en la
secciones 4.1 y 4.2 el modelo se entrena con los dos anos anteriores.

En la Tabla 4.4.2 se muestran los resultados del intervalo de incertidumbre sobre 2014;
vemos que al igual que en la seccién 4.3, los intervalos en Sotavento para confianza 20 y
50 son bastante malos y en Red Eléctrica los de 20 y 50 estdn mas o menos bien pero en
el resto subestimamos la incertidumbre.

En la Tabla 4.4.3, se muestran los resultados en 2014 tras la calibracion en 2014, donde
podemos ver que estamos haciendo bien la calibracién del 4.

En la Tabla 4.4.4, se muestran los resultados en 2015 tras la calibracion en 2014. Podemos
observar que el error en la incertidumbre estd entre un 1% y un 3% en Sotavento y entre
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Confianza Sotavento Red Eléctrica
Calibrado | 6 | 1—a (%) | Calibrado | 6§ | 1—a (%)
20 20.065 0.163 12.938 19.752 0.257 20.280
50 50.145 0.491 37.687 50.274 0.723 53.012
80 80.167 1.227 78.004 79.926 1.446 85.191
90 89.731 1.762 92.199 89.671 1.950 94.886
95 94.958 2.380 98.269 95.199 2.492 98.730

Tabla 4.4.3: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los residuos de la SVR en
Sotavento y Red Eléctrica en el ano 2014, habiendo sido calibrados con el ano 2014, ademas
se muestran los deltas obtenidos asi como los 1 — a correspondientes.

‘ Confianza ‘ Sotavento ‘ Red Eléctrica ‘

20
50
80
90
95

21.492
52.828
83.924
93.230
97.740

21.098
54.396
85.037
93.984
98.034

Tabla 4.4.4: Resultados de los intervalos de incertidumbre en los residuos de la SVR en
Sotavento y Red Eléctrica en el afio 2015, habiendo sido calibrados con el ano 2014.

un 1% y un 5% en Red Eléctrica.

Estos resultados son un poco peores que los obtenidos en la seccion 4.3; por lo tanto,
podemos concluir que la obtencién de intervalos de incertidumbre modelizando los residuos
de una SVR por un proceso Gaussiano no es lo méas apropiado.
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Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, se ha visto brevemente la regresién lineal tradicional, la regresién lineal
bayesiana, los métodos kernel, los perceptrones multicapa y las SVR y més en detalle los
procesos Gaussianos, permitiéndonos comprender mejor a estos iltimos comparandolos con
los modelos anteriormente citados.

Hemos visto que los procesos Gaussianos de media cero y el Kernel Ridge Regresion son
muy parecidos, pues la prediccién es la misma si dejamos fijos los hiperparametros de la
funcién de ntcleos; no obstante, como los procesos Gaussianos nos dan una distribucioén, no
solo obtenemos un valor de prediccién si no también una varianza. También, hemos visto
brevemente los procesos Gaussianos con media distinta de cero, quedando para trabajo
futuro una mayor descripcién y experimentacién con estos.

Hemos visto dos formas de calcular los hiperparametros 6ptimos en los procesos Gaussianos:
mediante la seleccién Bayesiana de modelos y mediante validacion cruzada LOO, teniendo
ambos coste lineal con respecto al niimero de hiperparametros. Experimentalmente, hemos
probado unicamente la seleccion Bayesiana de modelos, luego queda como trabajo futuro
buscar otra libreria donde se implemente el calculo de hiperparametros mediante validacién
cruzada LOO y comprobar si existe alguna diferencia significativa en los resultados.

Hemos analizado y desarrollado los procesos Gaussianos censurados, detallando y amplian-
do la teoria proporcionada en [Groot and Lucas, 2012], obteniendo una distribucién para
la variable censurada, lo cual nos permite entre otras cosas dar intervalos de incertidumbre
sobre esta nueva variable, pero no hemos hecho un estudio experimental.

Experimentalmente, hemos probado en problemas de regresién en energia edlica los proce-
sos Gaussianos con distintas funciones de nicleo y hemos observado que no son competitivos
con las SVR; no obstante, hemos visto que el nticleo 6ptimo del proceso Gaussiano en una
SVR nos puede permitir mejorar los resultados de ésta. De hecho, hemos observado que
podemos usar los hiperparametros del nicleo calculados por el proceso Gaussiano en la
SVR, pues los resultados son muy parecidos, lo que supone una reduccién de 3 a 2 di-
mensiones en la busqueda en rejilla de la SVR, conllevando una reduccién significativa de
tiempo de ejecucién, puesto que la hiperparametrizacién tiene coste lineal en los procesos
Gaussianos. Queda como trabajo futuro probar nicleos mas sofisticados en los procesos
Gaussianos y ver si éstos los podemos llevar a la SVR, asi como probar esta misma técnica
en otros problemas de regresién.

Hemos realizado el célculo directo de intervalos de incertidumbre en los mismos problemas y
hemos visto que si no hacemos nada, generalmente estamos subestimando la incertidumbre.

o1
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Para arreglar este problema, hemos propuesto una calibracién de los intervalos y hemos
visto que los resultados del modelo calibrado son bastante buenos.

Hemos probado también a modelar los residuos de una SVR mediante un proceso Gaussiano
para intentar mejorar los intervalos de incertidumbre, donde hemos concluido que no merece
la pena pues los resultados de los intervalos y el modelo son peores que modelando la
produccién mediante un proceso Gaussiano.

Ademsds de lo dicho anteriormente, para trabajo futuro queda probar los mismos experi-
mentos en energia solar y probar e implementar los procesos Gaussianos censurados en
los mismos problemas teniendo en cuenta que habrd que estudiar cémo hacer inferencia
aproximada pues computacionalmente es muy costoso.



Glosario de acronimos

e GP: Gaussian Process (Proceso Gaussiano)

e NWP: Numerical Weather Prediction (modelo numérico de prediccién meteoroldgi-
ca)

¢ KRR: Kernel Ridge Regresion (Regresion Ridge como método de ntcleo)
e SVR: Support Vector Regresion (Mdquinas de vectores soporte para regresion)
e MLP: MultiLayer Perceptron (Perceptrén multicapa)

e CV: Cross-Validation (Validacién cruzada)
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Anexo A

Multiplicadores de Lagrange

En este anexo vamos a completar los desarrollos de la subsecciéon 3.3.2 sobre como la
verosimilitud Gaussiana puede actuar como navaja de Ockham. Para ello, tenemos que ver
que bajo las restricciones ZZ]\L 1d; = N,y d; >0 Vi, que se cumple que

N
[[(e7di + o2) < (07 + o2)™.
=1

Para ello definimos la siguiente funcién,

N
log f(d) = log(cd; + 03),
=1

donde d = (dy, ..., dn); para que las cuentas sean mas faciles vamos a buscar el maximo de
la funcién log f(d), usando unicamente la restriccién ZZJ\; 1 di = N, para ello usamos los
multiplicadores de Lagrange, denotando

N
=1

se tiene que el maximo de log f(d) con la restriccién anterior se alcanza resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones:

g(d)=0
Vlog f(d) — AVg(d) = 0;

por lo tanto, tenemos que calcular las derivadas parciales de log f y g con respecto a d;:

dlogf(d) __ o;
od; a)%di + 02’
9g(d) _ .
od; ’
por lo tanto, se sigue que
N
> di-N=0 (A.0.1)
i=1
0% ,
W—)\ZOparalgng,
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teniendo en cuenta que

O']% L 0]% = )\a]%di — Ao
J]%di + 02 afcdi +o02 7
y que
2
o X=0 = o~ Ac?di— A2 =0
O'J%di + 02 N Of T ATFH T A =
se sigue que podemos despejar d;:
2 2
0% — Ao
f
Sustituyendo en (A.0.1) se tiene que
N O'J% — Ao
Z o2 =N,
i=1 f

de manera que podemos despejar A:

2

g
2 2 2 f
of— Ao, —A0; =0 = A= 5.
f " ! 012(4—0,21

Sustituyendo el valor de A obtenido en (A.0.2) se tiene que
2

2 2 9f
f n 0’? +o2

Puesto que el logaritmo es una funcién monétona creciente, si d’ maximiza log f(-) también
maximiza f(-); por otro lado, no hemos impuesto la restriccién de que las d; fueran no
negativas; no obstante, puesto que la solucién obtenida cumple estas restricciones hemos
acabado. Para justificar que es un maximo, basta notar que el minimo se alcanza en d; = N,
d; =0 Vj > 1, pues hemos visto en (3.3.4) que se cumple la siguiente igualdad:

N
(03N + o2 (o) < T](o}di + 02).
i=1

Por lo tanto, concluimos que

N
[1(e%di+07) < (67 +an)™.
=1
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