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Resumen

La ensefianza del algebra en la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) ha sido y sigue siendo
tema de gran interés en la didactica de las matematicas. Muchos investigadores consideran, por
la falta de comprension de los alumnos en su aprendizaje algebraico, no adecuada la ensefianza
del algebra escolar. En el presente trabajo, con el objetivo de observar el problema didactico
que se presenta en el algebra en secundaria, se realiza, desde la Teoria Antropologica de lo
Didéactico (TAD), un andlisis del libro de texto como saber ensefiado e incluso, en algunos
casos, como saber a ensefiar. Ademas, desde esta misma teoria, se plantea una nueva propuesta
didactica con un modelo alternativo que permite la interpretacion del algebra como instrumento
de modelizacion y no como aritmética generalizada. Finalmente, con la intencion de conocer
desde otros enfoques (cognitivo y ontosemidtico) este problema didactico, se indaga en diversas
investigaciones del algebra escolar. Y, a efectos de conclusion, se relatan las posibles ventajas
0 inconvenientes que todos estos enfoques o teorias pueden aportar a nuestro sistema de

ensefianza actual.

Palabras clave: Modelizacion matematica, Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD),
Educacion Secundaria Obligatoria (ESO), problema didactico, 4algebra, enfoque

epistemoldgico.

Abstract

The teaching of algebra in Compulsory Secondary Education has been and continues to be a
great topic of interest in the teaching of mathematics. Many researchers consider the teaching
of school algebra inappropriate, due to the lack of student’s understanding in their algebraic
learning. In this present work, with the aim of observing the didactic problem which is presented
in the algebra in secondary school, an analysis of the textbook as taught knowledge is made
from the Anthropological Theory of the Didactic (ATD) even, in some cases, as knowledge to
be teach. In addition, from this same theory, a new didactic proposal is suggested with an
alternative model which allows the interpretation of algebra as a modeling instrument and not
as a generalized arithmetic. Finally, with the intention of knowing this didactic problem from
other approaches (cognitive and ontosemiotic), it is investigated in several researches of the
school algebra. And, for conclusion purposes, the possible advantages or disadvantages that all
these approaches or theories can contribute to our current educational system are recounted.

Keywords: Mathematics modelling, Anthropological Theory of Didactics (ATD), secondary

school, didactic problem, algebra, epistemological approach.



1. Introduccion

La razdn por la que he elegido este tema de Trabajo de Fin de Master El problema didactico de
la ensefianza del &lgebra en secundaria viene dada tanto por la observacion llevada a cabo en
el primer periodo de practicas del modulo genérico como por la aportacion de algunos
profesores de las asignaturas del Master en formacién del profesorado de Educacion Secundaria
Obligatoria y Bachillerato (MESOB) de la Universidad Auténoma de Madrid (UAM), ademas

de mi experiencia como alumna durante todos estos afios.

Al finalizar mis estudios de Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, decidi estudiar
la carrera de matematicas, pues era la asignatura que mas me gustaba por aquel momento. Sin
embargo, en seguida me topé con una realidad muy distinta a la que yo pensaba: unas
matematicas totalmente abstractas, llenas de demostraciones, axiomas y corolarios. Con la
esperanza de que la cosa cambiara, decidi continuarla. Y fue en el ultimo afio donde, con la
eleccion de asignaturas, tuve la oportunidad de cursar Matematicas para la educacion

secundaria. Sin duda, todo un acierto, que me dejé con ganas de mas.

Una vez acabada la carrera de matematicas, opté por realizar el Master de profesorado de
Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, donde escuché la palabra didactica de las
matematicas y me empecé a interesar por ella. Gracias a ella comprendi que detras del
incuestionable libro de texto, como recurso didactico mas utilizado hoy en dia por el profesor
para el trabajo diario del aula, habia otras grandes opciones proporcionadas por estudios de
investigacion didactica de las matematicas. De esta manera, cuando me enteré de que El
problema didactico de la ensefianza del algebra en secundaria era sugerido como tema de
trabajo de fin de master pensé que seria una buena forma de, a partir de un nuevo mundo para
mi “la investigaciOn didactica”, acercarme a la problematica (que pude observar en mi primer

periodo de practicas) y conocer sus diferentes alternativas.

Ademas, después de elegir este tema como trabajo de fin de master, tuve la suerte de cursar la
asignatura Iniciacién a la investigacion educativa en matematicas. Donde, a pesar de su dificil
comprension por esa nueva terminologia, se me abrieron las puertas hacia nuevos
conocimientos relacionados con la TAD, proporcionandome un extra de motivacion e interés

hacia la elaboracion de este trabajo.



2. Disefio de la investigacion

Se parte de una panordmica actual de la ensefianza y el aprendizaje del &lgebra en la etapa de
Educacion Secundaria Obligatoria, para realizar un analisis del estado de la cuestion y para
abordar, desde una perspectiva didactica, los problemas a los que se intenta, o no, dar algin

tipo de respuesta.
2.1. Objetivos

Los objetivos que se pretenden son:

= Conocer, a través de los libros de texto, cobmo se trabaja la ensefianza del algebra en la

etapa de la Educacion Secundaria Obligatoria en el marco legislativo de la LOMCE.

= Averiguar, a través del analisis de diferentes documentos de investigacion, cual es la

mejor teoria para analizar los tipos de tareas y técnicas propuestos en los libros de texto.

= Plantear, a partir de las teorias encontradas, otras propuestas didacticas del algebra

diferentes a la del sistema educativo actual.

= Saber las posibles ventajas o inconvenientes que se presentan en estas nuevas propuestas

de ensefianza del algebra escolar.

2.2. Metodologia
Se detalla, a continuacion, la metodologia llevada a cabo en este trabajo.
» Primera fase: Analisis de libros de texto.

Teniendo en cuenta que una practica generalizada es la utilizacion de los libros de texto, a lo
largo del curso escolar, a modo de guia, tanto por el profesor como por los alumnos en el
proceso de ensefianza-aprendizaje, se ha seleccionado el libro de texto MATEMATICAS 2° ESO.
Savia, de la editorial SM, cuyos autores son Miguel Nieto, Alberto Diaz, Fernando Alcaide y
Nelo Maester (2016), para realizar una descripcion de las unidades dedicadas al algebra, esto
es, de la actividad matematica que se propone en torno a este &mbito de conocimiento

matematico, y la propuesta didactica consiguiente.

» Segunda fase: Analisis de otros libros de texto.

Con el objetivo de observar que la descripcion realizada, a lo largo de la primera fase, no es una

descripcion especifica sino representativa. Se procede a detallar, de una forma mas general, los



libros de texto (Colera y Gaztelu, 2016) y (Garcia y Martin, 2016) de las editoriales de Anaya
y editex, respectivamente.

» Tercera fase: Analisis de diferentes documentos de investigacion didactica.

Una vez descrito el libro de texto, se pasa al analisis de diferentes documentos de investigacion
didactica (tesis, libros...) en busca de una nueva teoria (en este caso, la TAD) que permita
estudiar, desde una perspectiva epistemologica e institucional, la actividad matematica que este

se presenta.
» Cuarta fase: Propuesta didactica de introduccion al algebra en secundaria.

Tras averiguar el modelo epistemolégico-didactico del algebra dominante en la institucion
escolar. Se propone, a través de la TAD, una propuesta didactica que permita introducir la
actividad matematica del algebra en la ensefianza secundaria como un proceso de algebrizacion

y no como una “aritmética generalizada”.
3. Desarrollo de la investigacion

3.1 Descripcién detallada de un libro de texto

En primer lugar, con el objetivo de saber como se trabaja la ensefianza del algebra en la etapa
de la Educacién Secundaria Obligatoria, se va a realizar una descripcion detallada de las

unidades didacticas 5, 6 y 7 de un libro de texto de secundaria (Nieto et al., 2016). Pues, segln

el articulo (Ramirez, 2002), este es el principal mediador entre docente y alumno dentro del

proceso de ensefianza-aprendizaje.

3.1.1. Unidad didéactica 5: Expresiones algebraicas

= Introduccidn de la unidad didactica

La unidad didactica se introduce con un fragmento del libro EI hombre que calculaba:

El Principe Cluzir, al llegar con su porte sefiorial, saludo al Calculador con un amistoso salam,
y le dijo:

—EI peor sabio es aquel que frecuenta a los ricos; el mayor rico es aquel que frecuenta a los
sabios. [...] Mi visita, joh Calculador!, empez6 el Principe, se debe més al egoismo que al
interés en la ciencia. [...]Deseo nombrarte mi secretario o bien director del observatorio de

Delhi. ;Aceptas? [...]



—Desgraciadamente, joh Principe generoso!, respondié Beremiz, no puedo salir ahora de
Bagdad. [...] So6lo podré ausentarme de aqui cuando la hija del ilustre Iezid haya aprendido las
bellezas de la Geometria.
—El jeque lezid me dijo que la joven Telassim, dados los progresos realizados, estara dentro
de pocos meses en condiciones de ensefiar a los ulemas el famoso problema de “las perlas del
Raja”. [...]
—Se trata menos de un problema que de una mera curiosidad aritmética. Su enunciado es el
siguiente:
“Un raja dej6 a sus hijas cierto nimero de perlas y determind que la divisién se hiciese
del siguiente modo: la hija mayor se quedaria con una perla y un séptimo de las que
quedaran; la segunda recibiria dos perlas y un séptimo de las restantes; la tercera joven
recibiria tres perlas y un séptimo de las que quedaran. Y asi sucesivamente”. (Nieto et
al., 2016, p. 95)

Las hijas mas jovenes presentaron demanda ante el juez alegando que por ese complicado

sistema de division resultaban fatalmente perjudicadas.

El juez, que segun reza la tradicion, era habil en la resolucion de problemas, respondi6 [...] que

la division propuesta por el viejo rajé era justa y perfecta. [...]
Hecha la division, cada una de las hermanas recibié el mismo nimero de perlas.
Se pregunta: ¢Cual es el nimero de perlas?, ¢ Cuantas las hijas del Raja?

A continuacion, bajo el encabezado Analiza y contesta, se plantean las preguntas: “;Se puede
resolver el problema utilizando Gnicamente propiedades aritméticas, maltiplos, divisores, etc.?

(Como lo resolverias utilizando el algebra?”.

Aparentemente, con el problema planteado se pretende que el alumno se interese por encontrar
una solucidn, aunque la forma en la que esta redactada la cuestion da mas bien a entender que
no es posible resolver el problema con los conocimientos aritméticos disponibles (por parte del
alumno) y que es el algebra la que puede proporcionar la solucion. Evidentemente, es una

pregunta retdrica la que se plantea ya que con este tema se introduce a los alumnos en el algebra.

Podemos decir que es la técnica didactica que se emplea por parte de los autores para mostrar
el interés del tema que se va a dar, aungue no se volvera a lo largo del tema sobre el problema

de las perlas.



= Desarrollo de la unidad didactica:

El desarrollo de esta unidad didactica empieza con “las expresiones algebraicas” y “el valor
numérico”. La introduccion de las expresiones algebraicas se realiza a partir de un “calculo”
relativo al nimero de triangulos de mecano posibles que se pueden afadir a uno dado inicial,

como a continuacién se muestra.

Figura 1. Introduccion a las expresiones algebraicas. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 96).
Finalmente, a partir de la pregunta ¢cuéntas piezas de mecano se necesitan para afiadir “n”
triangulos al inicial?, se da como respuesta “3 + 2n”.
Este ejemplo da lugar a las siguientes definiciones:

Una expresion algebraica es una expresion matematica en la que intervienen letras, numeros

y los signos de las operaciones aritméticas.

Las letras reciben el nombre de variables o incognitas y representan numeros o cantidades

desconocidas.

A continuacion, se presentan “expresiones algebraicas” a partir de enunciados verbales:

(x+10)

La mitad de mi edad dentro de 10 afios =>

El 30% de los espectadores => % - X

Y se continta con la definicion de valor numérico de una expresion algebraica como el
resultado obtenido al sustituir cada una de las variables por un nimero determinado.

Para “afianzar y entrenar” los conocimientos introducidos, se plantean distintos enunciados
verbales para que los alumnos escriban las expresiones algebraicas correspondientes, y distintas
expresiones algebraicas para que los alumnos calculen sus respectivos valores numéricos (para

valores determinados de las incognitas).



De alguna manera, el lenguaje algebraico es el lenguaje “verbal” donde son referidos datos
desconocidos junto a otros conocidos y algun tipo de relacion entre ellos. Este lenguaje es el
que, en su expresion escrita, darad lugar a las denominadas expresiones algebraicas. En este
sentido, el algebra elemental se construye en un contexto numeérico, a modo de generalizacion

de los célculos con nimeros y de la traduccion de expresiones numerico-verbales.

La unidad contintia introduciendo los “monomios”, como caso particular de “expresion
algebraica”: Un monomio es una expresion algebraica formada por el producto de un nimero
por una o varias variables elevadas a exponentes naturales.

Las definiciones formales de sus componentes: parte literal, coeficiente y grado, asi como la de

semejanza.
Monomio Coeficiente Parte literal Grado
—5x°y~° -5 Xy 2+3=5
3 < :
— x — X 2 =3
4 Xy 7 y 2+1=3
5 5 No tiene 0

Figura 2. Ejemplo de las partes que componen un monomio. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 98).

Y las definiciones de las operaciones posibles con estos objetos matematicos: suma y resta,
producto de un nimero por un monomio, producto de dos monomios, potencia de un monomio

y division de monomios, siempre seguidas de ejemplos.

Bajo el epigrafe de ACTIVIDADES se proponen distintas expresiones algebraicas para que el
alumno practique las operaciones que se acaban de definir y solo en los dos Gltimos ejemplos
se “vuelve” a lo concreto, a una realidad geométrica, como justificacion de la utilidad de estos

objetos matematicos particulares.

Expresa mediante un monomio el area de 5 rectangulos iguales
de base b y altura h. ;Cual seria el del drea de x rectangulos?

>

Tomas ha dibujado la siguiente figura. Escribe el monomio que
expresa el drea de la parte sin colorear. (sec)

A
AAA

Figura 3. Ejemplo de actividades contextualizadas en una realidad geométrica. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 99).



Se pasa ahora a los “polinomios” y a su suma y diferencia. Se define asi “polinomio” como una
expresion algebraica formada por la suma de varios monomios no semejantes llamados
“términos”. Y, a partir de ahi, se define “término principal”, “coeficiente principal”, “grado” y

“término independiente”. Todo ello se presenta en un ejemplo.

Ejemplo
f Termino Coeficiente Término
Polinomio e e Gr . A
principal principal independiente
=2 =7 I 3 -7
, 1
S ==x+4 Sx*
]
x* X° 1
— 2 — - 0
£ £ 2
—Gx + Oy —fy’ —f ] 0

Figura 4. Ejemplo de los "términos™ que forman un polinomio. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 100).

29 ¢¢

Asimismo, se definen “binomio”, “trinomio”, “polinomio completo” y “polinomio incompleto”
acompariados de varios de ejemplos. Y, posteriormente, se presenta la suma y diferencia de
polinomios como la suma o resta de los monomios semejantes que los forman, acompafados

de un ejemplo.

Para la practica de suma y resta de polinomios se proponen varios ejercicios, de los cuales dos

son con figuras geomeétricas para que el alumno construya el polinomio que indica su area.

@ Observa la siguiente figura y expresa su drea mediante un
pelinomio.

Observa la figura formada por
triangulos rectdngulos
isosceles e indica el polinomio
que expresa su area. (ee o)

Figura 5. Ejercicios de suma y resta de polinomios con figuras geométricas. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 101).



En el producto, potencia y division de polinomios, se dan las definiciones acompafadas de
ejemplos, teniendo en cuenta que la division es con relacion a un monomio en lugar de un
polinomio. Ademas, se define la “extraccion del factor de un polinomio”. Todo ello se lleva a

la practica a traveés ejercicios, aunque ninguno de ellos en contexto.

El siguiente apartado trata las identidades notables empezando con el “cuadrado de una suma”

(¢una suma de qué? ;de monomios?), que se introduce como:
(a+b)>=(a+b)@+h)

donde desaparece la “X” y aparecen la “a” y la “b” (;qué son a 'y b?). Asi, se define “cuadrado
de una suma” a partir de las definiciones de “potencia” y de “productos de polinomios”. Lo
mismo ocurre para el "cuadrado de una diferencia". Ademas, en ambos casos, se ilustran con

comprobaciones geomeétricas donde a y b representan “medidas” de lados.

a b a b

(a+ b) = a¢ - b + 2ab

Figura 6. llustracion de la comprobacién geométrica de "cuadrado de una suma".
Fuente (Nieto et al., 2016, p. 104).

a

~a=-b__b a b

a—>b

(a — b)* = at - b - 2b(a - b) =
=0’ — b? - 2ba + 2b? = 0° + b? — 2ab

Figura 7. llustracion de la comprobacion geométrica de “cuadrado de una diferencia".
Fuente (Nieto et al., 2016, p. 104).
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Y ambas se presentan, a modo de ejemplo, como polinomios (con “X”).

Ejemplo Ejemplo

Desarrolla la siguiente identidad notable. Operay simplifica.

(5x% + 4x)* = (5x2)2 + (4x)2 + 2 - 5x% - dx = 25x* + 16x% + 40x° = (5x2 = 4x)? = (5x2)2 + (4x)2 =2 5x2 - 4x = 25x* + 16x% — 40x° =
= 25x% + 40x%° + 16x7 = 25x* - 40x° + 16x2

Figura 8. Presentacion de las identidades notables en el libro de texto. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 104).

En la “suma por diferencia” ya se especifica que es de “binomios” y se introduce como:
(a+b)a—b)=a?—b?

donde, al igual que antes, en lugar de “X” aparecen “a” y “b”. Asi, se define “suma por
diferencia” a partir de la definicion de “productos de polinomios”, y se ilustra a través de su

comprobacion geométrica.

a

- -
a-b b a b
e e ———— - :
A A 4 A
a
g+ b = ag+b - a+b
l- ...... v
b
L | v Y
(a=b).-(a+b) = a(o+ b) - bla+ b)) =
= 0’ + ab - ba - b? = a? = b?

Figura 9. llustracion de la comprobacién geométrica de "suma por diferencia”.
Fuente (Nieto et al., 2016, p. 105).

Asimismo, se presenta, a modo de ejemplo, como un polinomio (con “X”).

Ejemplo
Opera.

(5x% + 4x)(5x% - 4x) = 25x* - 16x°

Figura 10. Presentacion de la identidad notable “suma por diferencia”.
Fuente (Nieto et al., 2016, p. 105).
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Para poner en préctica las identidades notables, se proponen varias actividades en las que se
pide “desarrollar utilizando las identidades notables”, “utilizar las identidades notables y

2%  ¢¢

desarrollar”, “corregir y comprobar las identidades erroneas”, etc. En ellas, ademas de “a” y
29 ¢¢

“p” aparecen “X”, “m” y “n” sin ningun tipo de enunciado en contexto real (;qué es la m? ;qué
p y g p 64

es lan?).

Para finalizar el desarrollo de la unidad didéctica, se introducen los “niimeros poligonales”
como aquellos numeros que se pueden representar geométricamente utilizando poligonos

regulares. Y, a continuacion, se pasa a su presentacion con el siguiente ejemplo

Comprueba si el nUmero 12 es pentagonal.

Con 12 fichas puedo formar un pentédgono regular, luego 12 es un nimero
pentagonal.

Figura 11. Presentacion de los “nameros poligonales”. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 106).

Un ejemplo que “no se entiende”, pues, ;de qué manera se forma el pentdgono regular con las
12 fichas? ;qué significado tienen las fichas verdes? ;y las moradas?... Y que, ademas de que
no se entiende, de ¢l se deduce que para construir cualquier “niimero poligonal” se utiliza la
siguiente expresion algebraica:

P(dn) = n+——22 (n-1)(d-2)
’ 2
donde n es la “longitud” del lado, y d, es el nuimero de lados del poligono.

Como practica de “numero poligonal” se plantean dos actividades,

Indica el [ipo de nimero que aparece en cada figura y calcula qué Representa en tu cuaderno los nimeros triangulares hasta llegar al
numero es. (o ) de 10 unidades de lado y contesta. (s )

a)

b)

Figura 12. Actividades de “nimeros poligonales”. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 110).
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3.1.2. Unidad didéactica 6: Ecuaciones

= |ntroduccion de la unidad didactica

Se introduce el tema con un fragmento del libro “Las matematicas explicadas a mi hija” de
Denis Guedj. En este fragmento, se identifica a las personas de una novela policiaca “el
culpable”, “el asesino”, “el sospechoso” ... con las incdgnitas “X” de un problema matematico
(“;una incognita puede ser una persona”?). Y, tras su lectura, se plantea la pregunta: En &lgebra,

¢qué tipo de identidad se esconde tras las incognitas?

Por otra parte, en la introduccion también se propone el problema: “Si el tercio de un nimero
es 54, ¢cudl es ese nimero?”. Un problema aritmético resoluble mediante el patron de analisis-
sintesis: si un tercio del numero es 54, tres veces 54 sera el nimero. Y, después del problema
se plantea la pregunta “;qué pasos sigues para resolver problemas con ecuaciones?”. Una
pregunta que, si el alumno adn no conoce la nocion de ecuacion (su definicion viene en la
pagina siguiente), no tiene mucho sentido ¢cdmo va a ser que conozca los pasos a seguir para
resolverla? Ademas, como siguiente paso, se plantea otro problema La base de un rectangulo
de 840 cm? mide 4cm mas que la altura. ¢ Qué dimensiones tiene? que no transmite la necesidad
de utilizar el lgebra para su resolucidn ya que es posible resolverlo facilmente mediante tanteo
o el método clasico de “regula falsi”. En conclusion, la resolucion de este tipo de problemas

con instrumentos algebraicos solo complica la situacion problematica.

Al margen de esto, aparece un apartado Analiza y resuelve donde se menciona: “En el papiro
Rhind (1650 a.C.) aparecia el siguiente problema: Un montén y un séptimo del mismo es igual
a 24. ;Como se designa en este problema a la incognita? ;Qué informacion o pistas nos da el
problema para poder resolverlo? ;Puedes encontrar la solucion? ”. En este caso, por la unidad
didactica anterior, se sabe que las letras reciben el nombre de variables o incognitas y
representan nimeros o cantidades desconocidas. Asi que se podria deducir que la incognita se
designa por el montdn. Sin embargo, a la hora de escribir la expresién algebraica, no se precisa
de ninguna técnica para encontrar su solucion (simplificacion o cancelacion), de modo que lo
normal seria utilizar el tanteo y decir que si se puede encontrar la solucion. Si el objetivo de
este ejemplo era utilizar el algebra y no operaciones aritméticas, desde luego que no era un buen

ejemplo.
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Posible resolucién:

., . , 1
En la notacién moderna, la ecuacion seria: x + S X = 24
. , . I , 1
Se empieza probando por un nimero, si se toma el 7, al sustituir en la x nos daria: 7 + S 7=

8, y como la solucion es 24, es decir 8-3, la solucion es 21 = 3-7, yaque 3-( 7 + % - 7) = 24.

=  Desarrollo de la unidad didactica

En el desarrollo de esta unidad didactica se empieza con las definiciones de: igualdad
algebraica, identidad y ecuacion, para, posteriormente, explicar las ecuaciones equivalentes y
dar algoritmos de resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado. En este sentido, destaca
la ejemplificacion que existe después de cada definicion o explicacion. La presentacion de
ejemplos resueltos en los libros de texto es importante, a menos que ésta se reduzca a servir
como guia a los alumnos, como ocurre en este caso. Ademas, cada dos caras existen una serie
de actividades relacionadas con la teoria dada en esas caras. Es decir, las tareas y los problemas
se plantean después de la presentacién de los procedimientos. Algo que, a mi parecer, lo Gnico

gue consigue es aumentar el uso memoristico del alumnado.

Por otro lado, es llamativo el ejemplo que se propone en la definicion de ecuacion (p. 118).
Donde se plantea la siguiente igualdad algebraica: 20 x + 4 = 44 que se resuelve por | técnica

de tanteo.

Y en el apartado de soluciones de una ecuacion, donde se dice: “una ecuacion puede tener
ninguna, una, varias o infinitas soluciones” se pone a modo de ejemplo la ecuacion x +y =3y
se dice que tiene infinitas soluciones, pero ¢infinitas soluciones dénde? ¢en que dominio? ¢en

los naturales? ¢en los enteros? ¢en los racionales? ¢en los reales? ¢en los complejos?

Siguiendo con el libro de texto en la pagina 120, se definen las ecuaciones equivalentes y se
explican las técnicas de las reglas de la sumay del producto. Pero, si el objetivo de estas técnicas
es la obtencion de ecuaciones equivalentes ; CoOmo se va a ver su necesidad si se definen con
anterioridad? En cuanto al ejemplo que se plantea sobre las reglas de la suma y del producto:
3 X+ 6 =x+ 16, no se ve el sentido que estas tienen “;qué quiere decir en este caso la letra x?”
“/para que resto 6 y luego X?” “;para que divido entre 2?”. Asimismo, en las actividades
propuestas: “Aplica la regla de la suma para encontrar la solucion de estas ecuaciones”, “utiliza

la regla del producto para despejar la x en las ecuaciones”, “utiliza las reglas de la suma y del

producto para despejar el valor de x” se sigue sin ver su sentido. ;Como va a ser asi posible que
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el alumno utilice esta técnica en otro tipo de contexto diferente? jEs imposible! EI proceso

memoristico no tiene ningun tipo de utilidad fuera de ese tipo de ejercicios.

Respecto a las ecuaciones de primer grado (pp. 122-125), aparece un apartado en una esquina
“ten en cuenta” que indica el tipo de solucién que puede aparecer al resolver una ecuacion
(solucién unica, infinitas soluciones 0 no existe solucién). Sin embargo, esto no se tiene en
cuenta. Pues, en los ejemplos solo aparecen soluciones Unicas y en las actividades (a excepcion
de dos o tres apartados) también. Ademas, las actividades que se proponen, ninguna conduce
de manera implicita o explicita a la utilizacion de las propiedades del algebra. De modo que,
los alumnos tienden a utilizar, como modo de resolucion, el tanteo. Por ejemplo, una actividad
que se propone es: Ricardo ha pensado un nimero, le ha sumado 8, ha multiplicado el resultado
por 2, ha restado 4 y ha restado el doble del nimero inicial. Al final ha obtenido 12. ;Puedes
decir qué namero eligio? que ya es un poco dificil de resolver de manera retorica (verbal) por
su extension de operaciones. Asi, escrito quedaria como (x + 8) - 2 — 4 — 2x = 12. Ahora bien,
¢el alumno utilizaria la técnica de simplificacion para su resolucién? Estd claro que no,
empezaria a dar valores a x hasta dar con su solucion. Algo que podria desencadenar un
procedimiento muy costoso. Pues, seria tan simple como operar y llegar a 16 = 16 pero ¢Qué
significa esto? ¢Qué eligio el numero 167?... el alumno seguramente no sabria interpretar ese

tipo de soluciones.

En lo que se refiere a las explicaciones de las ecuaciones de primer y segundo grados estas son
puramente “monumentalistas”, no se justifica en ninglin momento por qué esta manipulacion

de las ecuaciones permite obtener las soluciones buscadas.

Por ultimo, destaca el nimero de actividades que hay del tipo: “resuelve estas ecuaciones”,
“encuentra la solucion de las siguientes ecuaciones”, “comprueba”..., etc. que, claramente no
tienen ningln tipo de sentido si no se saben utilizar en otro tipo de contexto. De ahi que el
alumno se pregunte: ¢Para qué sirven resolver ecuaciones? En definitiva, s6lo se manejan
expresiones algebraicas a través de la aplicacion de logaritmos (procedimientos mecanicos), sin
tener en cuenta su procedencia y su relacion con otras situaciones. Ademas, ni siquiera hay una
asociacion entre la letra que se utiliza y lo que dicha representa, lo que provoca por parte del

alumnado una pérdida de significado de las ecuaciones.
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= Finalizacién de la unidad didactica

Para finalizar la unidad didactica se proponen tanto actividades de refuerzo y de ampliacion
como problemas de “contextualizacion” real. Sin olvidarnos de la autoevaluacion. Aunque

todos ellos no aportan nada nuevo.

En el caso de la autoevaluacion, esta consta de siete ejercicios y representa un simulacro de
examen. Ahora bien, de esos siete ejercicios, cuatro son de tipo mecanico “comprueba, resuelve,
calcula...” y el resto son de contexto real como, por ejemplo, a un nimero se le suman 6
unidades se le eleva al cuadrado y se resta el triple del namero inicial. El resultado obtenido
es 148. ; Cuél era el numero? En cualquiera de los casos no se transmite la necesidad de utilizar

las operaciones algebraicas.

En conclusion, veo normal que los alumnos decidan resolver aritméticamente los problemas,
aun siendo estos muy complejos. Pues, generalmente los profesores elaboran sus clases guiados
casi totalmente por los libros de texto (sin analizarlos antes). Y, como hemos visto, este saber
a ensefiar es eminentemente “expositivo”: no se plantean cuestiones relativas al porqué se
obtiene el tipo de resultado que se obtiene, ni se interpretan resultados obtenidos. De esta
manera, desde la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) se proponen los Programas de
Calculos Aritméticos (PCA) que, en este caso, llegarian hasta la segunda etapa de algebrizacion

con la técnica de cancelacion.

3.1.3. Unidad didéctica 7: Sistema de ecuaciones

= Introduccidn de la unidad didactica

Como en la unidad didactica anterior la introduccidn se produce con un texto. En este caso, se
trata de “La navegacion a estima” de Lewis Carroll. Donde, se pide el peso de cada saco
sabiendo que hay cinco y que los numeros 1y 2 pesan 12 libras; los nimeros 2 y 3, pesan 13.5
libras; los nimeros 3y 4, pesan 11.5 libras; los nimeros 4 y 5, pesan 8 libras y los nameros 1,3

y 5, pesan 16 libras.
De esta manera, el libro de texto pretende que el alumno sea capaz de llegar a lo siguiente:

Sea x el peso del saco 1; y el peso del saco 2; z el peso del saco 3; t el peso del saco 4; y u el

peso del saco 5.
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Tenemos:
X+y=12 O
y+z=135 y=65 |
7+t=115 X=5.5
—

<:> z=7

t+u=8 -
t=45

X+z+u=16 u=35

y como pista se da: Plantea, a partir de las pesadas que se han realizado, las ecuaciones que

creas necesarias para resolver el problema. ;Cuantas hay?

Pero, teniendo en cuenta que son ecuaciones lineales de dos e incluso tres incognitas, es ildgico
pensar que un alumno, que jamas ha trabajado con ellas, sea capaz de plantearlas. Pues, las
ecuaciones lineales con dos incognitas al igual que los sistemas de ecuaciones lineales se dan

en la siguiente pagina. ¢ Que sentido tiene entonces?

También se plantea otro problema: ¢qué representa el punto donde se cortan las rectas y = x e
y =2 —x?, mediante el cual el autor intenta introducir el sistema de ecuaciones lineales. Sin
embargo, el alumno ni sabe cémo son las ecuaciones de las rectas ni sabe su representacion. La

unidad didactica donde se explica es la siguiente.

= Desarrollo de la unidad didactica

En esta unidad didactica se comienza definiendo la nocidn de ecuaciones lineales con dos
incognitas para después introducir los sistemas de ecuaciones lineales; a continuacion, se
explican los sistemas de ecuaciones equivalentes y la solucion grafica (por medio de tabulacion)
de un sistema; finalmente, se muestran los métodos de resolucion (sustitucion, igualacion y
reduccidn) de sistemas de ecuaciones y se presentan algunos problemas de aplicacion a resolver

con sistemas de ecuaciones lineales.

Ahora bien, a pesar de explicar los sistemas equivalentes como aquellos que tienen el mismo
conjunto solucioén, en los procedimientos de resolucion por igualacién y por sustitucion opera
reduciendo el sistema a una unica ecuacion. Por lo que, en este caso, la conservacion del
conjunto solucion resulta un concepto inaplicable para justificar este tipo de transformacion.
Ademas, los distintos métodos de resolucion se presentan, mas bien, como pasos a realizar que

al final proporcionan la solucidn. Es decir, algoritmos.
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En cuanto a la solucién gréfica de un sistema, se presentan sistemas con una tnica solucion (si
las rectas se cortan en un punto), sistemas con infinitas soluciones (si las rectas coinciden) y
sistemas sin solucion (si las rectas son paralelas). En este sentido resalta que no se haga ningun
tipo de mencidn a los métodos algebraicos aplicados a estos sistemas. Pues, podria ser que, de
esta manera, los alumnos interpretasen que dichos métodos solo son utilizables para sistemas
con una unica solucion. De hecho, en el Gltimo paso de la resolucion de sistemas se dice que
sustituyendo este valor en la ecuacion despejada, se obtiene el valor de la otra incégnita, dando

a entender que siempre va a haber una unica solucion del sistema.

Respecto a las actividades planteadas, son todas de tipo “monumentalista”, no se ven su
utilidad. Asi, como ejemplo, en las actividades relacionadas con las técnicas de resolucion de
sistemas lo Unico que se fomenta es la memorizacion de estos procesos para dar con la solucion

automatica del problema planteado.

= Finalizacién de la unidad didactica

Para finalizar la unidad didactica se proponen tanto actividades de refuerzo y de ampliacion
como problemas de contextualizacion real. Sin olvidarnos de la autoevaluacion. Aunque todos

ellos no aportan nada nuevo.

En la autoevaluacion se plantean 8 ejercicios, de los cuales 4 son mecanicos y los otros 4 son
de contextualizacion real. Pero que, en ningun caso, no transmiten la necesidad de utilizar los

sistemas de ecuaciones lineales (ni sus propiedades) para su resolucion.

Algo que me gustaria destacar de esta unidad didactica es la resolucion grafica de sistemas
lineales sin tener nocion de funciones y gréficas (que se da en una unidad didactica mas tarde).
No tiene sentido dar todo por separado. Pues, el alumno pensara que se tratan de bloques de

contenido sin sentido alguno entre si.
3.2 La ensefianza del algebra en otros libros de texto

Con el fin de ver que el analisis detallado del libro de texto (Nieto et al., 2016) es representativo,
se han examinado otros dos libros méas: uno de la editorial Editex (Garcia y Martin, 2016) y
otro de la editorial Anaya (Colera y Gaztelu, 2016). En ellos, al igual que en el anterior,
predomina una presentacion explicativa de las unidades didacticas, que se acompafia con
ejemplos. Ademds, ambos siguen una misma estructura: empiezan con las expresiones
algebraicas, contintan con los monomios y los polinomios, pasan a las ecuaciones y terminan

con los sistemas de ecuaciones. En cuanto a los tipos de tareas que se plantean son,
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principalmente, de tipo algoritmicas, pues se basan en la manipulacion formal de expresiones

algebraicas y en la resolucion de ecuaciones (ver Figura 13).

13 Q}”fﬂ parentems y reduce. 12. Sean los siguientes polinomios:
) 3x2 —35x+2) + (x2—2x+ 1) A)=-5X+4x*—6x+3  B(X)=-4x'-3x+8  C(x)=-2+3x
b) (.3x2 _2x—3) - (4‘7(2 +3x—1) Realiza las siguientes operaciones:
' § ) a)3 A e)A-B-C D4-A+5-C  m)ce

24 2x+ 1) b)5-B 04-B+C)  DA-C+B MA-B+2.C

cB-C g)C-(A+B) k)2-B-3-C AJA-B-2
d)A-B h)-3-B+8B DCc-(B8+0C) o) B?

o) (x—3) + (x
d) (6x% — %) — (3x? = 5x + 6)

Figura 13. Ejemplos de tareas algoritmicas. Fuente (Colera y Gaztelu, 2016, p. 108) y (Garcia'y

Martin, 2016, p. 102).
Por otro lado, como pudo verse en la editorial SM, las variables son usadas como incognitas,
pues representan cantidades desconocidas que sélo verifican para un posible conjunto de

valores (ver Figura 14).

5 Traduce en tu cuaderno a lenguaje algebraico las
edades de los miembros de esta familia:

EDAD
SARA
. _ X
Tiene x afos
1. Escribe los siguientes enunciados en lenguaje algebraico:
rOSA (hermana mayor) ;
Le saca 2 afios a Sara. a) Un nimero menos su cuarta parte.
ANA (madre) b) Un nimero par.
Tenia 25 afios cuando Sara nacié. ¢) Un nimero miltiplo de tres.
J0AQUIN (padre) d) La suma de dos nimeros pares consecutivos.

Cuadruplica la cdad de Sara. e) El triple de sumar a un numero diez unidades.

Figura 14. La variable como incégnita. Fuente (Colera y Gaztelu, 2016, p. 85) y (Garcia y Martin,
2016, p. 96).

Respecto a la utilizacion de la generalizacion como proceso de algebrizacién, en el libro de

Anaya aparece un ejercicio de series numéricas (ver Figura 15).

3 Escribe el término general de estas series:
a)1-4-9-16-25-... = a,="
b)0-3-8-15-24-... = b,=?

Figura 15. Ejercicio de generalizacién. Fuente (Colera y Gaztelu, 2016, p. 85).

Y en lo que refiere a problemas contextualizados, hay apartados como Resolucién de problemas
con ecuaciones y Resuelve problemas con sistemas de ecuaciones que plantean problemas
“contextualizados” (de la vida real, geométricos...) que se pueden resolver con el uso del tanteo

como técnica (ver Figuras 16 y 17).



19

Actividades
1 Si al wiple de un nimero le restas 8, obtienes 25. 3 Hemos sumado 13 a la mitad de un nimero y hemos
;Qué nimero es? obtenido el mismo resultado que restando 11 a su

doble. ;De qué nimero se trara?
2 Si a cierta cantidad le restas su tercera parte y le su-

mas su quinta parte, obtienes 13 como resultado. 4 La suma de dos nimeros consecutivos es 133, ;Qué
;Cudl es esa cantidad? nimeros son?

Figura 16. Problemas “contextualizados”. Fuente (Colera y Gaztelu, 2016, p. 107).

7 Se han necesitado 150 metros de alambrada para cer-
car una finca rectangular que es el doble de larga que
de ancha. ;Cudles son las dimensiones de la finca?

2x

Figura 17. Problema “geométrico”. Fuente (Colera y Gaztelu, 2016, p. 109).

Finalmente, cabe decir que los contenidos se encuentran presentados de forma aislada sin

conexion o relacion entre si.
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4. Teoria Antropolodgica de lo Didactico (TAD)

Como el presente trabajo intenta estudiar el problema didactico de la ensefianza del &lgebra en
secundaria, se va a enmarcar dentro de la Teoria Antropoldgica de lo Did4ctico (TAD), desde
un enfoque epistemologico que tiene como objeto de estudio el proceso de transposicion
didactica del saber sabio al saber aprendido, pasando por saber ensefiado. Dicho objeto de
estudio incluye ademas todas las instituciones que participan en este proceso, entre las que se
cuentan la Educacion Secundaria Obligatoria como institucion y también aquellas que

intervienen en su ensefianza-aprendizaje.
4.1 Introduccion a la TAD

La teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), iniciada a finales de los afios 1980 por el
investigador francés Yves Chevallard, es publicada en el afio 1992 en la revista RDM
(Recherches en Didactique des Mathématique) y premiada en el afio 2009, por su “influenciay
originalidad” en el desarrollo de la investigacion didactica de las matemaéticas, con la medalla

Hans Freudenthal.

Esta teoria asume que las matematicas son un saber que debe existir fuera de sus lugares de
creacion, en toda la sociedad. Por ello, con el objetivo de introducir ese saber en otros lugares
de la sociedad, es necesario realizar una “transposicion didactica” entendida como: “el conjunto
de las transformaciones que sufre un saber con el fin de ser ensefiado ” (Chevallard, 2005, p.
45), en cuatro etapas: la primera saber sabio formada por la comunidad “sabia” (matematicos
profesionales e investigadores); la segunda saber a ensefiar formada por la noosfera
(profesores, padres de alumnos, representantes de los organismos politicos, etc.); la tercera
saber ensefiado formada por el docente; y la cuarta saber aprendido formada por el grupo de

alumnos. A modo de esquema,

---------------------------------------------------------------------

.
+
+

Saber sabio Saber a ensenar Saber ensefiado Saber aprendido
: Instituciones _- Sistema educativo. Escuela. aula - Comunidad de B
i| productoras del saber «noostera» «institucion escolar» estudio «grupo de |$3
: - alumnos» iz
: ] ESCUELA i:
Curriculo Programacion didactica Apuntes de clase
Libros de texto Preparacion de clases

Figura 18. Resumen de la transposicion didactica de Chevallard. Adaptado de (Ruiz-Munzén, 2010, p. 22).
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donde, las transformaciones del saber sabio al saber aprendido hacen que el saber sabio se
adapte, para poder ser usado, a las condiciones y restricciones de la ensefianza secundaria.

Por otro lado, en esta teoria es esencial, como herramienta de modelizacion de la actividad
matematica, la nociéon de Praxeologia [T, 7, 0, ®] u Organizacion Matematica (OM). En este
sentido, Chevallard asegura que toda actividad humana puede describirse en términos de
praxeologias y, por tanto, que todo proceso de ensefianza puede escribirse como un conjunto
de praxeologias didacticas. Desde el punto de vista antropoldgico, la praxeologia esta formada
por los términos praxis (o «saber hacer») [T, 1] y 10gos (o «saber») [0, ®]. Es decir, tanto por
el bloque préctico-técnico [T, t]: los tipos de problemas o tareas T que se estudian y las técnicas
o los procedimientos T que se construyen para su resolucion, como por el bloque tecnolégico-
teorico [0, ®]: las explicaciones o la tecnologia 6 que permiten entender estas técnicas 1 y los
componentes teoricos ® que, por un lado, dan sentido a los problemas planteados T, por otro
lado, permiten interpretar las técnicas T y, finalmente, fundamentan las descripciones

tecnologicas 0.

Las praxeologias [T, t, 0, ®] u organizaciones matematicas (OM) surgen como respuesta a una
cuestion o a un conjunto de cuestiones problemadticas “cuestiones generatrices” y no tienen
sentido en una ensefianza “monumental” donde el saber ensefiado se presenta como un conjunto
de obras acabadas, incuestionables, de las que se desconocen sus origenes, y el porqué y para
qué de sus conocimientos. Con el objetivo de que estas praxeologias [T, 1, 0, @] tengan sentido
y los saberes no sean “monumentos”, sino herramientas materiales y conceptuales, Utiles para
estudiar y resolver situaciones problemaéticas, existen herramientas didacticas: Actividades de
Estudio y de Investigacion (AEI) y Recorridos de Estudio y de investigacion (REI),

proporcionadas por la TAD.

Respecto a los REI, su objetivo principal es introducir una nueva epistemologia que dé sentido
y funcionalidad al estudio escolar de las matematicas, sustituyendo a los saberes
monumentalistas. EI REI esta formado por un sistema didactico S(X,Y,Qo) en el que un
conjunto de alumnos (X) investigan y estudian, con ayuda de uno o mas profesores (Y) una
cuestion generatriz (Qo) de interés real cuya respuesta no aparece directamente accesible. Para
dar respuesta (R) a esta cuestion generatriz (Qo), se requiere la construccion de herramientas
matematicas (técnicas, nociones, propiedades, etc.), que aparecen con el estudio de diferentes
cuestiones (Qi) derivadas de (Qo). Asi, en el REI, el estudio de Q. se centra en un recorrido

compuesto por varias cuestiones Qi.
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En cambio, en las AEI, la situacion es inversa, no se le da tanta importancia a la cuestion
generatriz Qo, Sino a su respuesta R (el <<saber a ensefiar>>). Asi, el profesor establece de

antemano la praxeologia [T, t, 0, ®] “objetivo” y en base a ella formula la cuestion generatriz
Qo.

Para disefiar un REI o una AEI es preciso apoyarse en un Modelo Epistemologico de Referencia
(MER) que reformula y determina los distintos contenidos por ensefiar, es decir, permite,
observar, analizar y juzgar los diferentes saberes que forman parte del proceso de la
transposicion didactica. Este MER, elaborado por investigadores con base en estudios previos
de algin fendmeno didactico relacionado con alguno de estos contenidos, tiene un caracter
provisional y se revisa constantemente. Ademas, no necesariamente coincide con la praxeologia
[T, 1, 0, @] de la que proviene, aunque se formula en términos proximos a ésta y a la praxeologia

a ensefiar (Bosch y Gascon, 2010).
4.2 Andlisis de los libros de texto desde la TAD

Teniendo en cuenta que el libro de texto es el mediador méas influyente entre el disefio curricular
y la practica docente en el aula, con el objetivo de analizar el saber a ensefiar, se va a estudiar

su descripcién (3.1) desde el enfoque de la TAD.

De esta manera, en las unidades didacticas 5, 6 y 7 del libro de texto se tratan todos los

contenidos que aparecen en el curriculo:

o Iniciacion al lenguaje algebraico.

o Traduccion de expresiones del lenguaje cotidiano, que representen situaciones reales, al
algebraico y viceversa.

o Ellenguaje algebraico para generalizar propiedades y simbolizar relaciones. Obtencién
de formulas y términos generales basada en la observacion de pautas y regularidades.
Valor numérico de una expresién algebraica.

o Operaciones con expresiones algebraicas sencillas. Transformacion y equivalencias.
Identidades. Operaciones con polinomios en casos sencillos.

o Ecuaciones de primer grado con una incognita (métodos algebraico y grafico) y de
segundo grado con una incognita (método algebraico). Resolucidn. Interpretacion de las
soluciones. Ecuaciones sin solucion. Resolucion de problemas.

o Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Métodos algebraicos de
resolucion y metodo grafico. Resolucion de problemas.
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Sin embargo, es un contenido en el que el conocimiento matematico aparece como un conjunto
de enunciados, reglas y procedimientos aislados. Ademas, su estructura es prescriptiva: parte
de las definiciones de los conceptos con la concrecion de algin ejemplo y, a continuacion,
plantea ejercicios para que se practique lo que se acaba de exponer. Esta estructura, no hace
sino mas que incitar a la exposicion magistral y al aprendizaje memoristico, dando a entender

que la comprension de los conocimientos no tiene ningun tipo de sentido.

Dicho lo anterior, esta claro que las matematicas no se conciben como un instrumento con el
que se pueda interpretar la realidad. Pero, ¢seran factibles, en este sentido, los objetivos
generales del curriculo?, teniendo en cuenta el REAL DECRETO 1631/2006, de 29 de
diciembre, por el que se establecen las ensefianzas minimas correspondientes a la Educacion
Secundaria Obligatoria, los objetivos de las matematicas en la Educacion Secundaria

Obligatoria vienen dados por:

1. Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje y modos de
argumentacion las formas de expresion y razonamiento matematico, tanto en los procesos
matematicos o cientificos como en los distintos &mbitos de la actividad humana.

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matematicos,
elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los resultados utilizando
los recursos mas apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor: utilizar
técnicas de recogida de la informacion y procedimientos de medida, realizar el analisis de
los datos mediante el uso de distintas clases de nimeros y la seleccién de los calculos
apropiados a cada situacion.

4. ldentificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos, graficos, calculos,
etc.) presentes en los medios de comunicacion, Internet, publicidad u otras fuentes de
informacion, analizar criticamente las funciones que desempefian estos elementos
matematicos y valorar su aportacién para una mejor comprension de los mensajes.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que se presentan en la vida cotidiana, analizar
las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a la belleza que generan
al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada los distintos medios tecnoldgicos (calculadoras, ordenadores,
etc.) tanto para realizar calculos como para buscar, tratar y representar informaciones de
indole diversa y también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que se plantean en la vida cotidiana de acuerdo con modos
propios de la actividad matematica, tales como la exploracion sistematica de alternativas, la
precision en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista o la perseverancia
en la busqueda de soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la identificacion
y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos y valorando la
conveniencia de las estrategias utilizadas en funcion del analisis de los resultados y de su
caracter exacto o aproximado.
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9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar confianza en la
propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito y adquirir un nivel de autoestima
adecuado que le permita disfrutar de los aspectos creativos, manipulativos, estéticos y
utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van adquiriendo
desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma creativa, analitica y critica.

11. Valorar las mateméticas como parte integrante de nuestra cultura, tanto desde un punto
de vista historico como desde la perspectiva de su papel en la sociedad actual y aplicar las
competencias matematicas adquiridas para analizar y valorar fendbmenos sociales como la
diversidad cultural, el respeto al medio ambiente, la salud, el consumo, la igualdad de género
o la convivencia pacifica.

Ahora bien, para determinar si se han alcanzado o adquirido estos objetivos en el proceso de

ensefianza-aprendizaje, en el mismo decreto se dispone de los siguientes criterios de evaluacion:

1. Utilizar nimeros enteros, fracciones, decimales y porcentajes sencillos, sus operaciones y
propiedades, para recoger, transformar e intercambiar informacion y resolver problemas
relacionados con la vida diaria.

2. ldentificar relaciones de proporcionalidad numérica y geométrica y utilizarlas para
resolver problemas en situaciones de la vida cotidiana.

3. Utilizar el lenguaje algebraico para simbolizar, generalizar e incorporar el planteamiento
y resolucién de ecuaciones de primer grado como una herramienta méas con la que abordar y
resolver problemas.

4. Estimar y calcular longitudes, areas y volumenes de espacios y objetos con una precision
acorde con la situacién planteada y comprender los procesos de medida, expresando el
resultado de la estimacion o el calculo en la unidad de medida méas adecuada.

5. Interpretar relaciones funcionales sencillas dadas en forma de tabla, grafica, a través de
una expresion algebraica o mediante un enunciado, obtener valores a partir de ellas y extraer
conclusiones acerca del fendmeno estudiado.

6. Formular las preguntas adecuadas para conocer las caracteristicas de una poblacién y
recoger, organizar y presentar datos relevantes para responderlas, utilizando los métodos
estadisticos apropiados y las herramientas informaticas adecuadas.

7. Utilizar estrategias y técnicas de resolucion de problemas, tales como el analisis del
enunciado, el ensayo y error sistematico, la division del problema en partes, asi como la
comprobacion de la coherencia de la solucion obtenida, y expresar, utilizando el lenguaje
matematico adecuado a su nivel, el procedimiento que se ha seguido en la resolucion.

Para poder relacionar estos criterios de evaluacion con los objetivos anteriormente propuestos,

se va a realizar la siguiente Tabla,

Tabla 1

Relacion entre los objetivos generales y los criterios de evaluacion
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Objetivos de matematicas en la etapa de Educacion Secundaria

Obligatoria

Criterios de

evaluacion

1. Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje y
modos de argumentacion las formas de expresion y razonamiento
matematico, tanto en los procesos matematicos o cientificos como en los

distintos &mbitos de la actividad humana.

1,2,3,4,5,6
y7

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en
términos matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para

abordarlas y analizar los resultados utilizando los recursos mas apropiados.

1,2,3,4,5,6
y7

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla
mejor: utilizar técnicas de recogida de la informacion y procedimientos de
medida, realizar el andlisis de los datos mediante el uso de distintas clases

de numeros y la seleccién de los calculos apropiados a cada situacion.

1,2,4,5 6y

4. Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos,
graficos, célculos, etc.) presentes en los medios de comunicacion, Internet,
publicidad u otras fuentes de informacién, analizar criticamente las
funciones que desempefian estos elementos matematicos y valorar su

aportacion para una mejor comprension de los mensajes.

1,2y5

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que se presentan en la vida
diaria, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan al tiempo que estimulan la creatividad e

imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada los distintos medios tecnoldgicos
(calculadoras, ordenadores, etc.) tanto para realizar calculos como para
buscar, tratar y representar informaciones de indole diversa y también como

ayuda en el aprendizaje.

1,2,5,6y7

7. Actuar ante los problemas que se plantean en la vida cotidiana de acuerdo
con modos propios de la actividad matematica, tales como la exploracién
sistematica de alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad para

modificar el punto de vista o la perseverancia en la basqueda de soluciones.

1,2y7
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8. Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y
la identificacién y resolucién de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en

funcion del analisis de los resultados y de su caréacter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar
confianza en la propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito y adquirir
un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos

creativos, manipulativos, estéticos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se
van adquiriendo desde las distintas &reas de modo que puedan emplearse de

forma creativa, analitica y critica.

1,2,3,4,5,6
y7

11. Valorar las matematicas como parte integrante de nuestra cultura, tanto
desde un punto de vista historico como desde la perspectiva de su papel en
la sociedad actual y aplicar las competencias matematicas adquiridas para
analizar y valorar fendmenos sociales como la diversidad cultural, el respeto
al medio ambiente, la salud, el consumo, la igualdad entre los sexos o la

convivencia pacifica.

1,2,3,4,5,6
y7

Nota. Elaboracién propia.

Donde, desde el punto de vista del &lgebra, destacan los criterios 3 y 7 de evaluacion, que no

permiten alcanzar los objetivos generales 4 y 5. Pero, ¢ permiten alcanzar al resto? Para ello, se

procede a los criterios de evaluacidn especificos del bloque de contenidos 1 Procesos, métodos

y actitudes en matematicas y 2 Numeros y Algebra propuestos en el Real Decreto 1105/2014,

de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria

Obligatoria y del Bachillerato.

Criterios de evaluacion del bloque de contenidos 1:

1. Expresar verbalmente, de forma razonada el proceso seguido en la resolucion de un

problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resoluciéon de problemas, realizando

los calculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.

4. Profundizar en problemas resueltos planteando pequefias variaciones en los datos, otras

preguntas, otros contextos, etc.
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6. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos, funcionales, estadisticos o probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones problematicas de la realidad.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer matematico.
9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucién de situaciones desconocidas.

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello para situaciones similares
futuras.

11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de forma autdonoma, realizando
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos, haciendo representaciones graficas,
recreando situaciones matematicas mediante simulaciones o analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayuden a la comprension de conceptos matematicos o a la
resolucion de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacion y la comunicacion de modo habitual en el
proceso de aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando informacién relevante en
internet o en otras fuentes, elaborando documentos propios, haciendo exposiciones y
argumentaciones de los mismos y compartiendo éstos en entornos apropiados para facilitar
la interaccion.

Que se concretan mas en los estandares de aprendizaje:

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la resolucion de un

problema, con el rigor y la precision adecuados.
2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas.

Observacion: La estructura de los enunciados de los problemas es totalmente rigurosa y

clasica, sin dar lugar a la interpretacion.

2.4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento en la resolucion de problemas,

reflexionando sobre el proceso de resolucion de problemas.

Observacion: Se incluyen contextos referidos a areas distintas a las matematicas, aunque en
mucho menor medida que aquellas que se refieren exclusivamente a &mbitos propios de las
matematicas. No obstante, en cualquiera de los casos, no se utiliza ningln tipo de proceso

de razonamiento en la resolucion de problemas.

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos: revisando el proceso de resolucion y los
pasos e ideas importantes, analizando la coherencia de la solucién o buscando otras formas de

resolucion.

Observacion: Los problemas se resuelven siguiendo algunos pasos de Polya pero sin hacer
interpretaciones de resultados obtenidos, ni planteando problemas que supongan un

verdadero reto.
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4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto: variando los datos, proponiendo
nuevas preguntas, resolviendo otros problemas parecidos, planteando casos particulares 0 mas

generales de interés, estableciendo conexiones entre el problemay la realidad.

Observacion: A partir de una actividad resuelta, se plantea una nueva actividad variando

una operacion ‘+’ por ‘-’

Deduce la férmula del cuadrado de un trinomio:
(a+b+c)
Obtenemos la formula realizando el producto:

(g+b+cP=(@+b+c)o+b+c)=
=a’+ab+ac+ba+b’ +bc+cotchtc’=
=a”+ b+’ +2ab + 2ac + 2bc

Par tanto, el cuadrado de un trinomio es igual a la suma
de los cuadrados de cada término mas la suma de todos
los dobles productos posibles.

Utiliza la formula del ejercicio anterior para hallar una
& férmula para calcular (a—b+¢)’. Ten en cuenta que

(o—b+cP=la+(-b)+cf.

Figura 19. Actividad resuelta. Fuente (Nieto et al., 2016, p. 111).

6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad, susceptibles de contener problemas de

interés.

Observacion: No se identifican situaciones problematicas de la realidad, se traducen las

situaciones que se plantean en los enunciados verbales.

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo matematico:
identificando el problema o problemas matematicos que subyacen en él y los conocimientos

matematicos necesarios.

El espacio recorrido por un mévil en funcién del tiempo

se obtiene mediante la siguiente expresion algebraica: ObSEI’V&CI()n: NO se establecen COI"IGXIOnES entre un problema

1
S(0) - 4ty < I donde t se mide en segundos y s se mide
5

del mundo real y del mundo matematico.

a) /Qué tipo de expresion «

Por ejemplo, en este ejercicio, en el apartado a) se especifica
el tipo de conocimiento matematico necesario para resolver el

problema del mundo real.

Figura 20. Problema. Fuente (Nieto et al., 2016, p.112).

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas: esfuerzo, perseverancia,

flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.
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8.2. Se plantea la resolucion de retos y problemas con la precision, esmero e interés adecuados
al nivel educativo y a la dificultad de la situacion.

Observacion: ¢Se proponen retos? ¢los problemas son de interés?

9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de problemas, de investigacion y de
matematizacion o de modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas y su

conveniencia por su sencillez y utilidad.

Observacion: ¢Hay en algin momento investigacion o modelizacion en los procesos de

resolucion de problemas?

96.Un coche consume 6,5 L de gasolina por cada 100 km
3 recorridos.

a) ;Cudnto consume por cada kilometro recorrido?

b)Calcula el consumo del coche si recorre 20 km, 50 km Por ejemplo, en este ejercicio, donde el objetivo es ||egar

y 200 km

¢) Escribe una expresion algebraica que permita hallar el

consumo de gasolina segin ls kiometros recorrdos a la expresion algebraica que permite hallar el consumo
S de gasolina segun los kilébmetros recorridos x (apartado

C)), se establece un camino a seguir (apartado a) y b)).

Figura 21. Problema. Fuente (Nieto et al., 2016, p.112).

10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los procesos desarrollados, valorando la

potencia y sencillez de las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras similares.

Observacion: No se reflexiona sobre los problemas resueltos.

Construccion de cajas

ajas que tienen unas dimensiones espe
abiendo la superficie de cartén que se ha

n de problemas con
e debes

plan
grado. Una de las dos solucions

Resolucién La superficie total de |a caja de la figura
— Pasol . es 404 cm®. Calcula el valor de la arista x
) @ =

Enunciado

[ Muevo ejercicio

Usa esta aplicacién y responde:

uekto el problema re:

Figura 22. Fuente (Nieto et al., 2016, versién digital).
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11.2. Utiliza medios tecnolégicos para hacer representaciones graficas de funciones con

expresiones algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y cuantitativa sobre ellas.

Resolucion de sistemas. Método grafico

En esta aplicacidn podrds representar grificamente un sistema de dos ecuaciones lineales para calcular su
solucién, aungue este método no es tan preciso como los métodos de sustitucidn, igualacidn o reduccidn.

El métedo consiste simplemente en dibujar las rectas v ver en gué punto se cortan. Las coordenadas (x, y) de ese
punto seran la solucidn del sistema.

Instrucciones de uso:

Debes usar coeficientes enteros. Si hay denominadores multiplica toda la ecuacidn por ellos para
eliminarlos.

Para introducir Iz primara ecuacidn del sistema ascribe a1: acuacidn en |2 barra de Entrada. Por ejempla:
el: 2x— 3y =13

Haz lo mismo con la segunda ecuacidn, pero esta vez utiliza e2: ecuacién. Por ejemplo:
e 3x—y=1

Para recuperar las ecuaciones intreducidas en la barra de Entrada, sitdate en ella v utiliza las teclas 1 v [.

Entrada:

Usa la aplicacion y responde:

i

Comprueba que |as coordenadas del punto de corte cumplen las dos ecuaciones del sistema. éPor qué?

Introduce otras ecuaciones y compruebz gue, en todos los casos, el punto de corte cumple las dos
ecuaciones del sistema.

Introduce el sistema el: x + 2y = 1 82: 2x + 4y = 2 iQué sucede? iPor qué?

Introduce el sistema el: x + 2y =1  82: x + 2y = 3 iQué sucede? iPor qué?

Figura 23. Fuente (Nieto et al., 2016, version digital).

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para estructurar y mejorar su proceso de

aprendizaje recogiendo la informaciéon de las actividades, analizando puntos fuertes y débiles

de su proceso académico y estableciendo pautas de mejora.

Observacion: En el libro se proponen recursos interactivos de autoaprendizaje para el

alumno como, por ejemplo,
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Areas y expresiones algebraicas

Se proponen tres tareas gue relacionan expresiones algebraicas con 2l drea de figuras geométricas.
Empezaremos con &l botdn marcado con [Seis| activado.

En cada uno de los ejercicios |a aplicacidn te da el lado del cuadrado y te pregunta por el drea de las composiciones
gus te presentz a lz derecha. Introduce el valor del drea en lz casilla reg- a0 v despuds pulsa sobre

(Cambia el valor del lado) para responder 2 |a pregunta con una nueva medida.

—— ~
(seis ] (Tres) [ Rectanguio ~
2(3x%) = 6x*
X
. |— 1o x4 x40 5 =6 3(2:(2):6:(2

2 (2x 4 %) /2= (Ax % %)/2 = 22

f R By

Si el lado del cuadrado
mide 10, el drea de las
figuras sera:

4x+ x? +x2 = 6x°

Area=0

] 6x® — x* 4+ x* = 6
Revisa tu respuesta

| Cambia el valor del lado |

B P4 xP 2 4 x2 =67

Usa la aplicacion y responde:

1. [Seis| Propone varias composiciones de figuras cuya drea se puede expresar de forma simplificada con la

expresion 6x2: la primera con seis cuadrades adosados en linea, |z segunda forma un rectdngulo 3x2 v
varias con compesiciones de cuadrados y tridngulos. En cada caso se muestrz una forma de llegar 2 |z
expresion.

ra

Tres Tienes varias composiciones y debes encontrar una explicacién para comprobar que el drea de cada

figura se puede expresar con la exprasién 3.
Utiliza |as estrategias del zpartade anterior: descomponer en poligonos mas sencilles, tomar una regién
mas grande y quitar una parte de ella y otras ideas que se te puedan ocurrin

3. |Rectangulo: La propuestz de trabajo es del mismo tipo gue la rezlizadz en el apartado anterior, con |z

dificultad afiadida de sustituir los cuadrados por rectdngulos de base x y altura y. Las construcciones
tendrdn un drea de 4.

Figura 24. Fuente (Nieto et al., 2016, version digital).

¢Se mejora asi el proceso de aprendizaje?

Criterios de evaluacion del bloque de contenidos 2:

6. Analizar procesos numeéricos cambiantes, identificando los patrones y leyes generales que
los rigen, utilizando el lenguaje algebraico para expresarlos, comunicarlos, y realizar
predicciones sobre su comportamiento al modificar las variables, y operar con expresiones

algebraicas.

7. Utilizar el lenguaje algebraico para simbolizar y resolver problemas mediante el
planteamiento de ecuaciones de primer, segundo grado y sistemas de ecuaciones, aplicando

para su resolucion métodos algebraicos o graficos y contrastando los resultados obtenidos.
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Que se concretan mas en los estandares de aprendizaje:

6.1. Describe situaciones o enunciados que dependen de cantidades variables o desconocidas y

secuencias logicas o regularidades, mediante expresiones algebraicas, y opera con ellas.

Observacion: No se describen situaciones, se traducen los enunciados al lenguaje

algebraico. Tampoco hay actividades relacionadas con secuencias logicas.

¢Opera con las expresiones algebraicas?...

La base de un rectdngulo mide 2 cm mds que la allura. . , -
Expresa su perimelro en funcion de la allura, x Se real Izan IOS CalCuIOS Correspondlentes

S0 o altura del rectingulo mide x, la base mide x4 2

El peeimetro es: Plx) = 28 4 Ax 4 2) = 254 204 A= hig 4 4

Figura 25. Fuente (Nieto et al., 2016, p.108).

6.2. Identifica propiedades y leyes generales a partir del estudio de procesos numéricos
recurrentes o cambiantes, las expresa mediante el lenguaje algebraico y las utiliza para hacer

predicciones.

Observacion: No se identifican propiedades ni leyes generales.

Si Plx)=6a'+6x-5 ¥ Ofx)=-3n'-6x+9, realiza
' las siguientes operaciones.

) PLa) 1 00x) 9 PUx) +A) Se deducen propiedades en casos concretos.

b) (x) & Plx) e} Pla)+ Pla)+Qx)

c) Plx)— =) 1) Ple)+ Q=)+ Plx)

Figura 26. Fuente (Nieto et al., 2016, p.101).

Por ejemplo, en este ejercicio,

a) P(x)+Q(x)=(6x>+6x-5)+(-3x>—6x+9)=3x>+4

b) Q(x)+P(x)=P(x)+Q(x)=23x*+4

¢) P(x)-Q(x)=(6x>+6x-5)—(-3x>—6x+9)=9x>+12x 14

d) P(x)+P(x)=(6x>+6x-5)+(6x*+6x-5)=12x> +12x-10

e) P(x)+P(x)+Q(x)=[P(x)+P(x)] + Q(x)=12x> +12x =10 +(-3x> —6x + 9) = 9x* + 6x —1

f) P(x)+Q(x)+P(x)=P(x)+P(x)+Q(x)=9x*+6x -1

se tiene que P(x) + Q(x) = Q(x) + P(x) y que P(x) + P(x) + Q(x) = P(x) + Q(x) + P(x)
Yy, por tanto, en este caso en concreto, se cumple la propiedad asociativa de polinomios.

Pero, ¢de manera general? ;se cumple siempre la propiedad asociativa de polinomios?
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6.3. Utiliza las identidades algebraicas notables y las propiedades de las operaciones para

transformar expresiones algebraicas.

Observacion: No se utilizan las identidades notables, se desarrollan. Tampoco se utilizan

las propiedades de las operaciones, se opera y simplifica.

Desarrolla, opera y simplifica
||

a) (x4 3) (20 -3)

b) (5 4 260587 — 2x)— (5

) bbb} (e~ BY 4 (a4 o — )

Figura 27. Fuente (Nieto et al., 2016, p.105).

7.1. Comprueba, dada una ecuacion (o un sistema), si un numero (0 nameros) es (son)

solucién de la misma.

Observacion: Se comprueba, dada una ecuacién, si un namero (también dado) es solucion

de la misma.

Comprueba, en cada caso, que el valor de x propuesto
4 es solucidn de la ecuacién.

a) 3x’ —5x+2=0,parax=1

b) A3x—5)—4x=—6, parax =2

c]z_—fl—2x=—?. parax=
3

[FVR I N

d) 3% + x—2=0, para x=
Figura 28. Fuente (Nieto et al., 2016, p.97).

7.2.  Formula algebraicamente una situacion de la vida real mediante ecuaciones de primer y
segundo grado, y sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas, las resuelve e interpreta

el resultado obtenido.

Observacion: Se traducen al lenguaje algebraico enunciados verbales de la vida real en los
que intervienen ecuaciones de primer y segundo grado, no se formula algebraicamente una

situacion de la vida real mediante ecuaciones de primer y segundo grado.

9.Marisa tiene 43 afios y tres hijos. El pequefio tiene

Y 2 afios menos que el mediano y este, tres afios menos
que la mayor. Calcula sus edades sabiendo que dentro
de 3 afios la suma de las edades de los hijos serd igual
a la edad gue tendra la madre.

Figura 29. Fuente (Nieto et al., 2016, p.103).

En lo visto, los libros de texto no ayudan a la consecucion de los objetivos generales, pues, son
unos objetivos generales flexibles que requieren experimentacion y ensefianza por
descubrimiento. Permitiendo de esta manera un aprendizaje de las matematicas en relacion con

otros contenidos que pueden ser matematicos o no.
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4.3 Un modelo epistemologico de referencia (MER) del algebra como instrumento de

modelizacion

La introduccion al algebra y su estudio en la ensefianza secundaria se sigue abordando, hoy en
dia, como una aritmética generalizada, esto es, un calculo con letras, si atendemos a las
propuestas que aparecen en los libros de texto, considerados fuente de los saberes matematicos:
“el libro de texto ofrece una concepcion legitimada del saber a ensefiar” (Chevallard, 1991,
p.11).

No obstante, segun Bolea, Bosch y Gascdn (2001), el algebra deberia de ser interpretado como
un instrumento de modelizacion de praxeologias u organizaciones matematicas (OM), o como
un instrumento de modelizacion de sistemas intra-matematicos o extra-matematicos (Ruiz-
Munzon et al.,, 2010). De esta manera, con base en la TAD, se construye un modelo
epistemoldgico de referencia (MER) del algebra con el fin de hacer posible la génesis escolar
del instrumento algebraico. Este MER se construye en torno a los problemas aritméticos y a las
sucesivas praxeologias [T, 1, 0, ®] de complejidad creciente, distinguiendo tres etapas o niveles
del proceso de algebrizacion elemental de la actividad matematica. Se describe, a continuacion,

las tres etapas propuestas de dicho proceso (Ruiz-Munzon et al. 2010).
4.3.1 Primera etapa del proceso de algebrizacién

Se consideran inicialmente los problemas aritméticos, en su acepcién mas clasica, como
aquellos que partiendo de los datos, normalmente medidas de magnitudes, se pueden resolver
ejecutando una cadena de operaciones aritméticas (+, -, X, /, etc.) y que, siguiendo la propuesta
de Chevallard (2004), denominamos programa de calculo aritmético —PCA—, para expresar

la secuencia de operaciones que permiten calcular la cantidad incdgnita.

Asi, se va a identificar la primera etapa del proceso de algebrizacion como aquella que requiere
pasar de un sistema inicial S a un sistema M1, donde S es el sistema formado por los problemas
aritméticos que se pueden resolver mediante la ejecucién de un PCA en forma verbal (retérica)
y el patron de analisis-sintesis (1), considerando tanto las propiedades de las magnitudes y de
los diferentes sistemas de numeros utilizados para su medida como las operaciones y relaciones
entre ellos (0) y Mz es el sistema formado por problemas que se pueden resolver mediante la
ejecucion de un PCA del tipo P(x, au,..., ax) en forma escrita (simbdlica) con la necesidad de

nuevas técnicas (t), esencialmente de “simplificacion”.
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S: OM en torno a los problemas M:: Problemas que requieren la manipulacion

aritméticos + PCA (eN oM | s—) escrita de PCA del tipo P(x, ai,..., a) +
retorica) + patron analisis-sintesis técnicas de escritura y de simplificacion de

expresiones algebraicas.

Figura 30. Primera etapa del proceso de algebrizacion. Adaptado de (Ruiz-Munzén, 2010, p. 22).

El paso de un PCA en formulacion retdrica a un PCA en formulacion simbolica requiere escribir
la cadena de operaciones en una Unica linea, explicitando su estructura de forma global y, por
tanto, considerando su jerarquia de operaciones, sus reglas del uso de paréntesis y sus

propiedades de relacion (6).

Un ejemplo de un problema aritmético en el sistema inicial S, resoluble mediante el patron de

analisis-sintesis es:

Inés piensa un numero, le suma 2000, divide su resultado por 10, le resta 200 y
multiplica su resultado por 20. Si su resultado final es 60, ¢qué nimero habia pensado

Inés?

Este problema se puede resolver de manera verbal como: antes de llegar al resultado final 60,
el resultado era 60 / 20 = 3; antes de restar 200, el resultado era 3 + 200 = 203; antes de dividir
entre 10, el resultado era 203 - 10 = 2030; y antes de sumar 2000 el namero pensado era

2030 — 2000 = 30. De modo que, el nimero que habia pensado Inés era 30.
Ademas, este problema se puede escribir como un PCA:

PCA (60, 20, 200, 10, 2000) = (((60 / 20) + 200) - 10) — 2000 =

= ((3 +200) - 10) — 2000 = (203 - 10) — 2000 = 2030 — 2000 = 30.
donde, la respuesta del problema es el resultado que se obtiene al ejecutar el PCA.

La escritura del patrén de analisis-sintesis seria:

Sintesis

e———
-2000 x 10 +200 120
((Z + 200) - 10)-2000 fmmm (% + 200)‘ 10 = %*EOO % .
| H |
n A B ( D
+2000 110 -200 x 20
Analisis
e

Figura 31. Patron analisis-sintesis. Nota: elaboracion propia.
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donde, C = 3, B =203, A = 2030 y n, el nimero pensado por Inés, es 30.
Ahora, si a este problema se le plantean cuestiones de naturaleza tecnolégica como:

Inés piensa un namero, le suma 2000, divide su resultado por 10, le resta 200 y
multiplica su resultado por 20. ¢ Qué relacidn hay entre el nimero inicialmente pensado

por Inésy el resultado obtenido después de realizar todas las operaciones?

Observamos que ahora el resultado no es un nimero, sino una relacion, y también los datos se
expresan mediante una relacion, por lo que ya no es posible una resolucién aritmética. Esto es
lo que caracteriza, esencialmente, a los problemas que se sitian en la primera etapa del proceso

de algebrizacién y en la organizacion matematica designada con M.

Por otra parte, es dentro de este nivel M1 donde se encuentran aquellos problemas cuya
resolucion requiere resolver una ecuacion para la que la incognita se encuentra, solamente, en
uno de los dos miembros. En estos casos, normalmente se necesitaran las técnicas de
simplificacion, pero no las de cancelacién, que supondran el paso al segundo nivel de

modelizacion algebraica.
4.3.2 Segunda etapa del proceso de algebrizacion
El paso a la segunda etapa del proceso de algebrizacion se identifica con la necesidad de igualar
dos PCA con los dos mismos argumentos no NUMEricos X1y Xo:
P1 (X1, X2, a1, ..., &) = P2 (X1, X2, by, ..., bs)

Para su resolucion, hay que manipular una igualdad como un nuevo objeto matematico
(ecuacion), lo que requiere nuevas técnicas, las “técnicas de cancelacion”, con las que obtener
ecuaciones equivalentes y no tnicamente PCA equivalentes como ocurria con las “técnicas de

simplificacion” de la primera etapa.

M2: OM en torno a problemas que
requieren unaigualdad entre dos PCA con
los mismos argumentos no numéricos +
técnicas de cancelacion.

Mi: OM en torno a problemas que
requieren un PCA en forma simbolica + | sy
nuevas técnicas (simplificacion).

Figura 32. Segunda etapa del proceso de algebrizacion. Adaptado de (Ruiz-Munzon, 2010, p. 22).

Un caso particular en M2 surge cuando los PCA s6lo tienen un mismo argumento no numeérico

(x1), esto es, cuando los problemas son resolubles mediante ecuaciones con una incognita.
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P1 (X1, a1... ak) = P2 (X1, b1... bs)

Y es esta OM donde se encuentra la razon de ser del algebra elemental, segln el curriculo

oficial.

Por tanto, la actividad matematica en torno a las ecuaciones con una incégnita se sitGa entre la
primera etapa —ecuaciones con una incognita que no requieren del uso de técnicas de
cancelacién—, y la segunda etapa. Dicha actividad se considera como un caso muy particular
de la actividad en torno a las ecuaciones con dos incognitas que se sita plenamente en la

segunda etapa del proceso de algebrizacion.

Un ejemplo de problema situado en este segundo nivel se puede conseguir a partir de algunas
modificaciones del problema anterior:

Inés piensa dos numeros diferentes y realiza dos calculos. En primer lugar, al nimero
menor lo multiplica por 2000, al mayor lo multiplica por 10 y al resultado de la resta
de esas dos multiplicaciones le suma 200. En segundo lugar, multiplica por 20 la
diferencia entre ambos nameros. Si el resultado de las dos secuencias de operaciones

coincide, ¢qué relacion es posible entre ambos nimeros?

En este caso ya no sera suficiente con escribir un PCA de forma simbdlica y utilizar técnicas
de simplificacion, pues, se tienen dos PCA con dos mismos argumento no numéricos n 'y m.
Asi, se necesitaran nuevas técnicas del sistema M2 que se situaran en la segunda etapa del

proceso de algebrizacion.

Escribiendo en forma simbolica cada uno de los PCA y tomando n como el nimero menor y m

como el nimero mayor, se tiene,
PCA: (n, 2000, m, 10, 200) = 2000n — 10m + 200
PCA:2 (20, n, m) =20 (m —n) = 20m — 20n.

De esta manera, no conocemos el resultado numérico de ejecutar cada uno de los programas de
calculo pero si se puede expresar la condicion del problema si el resultado de las dos secuencias

de operaciones coincide, como una igualdad entre dos PCA:
2000n — 10m + 200 = 20m — 20n

que para responder a la cuestion sobre la posible entre ambos nimeros necesita nuevas técnicas

“de cancelacion”. En consecuencia,

2000n — 10m + 200 + 20n = 20m — 20n+ 20n = 2020n —10m + 200 = 20m;
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2020n —10m + 200 + 10m=20m + 10m = 2020n + 200 = 30m;

2020n + 200 — 200 = 30m — 200 = 2020n= 30m — 200;

2020n  30m - 200 30m - 200
= = = —_—
2020 2020 n 2020

se obtiene una relacion entre las variables n y m que permite dar respuesta a la pregunta

planteada en el problema.
4.3.3 Tercera etapa del proceso de algebrizacion

Finalmente, la tercera etapa del proceso de algebrizacion se identifica con el momento en el que
aparece, a través de cuestiones relacionadas tanto con el estudio sobre la variacién conjunta de
dos 0 mas variables sobre el PCA, como con la existencia y unicidad de soluciones o con la
razon de ser alternativa del algebra elemental en secundaria como instrumento de modelizacion,

la necesidad de no limitar el nimero de variables y de no hacer distincion entre incognitas y

parametros.
Mz2: OM en torno a problemas que Ms: Problemas que requieren el uso de
requieren una igualdad entre dos PCA CON | e una férmula algebraica + técnicas para
los mismos argumentos no numéricos + estudiar como depende cada variable de
técnicas de cancelacion la formula de las restantes.

Figura 33. Tercera etapa del proceso de algebrizacién. Adaptado de (Ruiz-Munzén, 2010, p. 22).

Ahora se requiere una fuerte generalizacién del célculo ecuacional y, dependiendo del
problema, o del PCA que lo simboliza, aparecen formulas dificiles de analizar si solo se dispone
de las técnicas algebraicas, por lo que no abordaremos ahora el estudio en este nivel de

modelizacion algebraica.

5. Una propuesta didéactica de introduccion al algebra en Secundaria.

En Ruiz-Munzon (2010) se plantea un dispositivo didactico, en particular una Actividad de
Estudio e Investigacion (AEI) para la introduccion del instrumento algebraico basada en el
MER que, brevemente, se acaba de describir. Se parte del sistema relativo a los problemas
aritméticos, en concreto a una parte S de este sistema como es la de los problemas cuya
estructura se puede asociar a un programa de célculo aritmético (PCA) y que, después de

simplificado, toma la forma:

PCA(n,a:...ag=an+b
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La puesta en funcionamiento de la AEI se plantea a partir de juegos que propone un mago en
torno a “las adivinanzas”, y se desarrolla en distintas sesiones que se realizan en las clases de
matematicas de segundo de ESO: los juegos de matemagia (ver ANEXO I). A partir de los
juegos que “el mago” plantea, se va a posibilitar que los alumnos realicen un proceso de estudio
donde el instrumento algebraico va a emerger como necesario para poder resolver diferentes
cuestiones que surgen a lo largo de la elaboracion de las respuestas por parte de los alumnos.
De aqui en adelante se detallaran cada una de las sesiones que se plantean como propuesta

didactica para la introduccion del algebra en secundaria, en las que el profesor hara de mago.
6.1.1. Primera sesion

El objetivo de esta primera sesion (en el aula normal de clase, sin calculadora) es que los
alumnos, mediante la adivinanza de los trucos de magia (hoja 1 y 2, ANEXO 1), escriban las
operaciones realizadas. Para ello, el profesor les da como indicacion: escribid las operaciones
“paso a paso” utilizando el signo = (en este caso, los alumnos comprobaran con los nimeros
elegidos por ellos, ya que no pueden hacerlo de otra manera). Y, tras un trabajo de
comprobacion y de escritura, el profesor, con la intencion de que los alumnos adivinen el truco,
les ayuda diciendo: para adivinar el truco debeis de escribir las operaciones “en linea” pero

sin realizarlas.
6.1.2. Segunda sesion

En la segunda sesion, con el fin de realizar escrituras en “una sola linea” con el software
matematico Wiris, se va a ir al aula de informatica. Alli, el alumno con la utilizacion de Wiris
se dara cuenta de la importancia que tiene el uso del paréntesis en la jerarquizacion de

operaciones: sin los paréntesis no se pueden explicar los trucos.
6.1.3. Tercera sesion

En la tercera sesion el objetivo es que los alumnos sean capaces de explicar, para cualquier
namero, como funciona el truco de magia (emergiendo la nocion de “variable™). Asi, aparece
la posibilidad de “no operar” con el nimero pensado para poder adivinar el truco. En este
sentido, los alumnos empiezan por “encuadrar’” el nimero que han pensado y mas tarde escriben

solo el simbolo del cuadrado vacio “[J”.
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6.1.4. Cuarta sesion

En la cuarta sesién, debido a las dificultades que presentan los alumnos con la propiedad
distributiva, con el manejo del simbolo “ O ” y con los numeros negativos, Se continda

trabajando en las hojas 1y 2 (ver ANEXO 1), pero de una manera mas exhaustiva.

Tras estas cuatro primeras sesiones, donde se trabaja la hoja 1 y 2 de problemas (ver ANEXO
1), lo que se pretende es el paso de un PCA verbal a un PCA escrito valido para cualquier

numero, es decir, la organizacion matematica M1. Un ejemplo de ello es:

Piensa un nimero, sumale 2000, divide el resultado por 10, réstale 200 y multiplica el

resultado por 20. jTe da el doble del nimero pensado!

donde la utilizacién del patrén andlisis-sintesis,

Sintesis
]
- 2000 x 10 +200 : 20
n 2n 2Zn . n
((E + 200] - 10)-2000 — (5 + 200)- 10— 5+200 > ¢ 2n
| | | | |
n A +» B » C * D
+ 2000 : 10 - 200 x 20
Analisis
'}

requiere, ademas de nuevas técnicas, una manipulacion escrita que responda a la pregunta
¢como se explica el truco de magia que utiliza el mago? En este sentido, ya no sirve el sistema
inicial considerado, se necesita una nueva OM, en la cual, sera interesante recurrir a la escritura
del truco de magia como PCA “expresion algebraica”, pues, permite realizar la sintesis directa

del problema, sin tener que recurrir al analisis:

n+2000
10

n+2000
10

n+2000
10

+ 2000 : 10 - 200 x 20

N — 02000  — ) ( )—200 ) (( )—200)-20

se obtiene asi la igualdad PCA (n, 2000, 10, 200, 20) = (((n + 2000) / 10) — 200) - 20. Cuya

resolucion aritmética, por ejemplo:
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3+2000

si el nmero pensado es el 3, PCA (3, 2000, 10, 200, 20) = ( ( ) - 200) - 20 =6;

10+2000

si el nimero pensado es el 10, PCA (10, 2000, 10, 200, 20) = ( ( ) —200)-20=20,

proporciona siempre el mismo resultado numérico, el doble, independientemente del nimero
pensado inicialmente. Aparece, por tanto, una cuestion tecnoldgica (“;por qué se obtiene
siempre el doble independientemente del nimero pensado?”) que no se puede responder
facilmente con las técnicas aritméticas. De esta manera, se requieren nuevas técnicas. Entonces,

utilizando técnicas de simplificacion,
PCA (n, 2000, 10, 200, 20) = (((n + 2000) / 10) — 200) - 20 = 2n

se obtiene un PCA equivalente donde la variable n (0 como ponen los alumnos “ 0 ) actla

como pardmetro y la incognita 2n corresponde con el resultado de ejecutar el PCA.

En cuanto a la praxeologia [T, t, 6, ®] llevada a cabo en estas cuatro primeras sesiones, se
encuentra formada por un conjunto de juegos de magia (T), en los que el mago intenta adivinar
el resultado sin conocer el nimero pensado. Asi, estos tipos de juegos (T) se pueden agrupar

en:

*PCA (n, ay, ..., a) = a - n, donde n es el nimero pensado y a es un nimero real.
v PCA (n, ay, ..., a) =2 - n(Truco de magia 1(1))
v PCA (n, ay, ..., a) = n (Truco de magia 2(1), 7(1) y 1(2))
v PCA (n, ay, ..., a) = (1/4) - n (Truco de magia 5(1))
v PCA (n, a, ..., a) = (1/2) - n (Truco de magia 6(1))
v PCA (n, ay, ..., a) =4 - n(Truco de magia 8(1))
v PCA(n, ay, ..., ak) =100 - n (Truco de magia 4(2))
* PCA (n, ay, ..., a) = a, donde a es un numero real.
v PCA (n, a, ..., ak) = 75 (Truco de magia 3(1))
v PCA (n, a, ..., ak) = 120 (Truco de magia 3(2))
»PCA (n, ay, ..., a) =a- (n+1), donde a es un numero real y n es el nimero pensado.

v PCA(n, ay, ..., ak) =n+ 1 (Truco de magia 4(1))
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v PCA(n,ay, ...,ak) =12 - (n + 1) (Truco de magia 2(2))
* PCA (n, ay, ..., &) = n—a, donde a es un numero real y n es el numero pensado.
v PCA (n, ay, ..., ak) =n -4 (Truco de magia 5(2))

que necesitan técnicas (1) de simplificacion para su resolucion, justificadas por la jerarquia y

las propiedades de las operaciones y por el uso de paréntesis (tecnologia (6)).

Dicho esto, esta primera etapa de algebrizacion esta representada por aquellos problemas que
se traducen a una formulacion escrita (simbolica) de una secuencia de operaciones en una Gnica
linea, considerando la jerarquia de las operaciones y el uso de paréntesis. Ademas, los datos ya
no son todos numeéricos, aparece alguna incognita. Asi, este tipo de problemas puede ser
traducido como una igualdad del tipo,

PCA (x, az, ..., &), con ai (i =1, ..., k) argumentos numeéricos concretos y x incognita
cuya resolucidn requiere técnicas de simplificacion.

Finalmente, como en este tipo de juegos (T) para descubrir el truco de magia, es imprescindible
el manejo del PCA através de la técnica de simplificacion, esta se convierte en una herramienta

atil para un propoésito determinado, antes que un formalismo matematico.
6.1.5. Quinta sesion

Esta quinta sesion se realiza en el aula de informética con los problemas de la hoja 3 (ver
ANEXO I). Los alumnos, a través de nimeros particulares y de diferentes técnicas, trabajan los
gjercicios que, mas tarde, ponen en comun. Es en esta puesta, donde verifican que los nimeros
elegidos son diferentes ;Como es posible? Para entenderlo, utilizan Wiris. El software impone
la necesidad de reemplazar el simbolo ‘01, puesto que no es reconocido. Surge asi, la necesidad
de sustituirlo por una letra, que es elegida por cada estudiante.

Ademas, se sigue trabajando la simplificacion y, sobre todo, el uso de paréntesis y la posible

eliminacién de algunos de estos, ya que su uso llega a ser excesivo e innecesario.

Por tanto, en esta sesion, se pretende continuar con la escritura simbolica en linea de los PCA,
aunque mas complicados y con adivinanzas equivocadas sobre los resultados esperados. Esto
hara que ellos averigiien si es verdad o no. El nuevo tipo de problema (T) viene dado por:

PCA (n, a, ..., ak) # nimero del mago, por ejemplo,

Piensa un numero sumale el consecutivo, simale 3, multiplica el resultado por 2 y
réstale 8, jTe da 15!
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que planteado como un PCA seria:
PCA(n,3,2,8)=((n+(n+1)+3)-2)—8=4n+8—-8=4n #15.

De esta manera, el objetivo es que desaparezca esa sustitucion de n por nimeros concretos. Es
decir, que se sepa interpretar el juego de magia como un PCA con una incognita y que se sepa

utilizar la técnica de simplificacion para su resolucion.
6.1.6. Sexta sesion

En esta sexta sesion, el objetivo es reforzar la técnica de simplificacion. Para ello, sin la
utilizacion del software Wiris, se continta trabajando con los ejercicios de la hoja 3 (ver
ANEXO 1), donde aln se observa a estudiantes usando: algin ndmero concreto, el simbolo del
cuadrado (la mayoria) o una letra.

Ademas, como deberes para la proxima sesion los estudiantes deberan de inventar nuevos trucos

de magia.
6.1.7. Séptimay octava

El profesor, con el objetivo de reforzar la técnica de simplificacion y el uso de paréntesis,
propone un juego: divide a los alumnos en seis grupos y cada grupo elige dos juegos de los que
han preparado. Cada vez que un grupo es capaz de explicar el truco propuesto por otro grupo
obtiene un punto y si ninguno es capaz de explicar el propio truco propuesto por el grupo,

también este grupo gana un punto.

Durante el juego, algunos trucos son imposibles de explicar (requieren la introduccién de
técnicas desconocidas) mientras que otros se explican sin dificultad. Ademas, un grupo propone
un juego que ninguno de sus miembros sabe como explicar (parece ser que lo han sacado de

Internet o de algun libro).

En esta sesiéon cabe destacar que todos los alumnos, para indicar el nimero esperado, adn

utilizan el simbolo del cuadrado.
6.1.8. Novenay décima sesion

En la novena y décima sesion, con la intencion de dar respuesta a la pregunta Si PCA1(n) y
PCAz(n) son dos programas de célculo aritmético con las mismas operaciones presentadas en
orden diferente, ¢en qué casos estos dos PCA son equivalentes? se trabaja con la hoja 4 de
problemas del ANEXO I.
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Asi, en la novena sesion, se intentan resolver, mediante la escritura “en linea” y la técnica de

simplificacidn, los siguientes siete trucos de magia:

(1) Piensa un numero, simale 3, réstale 12, multiplica por 2 y divide el resultado por 4.
(2) Piensa un numero, multiplica por 2, simale 3, réstale 12 y divide el resultado por 4.
(3) Piensa un namero, restale 12, simale 3, multiplicalo por 2 y divide el resultado por 4.
(4) Piensa un numero, réstale 12, simale 3, divide el resultado por 4 y multiplicalo por 2.
(5) Piensa un numero, multiplicalo por 2, réstale 12, simale 3 y divide el resultado por 4.
(6) Piensa un numero, réstale 12, multiplicalo por 2, simale 3 y divide el resultado por 4.
(7) Piensa un namero, multiplicalo por 2, simale 3, divide el resultado por 4 y réstale 12.
que se pueden escribir como PCA:

()PCA(n,3,12,2,4)=((n+3-12) - 2)/4=(n—9)/ 4

(2)PCA (N, 2,3,12,4)=(2n+3-12)/4=(2n-9)/ 4

(3)PCA(n, 12,3,2,4)=((n-12+3)-2)/4=(n-9)/2

(4) PCA(n, 12,3,4,2)=(n-12+3)/4)-2=(n—-9)/ 2
(5)PCA(n,2,12,3,4)=(2n-12+3)/4=(2n-9)/4

(6) PCA (N, 12,2,3,4)=(((n-12) - 2) +3)/4=(2n—-21)/ 4

(7)PCA (n, 2,3,4,12) = ((2n +3) /4) —12=(2n—45) / 4

Una vez escritos como PCA y aplicando la técnica de simplificacion, se vera que algunos
presentan el mismo resultado, por ejemplo, el (3) y el (4). En este sentido, el objetivo es conocer

las explicaciones o la tecnologia (0) que justifican las técnicas (t) de simplificacion.

Llegados aqui, en la décima sesion, se propone que los alumnos, con el objetivo de que
conozcan las propiedades de los PCA cuando se cambia el orden de sus argumentos, den
respuesta a la pregunta ¢Cuantos juegos Yy trucos diferentes obtendra? ¢Podéis escribirlos
todos? Entonces, para poder conocer los diferentes trucos, se debera tener en cuenta aquellos
que den el mismo resultado. Pero, ¢cuantos trucos de magia hay? ¢ cuantos se repiten? Como se
tienen cuatro opciones: multiplicar por 2, sumar 3, dividir por 4 y restar 12, para el primer
argumento del PCA sera posible cualquiera de las 4 opciones; en cambio, para el segundo
argumento del PCA solo quedardn 3 opciones (todas menos la elegida para el primer

argumento); de la misma manera, para el tercer argumento del PCA quedaran 2 opciones; Y,
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finalmente, para el cuarto argumento del PCA sélo quedara una opcion. Asi, habra un total de
24 posibilidades. No obstante, de todas esas posibilidades (24) de PCA, se tendran que descartar

las que den el mismo resultado (pues, corresponderan con el mismo truco de magia).

Buscando todas las combinaciones posibles de los argumentos de los PCA, se tiene que (ademas

de los anteriores),

PCA (n, 3,12,2,4)=PCA (n, 3,12,4,2)=PCA (n, 12, 3,2,4) =PCA (n, 12,3,4,2) =(n—9) / 2
PCA (n, 2,3,12,4)=PCA(n,2,12,3,4)=(2n—-9) / 4

PCA (n, 4,12,3,2)=PCA (n, 4,12, 2,3)=PCA (n, 4,3,12,2)=(n-36) /2

PCA (n, 12,2,4,3)=PCA(n,12,4,2,3)=(n—6)/2

PCA(n,4,2,12,3)=PCA(n,4,2,3,12) =PCA (n,2,4,12,3)=PCA (n, 2,4,3,12)=(n-18) /2
PCA (n, 2,12,4,3)=PCA (n,12,4,3,2)=n/2

PCA(n, 12,2,3,4)=(2n-21)/4

PCA (n, 2,3,4,12)=(2n—-45)/ 4

PCA (n, 3,4,12,2)=(n—45) /2

PCA(n, 3,4,2,12)=(n-21)/2

PCA (n, 3,2,12,4)=(n—3)/2

PCA(n,3,2,4,12)=(2n—-42)/ 4

PCA (n, 4,3,2,12)=(4n—-21) /2

Por altimo, con el fin de dar respuesta a la cuestion tecnoldgica ¢por qué se repiten algunos
resultados?, se analizara la jerarquia de operaciones y el uso de paréntesis de los PCA.

Decimoprimera y decimosegunda sesion

A partir de la decimoprimera sesion, los estudiantes comenzaran a trabajar con una nueva
técnica “marcha atrés”. Asi, en la hoja 5 del ANEXO 1, se proponen como nuevos problemas
aquellos en los que el mago, a través del resultado final, adivina el nimero inicial. Como, por

ejemplo,

Al doble del nimero pensado le he sumado 10. El resultado obtenido ha sido 50, ¢ cul

es el niamero que he pensado?



46

este problema se puede resolver con la "técnica inversa™: Para obtener el resultado final (50),
antes se tenia 10 unidades menos (50 — 10 = 40) que es igual al doble del ntimero “n” pensado

(2 - n=40). De modo que, el numero pensado por el mago es el 20 (n =40/ 2 = 20).
Pero también se puede plantear como un PCA,
PCA(n,2,10)=2n+10=50 = n = 20.
De esta manera, tras realizar los problemas (T) de la hoja 5, se pudo observar que estos eran del
tipo:
PCA(n,ai, ...,ax)=a-n+b(cona #0)yPCA (n, a, ..., ax) =b (con a =0) donde
ai, ..., a, a'y b son niumeros enteros y n es la incognita.

y que las cuestiones tecnoldgicas (0) que se planteaban ¢se puede adivinar el nimero inicial?

¢Por qué? Justificaban la realizacion de las técnicas de simplificacion.
6.1.9. Decimoterceray decimocuarta sesion

Durante la decimotercera y decimocuarta, a través de la hoja 6 y 7 del ANEXO I, el profesor
introduce la técnica de cancelacién. Asi, introduce problemas donde se dan dos PCA, cuyo

resultado final no se conoce, pero se sabe que coinciden para un determinado nimero inicial.

El objetivo que se pretende en estas dos Ultimas sesiones es alcanzar la segunda etapa del

proceso de algebrizacion. Para ello, los problemas (T) que se plantean son:

PCA:1(n, a1, ...,ax)=a-n+b yPCAz(n,a’y,...,ax)=cn+dconag, ..., aau, ...,

a’k, a, b, c y d nimeros enteros y n la incognita.

que son una ampliacion de los anteriores puesto que para su resolucion, para simplificar cada
uno de los dos PCA por separado, utiliza técnicas de simplificacion. No obstante, el paso de la
simplificacion de los dos PCA al célculo ecuacional (cuando se igualan los dos PCA) requerira

nuevas técnicas (t) de cancelacion para su resolucion. A modo de ejemplo,

Puede ser que a un nimero, le sumamos 2, lo multiplicamos por 3, le sumamos tres
veces el nimero pensado inicialmente y le sumamos 35. ¢ Dé lo mismo que si al numero

lo multiplicamos por 6, le restamos 12, le sumamos 1y le restamos 5?

Sea n el numero pensado, aplicando la técnica de simplificacion a cada PCA hasta llegar a una

expresion canonica del tipo a-n + b, se tiene que:

PCA1(n, 2,3, 3,35) = ((n+2) - 3) +3n+35=6n + 41,
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PCA2(n, 6,12,1,5)=6n—12+1—5=6n— 16.

En este caso, no se conoce el resultado de ejecutar estos PCA y, por tanto, no se obtiene ninguna
respuesta aplicando el patron de analisis-sintesis. La condicion del problema dé lo mismo se
expresa como una igualdad entre dos PCA, PCA1(n, 2, 3, 3, 35) =PCA2(n, 6, 12,1, 5), que
(supuestamente) se cumple para un cierto valor n, donde el signo “=" simboliza una especie de

equivalencia entre los dos PCA.

Para determinar el valor de n donde los dos PCA tienen el mismo valor numérico, se necesitan
nuevas técnicas (t) de cancelacion. Asi, al igualar las dos PCA,
PCA1(n, 2,3, 3,35) =PCA:(n, 6,12, 1, 5) se forma una ecuacién de primer grado con una
incognita n, 6n + 41 = 6n — 16, que a través de técnicas de cancelacion se transforma en otra
ecuacion equivalente 6n + 41 - 6n =6n - 16 - 6n y simplificando 41 #- 16. Luego, no puede

darse la relacion mencionada en el truco de magia.

6. Otros enfoques

La TAD es la Unica teoria que, teniendo en cuenta todas las instituciones, tiene como objeto de
estudio la transposicion didactica del saber sabio al saber aprendido. No obstante, en la

investigacion didactica de las matematicas existen otros enfoques.
6.1 La generalizacion como enfoque cognitivo

En un libro donde se habla sobre el desarrollo del pensamiento matematico y algebraico
(Mason, 1985), se afirma que un elemento fundamental para poder llegar a la abstraccion
matematica es la generalizacion. Asi que, como parte de este trabajo que trata el problema
didactico de la ensefianza del algebra en secundaria, parece interesante indagar el estudio del

algebra generalizada.

Tras buscar informacion en diferentes libros de investigacion Mason, Graham y Johnston-
Wilder (2005), Lee (1987) y Lee y Wheeler (1987), resalta la idea de proceso de generalizacion
como division de cuatro fases: ver un patron, decir cudl es, registrarlo y probar su validez

(Masoén, 1985). De esta manera, se propone como ejemplificacion la siguiente ilustracion.
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Figura 34. Ejemplificacion de las cuatro fases de generalizacion.

La primera fase ver un patron que pretende visualizar la regularidad de una figura con respecto
a otra, se identifica en este caso con la variacion de los cuadrados, de cuatro en cuatro, de las
figuras 1, 2 y 3, asi, la figura 1 tiene 5 cuadrados, la figura 2 tiene 5+ 4 =9 cuadrados y la

figura 3 tiene 4 + 9 = 13 cuadrados.

En cuanto a la segunda fase decir cual es el patron que pretende reflexionar sobre la primera,
se identifica en este caso con el razonamiento de que la posicion de cada figura (1, 2 0 3),
multiplicada por 4 y sumada 1, coincide con su nimero total de cuadrados: en la figura 1,
(1 - 4) +1 =5 cuadrados; en la segunda figura, (2 - 4) + 1 =9 cuadrados; y en la tercera figura,
(3 -4)+1 =13 cuadrados.

Respecto a la tercera fase registrar un patron que pretende llegar a alguna expresion de tipo
simbdlica, se identifica con la expresion simbolica c = (x - 4) + 1 donde “X” es la posicion de la

figura en la sucesion y “c” el nimero de cuadrados que forman esa figura.

Finalmente, como cuarta fase probar la validez de las formulas se pretende comprobar mediante
calculos aritméticos, dibujos o conteos que la expresidn simbolica es correcta, asi en este caso

se tendria que ver que ¢ = (x - 4) + 1 se cumple para cualquier valor de “X”.

No obstante, en este ejemplo planteado como proceso de generalizacion, un alumno de la etapa
de educacién secundaria podria pensar que este tipo de procesos se podrian aplicar a

propiedades utilizadas en el aula.
6.2 Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Mateméatica (EOS)

El Enfoque Ontosemioético del Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS) es un sistema
tedrico que nace a principios de los afios 90 gracias al matematico Juan Diaz Godino y que, con

el objetivo de describir, explicar y valorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de las
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matematicas, parte de supuestos antropoldgicos (Bloor, 1983; Chevallard, 1992) y semidticos
(Radford, Schubring y Seeger, 2008) sobre las matematicas e integra diferentes modelos

tedricos de investigacion educativa de matematicas.

Aunque este EOS ha sido aplicado en diferentes ambitos como el de formacion de profesorado,
el de estadistica y probabilidad, el de aritmética, el de célculo o el de geometria, aqui interesa
solo estudiar el de algebra. Asi que, dentro de las investigaciones realizadas desde el EOS, se
tienen en cuenta aquellas que tienen que ver Unicamente con el algebra (Godino, Aké, Gonzato
y Wilhelmi, 2015). En ellas se proponen, como herramienta tedrica del anélisis de la actividad
matematica del algebra, un modelo del Razonamiento Algebraico Elemental (RAE) en
Educacion Primaria y Secundaria. Un modelo que, a diferencia del propuesto por la TAD,
identifica desde el punto de vista epistemoldgico, cognitivo e instruccional la actividad
matematica con la configuracion de objetos y con los procesos presentes en la practica
matematica, es decir, con «las expresiones (verbales, graficas, gestuales, etc.) al resolver
problemas matematicos o al comunicar, validar o generalizar la solucién en otros contextos y
problemas.» (Godino y Batanero, 1994, p. 8). De esta manera, en las practicas desde el EOS
surgen diferentes tipos de objetos primarios: lenguajes, situaciones (intra o extra-matematicas),
conceptos, proposiciones, procedimientos (algoritmos, operaciones o técnicas de célculo),
argumentos (enunciados que justifican las proposiciones o procedimientos), que estan
relacionados entre si, formando configuraciones (epistémicas o cognitivas), como se muestra

en la Figura 35.
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Figura 35. Relacion entre los objetos primarios (configuracion de los objetos).
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Ademaés, cada uno de estos objetos primarios que forma parte de la practica matemaética puede
ser clasificado desde distintos puntos de vista, segun los contextos y el juego de lenguaje en

que participe, en un objeto secundario:

a) Ostensivo, material.

no ostensivo, inmaterial.

b) Extensivo, concreto.

intensivo, abstracto.
c) Personal, perspectiva individual.

institucional, perspectiva compartida por un grupo de individuos.
d) Significante, expresion.

Significado, contenido.
e) Elemental, considerado globalmente como un todo.

Sistémico, formado por componentes estructuradas.

Institucional

CONCEPTOS

LENGUAJE
Escrito, oral.
grafico. gestual...

ACCIONES

Personal

Figura 36. Adapta de Godino et al. (2015).

Dicho esto, en el EOS con el objetivo de desarrollar RAE, es decir, un Razonamiento

Algebraico Escolar que permita por un lado representar, generalizar y formalizar patrones y
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regularidades (procesos de representacion, generalizacion y formalizacién) y por otro lado
conocer y operar con diferentes parametros y variables, se proponen diferentes niveles de
algebrizacion. Los cuatro primeros (nivel 0, 1, 2 y 3), que consideran los tipos de
representacion, los procesos de generalizacion y el calculo analitico, para un nivel de educacion
primaria (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014); y los tres altimos (nivel 4, 5y 6), que
consideran el uso y tratamiento de pardmetros para representar familias de ecuaciones y
funciones y el estudio de las estructuras algebraicas (Godino, Neto, Wilhelmi, Ake, Etchegaray
y Lasa, 2015).

6.2.1 Nivel 0: Aritmético

En este nivel intervienen objetos extensivos expresados mediante lenguajes natural, numérico,

iconico o gestual y también, en referencia a valores desconocidos, pueden intervenir simbolos.
Ejemplo. Calcula el término que falta: 1500 — 925 =

En este ejemplo interviene como valor desconocido el simbolo __ , que puede obtenerse
facilmente con la operacién del primer miembro de la igualdad 1500 — 925. Se trata pues de
una actividad aritmética en la que hay que calcular un nlimero particular “575” asignado con el

simbolo .
6.2.2 Nivel 1: Proto-algebraico incipiente

En este nivel intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita
mediante lenguajes natural, numérico, iconico o gestual y también, en referencia a valores

desconocidos, pueden intervenir simbolos.
Ejemplo. Calcula el término que falta: 15+ 11 =11+ ]

En este ejemplo interviene como valor desconocido el simbolo [ ], que puede obtenerse, en
lugar de operando sobre los numeros particulares que intervienen como en el nivel 0, utilizando
la propiedad conmutativa de los nimeros naturales. Se trata pues de una actividad matematica
gue puede ser resuelta mediante las propiedades algebraicas de sus operaciones con los nimeros

naturales.
6.2.3 Nivel 2: Proto-algebraico intermedio

En este nivel intervienen objetos intensivos expresados como variables en un lenguaje

simbolico. Ademas, se opera con ellos a través de ecuaciones del tipo AX + B = C.
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Ejemplo. Una caja magica duplica el nimero de monedas que metas en ella, pero después que
se usa cada vez se deben pagar 4 monedas. Juan probo e introdujo sus monedas en la caja y,
efectivamente se duplicaron. Pago 4 monedas y volvié a intentarlo. De nuevo se duplicaron,

pero al pagar las 4 monedas se quedo sin dinero. ¢ Cuantas monedas tenia Juan al principio?

Este ejemplo puede resolverse por un alumno a través de un Nivel 0, tomando valores
particulares de la variable nimero de monedas que tenia Juan al principio y haciendo célculos
(operando aritméticamente). Asi, sea n la variable, si n = 2 entonces Juan al principio tenia 2
monedas, las cuales mete en la maquina y se duplican, obteniendo 4. Pero al volver a intentarlo,
como debe pagar 4 monedas, se queda sin ellas y ya no puede jugar méas. En el caso de n = 3,
Juan al principio tenia 3 monedas, las cuales mete en la maquina y se duplican, obteniendo 6.
Al volver a intentarlo, como debe pagar 4, se queda con 2, las cuales se duplican al meterlas en
la maquina obteniendo 4. No obstante, si Juan lo quiere intentar de nuevo, como debe pagar 4

monedas, se queda sin dinero. Dicho esto, se deduce que Juan al principio tenia 3 monedas.

Pero también es un ejemplo que puede resolverse por un alumno a través de un Nivel 2,
representando la variable nimero de monedas que tenia Juan al principio como incognita en

un lenguaje simbolico n y operando a través de una ecuacion 2 (2n—4) -4 =0.
6.2.4 Nivel 3: Algebraico consolidado

En este nivel intervienen objetos intensivos representados de manera simbdlica y, ademas de

operar con ellos, se realizan transformaciones equivalentes de las expresiones.

Ejemplo. Hay seis asientos entre sillas y taburetes. Las sillas tienen cuatro patas y los

taburetes tienen tres. En total hay 20 patas. ¢ Cuantas sillas y cuantos taburetes hay?

Este ejemplo puede resolverse por un alumno a través de un Nivel 0, tomando valores
particulares de las variables nimero de sillas y numero de taburetes y haciendo calculos
(operando aritméticamente). Asi, sean S y T las variables nimero de sillas y nimero de
taburetes, si S=T=3 hay 3+3+3+4+4+4=2]1 patas y no sirve. Perosi S=4yT=2
entonces hay 3+3+3+3+4+4 =20 patas. De donde se deduce que hay 2 sillas y 4

taburetes.

Pero también es un ejemplo que puede resolverse por un alumno a través de un Nivel 3,
representando las variables nimero de sillas y nimero de taburetes en un lenguaje simboélico S
y T y operando con ellas de acuerdo con ciertas reglas y transformaciones equivalentes. Asi,
como el total de taburetes y sillas deben sumar 6 entonces T + S =6 y como el numero total de
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patas entre taburetes y sillas es 20 entonces 3T + 4S = 20. Obteniendo de esta maneraS=2y
T=4.

6.2.5 Nivel 4: Uso de parametros
En este nivel se estudian familias de ecuaciones y funciones usando parametros y coeficientes.
Ejemplo. La funcion linealy = a.x cona e R

En este ejemplo la letra a interviene como un pardmetro que puede tomar diferentes valores

particulares de R.
6.2.6 Nivel 5: Manipulacion de parametros

En este nivel se realizan calculos analiticos que implican el uso de uno méas parametros, junto

con variables.

Ejemplo. Obtencién de la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado

) ) b c 5 b c
ax“+bx+c=0 x*+—-x+-=0x“+-—-x=——
a a a a

2, b N b? c N b? 2, b N b? 4ac N b?
o — —_——t — & — —_—— — &
x a x 4q? a 4q? x a x 4q? 4q? 4q2

En este ejemplo se tienen los pardmetros a, by c, junto con la variable x. Donde el parametro
a se supone distinto de 0, pues, de no ser asi la ecuacién no seria de segundo grado. En cuanto
a la resolucion de la ecuacion general de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 para la obtencion
de la formula general de su resolucion, se realiza a través de calculos analiticos mediante la

manipulacion simbdlica y las equivalencias sucesivas.
6.2.7 Nivel 6: Tareas estructurales

En este nivel se comienzan a estudiar las estructuras algebraicas, sus definiciones y sus

propiedades estructurales.

Ejemplo. Composicion de funciones
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Dadas dos funciones, f y g, se llama funcion compuesta de f con g a la funcién (f - g) que

cumple que (f = g) (%) = f (g(x))

x— 2 g0 —L s Fet)

feog

donde la funcion £ (g(x)) es distinta que g(f(x)), es decir, en la composicion de funciones no

se cumple la propiedad conmutativa.

En este ejemplo se estudian unas funciones cualesquiera f'y g para producir otra nueva funcién

(f - g) y estudiar su propiedad conmutativa.

Finalmente, es interesante realizar una concordancia entre las etapas de algebrizacién
propuestas por la TAD segun los recorridos de estudio y los niveles de Razonamiento

Algebraico Escolar propuestos por el EOS segun la actividad desarrollada por el sujeto.
Tabla 2

Relacion entre los niveles de Razonamiento Algebraico Escolar y las etapas de algebrizacion

EOS TAD
Nivel 0: aritmético PCA: programa de calculo aritmético
Nivel 1: proto-algebraico incipiente

Nivel 2: proto-algebraico intermedio  Etapa 1: necesidad de formulacion simbolica de un PCA
Nivel 3: algebraico consolidado Etapa 2: igualacion de dos PCA

Nivel 4: uso de parametros Etapa 3: introduccion de parametros

Nivel 5: manipulacion de parametros

Nivel 6: tareas estructurales

Nota. Adaptado de Godino, Neto, Wilhelmi, Ake, Etchegaray y Lasa (2015, p. 139).

7. Conclusiones

Para finalizar este trabajo, se exponen en las siguientes lineas las conclusiones a las que se ha

podido llegar, tras diferentes analisis e investigaciones, en la elaboracion del mismo.

En primer lugar, con la descripcion realizada de los libros de texto como saber ensefiado, se ha
podido observar que la primera toma de contacto que tiene el alumno con el algebra es a través

de las expresiones algebraicas, en donde se le informa de que la letra “x” representa un valor
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desconocido que debe averiguar. Tras ello, se le proponen problemas “contextualizados” que
debe de tratar de solucionar con estas expresiones algebraicas dadas. Sin embargo, son
problemas que son resolubles a partir de la aritmética. Luego, ¢cOmo va a ser capaz el alumno
de observar la necesidad de estas “expresiones algebraicas”? En consecuencia, el aprendizaje
del algebra escolar que se realiza en el libro de texto es completamente formal, el alumno
aprende a “operar”, “simplificar”, “desarrollar” ... expresiones porque asi se le pide y no porque
ello le permita resolver tareas. Y, en consecuencia, el alumno, hace uso de técnicas algoritmicas
sin justificacion (la tecnologia no existe). Por lo tanto, el autor con las “cuestiones” y tareas que

plantea no da sentido al estudio escolar del algebra, pues da una aritmética generalizada.

Por otro lado, segun lo revisado en los libros de texto, se han analizado los objetivos por los
que se rige la ensefianza actual, concluyendo que estos no son (en su mayoria) factibles, pues
requieren de experimentacion y de ensefianza por indagacion en lugar de procesos

memorizacion y de ensefianza por “monumentalizacion”. Un ejemplo de ello es:

Analizar procesos numéricos cambiantes, identificando los patrones y leyes generales
que los rigen, utilizando el lenguaje algebraico para expresarlos, comunicarlos, y
realizar predicciones sobre su comportamiento al modificar las variables, y operar con

expresiones algebraicas.

En segundo lugar, tras la busqueda de diferentes documentos de investigacién. Entre los que
destacan, los del punto de vista cognitivo, pues determinan que el problema didactico de la
ensefianza del algebra escolar se debe a los errores que cometen los alumnos en el desarrollo de
su actividad matematica (Kieran y Filloy, 1989) o a la complejidad que el propio “lenguaje
algebraico” conlleva consigo mismo (Kieran, 1992). El que més motivo a realizar el estudio de
este trabajo fue el centrado en el enfoque epistemoldgico e institucional, en concreto el referido
a la TAD, ya que permite cuestionar el propio conocimiento matematico y la transposicion

didactica que de él se realiza en las instituciones escolares.

Respecto a la TAD, es interesante resaltar la idea que se realiza acerca de los juegos de
matemagia (Ruiz-Munzon, 2010) como alternativa a ese sin sentido del algebra escolar. Se trata
pues de una buena herramienta de modelizacion algebraica, Util en la resolucion de problemas
matematicos o extra-matematicos: aritméticos, geométricos, fisicos, de la vida real, etc. De esta
manera, a través de ella se propone llevar a cabo una propuesta didactica de introduccion al
algebra en Secundaria (ver ANEXO 1). Por lastima, esta no pudo ser trasladada al aula durante

mi periodo de practicas. Sin embargo, si que se pudo ser estudiada durante el curso 2007-2008
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a un curso de segundo de ESO (Ruiz-Munzén, 2010). Donde se observo una gran dificultad,
por parte de los alumnos, en: el uso de paréntesis (solian poner de mas), la jerarquia y
propiedades de operaciones o la consideracion de un nimero general. Aunque, con el paso de
las sesiones y gracias al software matematico Wiris, el alumno era capaz de justificar por si

mismo las limitaciones que, en si, suponian el truco de magia.

Dicho esto, la principal ventaja que presenta esta nueva propuesta de ensefianza del algebra
escolar es: la realizacion de un estudio donde el instrumento algebraico surge como necesario
para resolver las diferentes cuestiones tecnoldgicas que aparecen en la elaboracion de las
respuestas. Por el contrario, como desventaja presenta una serie de limitaciones (impuestas por
el sistema de ensefianza actual), entre las que destacan: la necesidad de evaluar y el poco tiempo

que se dispone en los procesos de ensefianza-aprendizaje.

La verdad es que, por desgracia, pocos son los centros educativos que han puesto en practica
esta propuesta didactica. Quizas, como he podido ver en mi centro de practicas, sea una teoria
poco conocida entre la mayoria de docentes. Y es una pena que, pudiendo ser una gran
herramienta para afrontar el problema didactico de la ensefianza del algebra escolar, el docente
ante tal desconocimiento continue utilizando, sin tan siquiera cuestionarse su “razon de ser”, el
libro de texto como guia de préctica en el aula. Entiendo que por una parte fuerzas mayores
como las editoriales no quieran ser participes de este gran cambio en la metodologia, pero
deberia de tenerse en cuenta que los alumnos como, futuros ciudadanos, deberian de ser capaces
de entender, comprender y ver la utilidad que las matematicas tienen fuera de un simple libro
de texto. Asi, parece logico pensar que, al igual que los médicos ante cualquier problema
disponen de las ayudas del colegio profesional, los docentes ante la falta de recursos para
afrontar diferentes tareas o problemas de su quehacer diario dispongan de una institucion que

también les aporte herramientas.

Para concluir, me gustaria resaltar que antes de empezar con este trabajo no tenia conocimiento
alguno acerca de la existencia de herramientas que podian ser aportadas con las investigaciones
didacticas, pero he de decir que una vez empecé a seguir los objetivos al principio propuestos
me di cuenta de que la frustracion por la que pasaban muchos docentes al ver que sus alumnos
no acaban de entender lo que se les explicaba tenia solucién, una lastima que esta no se ponga
al alcance de nuestro sistema de ensefianza secundaria. Esta claro que, desde hace ya varios
afos, sobre todo con la entrada de la gran revolucion tecnologica, se habla de un gran cambio
en nuestro sistema de ensefianza y se apuesta por la tecnologia como motor de cambio para la

educacion del futuro. Asi hoy en dia no es raro hablar de las TIC’s en cualquier ambito de la
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ensefianza secundaria. Y mi pregunta es, ;resuelven las TIC’s el problema didactico de la
ensefianza del algebra en secundaria? Pues, a mi modo de ver, cualquier docente que utilice, de
manera tecnicista, el recurso innovativo, produce aprendizaje memoristico en el alumno. Luego,

lo mas importante no es la tecnologia como tal, sino el enfoque que consiga dar el docente en
el uso de los recursos didacticos.



58



59

8. Referencias bibliograficas
Bloor, D. (1983). Wittgenstein. A social theory of knowledge. Londres: The Macmillan Press.

Bolea, P., Bosch, M. y Gascon, J. (2001): (Como se construyen los problemas en didactica de

las matematicas? Educacion Matematica, 13 (3), 22-63.

Bosch, M. y Gascon, J. (2010). Fundamentacion antropoldgica de las organizaciones
didacticas: de los “talleres de practicas matematicas” a los “recorridos de estudio e
investigacion”. En A. Bronner, M. Larguier, M. Artaud, M. Bosch, Y. Chevallard, G.
Cirade & C. Ladage (Eds.), Diffuser les mathématiques (et les autres savoirs) comme

outils de connaissance et d’action (pp. 1-10). Montpellier: Université de Montpellier.

Chevallard, Y. (1991). La transposicion didactica: del saber sabio al saber ensefiado (1.2

ed.). Buenos Aires: Aique Grupo Editor.

Chevallard, Y. (1992). Concepts fondamentaux de la didactique: perspectives apportées par
une approche anthropologique. Recherches en Didactique des Mathématiques, 12
(1), 73-112.

Chevallard, Y. (2005). La trasposicion didactica: del saber sabio al saber ensefiado (3.2 ed.).

Buenos Aires: Aique Grupo Editor.
Colera, J. y Gaztelu, 1. (2016). Matematicas 2° ESO (2.2 ed.). Madrid: Anaya.
Garcia, F. J. y Martin, R. (2016). Matematicas 2° ESO (LOMCE) (1.2 ed.). Madrid: Editex.

Godino, J. D. y Batanero, C. (1994). Significado institucional y personal de los objetos
matematicos. Recherches en Didactique des Mathématiques, 14 (3), 325-355.

Godino, J. D., Ake, L., Gonzato, M. y Wilhelmi, M. R. (2014). Niveles de algebrizacion de la
actividad matematica escolar. Implicaciones para la formacion de maestros.
Ensefianza de las Ciencias, 32 (1), 199-219.

Godino, J. D., Neto, T., Wilhelmi, M. R., Ake, L., Etchegaray, S. y Lasa, A. (2015). Niveles de
algebrizacion de las practicas matematicas escolares. Articulacion de las perspectivas
ontosemiotica y antropoldgica, Avances de investigacion en Educacion Matematica,
8,127-142.

Kieran, C. y Filloy, E. (1989). El aprendizaje del algebra escolar desde una perspectiva

psicoldgica, Ensefianza de las Ciencias, 7 (3), 229-240.



60

Kieran, C. (1992). The learning and teaching of school algebra, in D. A. Grouws (Ed.),
Handbook of research on mathematics teaching and learning. New York: Macmillan.

Lee, L. (1987). The status and understanding of generalisedalgebraic statements by high
school, Proceedings of the 11th Conference of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education, 1, 316-323. Montreal, Quebec: PME

Lee, L. y Wheeler, D. (1987). Algebraic thinking in highschool students: Their conceptions of
generalisationand justification.  Montreal, Quebec:  Concordia  University,

Mathematics Department.

Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion. Boletin Oficial del Estado, nim. 106, de 4
de mayo de 2006, pp. 17158 a 17207. Recuperado de
https://www.boe.es/boe/dias/2006/05/04/pdfs/A17158-17207.pdf

Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la Mejora de la Calidad Educativa. Boletin
Oficial del Estado, nim. 3, de 26 de diciembre de 2014, pp. 169 a 546. Recuperado
de http://www.boe.es/diario_boe/txt.php?id=BOE-A-2015-7662

Mason, J.; Graham, A.; Pimm, D. y Gowar, N. (1985). Routes to roots of algebra. Gran Bretafa:

The Open University Press.

Mason, J. (1996). Expressing generality and roots of algebra. En N. Bednarz, C. Kieran y L.
Lee (Eds.), Approaches to Algebra. Perspectives for Research and Teaching (pp.65-

86). London: Kluwer Academic Publishers.

Mason, J., Graham, A. y Johnston-Wilder, S. (2005). Developing thinking in algebra. London:
Sage.

Nieto, M., Diaz, A., Alcaide, F. y Maester, N. (2016). Matematicas: 2 ESO. Savia (1.2 ed.).
Madrid: Grupo SM Educacion.

Radford, L., Schubring, G. y Seeger, F. (Eds.) (2008). Semiotics in mathematics education:

epistemology, history, classroom, and culture. Rotterdam: Sense Publishers.

Ramirez, T. (2002b). El texto escolar como objeto de reflexion e investigacion. Docencia
Universitaria, 2 (3), 101-124.

Ruiz-Munzén, N. (2010). La introduccién del algebra elemental y su desarrollo hacia la

modelizacion funcional (Tesis doctoral, Universitat Autdonoma de Barcelona,


https://www.boe.es/boe/dias/2006/05/04/pdfs/A17158-17207.pdf
http://www.boe.es/diario_boe/txt.php?id=BOE-A-2015-7662

61

Catalufa). Recuperado de http://www.atd-tad.org/wp
content/uploads/2012/07/VVolumen 1.pdf

Ruiz-Munzon, N., Bosch, M. y Gascén, J. (2011). Un modelo epistemoldgico de referencia del
algebra como instrumento de modelizacién. En M. Bosch, J. Gascon, A. Ruiz-Olarria,
M. Artaud, A. Bronner, Y. Chevallard y M. Larguier (Eds.), Un panorama de la TAD
(pp. 743-765). CRM Documents, vol. 10. Bellaterra: Centre de Recerca Matematica.


http://www.atd-tad.org/wp%20content/uploads/2012/07/Volumen_1.pdf
http://www.atd-tad.org/wp%20content/uploads/2012/07/Volumen_1.pdf

62



9. Anexos

63

ANEXO I: Juegos de matemagia llevados a cabo en el aula

Hoja 1

SESION 1: Adivina el truco del MaGo-Matico (1)

El MaGo-Maético ha decidido compartir con nosotros algunos de sus trucos de magia,
¢podrias explicar codmo puede saber el resultado?

1. Piensa un namero,
stimale 2000,
divide el resultado por 10,
réstale 200 y
multiplica el resultado por 20.

i Te da el doble del nUmero pensado!

2. Piensa un namero,
réstale 10,
multiplica el resultado por 10,
simale 100 y

divide el resultado por 10. jTe da el nimero que habias pensado!

3. Piensa un nimero,
sumale el doble del nimero,
divide el resultado por 3,
resta el nmero pensado y
sumale 75 al resultado

iTe da 75!

4. Piensa un nimero,

al doble del nimero pensado,
sumale 10,

réstale 8 y

divide el resultado por 2.

i Te da el consecutivo del niumero
pensado!

5. Piensa un numero,

sumale 572,

réstale 151,

réstale 189

divide el resultado por 4y

resta 58 al resultado obtenido.
i Te da un cuarto del nUmero pensado!

6. Piensa un namero,

simale 3,

multiplicalo por 2,

réstale 10,

sumale 4y

divide el resultado por 4y

i Te da la mitad del nUmero pensado!

7. Piensa un namero,

dividelo por 100,

al resultado sumale 43,

réstale 56,

simale 13,

divide el resultado por 100,
multiplica el resultado por 100,
multiplica de nuevo por 100.

i Te da el nimero pensado!



Hoja 2

SESION 1: Adivina el truco del MaGo-Maético (2)

El MaGo-Matico ha decidido compartir con nosotros algunos de sus trucos de magia,
¢podrias explicar codmo puede saber el resultado?

1. Piensa un namero,
sumale el consecutivo,
multiplica el resultado por 3,
réstale 3y
divide el resultado por 6. jTe da el nUmero pensado!

2. Piensa un namero,
multiplicalo por 4,
sumale 5 al resultado,
multiplica el resultado por 9,
divide el resultado por 3y
finalmente réstale 3. j Te da doce veces el consecutivo del nimero pensado!

3. Piensa un namero,
multiplicalo por -15,
sumale 21,
sumale 324,
divide el resultado por 3y
sumale 5 veces el consecutivo del nimero que habias pensado. j Te da 120!

4. Piensa un namero,
multiplicalo por 2,
simale 2 al resultado,
multiplica el resultado por 5,
sumale 12,
multiplica el resultado por 10 y
finalmente réstale 220.
iEl nimero que obtienes empieza con el nimero que habias pensado!

5. Piensa un namero,
sumale el consecutivo,
resta 9 al resultado,
multiplica el resultado por 4,
multiplica por 3y
divide el resultado por 24.jTe da el nimero pensado disminuido en 4 unidades!

Ahora que sabéis los trucos, jugad con los comparieros a adivinar el nUmero que se han

pensado a partir del resultado que obtengan de ejecutar los diferentes juegos de magia.
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Hoja 3

SESION 2: Adivina el truco del MaGiC-EnRiC

El MaGiC-EnRiC ha empezado hace poco en el mundo de la magia y todavia no domina
muy bien esto de hacer trucos. ¢Creéis que adivinarad el nUmero que hemos pensado?

Ayudadlo a mejorar algunos de sus trucos.

1. Piensa un nimero,
multiplicalo por 4,
sumale 689,
divide el resultado por 2 y
resta el doble del nimero pensado.
i Te da 349!

2. Piensa un niamero,
réstale el triple del nimero anterior del nimero que habias pensado y simale el doble del
consecutivo del nimero que habias pensado. jTe da 8!

3. Piensa un nimero 6. Piensa un nimero,
multiplicalo por 3, multiplicalo por 5
réstale 2, sumale 2,
sumale 8, divide el resultado por 2,
el resultado multiplicalo por 50, sumale el nimero pensado,
dividelo por 75 y simale 10,
réstale 4. sumale 25 y
iTe da el triple del namero réstale 36.
pensado! i Te da 7/2 del nimero pensado!
4. Piensa un numero 7. Al triple del nimero pensado,
simale el consecutivo, stimale 12
sumale 3, multiplicalo todo por 5,
multiplica el resultado por 2 y réstale 9,
restale 8, divide el resultado por 3,
iTe da 15! stimale el doble del nimero pensado,
5. Piensa un nimero, réstale 20 y
multiplicalo por 2, sumale 5.
stimale 9, iTe da el cuddruplo de su
multiplica el resultado por 10 y consecutivo

divide el resultado por 8.
i Te da un nimero entero!

Inventad nuevos juegos de matemagia y proponlos a tus comparieros
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SESION 3: Comparar juegos de matemagia:

Las mismas operaciones en orden diferente

Al MaGo-Mético le han encargado nuevos juegos de matemagia, ha pensado que una
manera de inventar nuevos juegos seria cambiando las operaciones de orden. Ha

empezado a hacer algunos intentos:

(1) Piensa un namero,
sumale 3,
réstale 12,
multiplica por 2 y

divide el resultado por 4.

(2) Piensa un nimero,
multiplica por 2,
sumale 3,
réstale 12 y

divide el resultado por 4.

(3) Piensa un nimero,
réstale 12,
sumale 3,
multiplicalo por 2 'y

divide el resultado por 4.

(4) Piensa un namero,
réstale 12,
sumale 3,

divide el resultado por 4 y
multiplicalo por 2.

(5) Piensa un numero,

multiplicalo por 2,
réstale 12,

sumale 3y

divide el resultado por 4.

(6) Piensa un namero,

réstale 12,

multiplicalo por 2,
simale 3y

divide el resultado por 4.

(7) Piensa un numero,

multiplicalo por 2,

sumale 3,

divide el resultado por 4 y
réstale 12.

¢ Cuantos juegos y trucos diferentes obtendra? ¢Podéis escribirlos todos
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SESION 4: Adivina el nimero inicial a partir del resultado

La agencia de espectiaculos GaaC necesita nuevos magos para el curso 2007/08, ha
preparado un casting para seleccionar los candidatos, seriais capaces de ser los

nuevos magos que buscan!?

1. Al doble del nUmero pensado
le he sumado 10.
El resultado obtenido ha sido 50,

¢, Cudl es el nUmero que me he
pensado?

2. Al nimero pensado,
le he restado 5 y
el resultado lo he multiplicado por 4.
El resultado obtenido ha sido 40,

¢, Cual es el nUmero que me he
pensado?

3. Al doble del nimero pensado,
le he sumado 15y
he divido el resultado por 3.
El resultado obtenido ha sido 105,
¢, Cudl es el nUmero que me he
pensado?

4. Al cuadruplo del nimero pensado,
le he sumado 5,
he multiplicado el resultado por 8 y
he dividido el resultado por 3.
El resultado obtenido ha sido 216,
¢, Cudl es el nUmero que me he
pensado?

5. Al nimero pensado,
le he sumado 25,
le he restado 8 y
he dividido el resultado por 6.

El resultado obtenido ha sido un sexto
del nimero pensado,

¢, Cual es el nUmero que me he
pensado?

6. Al cuéadruplo del nimero pensado,
le he sumado 6 y

7.

8.

9.

he dividido el resultado por 2.

El resultado obtenido ha estado el doble
del nimero pensado mas 3,

¢Cual es el nimero que me he
pensado?

Al cuédruplo del nimero pensado,
le he sumado 10 y

he sumado el doble del nimero
pensado.

El resultado obtenido ha sido 88,

¢Cual es el nimero que me he
pensado?

Al numero pensado,

le he sumado el doble de este nimero y
después he sumado el triple del nimero
pensado inicialmente.

El resultado obtenido ha sido 1995,
¢Cual es el nimero que me he
pensado?

Al nimero pensado,

lo he multiplicado por 4,

le he sumado 6,

he dividido el resultado por 2y

he sumado el triple del nGmero pensado.
El resultado obtenido ha sido 10033,

¢, Cual es el nUmero que me he
pensado?

10. Al nimero pensado,

le he sumado su consecutivo,
le he sumado, de nuevo, el consecutivo,

le he sumado el triple del nimero
pensado y le he sumado finalmente 6.

El resultado obtenido ha sido 1544,

¢ Cuél es el nUmero que me he
pensado?
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SESION 5. Nuevos juegos de magia:
Adivina el nimero inicial conociendo alguna propiedad del resultado (1)

Contesta la pregunta formulada en cada uno de los juegos de matemagia. ¢ Es verdad para
cualquier numero que te pienses? Justificar tu respuesta.

1.

Puede ser que si a un numero,

lo multiplicamos por 9,

le sumamos 2,

le sumamos 15y

le restamos 30.

¢Dé lo mismo que el doble de ese nimero?

Puede ser que si a un nimero,
lo multiplicamos por 4,

le restamos 10,

le restamos 13 y

le sumamos 4.

¢ Dé lo mismo que si a ese nimero le restamos 9, le sumamos 7, le sumamos 5 y le sumamos
11?

Puede ser que si a un namero, lo dividimos por 6, le sumamos 2, le sumamos 8 y lo
multiplicamos por 3.

¢ Dé el doble de ese nUmero?

Puede ser que si a un namero, lo multiplicamos por 5, le sumamos 3, lo multiplicamos por
2, le sumamos el doble del numero inicial y dividimos el resultado por 4.

¢Dé lo mismo que si al nimero le sumamos 10, el resultado lo multiplicamos por 2, le
restamos 2, le sumamos 8 y lo dividimos todo por 2?

Puede ser que si a un nimero, le sumamos 2, lo multiplicamos por 3, le sumamos siete veces
el nimero pensado y le sumamos 6.

¢Dé lo mismo que si al doble de ese numero le sumamos 3, le restamos 10, le sumamos 8 y
multiplicamos el resultado por 4?
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SESION 5. Nuevos juegos de magia:

Adivina el nimero inicial conociendo alguna propiedad del resultado (2)

Contesta la pregunta formulada en cada uno de los juegos de matemagia. ¢ Es verdad para
cualquier numero que te pienses? Justificar tu respuesta.

1.

Puede ser que si a un namero, lo multiplicamos por 4, le restamos 8, lo multiplicamos por
5y le sumamos 123.

¢Dé lo mismo que si al nimero le sumamos 10, le restamos 2, le sumamos 21 y lo
multiplicamos todo por 9?

Puede ser que si a un namero, le restamos 2, le sumamos 10, le sumamos el consecutivo del
namero inicial y le restamos el doble del nimero inicial.

¢Dé lo mismo que si al numero lo multiplicamos por 5, le sumamos 10, le restamos el
namero inicial, lo dividimos todo por 2 y le restamos el doble del nimero inicial?

Puede ser que si a un numero, le sumamos 2, lo multiplicamos por 3, le restamos 10, le
sumamos 15, lo multiplicamos por 5 y le sumamos cuatro veces el numero inicial.

¢Dé lo mismo que si al nimero lo multiplicamos por 3, le restamos 2, le restamos 8, lo
multiplicamos todo por 4, lo dividimos por 2 y le restamos 3?

Puede ser que si a un namero, le sumamos 10, le restamos 25, lo multiplicamos por 2, le
restamos 3, lo dividimos por 3 y le sumamos 9.

¢Dé lo mismo que si al nimero lo dividimos por 3, le sumamos 18, le restamos 16, lo
multiplicamos por 2 y le restamos 4?

Puede ser que si a un namero, le sumamos 2, lo multiplicamos por 3, le sumamos tres veces
el numero pensado inicialmente y le sumamos 35.

¢Dé lo mismo que si al nimero lo multiplicamos por 6, le restamos 12, le sumamos 1 y le
restamos 5?
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