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Resumen

Los efectos aleatorios de sistemas fisicos se traducen matemdaticamente como senales
extremadamente irregulares, para las cuales no existe una teorfa clésica de integracién y
ecuaciones diferenciales. La teorfa de rough paths propone una solucién a estas cuestiones
a través de un marco algebraico suficientemente rico como para tratar con las dificultades
planteadas.

El presente trabajo es una introduccién a la teorfa de rough paths fundamentalmente ba-
sada en la teorfa de Terry Lyons, que definiendo integrales iteradas para funciones irregulares
aporta una teoria de existencia y unicidad para ecuaciones de control forzadas por dichas
funciones (Teorema Universal del Limite). Estas ideas se aplican a problemas estocésticos;
analizaremos también la posibilidad de tratar procesos gaussianos como rough paths pro-
porcionando una teoria de soluciones a ecuaciones diferenciales estocasticas trayectoria a
trayectoria.

Recogemos ademas una aplicacién de la teoria de rough paths a ecuaciones en derivadas
parciales estocasticas de tipo Burgers, basada en los trabajos de Martin Hairer, que anticipa

la Teorfa de Estructuras de Regularidad.
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Abstract

Random effects in physical systems are mathematically translated as extremely irregular
signals, for which there is no classical theory of integration and differential equations. The
theory of rough paths proposes a solution to these questions through an algebraic framework
rich enough to deal with the difficulties posed.

The present work is an introduction to rough path theory based on Terry Lyons’ works,
where, by defining iterated integrals for irregular functions, he builds a theory of existence
and uniqueness for control equations driven by irregular signals (Universal Limit Theorem).
These ideas are applied to stochastic problems. We will analyze how to treat Gaussian
processes as rough paths providing a pathwise theory of solutions to stochastic differential
equations.

We also collect an application of rough path theory to Burgers-type stochastic partial
differential equations, based on the works by Martin Hairer, that anticipates the Theory of

Regularity Structures.
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Capitulo 1

Introduccion

Las senales irregulares aparecen como reflejo de perturbaciones aleatorias en sistemas
fisicos. El ejemplo mas claro lo representan las trayectorias muestrales del movimiento brow-
niano, que tienen regularidad a-Holder con o < 1/2; en particular, estas trayectorias son,
con probabilidad 1, continuas y no-diferenciables en todo punto. Es por ello que una teoria de
integracién y ecuaciones diferenciales en las que estas sefiales actian como ruido conductor
se hace realmente necesaria.

Sin embargo, no podemos esperar que esta teoria aparezca como una extension natural
de las ideas clasicas.

Tomemos por ejemplo una de las llamadas ecuaciones diferenciales de control, esto es,

problemas de valor inicial de la forma

; (1.1)

ayy = f(Yy)dX;
Yo = wo

donde X es una trayectoria en un cierto espacio de Banach (tipicamente R%). Si X es de
variacion acotada y f es Lipschitz, la teoria clasica nos dice que existe una tnica solucién
de (1.1). De hecho, si llamamos Iy a la aplicacién que envia el par (X,yo) en Y, tenemos
que Iy es continua entre espacios de funciones de variacién acotada.

Pero, ;qué sucede si X resulta ser menos regular? En tal caso, podemos llegar a situacio-
nes en las que la aplicacién Iy deja de ser continua. Esencialmente, podriamos decir que nos

falta informacidn sobre el problema; en concreto, para poder aplicar un método iterativo en
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la construccién de una solucién a (1.1), debemos conocer las integrales iteradas de X, algo
que, como veremos en el inicio del capitulo 2, no es posible por métodos clésicos.

La teorfa de rough paths' propone una solucién a estos problemas. En los afios 90, Terry
Lyons, considerado el padre de la teoria, describe una estructura algebraica a la que poder
levantar las trayectorias junto con sus integrales iteradas, basandose en los trabajos de
Chen de los anos 50. La estrategia consistird en imponer el valor de dichas integrales (im-
posibles de definir en el sentido de Stieltjes o Young, [You36]) y asi obtener una estructura
suficientemente rigida como para trabajar con los problemas anteriores. En el caso del movi-
miento browniano, esta imposicién es la misma que surge al elegir entre las interpretaciones
de It6 y Stratonovich (aunque, como veremos en el capitulo 5, otras integrales brownianas
son posibles). A esta construccién algebraica dedicaremos el capitulo 2 del presente trabajo,
reproduciendo las técnicas de Lyons.

Una vez establecido el marco algebraico, Lyons aporta una teoria de integracién y ecua-
ciones diferenciales para rough paths, que expondremos en los capitulos 3 y 4. Su técnica
fundamental se basa en la extensién de propiedades de funciones de variacién acotada a un
espacio de rough paths especiales, los rough paths geométricos. El resultado clave de toda
esta discusién es el Teorema Universal del Limite, un teorema de existencia y unicidad
de soluciones para ecuaciones diferenciales controladas por rough paths geométricos.

Todo este procedimiento puede resumirse en el siguiente esquema:

Estructura algebraica —— Solucién abstracta

I !

Ecuacién ooy Solueion

Sin embargo, la imposicion de la condicidon geométrica resultard ser demasiado restrictiva
en algunos propositos. Ya en la década de los 2000, Massimiliano Gubinelli, aportando una
perspectiva algebraica diferente al problema de la integracion de funciones irregulares, defi-
nird los llamados rough paths controlados, una suerte de expansiones de Taylor basadas
en un rough path fijo que permitirdn extender los resultados de integracién y ecuaciones
diferenciales de Lyons. Los trabajos de Gubinelli en este sentido servirdn de inspiracion a

Martin Hairer para su teoria de estructuras de regularidad, la cual le valié la Medalla

L Ante la falta de traduccién estandarizada, tomamos el término en inglés rough path, literalmente camino

TUgoso.



Fields en el ano 2014. Dedicaremos algo de espacio a la teoria de rough paths controlados
en el capitulo 3.

Los capitulos finales del trabajo tendrdn un componente més probabilistico. En el capitu-
lo 5 trataremos los rough paths gaussianos, esto es, rough paths asociados a las trayectorias
muestrales de los procesos gaussianos. Discutiremos acerca de la posibilidad de asignar a un
proceso gaussiano un rough path candnico, y a través de los trabajos de Peter Friz y Nicolas
Victoir daremos una condicién sobre la covarianza del proceso para tal efecto. Esto nos dara
una interpretacién del levantamiento del proceso a un rough path que, en definitiva, apor-
tard una teoria para ecuaciones de control similar a la de las aproximaciones de Wong-Zakai
en ecuaciones diferenciales estocasticas.

Por tltimo, veremos cémo la teoria de rough paths puede llegar hasta las ecuaciones en
derivadas parciales estocésticas (EDPEs). Siguiendo los trabajos de Martin Hairer, analiza-

remos ecuaciones de la forma

dyu = 83u + f(u) + g(w)dpu + &,

donde £ es ruido blanco espacio-temporal, con técnicas de los capitulos anteriores. La idea
fundamental es expresar soluciones débiles y mild con integrales de rough paths controlados
por un rough path asociado a un problema lineal, pero en este caso (y esta es una de las
ideas mas interesantes) las funciones serdn rugosas en espacio en lugar de en tiempo. Este
giro permitird la aplicacién de un teorema de punto fijo para probar existencia y unicidad

de soluciones bajo ciertas condiciones de regularidad sobre f y g.
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Capitulo 2

Rough paths

En este capitulo definimos el concepto de rough path y construimos la estructura alge-
braica que lo sustenta, basada en algebras tensoriales de espacios de Banach. Estudiaremos
también algunas propiedades de los rough paths, y ahondaremos en el concepto de rough

path geométrico y su relacién con trayectorias evaluadas en grupos de Lie.

Todo este capitulo recoge ideas de la teoria clasica de Lyons, que puede consultarse en
[Lyo98],[LQ02] y [LCLOT7].

2.1. Regularidad en p-variacién

Para medir la regularidad de X utilizamos el concepto de p-variacién, que podemos

entender como generalizacién de la variacién total.

Denotaremos por V a un espacio de Banach con norma | - |y (cuando no dé lugar a
confusién escribiremos simplemente |- |). Fijamos un intervalo [0, T]. Ademds, en lo sucesivo,
IT denotard particiones del intervalo, es decir, una coleccién finita de puntos {t;}]_ tales

quety <ty <..<tpy U}:(]l[tl,tlJrl] = 10,7, y definimos

Il == sup [|tiy1 —t].

1=0,...,r—1

5
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Definicién 2.1. Sean X € C([0,T],V), p > 1. Diremos que X tiene p-variacidn finita si

r—1 %
1 Xlp,0,r) == | sup Z |Xe,, — XulP| <oo.
ncio.r =,

Al conjunto de funciones de p-variacién finita lo denotaremos por VP(J, V), y en él

definimos la norma

1 X Ive vy = 1 X]lp,7 +sup [Xe|v
teJ

En 1936, Laurence C. Young [You36] probé la existencia de integrales de la forma

t
/ Y,dX,,
0

donde X € VP Y € V4, como extensién de la integral de Riemann-Stieltjes bajo la condicién
% + é < 1. Esto permite resolver (1.1) para X de p-variacidn finita con p < 2. Una discusién
en torno a estos resultados puede hallarse en [LCLO7].

Sin embargo, nuestro objetivo ha de ser atin m&as ambicioso, pues ya en el comienzo
hablabamos del movimiento Browniano como ejemplo de senal irregular que queremos estu-
diar; sus trayectorias son, casi seguramente, de p-variacién finita con p > 2'. Y aqui aparecen

los problemas.
Ejemplo 2.2. Consideremos la familia de trayectorias X (n) : [0,1] — R? dada por

X(n), - (cos(27m2t) ’ sin(27m2t)> ‘

n n

Claramente esta familia converge uniformemente en t a la trayectoria nula (0,0). Sin

embargo,

/1 cos(27m2t)d (sin(27rn2t)> _ /1 cos(2mn?t) 2n? cos(2mn’t) at
0 0

n n n n

1
= 271'/ cos? (2mn’t)dt
Jo

1
= 7T/ (cos(4mn’t) + 1)dt
0

= T.

Lo habitual es formularlo en términos de regularidad Hélder, diciendo que las trayectorias del Browniano

son a-Holder para todo a < 1/2, véase por ejemplo [Eval3]
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Por lo tanto, no podemos esperar que las soluciones a las ecuaciones diferenciales de control

ay(n)!\ (1 0 dX(n)}
dy(n)2)  \o v(n)!') \dx(n)?

converjan a la solucion trivial; al menos no en la topologia uniforme.
De hecho, para tener la deseada convergencia en una métrica de p-variacion, tomar p < 2
no es suficiente. Dados s, t,
| X (n); — X(n)s|P = %((cos(%mgt) — cos(2mn?s))? + (sin(2wn’t) — sin(2rn>s))?)P/?
= i(2 — 2cos(2mn?(t — 5)))P/? = g| sin(mn’(t — ))|P/?;
np np

por consiguiente, si tomamos la particién de [0,1] dada por t; = #,

(Z X (e, = X () |p>p -2 <Z|Siﬂ(77"2(tl+1 - m)W?) = 2wt
l

l

Si p < 2, no podemos esperar ningin tipo de convergencia a (0,0) (de hecho en p < 2
la sucesién diverge). En cambio, puede demostrarse que, para p > 2, la sucesién X (n) si

converge a (0,0).

Con esto dltimo, lo que se prueba es que la aplicacién que envia X en la integral [ X @dX
no es continua en la métrica de p-variacién para p > 2, lo que impide, en tltima instancia,
dar sentido a dicha integral para funciones irrequlares (al menos como limite); algo que, por
otro lado, ya predice en algin sentido Young al establecer la condicién p < 2 para que dicha

integral exista de acuerdo con su definicién.

2.2. Algebras tensoriales y signaturas

Las integrales iteradas de un path conectan directamente con una estructura algebraica
dada por los productos tensoriales del espacio imagen. Es por ello que, antes de entrar en
materia, conviene hacer una serie de consideraciones en torno a los productos tensoriales de
espacios de Banach.

Dado un espacio de Banach (V.| - |), definimos el producto tensorial algebraico V ®, V

como el espacio formado por elementos
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n
d son
i—1

coné;,m; € V,i=1,...,n; es decir, el producto tensorial como espacio vectorial. Del mismo

modo definimos los productos tensoriales algebraicos iterados
VEE = Vg0, V.
——
k

En estos espacios definimos normas tensoriales ||, de tal modo que satisfagan la siguiente

condicién de compatibilidad:

1€ @ 0l < [€lkInle

donde ¢ € V®ak ¢ V®al,

La complecion de (V‘X‘ﬂk, | - |k) es lo que llamamos espacio producto tensorial, y lo
denotaremos por V®F,

Con estas consideraciones, podemos definir el dlgebra tensorial truncada, que sera de

gran importancia en la definicién de nuestros rough paths.

Definicién 2.3. FEl dlgebra tensorial truncada de V' de orden n es la suma directa
n
T(V) = P Vet
k=0

equipada con la suma (componente a componente), el producto £ @ n = ¢ donde
k . .
Ck - Z£J ®"}k_37 k= ]-7 ey Tl
j=0
y la norma |¢] == Y0 €.
Observacion 2.4. (T™(V),|-|) es un lgebra unital, donde la unidad es e = (1,0, ...,0).

Definicién 2.5. El dlgebra tensorial de V es la suma directa de todas las dlgebras ten-

soriales truncadas, esto es,

T(V) = éT(")(V).
n=0
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El porqué de estas definiciones se explica del siguiente modo. Supongamos que tenemos
un path X : [0,7] — V de p-variacién finita para algin p < 2 (para poder tener integrales

iteradas definidas en el sentido de Young). Entonces la n-ésima integral iterada de X,

xn Z:/ dth ®"'®dth’
t1<...<tn€[0,7]

es un elemento del dlgebra tensorial truncada de orden n. Nuestro interés estd en trabajar
con toda la sucesién de integrales iteradas como un tinico objeto, lo que da lugar a la siguiente

definicién.

Definicién 2.6. Sea X : [0,T] — V una trayectoria de p-variacidn finita para algin p < 2.
La signatura de X es el elemento X € T(V) definido como

X:=(1,X' X2 .)
donde para cadan > 1

X" .— / dth R ® dth.
t1<...<t,€[0,7]

En ocasiones la denotaremos por S(X).

Dado que la signatura recoge informacién sobre la integracién de un path, es de esperar
que podamos expresar propiedades de las integrales en términos algebraicos sencillos. En

concreto, nos interesa estudiar cémo se representa la sencilla relacién

IR

Para ello vamos a estudiar el comportamiento de la concatenacién de paths en la estruc-
tura tensorial. Concatenar dos paths es pegarlos de manera continua; mas concretamente,
dados X : [0,s8] =V, Y :[s,t] = V,

Xu, siw e |0,s]
Xs+Y,—Ys, siucelst

(X xY), = {

Teorema 2.7 (Chen). Si X : [0,s] = V, Y : [s,t] = V son paths con 1-variacion finita,
entonces
S(X*xY)=8X)®S5Y).
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Demostracion. Llamemos Z = X %Y, y fijemos n > 1. Entonces, aplicando el teorema de

Fubini,

Zy, = // dZ;, @ ---®dZy,

0<t1 <. <t <t

:Z // dZ, @ -+ @ dZ;,

k=0 0cty <. <tp<s<tpi1<..<tn<t

n

dXp, ® -+ @ dXy, ®dYy,,, @ 2dY;,

0 0<t1 <. <tp <5<tp41<...<tn<t

n
// dXh@...@dth@ // dY;le@"'@dYtn,

0 o<ty<...<tr<s S<tpp1 <. tn<t

b
Il

ol
Il

3

=) (XFRY" M), = (X®Y)],
k=

o

a

Observacion 2.8. La aplicacion del teorema de Fubini es crucial para obtener una prueba
tan limpia, pero no sirve més alla del caso p = 1. Sin embargo, con algo mdas de esfuerzo,
el teorema de Chen se extiende para todo p € (1,2). Los detalles de la prueba pueden
consultarse en [LCLOT].

2.3. Funcionales multiplicativos

La estrategia para definir integrales iteradas de paths irregulares (lo que mds adelante
quedard reducido a un objeto al que llamaremos rough path) consiste en imitar el marco
algebraico de la seccién anterior en el caso p > 2. Para ello, introducimos el concepto de

funcional multiplicativo.
Definicién 2.9. Sea n > 1, y denotemos por Ap al simplice

Ap ={(s,t) €[0,T]* : s < t}.
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Una aplicacion continua

X: Ap — TM(V)
(s,t) — Xgp= (X0, X1, ... X)

s,tr“*s

es un funcional multiplicativo de gradon si X0 =1y
Xs,t ® Xt,u = Xs,u (2'1>
para todos (s, t), (t,u) € Ap.

Observacion 2.10. En lo sucesivo, y salvo casos de posible confusion, el simplice serda deno-

tado simplemente por A.

En otras palabras, los funcionales multiplicativos son aquellos sobre los que se impone
la condicién de concatenacién en las integrales, tal y como se expresa en el Teorema 2.7. Es

por eso que a (2.1) se le denomina identidad de Chen.

Ejemplo 2.11. El ejemplo més claro es el de los paths de p-variacién finita con p € (1,2).
Para ellos, las integrales iteradas estan bien definidas en el sentido de Young, y el Teorema
2.7 (junto con la Observacién 2.8) nos garantiza que se cumple la identidad de Chen, por lo
que
Xk, = / dXy, @ - ®dXy,
O<ti1<...<tp<s

define un funcional multiplicativo.

La pregunta que surge ahora de forma natural es qué funcionales multiplicativos pueden
extenderse a una signatura completa de manera tinica; o, en términos de integracién, cudntas
integrales iteradas son necesarias para preescribir todas las demés. La respuesta depende de
la regularidad del funcional.

Para medir dicha regularidad, introducimos la nocién de funcion de control, fundamental

para la teoria de Lyons.

Definicién 2.12. Una funcion w : A — R es una funciéon de control si es continua,
no-negativa 1y satisface:
w(s,t) +w(t,u) <w(s,u) (2.2)

si0<s<t<u<T.
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A la propiedad (2.2) la llamaremos superaditividad.
Como consecuencia de estas propiedades, tenemos que un control satisface w(t,t) = 0
para todo t € [0,T].

Definicién 2.13. Diremos que X : A — T™(V) tiene p-variacion finita con respecto a

una funcidn de control w si para todos i =1, ...,n, (s,t) € A, se cumple la desigualdad
|X;t| < w(s,t)i.

Con estas herramientas podemos enunciar uno de los resultados principales de este
capitulo: el teorema de extensién de funcionales multiplicativos de Lyons (tal y como se
enuncia en [LQO02]).

Teorema 2.14. Sea p > 1, y sea X : A — TU(V) un funcional multiplicativo de p-
variacion finita con respecto a una funcién de control w.

Sin > |p], entonces X se extiende de manera unica a un funcional multiplicativo en
T(V) de p-variacion finita. Mds precisamente, para cualquier m > |p| + 1 existe una tnica

aplicacion continua X™ : A — V™ tal que
X:=(1,Xx'..,xPl o x™m )

es un funcional multiplicativo en T(V) con variacién p-finita.

Ademds, si w es una funcién de control tal que

w(s,t)%
S

para todos i =1,...,|p], (s,t) € A, donde B es una constante que satisface

X540 < (2.3)

lpl+1

2 (2 ’
B>p 1+;(r_1> , (2.4)

entonces (2.3) se cumple para todo i > |p|.

Observacion 2.15. Por una mera cuestién de comodidad, e imitando lo realizado en [LCLO7],
en ocasiones tomaremos la condicién (2.3) como definicién para la p-variacién controlada
por w. De este modo diriamos que, si la p-variacién de X estd controlada por w, también lo

estard la de X.
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Demostracion. La unicidad se sigue facilmente del siguiente razonamiento. Supongamos que

tenemos dos extensiones,

X =(1,X%, .., xF Xkt
X = (1,X%, .., Xk Xkt

Basta con probar que X*+1 = X*+1_ Por la multiplicatividad,

k+1 k+1
k+1 vhk+1l i k+1—1 <) o vk+1—1
Xs,t - Xs,t - Z Xs,u ® Xu,t - Z Xs,u X Xu,t
i=0 =0

k k vk vk
=1 X'+ X' el-10 X - XiT'e1
_ xRl Rkl xRl gkl

S,U S, w,t u,t

lo que prueba que X*+1 — Xk+1: A 5 V®K+1) o5 yn funcional aditivo y, por consiguiente,
t— X ffl - X ffl es una trayectoria con valores en V®Kk+1) y %—Variacién finita. Dado
que % > 1 tenemos que X*+1 — X*+1 eg constante; por tltimo, la regularidad de w implica
que esa constante es 0.

Para probar la existencia y la desigualdad (2.3), la idea es construir de manera in-
ductiva un funcional multiplicativo con las propiedades deseadas. Supongamos que X =
(1, X%, ..., X*) es un funcional multiplicativo de p-variacién finita con k > |p|. Tomamos el

funcional

X :=(1,Xx' .., X% 0).

Escogemos ademds una funcién de control w que satisfaga 2.3; es claro que siempre
podremos hacer esto reescalando una funcién de control conocida, pues solo necesitamos
satisfacer k£ condiciones.

Para una particién IT = {tg, ..., t,,} del intervalo [s,t], definimos el funcional X(II) : A —
T*+D)(V) como

X(H)Sﬂg = Xs,tl ® e ® XtT,l,t'

El objetivo es probar que Il_lll’lmOX(H)s7t existe y es el funcional multiplicativo que bus-
—

camos.
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Como X es un funcional multiplicativo, se tiene que X (II)"* = X™ para todos los m < k.

Por otro lado,

k+1 _ % i
(H) Z Xsltl "® Xt7‘71,t
i1+...Fi.=k+1
0<41,..,0,<k+1
= Z X;1t1 X2, 01@ @1+

i1+ia=k+1
12>0

+ Z letl *® Xt, 1t

i14... 4, =k+1
3 >0

:ZXé,n@Xt’ﬁl ‘R1®-- ®1+Z o2 ® éﬂs_i@l@'”@l

k+1—1
+§ :X'Str 1 Xt'r 1,
k
kJrlfi.
_Z§ :Xstz 1 tz 1,0
i=11=1

con todo,

X(I), , = <1 X XS X, e Xf,ﬂ,t;). 25)

i=1 =1

En la particién II, tomamos el punto ¢; tal que

2
wtj—1,tjy1) < mw(sﬂf)

sir > 2; en caso de que r = 2, tomamos ¢;. Claramente siempre podemos elegir tal punto,
dada la superaditividad de la funcion de control
Eliminamos ese punto de nuestra particién obteniendo una nueva, I’ := IT \ {¢;}. En-
tonces,
X()st — X(H/)s,t = Xs,h @ ® th—mtj—l ® (Xt;—l,tj ® th’tj-%—l - th—lvtj-%—l)

®Xt7+1, tit2 ...®Xt'r717t’

Por (2.5), tan solo el término k + 1 es no nulo, y por la multiplicatividad de X tiene la
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siguiente expresion:

k+1
k+1
R =X = (Fs 1 Ko = Ky )
k+1
k+1 i % k+1—i
- Z tJ 1 fJ t] [ZES S ZXfJ 15t ®th tj41”

Necesitamos ahora hacer uso de la siguiente desigualdad:

n—i

RO

para todop > 1, n € N, 5,4 > 0. Esta desigualdad es el Lema 3.8 de [LCL07|. Entonces, con
esta desigualdad y la superaditividad,

(2.6)

(XD = X)) < 30 ‘XZ 2 Xkt1-

tj1,t; ti,tit1

ktl—i

k i
S Z w(tj_l,tj)l’ w(tj,tj+1) P

] T e

k41
< P_(W(tj L) tw(ty, b)) ”
- B2 kt1
’ (4!
<i<2)7wmﬁl
- r—1 Etl
B 5(7 |

Si eliminamos sucesivamente puntos de la particién II como en el procedimiento explicado

hasta quedarnos tan solo con los extremos, obtenemos

Entonces, al tomar limites cuando |II| — 0, la desigualdad (2.3) queda demostrada para
el nivel k£ + 1.
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Tan solo resta demostrar la existencia del limite. Para ello, consideramos dos particiones
I1;, T, con |I;],|I,| < §, y tomamos ademés la particién II con los puntos de ambas.

Entonces por la desigualdad triangular

X5 = X ([I)e ! < XIS - XADSH |+ XI5 - X (Ta)5 1,

y eliminando un punto de II como en el procedimiento iterativo anterior vemos satisfecha

una condiciéon de Cauchy que, finalmente, prueba la existencia de o h‘m X (H)kH. O
—0

Esta extension resulta ser, ademads, continua en el siguiente sentido.

Teorema 2.16. Sean X, Y funcionales multiplicativos de grado n y p-variacion finita, y sea

B una constante que cumple (2.4). Siw es una funcién de control tal que

w(s,t)r

XL v, < 50

8 ;)~

i w(s, )7
Xi, - Vi < el (2.7)

para todos i =1, ..., |p], (s,t) € A entonces (2.7) se cumple para todo i > |p].

La demostracién sigue exactamente las mismas ideas que la del Teorema 2.14.

2.4. Rough paths: definicién, propiedades y espacios

El teorema de extensién es fundamental para la teoria porque permite dar, por fin, la

definicién de rough path.

Definicién 2.17. Un rough path de rugosidad p (o simplemente p-rough path) es un

funcional multiplicativo de orden |p| con p-variacion finita.

De este modo, un rough path codifica la informacién estrictamente necesaria para obtener
toda la signatura de una trayectoria; dicho de otro modo, un rough path consiste en una
trayectoria (funcién de una variable) y la cantidad justa de integrales iteradas necesarias

para prescribir todas las demés.
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Ejemplo 2.18. Dada una trayectoria Lipschitz x : [0,7] — R%, podemos definir un rough
path como
Xsﬂg = (1,%,5 — 335).

Es trivialmente multipicativo y cumple la hipdtesis de regularidad requerida.

Ejemplo 2.19. Si ahora nuestra funcién = es de p-variacién finita con 2 < p < 3, sabemos,
por el Teorema 2.14, que su rough path tendra un nivel més que el anterior.
Consideremos el caso unidimensional. Para definir el segundo nivel, podemos recurrir a

una expresién formal de integracién:

t
1

/(xu —Is)dxy = ”E(zt —z,)%

S

Insistimos en que esa expresién es meramente formal (no es posible definir una integral
a través de las sumas de Riemann-Stieltjes).

Entonces un posible rough path es

1
Xs,t = <1,1Et — Ts, 5(9% - xs)2> .

La hipétesis de regularidad es claramente cierta; veamos que es un funcional multiplica-

tivo. En efecto,

1 1
(Xsu® Xu,t)z = §($u - xs)z + (Tu — ) (T — 20) + §(xt - fu)2

1 1

= 51? + 5:1:3 + 112, — Xy Ls + Ty — :1:,% — Lgly + Tsly
1 1 1

= EI? + 59]2 — Ty = é(xt - xs)z = st,t'

Pero podemos definir muchos otros rough paths. De hecho, si tomamos una funciéon

¢ :[0,T] — R suficientemente regular (a continuacién lo especificaremos), tenemos que

1
Xt = (Lil’t — T, é(It —5)% oy — 1/15> (2.8)

vuelve a ser un rough path. Es claramente multiplicativo, y si pedimos que v sea de p/2-

variacion finita, también tendremos la regularidad requerida.
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Esta ltima observacién puede llevarse a todos los niveles del algebra tensorial y a cual-
quier dimensién. Dado un p-rough path X y una funcién ¢ : [0,7] — V®! de p/|p]-
variacién finita, entonces X + (0, ...,0, A#)) es un p-rough path, donde At := ¥y — 5.

Dado un espacio de Banach V, su espacio de p-rough paths serd denotado por ,(V). Es
importante sefialar que no es un espacio vectorial; no podemos esperar que la suma de

funcionales multiplicativos sea multiplicativa. Sin embargo, podemos dotar de una topologia

1
P

P

i .

Observacion 2.20. Por el Teorema 2.16 se observa que la extensiéon de un rough path a un

al espacio. Consideramos la métrica d, dada por

n—1
dy,(X,Y):= méx sup X, =Y,
P( ) i=1,...p) HC[O,T] < - | titig1 tiytit1

i=

funcional multiplicativo de orden arbitrario es continua con respecto a dp,.

Lo natural, entonces, es trabajar con el espacio métrico (Q,(V),dp), pero emplear la
métrica d, puede resultar muy complicado. Por ello nos interesa encontrar un criterio de

convergencia méas manejable.

Definicién 2.21. Sean (X(n))n<o, X elementos de Co,([0,T],TP1(V)). Diremos que
(X(n))n<o converge en la topologéa de p-variacion si existen una funcidn de control

w Y una sucesion de nimeros reales (an)n<o con an — 0 tales que
|X(n)i,t|7 |X;,t| S w(svt)iv

IX(n)i, — XL,| < apw(s,t)7.

2.4.1. Rough paths geométricos

El primer objetivo de la teoria de rough paths es dotar a funciones irregulares de reglas
de integracién. Hasta ahora, nuestra construcciéon es basicamente algebraica; un rough path
es un objeto abstracto que, en si mismo, no tiene por qué relacionarse con una forma de
integracién conocida.

Una manera de garantizar esa relacién es considerar aquellos rough paths que son limite
de signaturas correspondientes a trayectorias con reglas de integracién definidas de manera

clasica. Esto da lugar a la siguiente definicién.
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Definicién 2.22. Diremos que X € Q,(V) es un rough path geométrico si existe una

sucesion X(n) de rough paths suaves (de 1-variacidn finita) tal que
dp(X(n),X) —— 0.
n—roo

Liamaremos GQ, (V) al conjunto de p-rough paths geométricos.

2.5. Rough paths como trayectorias en grupos de Lie

M4s alld de su utilidad para crear expansiones de tipo Taylor (que aparecerdn en los
capitulos sobre integracién y ecuaciones diferenciales), las integrales iteradas tienen una
interpretacién geométrica muy clara. En particular, la segunda integral iterada (el nivel 2
de nuestro rough path) encierra en si misma un término que se relaciona con el drea bajo la
curva trazada por la funcién.

Para esta seccién consideraremos solo el caso finito-dimensional, V' = R%. Supongamos

que z : [0,T] — R? es una trayectoria suficientemente regular. Entonces la cantidad

t
/ (&, — 2)ded, — (2f, — 2d)da

es el area encerrada entre la cuerda que une x4 con x; y la curva trazada por el path, pro-
yectado sobre el plano ij (contando multiplicidades). En el lenguaje que hemos establecido,
la parte antisimétrica del segundo nivel del rough path recoge las dreas proyectadas sobre
todos los planos (2Anti(X2,)).

Por otro lado, la parte simétrica tiene la siguiente expresion

t t
[ o=l + (@l el = [ delad) - il ) = (o} - al)
S S

— il il o Lopd  ad ol It
=TTy — Ty — Tk + TgTg — T5Ty + T

(i dN(d g
- (wt ‘rs)(‘rt xs)?
lo que en nuestra notacién significa

1

Sym(Xz,t) 2

X, 00X, (2.9)
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Sin embargo, la ecuacién (2.9) no se satisface para todos los rough paths. En particular,
podriamos considerar perturbaciones simétricas de la forma (2.8) para construir rough paths
que 1no lo cumplen (un ejemplo practico serfa la integral de It0).

En cualquier caso, dado que es una propiedad que se satisface para funciones regulares,
podriamos decir que la condicién (2.9) es, en algtin sentido, deseable. Por ejemplo, con un
argumento de continuidad puede probarse que todo rough path geométrico lo satisface;
no obstante, el reciproco es falso, lo que motiva la definicién de rough path débilmente
geométrico.

El marco algebraico general es algo mas complicado. Tomamos el dlgebra tensorial trun-

cada T (R%), y consideramos los subespacios afines
tM(RY) .= {g e TR : ¢° =0}
1+tM(RY) == {g e TM(RY) : ¢° = 1}.
Observacién 2.23. Los funcionales multiplicativos toman valores en 1 + t(™ (R%). Esto da

perfecto sentido a la nocién de rough path como una verdadera trayectoria, pues para conocer

un rough path en [0, 7] bastard con conocer la funcién de una variable
t— XO,t

y tomar después X, = Xo. 1 ® Xop,: como consecuencia de la multiplicatividad.

(14t (R?),®) es un grupo; ademds es un subespacio afin de 7™ (R%). Puede probarse
que las operaciones ® y ~! son suaves y, por consiguiente, 1+ t(”)(Rd) es un grupo de Lie.

Por otra parte, si tomamos el conmutador [g,h] = g ® h — h ® g, (t™(R?),[-,-]) es un
algebra de Lie.

Definicién 2.24. g™ (R?) es la minima subdlgebra de Lie de ™ (R?) que contiene a
71 (1™ (RY)), esto es,

g™ RY =R RLRY @ .. @ [RY [, [RE,RY L]

n—1 corchetes
Llamaremos a g\ dlgebra de Lie nilpotente libre de paso n.

Definimos la aplicacién exponencial
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exp : t(RY) — 1+ t™(RY)
— (a)'
ar— Z Z_'
=0

y su inversa, el logaritmo

log : 1 + tM(RY) — (W(RY)

1+aHZ el

Definicién 2.25. El subgrupo de Lie de 14 ™) (R®) definido como
GM(RY) := exp(g™ (R))
es el grupo de Lie nilpotente libre de paso n.

Veamos un par de ejemplos para ver el porqué de nuestro interés en esta construccion.

Ejemplo 2.26. Consideremos n = 2. Entonces
9(2) (Rd) _ Rd D [Rd,Rd].

[R?, RY] lo componen elementos de la forma

d
E aijlei, €l;

ij=1
1<y

dicho de otro modo, son las matrices antisimétricas de dimensién d.
Entonces, dado un elemento (0,v, A) € g (R%), su exponencial es

1
=(0,0,v ®v).

(1,0,0) + (0,0, 4) + 3

Si exp(0,v, A) fuera la imagen de (s,t) € A por un rough path, este tendria una parte

simétrica como la definida en (2.9) y una parte antisimétrica que definirfa su 4rea.
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Ejemplo 2.27. Supongamos que z : [0,7] — R? es una trayectoria suficientemente regular.

Por los comentarios al inicio de la seccién, su signatura truncada al nivel 2 es

1
52(1')5,15 = <17xt - xs»i(xt - 1’5) ® (wt - xs)

2 Z Ddxd — (27 — zi)dmi) [e,-,ej]>.

1,7=1
1<J

Al tomar el logaritmo, nos quedamos con

log(S2(z)s4) = — T, = Z / Ddzd — (2, — 22)dal) [es 5] |

4,J=1"
1<j

es decir, recuperamos el incremento y el drea.

Definicién 2.28. Diremos que un rough path es débilmente geométrico si toma valores
en GUPD(RY). Escribiremos X € WGQ,(RY).

De este modo, dada una trayectoria z : [0,T] — R?, para definir un rough path débil-
mente geométrico bastard con describir elementos de g{l?}). Por ejemplo, si 2 < p < 3, serd
suficiente con tomar el incremento y una funcién de area.

En G (RY) podemos dar una norma (de Carnot-Caratheédory)
T
lgll == inf{/o ldv| =y € V[0, T],RY), Siny(7) = g},

que induce una métrica en G™,

d(g,h) == [lg”' @ hl|.

(G, d) se convierte asi en un espacio métrico (de hecho, un espacio geodésico).

No entraremos a discutir las propiedades de estos espacios mas alld de lo que ya hemos
establecido. Tan solo lo citamos para comprender algunos resultados que apareceran mas
adelante, pero para el cuerpo del trabajo no tendrd mayor relevancia. Para un tratamiento

m4ds profundo sobre toda esta seccién remitimos a [FV10b].
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2.6. Regularidad Holder

La regularidad de los rough paths se expresa también en términos de regularidad Holder
(véase [Gub04],[FV10b],[FH14]). En nuestro contexto, la aplicacién

w: A — R
(s,t) — |t—s

es una funcién de control, lo que da lugar a definir rough paths con regularidad

i
P

(Xl Slt—s

paracadai = 1,...,|p], donde < es < salvo multiplicacién por una constante (independiente
de s,t). Por otro lado, dada una funcién de p-variacién finita, existe una reparametrizacion
que la convierte en 1/p-Holder.

De este modo, podemos decir que p-variacién finita y 1/p-Holder son, esencialmente, lo
mismo. Esto nos permite definir rough paths desde el punto de vista de las seminormas
Hoélder:

Definicién 2.29. Dado un o € (0,1), X : A — T (V) es un a-rough path si es un
funcional multiplicativo tal que, para todo i =1,..., |a™],
Xi
sup —l S’tLi < o0
(s.yea [t — s

Esta definicién es especialmente 1itil al tratar con el movimiento browniano, pues su
regularidad viene establecida en términos de seminormas Holder, y por ello la utilizaremos
en las secciones més vinculadas a procesos estocdsticos. Todos los resultados anteriores, asi
como todos aquellos que formulemos en términos de p-variacién, son vélidos también para

la definicién Holder.
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Capitulo 3

Integracion de rough paths

Definidos los rough paths, y siguiendo nuevamente la teorfa de Lyons, damos una nocién
de integracién frente a rough paths. Para ello abordaremos el concepto de casi rough path y
su extensién tnica a un rough path. En la parte final del capitulo introduciremos los rough
paths controlados de Gubinelli ([Gub04]).

3.1. Casi rough paths

A la hora de definir la integral de una 1-forma, nos encontraremos con un problema:
el resultado no serd un funcional multiplicativo, y por consiguiente no tendremos un rough

path como desearfamos. Por ello nos conviene tratar un concepto algo més general.

Definicién 3.1. Sean p > 1 y w : Ap — [0,00) una funcidn de control. Diremos que

X : Ap — TPI(V) es un casi rough path si satisface las dos condiciones siguientes:

1. .
w(s, t)»

5(3)

| XCl <

para todos (s,t) € Ap, i =0,...,|p|; y

2. existe 0 > 1 tal que
|(X$u ® Xu,t)i - X;tl < C&J(S,t)e

para todos s <u <te€[0,T],i=0,..,|p].

25
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La idea es que un casi-rough path es un funcional que cumple las hipétesis de regularidad
que se le requieren a un rough path (condicién 1) y que, pese a no ser multiplicativo,
estd cerca de serlo (condicién 2); a esta condicién se le llama casi-multiplicatividad. El
siguiente teorema nos dice que todo casi-rough path tiene un tinico rough path asociado, en

el sentido de que esté cerca con respecto a la funcién de control w.

Teorema 3.2. Sean p, w y 0 como en la definicion anterior, y sea X un 6-casi p-rough path

controlado por w. Entonces existe un unico p-rough path X tal que

Xi _ X
sup —| 5t 98’t| < 00. (3.1)
o<s<t<T  W(s,1)
i=0,...,|p]

Ademds existe una constante K = K(p,0,w(0,T)) tal que ese supremo es menor que K y

la p-variacién de X estd controlada por Kw.

Demostracion.

= Unicidad
Supongamos que X y X satisfacen el teorema. Probaremos por induccién sobre j=
0, ..., |p| que Wj(X) = wj(X); aqui 7; es la proyeccién sobre 70 (V).
Para j = 0 esto es trivialmente cierto (1 = 1).
Supongamos ahora que Wj_l(X) = ﬂj_l(X) para un cierto j. Entonces 6 := X7 — XJ
es un funcional aditivo, luego existe una funcién p : [0,7] — V*J tal que X;t -Xl=
p(t) — p(s) para todos (s,t) € Ap. Por la condicién (3.1), p es constante, lo que implica

que m;(X) = Wj(X), concluyendo la prueba de la unicidad.

» Existencia

La demostracién nuevamente se hara por induccién sobre j. De hecho probaremos lo

siguiente:

Si X es un 0-casi p-rough path controlado por w tal que mj_1(X) es multiplicativo, en-
tonces existe un 0-casi p-rough path X controlado por Kjw, con K; = K;(j§,6,p,w(0,T))
tal que

1. |X§7t| < % para todos (s,t) € A, i =0, ..., |p];
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2. 1X:, — X!, < Kjw(s, ) para todos (s,t) € A, i=1,..., |p|;

3. m;(X) es multiplicativo.
De este modo, inductivamente estaremos construyendo un funcional multiplicativo de
orden arbitrario, lo que nos llevara finalmente a construir un rough path.

En primer lugar debemos definir X. Para ello utilizaremos un procedimiento similar al
del Teorema 2.14. Tomamos (s,t) € Ay, para cada particién II definimos X(H)s,t =
X1, ®---®Xy, ¢ Sicliminamos progresivamente los puntos de la particién llegamos

a la desigualdad

o] 0
|(X(H)s,t - Xs,t)j| S (1 + Z (%) ) W(Sat)a' (32)
r=2

De aqui puede deducirse un criterio de convergencia de Cauchy, lo que nos permite

establecer la existencia del limite cuando |II| — 0. Asi, definimos
g { 2141
11H1|HH0(X( )s ), sii=j
La desigualdad (3.2) nos garantiza 1 y 2, mientras que 3 se cumple por construccion.
Tan solo resta probar que X cs -casi multiplicativo.
Sean s < u < t € [0,7T]. Dado que 7; (X) es multiplicativo, los tinicos términos no
nulos de Xs,u ® Xu,t — 5(8,,5 son de grado estrictamente mayor que j.

Definimos el funcional Ry, := Xs,t — X5t Para un n > j,
n
(Ko ® Xup — Xop)" = Z X0, ® Xk - XL,

ZX" + R, @ (X" + Ry e) — (XU + R

= (Xs,u ® Xu,t)n - X;l.,t + (R&u & Ru,t)n - Rg,t

I 11

+3 (xk, @ RIZF + RE, @ XI7F)

I1I
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Dado que X es #-casi multiplicativo, |I| < w(s,t)?; por otro lado, 2 nos garantiza que
11| < Kjw(s,t)? + |p|K3w(s,t)*’. Combinando ambas propiedades,

2
|[I11| < Elx’jw(s, 1)? max{1,w(s,t)}.

Por consiguiente,
|)~(8,u ® Xu,t - Xs,t| < C(@,pjw(O,T))Kjw(s,t)e,
lo que prueba que X es f-casi multiplicativo, concluyendo la demostracién.

a

La aplicacién que asigna a un casi-rough path su tinico rough path asociado es, ademas,

continua:

Teorema 3.3. Sean X, Y dos 0-casi-p-rough paths, y sean X, X sus p-rough paths asociados.
Supongamos que existe un € > 0 tal que, para todos i =0, ..., |p], (s,t) € A,

|Xee = Y| Sew(s,t)r.

. 0
FEntonces existe una constante B, tal que B. 50 Y

|X§,t - Asi,t| < B€w(57t)i'

Idea de la demostracion. Probamos el caso ¢ = 1; la demostraciéon completa sigue el método
de induccién con las mismas herramientas y puede consultarse en [LQ02].

Como X, Y son f-casi rough paths, se tiene que
|Xsl,u + Xi,t - Xsl,t| < UJ(S, t)é)?

y lo mismo sucede con Y. Entonces, si tomamos una particién II de (s,t) y le retiramos un

punto como en el procedimiento habitual para obtener II’, llegamos a la cota

[X()g, = XI5, — (YI)g, —Y W) I S IXG 0+ X0 0, — X
=+ |Y—t]J-_1.t]‘ + }/;fi.t]‘_;_l - Y—ti_1.t]‘+1|

6
2
S 2w(tj_1,tj+1)0 S 2 (—1> W(S,t)e.
r
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Por otro lado,

1
- )/;f]'_l,tj|

XA, — XA, — (YA, Y (I ) <X,
T |thj’fj+1 a Y;,tnll
+ |thj’tj+1 a Y;i»ty‘+1|

1

1 2 P 1
< 3€W(tj_1,tj+1)?’ < 3e <m> W(S,t);.

Tomamos ahora un v tal que 1/p <1 <y <0y « tal que af + (1 — a)% = . Entonces,

X (), — X(I)g, — (VD) — Y(IT); )]

Eliminando puntos como siempre,

s

< ngjW (1 +§: <r 3 1)7> w(s, b7,

[X(M);, — Xep — (VD) - Yyl <

y, por tanto, para cualquier particion,

60—~ 'S ¥
o1 2 1
X (), — Y(I),,| < <e+ Ke*7 (1 +y (r - 1) )) w(s, t)7
r=2

lo que prueba el enunciado en i = 1.




30 CAPITULO 3. INTEGRACION DE ROUGH PATHS

3.2. Integracion de 1-formas

Nuestro objetivo ahora es definir integrales de la forma
/ F(Y)aX (3.3)

donde X € Q,(V1), Y € Q,(Vo) y f : Vo — L(V4,V3). Més concretamente, y con la vista

puesta en ecuaciones diferenciales de la forma

{cm = f(Y)dX,
Yo = ¢

nos interesa el caso f : Vo — L(V1,V3), aunque a la hora de definir la integral esto sea
indiferente. Por supuesto, la situacién en que X e¢ Y tienen regularidades distintas queda
incluida en nuestro estudio; bastara con considerar la p-variacién de mayor p.

Observamos que podemos tratar un caso mas sencillo, dado por expresiones de la forma

/ o(Z)dZ. (3.4)

Si queremos recuperar una integral de la forma (3.3), bastard con tomar Z = (X,Y) €
Q(Vi e V2) y oX,Y) = (1y,, f(Y)), y proyectar sobre la segunda variable.

Observacion 3.4. Conviene senalar que (X,Y) contiene mds informacién que la que propor-

cionan X e Y por separado, pues (X,Y) recoge las integrales cruzadas entre X e Y.

Por consiguiente, nos limitaremos a estudiar el caso (3.4), con Z € Q,(V), a : V —
L(V,W).

3.2.1. Funciones Lipschitz

Para definir nuestra integral necesitamos imponer cierta regularidad sobre «. Esta con-
dicién se formularad en términos de funciones Lipschitz, pero con mayor generalidad que en

el sentido clasico.

Definicién 3.5. Sean k € N, vy € (k,k + 1], y sea F un subconjunto cerrado de V. Sea f :
F—W y, para cada j =1,....k, sea fi : F — L(V®I W) una funcién que toma valores en
el espacio de aplicaciones j-lineales simétricas de V. en W. Diremos que (f = f°, f1, ..., f*)
o, simplemente, f es una funcion ~v-Lipschitz en F si para todo j =0, ...,k y una constante
M>0
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1. sup,ep [f7(z)| < M, y

2. existe una Rj : V x V. — L(V®I W) tal que para todos los x,y € F, v € VI,

k—j

Pl) =3 3P @) (g ) + Ry, p)(0) (3.5)
=0

IRy (2, )] < Mla — g7, (3.6)

Escribiremos f € Lip(y, F), y a la menor constante M posible la denotaremos por || f||Lip(y, F)-

En caso de que F =V, escribiremos simplemente f € Lip(7).

Esta definicién no es otra cosa que una extensién de la expansion de Taylor clésica,
en la misma linea que Whitney [Whi34], a conjuntos cerrados (por ejemplo, de esta forma
podemos definir expansiones de Taylor en el conjunto de Cantor) y con regularidad no entera
(el residuo, en nuestro caso, tiene regularidad Holder v — k € (0,1)).

Para nuestro objetivo, dado un rough path Z € Q,(V), consideraremos o : V. — L(V, W),
a € Lip(y—1) con un cierto y > p; es decir, tenemos a = o’ y |p| —1 funciones o !, ..., alPI=1
ol 1V — L(V®I L(V,TV)) en las condiciones de la definicién 3.5.

Supongamos por ahora que Z es una trayectoria de variaciéon acotada. En tal caso, la

simetria de o nos permite sustituir (z,y) por (Zs, Z,), y como

1 1
R __
l (Zy— Z5)®" = I E / AZy, ) @+ ©@ dZy,,

Uess<u1 <..<u<u

= Sym / AZ,, @ -+ ®dZy, |

<ur<...<u;<u

en una primera aproximacion tenemos que

lp]-1
a(Z'u,) = Z Oél(ZS)Zi_’u + RO(Z57Z':1,);
1=0

integrando,

lp]—1

ot
> al(Zs)ZgglJr/ Ro(Zs, Z.)dZ.,.
1=0 s

t
/ o(Z,)dZ, =

s
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Si asumimos que Z tiene 1-variacién controlada por w, entonces el residuo serd de or-
X . - 7 .
den w?, y dado que v > p, el término serda despreciable. Por supuesto, este argumento es
simplemente intuitivo, pero la definicién de integral le dard verdadero rigor.

Con estas consideraciones definimos

[p]-1
Yisl,t = Z al(ZS)Ziﬁl;
=0

esta expresion tiene sentido para cualquier p-rough path, tomando Z; = Zy + Z glt

A partir de aqui, podemos definir formalmente los niveles superiores:

S,u1

Yo e =" // dY), @ @dYs,,
s<u <...<un<t
lp)—1 lp]—1
_ / S ah )z e e S aln(z) 2

s<UL < o<ty <t 170 ln=0

[p]
= Z akl_l(ZS)"'ak"_l(Zs) // de’lul ®"'®dZ§,Z"-

ki, k=1 s<ur<...<un <t

Para que esta expresiéon no dependa de integrales, realizamos un pequeno inciso combi-

natorio. Si Z es suficientemente regular, entonces

// dZ.f,lul ®...®d2§7&n

s<ur<...<un <t

:/Z R @ Ly, @ Loy, @ @ Ly, R @ Ly @@ Ly, (3.7)
S

donde S € RF1++kn e5 1a regién dada por las desigualdades

s<vrg < ... < U1k <t
s < V2,1 < ... < V2 ks <t

$<Up1 < .. < Upp, <1

§< VL < oo < Upk, <U
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Queremos preservar las relaciones de la regiéon S, por lo que nos interesard tomar el

siguiente conjunto de permutaciones.

Definicién 3.6. Dados ki, ..., k,, diremos que m es una permutacién ordenada (ordered
shuffle), y escribiremos m € OS(k1, ..., ky) si 7 es una permutacion de ki + ...+ ky, elementos

que cumple las relaciones

m(l) < 7(2) <... < w(ky)
71'(]{31 + 1) <... < 7T(k71 + kg)

(k1 + .o+ hp1+1) <. <w(kr + ..+ kn)

(k1) < w(ke) <... < 7m(ky).

Entonces, con lo anterior, tenemos que

k kn _ —1r7ki+...+kn
dZS,lul Q- ® dZS,un - Z 0 Zs,lt

s<uy <...<un <t TeOS(k1,....kn)

donde 7(21®... 02k ) = Tr1) @ ®Tr(x); POr consiguiente, podemos expresar (3.7) como

Lp]
Yoo aM N Z) e @k TH(Z) 3 gLkt etk
Eiyookn=1 TEOS (K1, ikn)

nuevamente, esta expresion es valida también para rough paths.

3.2.2. Definicion de integral

La expresién asi definida constituye, de hecho, un casi rough path.

Teorema 3.7. Sea Z € GQ,(V) para un ciertop > 1, ysea o : V- — L(V, W), o € Lip(y—1)
con vy > p. Entonces Y : A — TUWPD(W) definido como

Lp)
Y:srft — Z aklfl(ZS) ®-® akn*l(ZS) Z ﬂ_le&f}t‘l—-u-l—kn, (38)
k1, skn=1 TE€OS(k1,....kn)

es un casi p-rough path.
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Definicién 3.8. La integral de o sobre Z es el p-rough path asociado al casi p-rough path

del Teorema 3.7. La denotaremos por

t
/ a(Zy)dZ,,
y al término de nivel n,

¢
/ a(Z,)dZ)}.

Para probar el Teorema 3.7 reproduciremos el procedimiento de [LCLO7]. Necesitaremos

dos lemas técnicos.

Lema 3.9. Para todos x,y,z,v €V,

lpl—1 lp)-1
o) — R (222 ) = 3™ ol (E292)
> (o)~ o) (77 ) 0= X e (B ) 00

Demostracion. Dado que « € Lip(y — 1),

ol (y) <(Z_[—"/)®l> (v) = L:é: o™ (z) <(z —y)®ey- J:)®m> )

1m)!

+ Ri(z,y)) ((Z_Z—,y)@) (v)

[p]—1 5 ®1 — ®(m—1)
_ Z Otm(ﬂ?) (( y) & (y ) ) (’U)
m=l

N(m —1)!
zZ—1 L
+mia) (S5 ) @

luego

2 )@l lpl -1 - @l (y — 2)2m—1)
(@'t~ o) (B2 ) ) = 3 amto) (B2 o),

m=l
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Sumando en [,

lp]—1 5 1
> (el - o) (S525 ) )

=0
lp]—11lp]-1 _
i (G0 @ = 2)% 0
-3 Yoo (SR ) o

=0 m=l

lp]—1 m _
o (=% e (y— )
- mz::O o™ () (; 1N(m — 1) (”)> '

*

La demostracion concluye observando que la proyeccién sobre tensores simétricos de (*)

o \®m
es exactamente %

O
Lema 3.10. Para todos s < u <t € [0,T]
Y;,u X Ytu,t - Ys,t = Y@,u X Ns,u,ta

donde Ny, se define como sigue:
Para e € {0,1}, 1 € {0, ..., [p]},

Rl(ZS7Zu)a sie=0, A

Fi(Ze, 20) :{ —ol(Z,), sie=1"

entonces
J _ € 19 —1 k14 4k
N, = > Fit ((Ze, Z0) - Fy?(Zs, Z) S wtzy .
kiooki €1, pl} 7€OS (k1 ,... k)
€1,...,6;€{0,1}
61~'~E7':O

Observacion 3.11. Pese a la complicada notacion, lo inico que estamos haciendo es conside-
rar, en la primera suma, todas las combinaciones posibles excepto aquellas en las que todos

los términos sean .

Demostracién. Supongamos que Z es suficientemente regular (por ejemplo Lipschitz). En-
tonces
lp]—1 lp]—1
RN B SR CAT RNt SRTCAIC LI

s<vi<..<vp<t (1=0 =0
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Por otro lado, el Lema 3.9 implica

lp]—1 lp]—1
> (M2u) = Ri(Zs, 20)(ZL,0)(dZ) = Y oM (Z,) (2L ,)(dZ0).
=0 =0

Luego, si fijamos n, combinando ambas cosas obtenemos

DY, ey
=0

lp]—1

“Yoviee [ Y Az )
=0 5<Vif1< . <vp<t Li+1=0
lp]—1
X Y (Z)(Zl, ) (dZ,)
1, =0
=) Yi.®
i=0 U<V 41 <...<v, <t
lp]-1
> (" 202 ) + R (20, 20)(Z15.,) ) 2,
li+1=0
lp]—1
X X Z (al" (Zs)(Zé?vn) + Ry, (Zs, Zu)(Zi':vn)) dZz,,
1,,—=0
n _ _ n lp]—1
—Y VL e N Y / 3 ol (22, )21,z
=0 1=0 s<v1<.".<w,<u 11=0
<vit1<...<v, <t
p)—1
X X Z ( )( svl)( )dZUL
;=0
[p]—1
x| Y @l (220 )2 Az,
liy1=0
lp]—1
Xoeee X Z (Z )( uv")(Zil[:v,,,,)dZ’L"n,
1, =0

_E: 7 n—i n
- Ys,u Naut sztv
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lo que prueba que Y, ® Yyt = Y50 @ Nout + Y.
Ahora, como ambos lados de la igualdad son continuos en la topologia de p-variacién, si

Z es un p-rough path geométrico un argumento de densidad concluye la prueba. O
Con este resultado, la prueba del Teorema 3.7 es casi inmediata.

Demostracion. Supongamos que la p-variaciéon de Z estd controlada por una funcién de
control w. Tomamos s <u <t e [0,T]yj>1
En la definicién de N7

s.u,t» cada sumando tiene un término de la forma

Rl,-,—l(Zsa Zu)

dado que « € Lip(y — 1), se tiene que

1.

|Rii-1(Zs, Zu)| < i1 Zsu ™" Sw(s, )7

Por otro lado,
v Iy +...+L
2z Sl )T

Por consiguiente |Ng,,u7t| <w(s,t)7.
Por otra parte, |Ys.| S w(s, 7.

Aplicando el Lema 3.10, y dado que v > p, tenemos que Y es un %-casi p-rough path. O

Observacion 3.12. Para definir la integral, en (3.8) basta con tomar los términos tales que

k1 + ... + kn < |p]. En efecto, si tomamos

Y0 = 3 P NZY) @@ Z) oo itz (3.9)
kipeeokn€{1,o...[p]} TCOS(ky,enikn)
kit..+k.<[p]

. ~ . p]|+1 -
entonces para todo i = 1,..., [p], [Yy, = Y| Sw(s,t) 5 , lo que implica que Y es también

un casi p-rough path. El Teorema 3.2 nos garantiza ademas que su rough path asociado es

el mismo.

Ejemplo 3.13. Supongamos que Z € GQ,(V) con 2 < p <3,y o € Lip(y — 1) con v > p.
Entonces, de acuerdo con la observacién anterior, el casi rough path a partir del cual se

construye [ «(Z)dZ tiene la siguiente expresién:

fﬂ,t = aO(ZS)Z;t + O‘I(ZS)ng,t

S

)}Q,t = (ao(Zs) ® aO(ZS))Zit.

S
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Para comprobar que Y es casi multiplicativo, realizamos el célculo explicito. En primer

lugar, sustituyendo a°(Z,) y '(Z,) por sus expansiones de Taylor en torno a Z,,

(You @ Yur)' =Y, =a%(Z) 2L, + 0" (2) 22, + 0(Z,) Zyy + & (Z0) 77,

- O‘O(Zs)Zé},t - Ofl(Zs)Zit

=a(Z5) 2, + 0! (Z5) 22, + °(Z5) 2y,
+a (Z) (242 © Z3,) + 0 (Zs)(Zoy © Z3 © Zs.,)
+ Ro(Zs, ZU)Z’L]I:,t + al(Zs)Zi,t +a? (ZS)(Z’LQL,t ® Zslu)
+ Ri(Zs, 2) 20, — a(Z5) 2, — oM (Z5) 22,

=0*(Z,)(Z),® Zs, @ ZL) + Ro(Zs, Z,) 2},
+a®(Zs)(Z3 4 © Z3,) + Ru(Zs, Zu) Z,

u,t?

donde hemos utilizado la multiplicatividad de Z. Acotando los términos,

02(Z)(ZL, ® 2L, ® ZL )| < llallLipe-1w? (s, 1)
|Ro(Zs, 24) 22 4| < [[|Lip(y—1yw ™" (5,1)

02(2)(22, ® Z1,)| < [lallLip(y-1yw? (s,1)
|R1(Zs, )22, < |l ellLipr—1@ 7 (5,1).

Con los mismos argumentos, aunque con muchos mas términos, podemos obtener cotas
similares para |(}~/Su & f/u,t)Q - f’ft\ De este modo hemos probado que Y es un casi rough
path, pero para ello no hemos necesitado que Z fuera un rough path geométrico (tan solo

un rough path).

Este ejemplo da lugar a la siguiente proposicién.

Proposicién 3.14. Dado un Z € Q,(V) con 2 < p < 3, Y definido en 3.9 es un casi p-
rough path. Por consiguiente, la integral de la definicion 3.4 estd bien definida para cualquier

p-rough path con 2 < p < 3 (y no solo para rough paths geométricos).

Este hecho es importante porque permite dar una nocién de integral de 1-formas para,
por ejemplo, el movimiento browniano con la integral de It6 (que no da lugar a un rough

path geométrico).
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Para cerrar la seccién, y como consecuencia de los Teoremas 3.2 y 3.3, tenemos que la
integral también es continua. Esto queda recogido en el siguiente resultado, cuya prueba
omitimos (puede hallarse en [LCLO7]).

Teorema 3.15. La aplicacion Z — [ o(Z)dZ es continua de GQp,(V) en GQ,(W). Ademds,

st w es una funcion de control, existe una constante

K= I((”a”Lip('y)apy 'Yvw(ov T))

tal que para todo Z € G, (V') con p-variacién controlada por w

t
/a(Z)dZi < Kuw(s,t)»

para todos (s, t) € A, i=1,...,|p].

3.3. Rough paths controlados

La teorfa de integracién expuesta hasta ahora aporta una definicién de integral maés rica
que la de Young, pero plantea algunos problemas. En efecto, pese a la utilidad de dicha
definicién de cara a las ecuaciones de control que estudiaremos en el siguiente capitulo, no
debemos ignorar la rigidez de las hipdtesis: la integral de Lyons se reduce a rough paths
geométricos (excepto en el caso 2 < p < 3, como vimos en la Proposicién 3.14), pues
sus argumentos se basan en extender por continuidad integrales de funciones de variacién
acotada.

Nuestro interés estd ahora en integrar objetos méas generales sin depender de la estructura
tan rigida de los rough paths (geométricos o no), y esto es lo que llevé a Massimilano
Gubinelli a reinterpretar la teorfa de Lyons en [Gub04] a través de un marco algebraico
que bebe directamente de herramientas empleadas en topologia algebraica (complejos de
cadenas y cocadenas, lema de escisién, etc.). En esta seccién exponemos algunos resultados
y definiciones del citado articulo en el contexto de la teoria de rough paths de Lyons.

La idea fundamental consiste en estudiar expansiones de Taylor cuya base venga dada
por un rough path de referencia. Es por esto que, en sintonfa con las expansiones de la
seccién de funciones Lipschitz, adoptaremos la notacién de regularidad Holder.

El caso méas simple lo constituyen expansiones de Taylor de primer orden, y este fue el

punto de partida de Gubinelli.
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Definicién 3.16. Sea X un a-rough path, 0 < o < 1. Diremos que una trayectoria Z €
C([0,T],V) es un rough path controlado por X con residuo de orden n > « si existen
Z' e Cm ([0, T,V @V*) y Rz € C"([0,T]?,V) tales que

Zy=Zs+ ZLX}, + Ry. (3.10)

Llamaremos a Z' derivada de Gubinelli de Z con respecto a X, y escribiremos (Z,7') €
DY"([0,T). V).

En este espacio consideramos la norma || - ||x,a.n dada por

1Zl1x.0n = 1210 + 121l + 12" lIn—a + | Bzlln-

Veamos algunos ejemplos de rough paths controlados.

Ejemplo 3.17. Trivialmente, si X es un rough path asociado a un path X, (X;t =X —Xs),

entonces X es un rough path controlado por X y la identidad es una derivada de Gubinelli.

Ejemplo 3.18. Si Z es una funcién suave (o C%%), entonces es un rough path controlado por

cualquier a-rough path, y su derivada de Gubinelli es nula.

Observacion 3.19. En la linea de este ltimo ejemplo, es importante senalar que la derivada
de Gubinelli no es tinica, y de hecho una mayor regularidad del rough path implica, en algin
sentido, mayores posibilidades a la hora de escoger derivadas de Gubinelli.

Por cjemplo, si tanto X! como Z son suaves, entonces podremos tomar Z' = 0; pero

también podremos considerar cualquier funcién continua como derivada de Gubinelli.

Ejemplo 3.20. Si f es una funcién Lip(y), v > 1, como las definidas en este capitulo,
entonces la expansién de tipo Taylor que define f(X) hace también que f(X) sea un rough

path controlado por X, y su derivada de Gubinelli viene dada por f(X ;t)
En relacién con la composicién de rough paths controlados con funciones, recogemos aqui

el siguiente resultado de [Haill] (Lema 2.2) que nos serd de utilidad en el capitulo 6:

Lema 3.21. Sea o : R™z[0,T] — R™ una funcién C*? en R™ con derivadas acotadas y C**
en [0,T). Sea X un a-rough path, y sea (Y,Y') € DE>*. Definimos (o(Y),o(Y)') como

p(Y)e = (Y2, t)
PV), = DyplVin )Y,
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Entonces (p(Y),o(Y)) € D%([0,T],R"™) y existe una constante C tal que
le(M)lIx.a2a < CUD@lloe + [1elloo + lllzai) (1 + Y |x.a,20)

donde [|¢|2a:t = sup, ¢y, ")|2a-

3.3.1. Integracion de rough paths controlados

Para los rough paths controlados existe también una teoria de integracién. El siguiente

enunciado es una adaptacién del Teorema 1 de [Gub04].

Teorema 3.22. Sean (Z,7'),(W,W') € DY"([0,T],V) con o +n = X > 1. Entonces la

integral
¢

/Zu ®dW, = |1'111,|§0; Zti ® (M/trH—l - Wti) + Zigth’iXt%,t

S

i1
extiende la integral de Young. Ademds, la aplicacion

DE([0,T), V) x DL([0,T),V) — D™ (0, 7],V @ V)
((z,2"), (W, W) — (J; Z @ dW,ZW")

es continua, y se tiene la cota

t
/ (Zu - Zs) ® dWy, — Z;Ws/ng,t < C>\|t - 5|>\||(Z’ Z/)HX-,a,n”(VVv WI)HX.,a,vr

La demostracién de este teorema conllevaria entrar a fondo en las herramientas algebrai-
cas que emplea Gubinelli, por lo que remitimos al articulo original [Gub04] para su consulta.
Pero la importancia de este teorema es crucial, en el sentido de que extiende la definicidn,
aparentemente reducida, de la integraciéon de Lyons a objetos que van maés alld de rough
paths geométricos; en efecto, la teoria de Gubinelli solo necesita de un rough path base (no
necesariamente geométrico) para describir integrales de objetos que localmente se comportan
como ese rough path.

Como corolario podemos estudiar la integral de un rough path controlado frente al rough

path que lo controla.

Corolario 3.23. 9i Z € DY"([0,T1,V), entonces
t
/ Zy ®dX, = |1'111,|1302l: Zti, ® thz‘,+1,t1: + Z)iz‘,XtQi,tz‘d»L?

S
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fo Zu®dX, € D*([0,T),V @ V) y se tiene la cota

H / ZodX - Z9 X' - 7'X? < Coen (X o+ 1X2 20) 1 Z 5,00

X,a,2a

Observacion 3.24. La pregunta natural que podemos hacernos en este momento es si, igual
que consideramos expansiones de Taylor de primer orden, podemos definir rough paths con-
trolados con expansiones de Taylor arbitrariamente grandes. Esta perspectiva fue analizada
también por Gubinelli afios mds tarde ([Gubl0]), y conlleva estructuras de drboles mucho

mas complejas que las que muestran las expansiones de primer orden.

De hecho, los trabajos de Gubinelli inspirardn la teoria de estructuras de regularidad de
Martin Hairer ([Hail4]), por la que recibié la Medalla Fields en el afio 2014. Esta teorfa
generaliza la idea de la expansion de Taylor a objetos mucho mas abstractos, con el fin de
estudiar ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas rugosas o singulares. Como muestra
de la relacién de ambas teorias, el tltimo capitulo del presente trabajo recoge los resulta-
dos de Hairer sobre ecuaciones rugosas de tipo Burgers utilizando rough paths controlados
([Haill]).



Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales
forzadas por rough paths. El

Teorema Universal del Limite

El propésito de este capitulo es enunciar y demostrar el Teorema Universal del Limi-
te, esto es, el teorema fundamental de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones
diferenciales controladas por rough paths. Nuevamente seguimos las referencias de Lyons ya

citadas.

4.1. Definicién de solucion

Las ecuaciones diferenciales que vamos a resolver tienen la siguiente forma:

(4.1)

ayy = f(Yi)dX;
Yo = %

Aqui, X € V,([0,T],V), f: W — L(V,W), yo € W. Como esto no es posible con técnicas
cldsicas, trabajaremos al nivel de rough paths, esto es, estudiaremos un problema de valor

inicial de la forma

43
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{ dY, = f(Y¢)dX, ’ (4.2)
Yo = w
donde X € GQ,,(V).

El primer problema que nos encontramos es el de definir f(Y;)dX;; méds concretamente,
necesitamos entender qué significa aplicar una funcién A € L(V, W) a un rough path que
tiene imagen en 7™ (V).

Para cada k > 0, A define de manera natural una aplicacién lineal de V@ en WOk

(1@ @ap) = Az @ - @ Ay

Si unimos todas estas aplicaciones lineales, obtenemos una nueva aplicacién I'(4) €
LT™ V), T (W)).

Por otro lado, igual que hicimos con la integral en el capitulo anterior, trabajaremos con
V @ W. Recordemos que Z = (X,Y) € GQ,(V © W) tiene més informacién que X e Y por

separado.

Con estas consideraciones, damos nuestra definiciéon de solucion.

Definicién 4.1. Seany>p <1, f € W — L(V,W) una funcidn Lip(y—1), X € GQ,(V),
Yo € W.

Definimos
h: VeW — End(VaeW)

o) ( Idy o>
i Fuly) 0
donde fy, () := f(- + vo)-

Diremos que Z € GQ,(VOW) es una solucion de la ecuacion diferencial (4.2) si satisface

las condiciones siguientes:
1. Z = [h(Z)dZ;

2. v (Z) = X.

4.2. El Teorema Universal del Limite

La existencia, unicidad y dependencia continua de las soluciones de estas ecuaciones

diferenciales quedan recogidas en el teorema mds importante de toda esta seccién, y de
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hecho uno de los teoremas fundamentales de la teoria de rough paths de Lyons.

Teorema 4.2 (Teorema Universal del Limite). Seanp > 1, v > p, y sea f: W — L(V, W)
una funcion Lip(y). Para todos los X € GQ,(V), yo € W, la ecuacion (4.2) tiene una inica
solucion Z € GQU,(V @ W) en el sentido de la definicion 4.1.

FEsta solucion depende continuamente de X e yo, y la aplicacion

Iy GQV)xW — GQ,(W)
(XayO) — Y

es la unica extension de la aplicacion de Ito que es continua en la topologia de p-variacion.
Y es el limite de (Y(n))n>0, donde Y(n) = 7w (Z(n)) y Z(n) se define de manera

iterativa como
z(0) =(X,0)

. (4.3)
Z(n+1) = [h(Z(n))dZ(n)

Ademds, siw es una funcion de control para la p-variacion de X, entonces para todo p > 1
existe T, = T, (|| fllLip(y)s P> 7> w) € (0,T] tal que, para todos (s,t) € Ar,, i =1,...,|p],

(4.4)

Observacion 4.3. wy(Z(n)) = X para todos los n > 0. Es trivialmente cierto si X es
suficientemente regular (en cuyo caso las integrales estdn bien definidas en el sentido de
Riemann-Stieltjes), y por un argumento de densidad también para rough paths geométricos.

Por tanto Z satisface la condicién 2 de la definicién 4.1.

Demostracién del Teorema Universal del Limite

La demostracion del teorema es realmente costosa. Daremos aqui el procedimiento utili-
zado en [LCLO7], muy similar al original [Lyo98].

La idea fundamental es realizar iteraciones de Picard sobre los objetos apropiados. Para
controlar estas iteraciones, necesitaremos informacién sobre Y (n) para todo n > 0; en
particular, bastard con estudiar Y(n), Y(n + 1) y su diferencia. Sin embargo, no podemos
esperar que de un rough path de la forma (X, Y (n),Y(n+ 1)) obtengamos un control sobre

Y(n) — Y(n + 1). El siguiente lema, de hecho, nos dice qué informacién necesitamos.
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Lema 4.4. Sea E un espacio de Banach, y consideramos Z = (X,Y) € GQ,(E® E). Dado
un € > 0, definimos la aplicacién D € End(E & E), D(z,y) := (=,

y—x).
€
Si la p-variacion de D(Z) estd controlada por w, entonces
. . . w s’t é
(Xo— Yo < ((T+e7") 1) ( ) :
’ i)y
5(3)!
Demostracion. Lo demostraremos suponiendo que Z tiene variacién acotada; el caso general
se deriva de un argumento de densidad. Tomando Hy := X, H; := Y — X, la relacién
Y: = X;: + (Y — X); nos permite expresar

i
Yi= >
TE{Oyl}is<u1<...<ui<t

d(HT1)u1 o .d(HT'i,)'U«i,

7€{0,1}*
Entonces

=X+ > 'l @-®n,DZ),
|7|>0

r€{0,1}*
|7]>0

’ ' i ; t)r
X —vil< Y M@y < (1) -1y Lol

G

a

Por consiguiente, en nuestras iteraciones tendremos que considerar un rough path en el
las funciones Lipschitz.

que una de sus coordenadas sea, precisamente, la diferencia que queremos estimar.

Para definir las iteraciones, en primer lugar, haremos uso de la siguiente propiedad de
Proposicién 4.5. Sea f : V. — V, f € Lip(y), v > 1. Entonces existe una funcion
g:VxV = L(V,W), g € Lip(y — 1) tal que para todos x,y € V se tiene

f(@) = fy) = g(z,y)(z — y).
Ademds | glLip(v—1) S I1flILip(y)-
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Fijamos un p > 1 y consideramos las siguientes 1-formas:

ho: VoW — End(VoW)

(r,y) (Idv 0)’
7 f’yu(y) 0

hi: VowWweW — EndVeWaeWw)

Idy 0 0
(1‘,y1,y2) — 0 0 Id{/v ’
fl/n (yQ) 0 0
ho: VeoWaegWeW — End(VoW o Wa)
Idy 0 0 O
( ) 0 0 Idw O
T,Y1,Y2,w
fyo(y2) 0 0 0
pg(y1,y2)(w) 0 0 0
Observacion 4.6. hg es la aplicacién h de la definicién 4.1.
Asociamos a cada una de estas 1-formas una iteracion:
Zo(0 = (X,0
Zo(n+1) = [ho(Zo(n))dZ
Z10) = (X.0,Y(1) o
Zl(n + 1) = f hl(Zl(n))dzl
2200 = (X,0,Y(1),Y(1) wn
ZQ(TL + ].) = f hQ(ZQ(n))dZQ

Con el mismo argumento que el de la Observacién 4.3, tenemos el siguiente lema.

Lema 4.7.
Zo(n) = (X,Y(n))
Zi(n) = (X,Y(n),Y(n+1))
Zs(n) = (X,Y(n),Y(n+1),0"(Y(n+1)—Y(n))

Vamos a dotar a (V @ W)®" de una norma adecuada para nuestros propésitos. Obser-

vamos que podemos escribir
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(Vow)®n = D Gr ® - ®Gy,
T=(71,.--,7)€{0,1}

donde Gy =V, G; = W. Entonces todo elemento g € (V & W) se escribe como g = > _gr;

definimos su norma como

lgll = L llg-1l,

donde la norma de g, viene definida a partir de la norma que hayamos escogido para el
producto tensorial de dos espacios de Banach (bajo las hipdtesis habituales).

Esta apreciacién nos permitird adoptar una notacién similar a la del Lema 4.4 para
probar el siguiente resultado de escala, que nos servird més adelante para obtener un control

uniforme sobre las iteraciones (4.5), (4.6) y (4.7):

Lema 4.8. Consideramos Z = (X,Y) € GQ,(V ® W). Sean w una funcidn de control y
M > 1 tales que la p-variacion de X estd controlada por w y la de Z por Mw. Entonces

para todo € € [0, M~ /p] la p-variacidn de (X,€Y) estd controlada por w.

Demostracién. Fijamos € y tomamos D € End(V & W), D(z,y) = (x,ecy). Supongamos que
Z es suficientemente regular (variacién acotada). Denotando X = Hy, Y = Hy, y 7, m1 las

proyecciones sobre V' y W respectivamente, tenemos

p@i = Y [ A, d(H), (4.8)
T7€{0,1}¢ s<ur <o <ui <t
= > dhre-erzi, (4.9)
7€{0,1}%
=X+ Y ., een,Zi, (4.10)
7€{0,1}*
|7|>0

Por un argumento de densidad, los lados izquierdo y derecho de (4.8) son iguales para
cualquier rough path geométrico Z.

Ahora, para cualquier ¢ =1, ..., [p],
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ID(2)5,]| < max

X méx ¢
XLl mx

|T|>0

<max{w<s t>{ mix o Mrw(s )r

Jij (%)! T€{0,1}¢ 8 (1)1

|7|>0 p
i s,t
—méx{ 1, max &7M» M
re{0,1} B (1)1
|7]>0 p
w(s, )7
AT
0]

lo que concluye la prueba. O

Pasamos ahora a buscar el control uniforme de las iteraciones. En primer lugar, el Teo-
rema 3.15 nos garantiza que existe una constante M que solo depende de ||hol|Lip, p y 7 tal
que si Z € GQ,(V & W) tiene p-variacién controlada por w tal que w(0,7") < 1 entonces la
p-variacién de f ho(Z)dZ esté controlada por Mw. Mismas apreciaciones pueden hacerse en
relacién a hy y hs, por lo que la constante M puede tomarse para que cumpla las tres cotas.

En este contexto, asumimos M > 1 y tomamos € = M lp1/P, Dado un control wp de la
p-variacién de X, tomamos T, > 0 tal que wo(0,7,) = P. Entonces e~ 'X estd controlado

por w:=¢ Pwy y w(0,T,) <1

Proposicién 4.9. Para todo n > 0 la p-variacién de los rough paths

(e7'X,Y(n)) (4.11)
(e7'X,Y(n),Y(n+1)) (4.12)
(71X, Y (n), Y(n+1),p"(Y(n+1) — Y(n))) (4.13)

estd controlada por w en [0,T,).
Demostracion. La demostracién se realiza por induccién en cada uno de los casos.

» (4.11) La p-variacién de (¢7'X, 0) estd controlada por w en [0,7),] por hipdtesis.
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Supongamos que también lo estd la p-variacién de (¢7'X,Y(n)). Consideramos el

rough path
/ho(ele,Y(n))d(s’lX,Y(n)).

Se observa que

/ho( “1X, Y (n))d(e X, Y (n)) :/(f ldv ) 8) d(= X, Y (n))

< X 6_1/fyu Y(n))dX)

= ("X, e71Y(n +1)).

Este célculo es formal, pero asumiendo que X es de variacién acotada y con un argu-

mento de densidad se hace totalmente riguroso.

Por la definicién de M, la p-variacién de (71X, e71Y (n+ 1)) estd controlada por Mw
en [0,7,]. Como la p-variacién de 71X estd controlada por w, aplicando ¢l Lema 4.8

tenemos que la p-variacién de (671X, Y (n + 1)) estd controlada por w en [0, 7),).

= (4.12) La p-variacién de (¢ 7'X,0,Y(1)) estd controlada por w en [0,7,] por lo probado

en el apartado anterior.
Supongamos que es cierto para (¢7'X,Y(n),Y(n + 1)). Tomamos
/hl(e_lx, Y(n),Y(n+ 1)d(e X, Y (1), Y (n + 1)

= (71X, Y(n+1),e 1Y (n+2)).
(4.14)

La p-variacién de (4.14) estd controlada por Mw en [0,7T,]; como, por el apartado
anterior, la p- variacién de (7' X, Y (n+1)) estd controlada por w en [0, 7], aplicamos

el Lema 4.8 para concluir que la de (4.14) esta controlada por w en [0, T,].

= (4.13) Empleamos el mismo procedimiento con hs.

Por fin estamos en condiciones de demostrar el teorema.
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Demostracion del Teorema Universal del Limite.

» Existencia

Como =1 > 1, aplicando la Proposicién 4.9 tenemos que la p-variacion de Zso(n) estd

controlada por w en [0, 7}].

Tomamos la imagen de Zs(n) por la aplicacién

P: VeoWeWeW — [VoW)e(VaeW)
('7’.7/.1/17/.(/27/“}) — (('/I’.?/.Ul)v([)fw))’

Como esta aplicacién tiene norma 1, la p-variacion de

P(Za(n)) = (X, Y (n)), p" (0, Y (n + 1) = Y(n)))
= ((X,Y(n)),p" (X, Y (n+1)) = (X, Y (n))])

estd controlada por w en [0,7),]. Entonces, por el Lema 4.4,

w(s,t)v

5(:)

(X, Y (n)L, — (X,Y(n+1)),[ < (1+p)" = 1)

S|

Observamos que, como p~" < 1,
(IL+p™ =1=) () (b =p" <> (py Tt < 2,
j=1 J Jj=1 J

luego

w(s,t)%'
o(3):

Por lo tanto, (X,Y(n)) converge en p-variacién a un (X,Y) € GQ,(V & W) solucién

(X, Y ()5, — (X, Y(n+ D)5, <20p7"

(4.15)

de la ecuacién en [0,7T,] y, ademds, tenemos la desigualdad (4.4).

Para obtener una solucién en [0, 7], simplemente observamos que la continuidad uni-
forme de w permite acotar inferiormente 7),, y por consiguiente podemos extender las
conclusiones a todo el intervalo simplemente pegando (un nimero finito de) soluciones

locales.
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s Unicidad

Supongamos que Z = (X,Y) es también solucién. Tomamos la 1-forma

hs: VoWaeWeW —  EndVeWaeWwaWw)

Idy 0 0 0

0 0 0
@ygm e | W

0 0 Idw O

pg(y,y)w 0 0 0
Tomando o
Z3(0) = (X707Y7Y)

Zs(n+1) = [hs(Zs(n))dZs(n)

tenemos que Zs(n) = (X,Y(n), Y, p"(Y —Y(n))), y con los argumentos empleados en
la Proposicién 4.9 tenemos que su p-variacién esta controlada uniformemente en n en
un subintervalo de [0, T]. En dicho subintervalo, el Lema 4.4 implica que Y = Y. Para

probar unicidad en todo [0,7] seguimos el mismo argumento que para la existencia.

= Continuidad

Definimos F,(X,y0) = (X,Y(n)). Hasta ahora hemos probado que, dados (X, ) €
GQ,(V)xW, F, (X, yo) converge en p-variacién a I (X, yo). Por otro lado, las funciones
F,, quedan definidas por medio de un procedimiento iterativo de integracion, y en

consecuencia son continuas.

Para probar la continuidad de Iy bastard con probar algtin tipo de uniformidad en la

convergencia de Fj,.

La desigualdad (4.15) muestra que dicha convergencia es uniforme al menos en el
conjunto de rough paths geométricos controlados por w, y en un subintervalo de [0, 7]
que depende de w; nuevamente con el argumento empleado en la existencia, esto es

cierto para todo el intervalo.

Por tltimo, si X(n) tiende a X, existe una funcién de control que controla la p-variacién
de (X(n))n>0 y X. Por consiguiente, si y§ — yo, entonces I¢(X(n),y8) — I#(X,40),

lo que prueba la continuidad.

La unicidad de soluciones implica que esta es la tnica extensién de la aplicacién de
It6 de GO, (V) x W — GQ,(V @& W) que es continua en p-variacion.



4.3. PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER UNA ECUACION DIFERENCIAL RUGOSA53

O

4.3. Procedimiento para resolver una ecuacién diferen-

cial rugosa

Los argumentos emplcados hasta ahora pueden resultar algo técnicos, y quiza nos hayan
hecho perder la perspectiva de la ecuacién original. Recordemos que nuestro problema es

demostrar existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de la forma

dyy = f(Y)dX,
Yo = w

donde X es una funcién muy irregular (rugosa). En el enunciado no se asume nada sobre

teoria de rough paths, de modo que conviene aclarar cudl es el argumento preciso para

estudiar estas ecuaciones.

El procedimiento se reduce a los siguientes pasos:

1. Asociamos a nuestra funcién X : [0,7] — V un rough path X tal que Xslyt = X; — Xs.

2. Aplicamos el Teorema Universal del Limite, que nos dard la existencia de un rough

path (X,Y) que resuelve la ecuacion (desde el punto de vista de la definicién 4.1).

3. Proyectamos sobre W para obtener el rough path Y; la solucién de nuestra ecuacién

serd la funcién

Y, = Yo + YOI,t'

En otras palabras: lo que estamos haciendo es dotar de informacién extra a nuestro
problema para tener un resultado de existencia, unicidad y continuidad; pero al final, toda
la informacién extra es eliminada, y volvemos al nivel tedrico inicial.

Pero aqui hay algo importante que estamos pasando por alto. Si resolver la ecuacién
desde la perspectiva clésica era imposible (no habfa extensién continua de la aplicacién de
It6), y ahora tanto la aplicacién Iy como las proyecciones son continuas, es de esperar que
el mecanismo por el cual asociamos un rough path a una funcién X sea, en algin sentido,

problemético. Dicho de otro modo, es claro que, dada una interpretacién del problema (como
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un problema de rough paths) tenemos una solucién, pero nada hemos dicho hasta ahora de
cémo escoger dicha representacién.

De hecho, a una misma trayectoria irregular le podemos asociar infinidad de rough paths,
y cada uno de ellos nos dara, previsiblemente, una solucién diferente.

La identificacién de una trayectoria con un rough path canénico o natural no es un
problema trivial, y como veremos en el siguiente capitulo requiere de propiedades que van

més alld de la simple regularidad de la funcién.



Capitulo 5

El movimiento browniano como
rough path. Rough paths

gaussianos

En el capitulo anterior probamos que, dada una estructura de rough path, podemos
resolver ecuaciones diferenciales para trayectorias de arbitraria irregularidad. La pregunta a
la que queremos dar respuesta ahora es en qué medida podemos identificar una trayectoria
dada con un rough path. Concretamente nos centraremos en las trayectorias muestrales de
procesos gaussianos. Siguiendo los trabajos de Peter Friz y Nicolas Victoir, daremos una

condicién sobre la covarianza para la existencia de dicho rough path candnico.

5.1. Criterio de Kolmogorov para rough paths

Para probar la regularidad de las trayectorias del movimiento browniano, un argumento
habitual es utilizar un criterio de Kolmogorov (véase [Eval3]): control sobre los momentos
de los incrementos del proceso implica regularidad Holder. Existe también un criterio de
Kolmogorov para rough paths. Para formularlo en los mismos términos que el criterio clésico,
trabajaremos con regularidad Holder en vez de p-variacién. Como ya dijimos anteriormente,

toda trayectoria a-Holder es de 1/a-variacién finita, y el reciproco también es cierto salvo

55
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por una reparametrizacién.

Teorema 5.1 (Criterio de Kolmogorov para rough paths). Sea X un proceso estocdstico
continuo en un espacio de probabilidad (2, F,P), y sea X = (X1, X?) un funcional multipli-
cativo tal que Xsl’t =X;—X;. Seaq>2, 6> %, y supongamos que para todo (s,t) € Ar,

EIX] |7 < |t - 5] (5.1)
EIX2,% < [t - 5?2, (5.2)

Entonces para todo o € [O,B - %) existen variables aleatorias K} € L4(P), K2 € L1/%(P)
tales que para todo (s,t) € Ay

XL, ()] < KLt — s (5.3)
1X2,(w)] < K2()lt — s (5.4)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad tomamos T' = 1, y consideramos las particiones

k
H,L:{Qn k=0,1,..,2" 1}.

Nos limitaremos a demostrar el teorema para los puntos diadicos; el resultado general se

diddicas

sigue por un argumento de continuidad.

|, K2 = SUDyern, | X2

u,u+2—"|' Entonces por (5.1), (5.2)

1. o
Scan K, := sup,¢q, |Xu uga-n

B(K,)? <E Y X} 00t S 2", | = 27 (Fa=Dn
ueD,,

,2 q
A 2 E E | u, 'u+2—"
u€D,,

§ < oI, 2% =2 (B1- D,

Fijamos s,t € U,IL,, (s,t) € Ap, y tomamos m tal que |D,, 11| <t—s < |Dyl. [s,t) se
puede expresar como unién finita disjunta e intervalos [7;, 7511), Ti41—7; € II,, conn > m+1
v tales que no hay tres intervalos de la misma longitud; esto es una simple consecuencia de
la descomposicién diddica. Con una particién s = 79 < 71 < ... < 7y =t asi generada, se
tiene que

‘X-; t| < maX |X§T | < Z |X’7%L,TL+1| < 2 Z K )

0<i<N-1
n>m+1
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y por consiguiente

| X 2K, 2K, !
|t—8|a < Z |t_s|a < Z |Hn|a SQZQOmKn‘

n>m+1 n>m+1 n>0

Definimos K} :=2)", .,2°"K} y tenemos el resultado deseado, pues

E[KL7<2 Z g n(Ba—1-aq)
n>0

y por hipotesis 8¢ — 1 — ag > 0.

Por otro lado, aplicando la identidad de Chen,

N-1
2| 2 1 1
|Xs,t - (X‘ri,‘ri+1 + XS,T»' ® XTstz'+1)
i=0
N—-1
2 1 1
S (’XT,;,T,,;JA + |X5;7'i,| ’XTqinwiJrl )
=0
N-1 N-1
<> X2 max X1 1> |X]
= 2 TiyTit1 0<i<N—1 S, Tit1 % TiTit1
i=0 =0
2
2 1
<2 K;+ |2 K, | ,
n>m+1 n>m+1
y por tanto
2
2 2 1
X2, <y 2K, [, T K,
[t — s[> — [t — 5|2 [t — s|e
n>m+1 n>m+1

<2 Yo ey 4 |2 ) 2meK, | <2 > 2R 4+ (KL)%

n>m+1 n>m+1 n>m+1

basta con tomar K3 := 23, ., 2*"* K, + (K,)* para obtener el resultado, pues K3 €
L:. ]

Gracias a este criterio, podemos probar que el movimiento browniano equipado con la

integral de It6 es efectivamente un rough path.
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Proposicién 5.2. Sea B un movimiento browniano d-dimensional, y sea

B = (B',B?): A —» T®(RY)

tal que
Bl,=B,— B,
BZ, = dB,, ® dB,,,
s<u1'<u2<t

es decir, el sequndo nivel es la integral de It6. Entonces (B*, B%) es, con probabilidad 1, un

a-rough path para todo o € [3, 5)

Demostracion. Sabemos que con probabilidad 1 B tiene trayectorias continuas. Por otro
lado, (B, B%) es un funcional multiplicativo como se probé en el Ejemplo 2.19.

Probaremos el criterio para todo 2 < ¢ < ooy 3= % Para el primer nivel,
E|B,,|" S|t —s| <T'2[t —s)f
por lo que, aplicando el Teorema 5.1, tenemos que para todo o € [O, %),
IBL S|t — sl

Para el segundo nivel utilizaremos argumentos de caos de Wiener-Ité ([Nua06]). Dado

un movimiento browniano B, podemos expresar

/ dB,,dB,, = / Xowus) ()X (02)ABu dBos
s<ui<u2<t [O’T]

Entonces, por las propiedades de las integrales iteradas, se tiene que

1
E / dBy,dBuy, = 5 IXts,ua1 (W)X 15,81 (12) + X 11 (w2) X5, ()22 (po,192)

<ui<us<t
(// dulduQ—F// dquu1>

= (2 —sH) <T(t—s),
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v la equivalencia de los momentos (por gaussianidad) concluye que se satisface la segunda
hipétesis. Aplicando el Teorema 5.1 concluimos la demostracion.

Juntando todo tenemos que (B!, B?) es con probabilidad 1 un a-rough path para todo
ae [l ). O

De igual modo, el movimiento browniano equipado con la integral de Stratonovich es
también un rough path. Es una consecuencia inmediata de la proposicién anterior, simple-
mente con una perturbacién, pues por independencia de las componentes del movimiento

browniano multidimensional

t t
1
/ (B, — B,) ® 0dB, = / (Bu — Ba) @ odBy + (£ — 5)51d.

Proposicién 5.3. En las condiciones de la Proposicion 5.2, con

B!, := B; - B,
Bs2,t = / odBy, ® odB,,,
s<uy<ua<t

es decir, el seqgundo nivel es la integral de Stratonovich. Entonces (B', B%) es, con probabi-

lidad 1, un a-rough path para todo o € [%, %)

5.2. Area de Lévy

Un simple vistazo a las expresiones de las integrales nos dicen que el movimiento brow-
niano equipado con la integral de It6 es un rough path, pero no es débilmente geométrico,

pues

Sym / dBy, ® dB,, | = %B&S ® Bg,s — %(t — ) 14;
<ur<us<t
el de Stratonovich, en cambio, sf lo es (de hecho es geométrico).
La diferencia entre ambos rough paths es simétrica, lo que implica que generan el mismo
drea (tienen la misma parte antisimétrica).
Definicién 5.4. Dados un movimiento browniano bidimensional (b',b%), y s < t, definimos

el drea de Lévy como

/ (6] — B2 — (B — b)),
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De modo que, tanto en el caso de Itd como en el de Stratonovich, 2Anti(B;{t)ij es el drea
de Lévy de las coordenadas 1,j.

Llegados a este punto, cabe preguntarse si otras areas son posibles y si aparecen de
manera natural. Que son posibles es claro, pues basta con considerar perturbaciones no-
simétricas de la integraciéon de Stratonovich. Pero ademaés existen situaciones en las que
surgen con cierto sentido fisico.

Una de estas situaciones es la del movimiento browniano en campo magnético, tal y como
estudiaron, desde la teoria de rough paths, Friz, Gassiat y Lyons en [FGL15]. Este problema

se plantea con la ecuacién

mi=—Mz +¢&. (5.5)

Aqui, x representa la posicién de una particula cargada sometida a rozamiento, campo
magnético e impulsos aleatorios (colisiones con otras particulas, por ejemplo); m > 0 es
la masa de dicha particula; la matriz M se escribe como A + ¢T', donde A es la contribu-
cién del rozamiento (una matriz diagonal positiva), ¢ es la carga de la particula y T es el
campo magnético (constante); y £ es ruido blanco temporal en tres dimensiones, formalmen-
te la derivada de un movimiento browniano tridimensional. La ecuacion es simplemente la
combinacién entre la segunda ley de Newton y la fuerza de Lorentz.

Si tomamos el limite m — 0, Mz serda un movimiento browniano estdandar. Pero desde la
teoria de rough paths nos interesa estudiar no solo el limite como trayectoria, sino también
el de sus integrales iteradas; en sintonia con esta seccién, nos preguntamos qué area de Lévy
tiene este movimiento browniano.

Resulta que este paso al limite tiene un efecto no trivial sobre el momento (p = m - x)
de la particula. En efecto, si consideramos las ecuaciones de la posicién y el momento (con

notacion estocéstica) obtenemos el sistema

dX = L1pdt
m (5.6)

dP = —LMPdt+dB

Este sistema de ecuaciones tiene perfecto sentido; la segunda ecuacién describe un proceso
de Ornstein-Uhlenbeck, de sobra estudiado. Pero si tomamos m — 0, observamos que dP
“explota”.

La situacién se precisa en el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 (Friz, Gassiat, Lyons, 2013). Consideremos el sistema de ecuaciones (5.6),
donde M es una matriz cuyos autovalores son estrictamente positivos y B es un movimiento
browniano d-dimensional, con condiciones iniciales (Xo, Py) = (0,0).

Entonces M X converge en LY para todo q > 1 y en la topologia de a-rough paths para
todo o € (%, 3) al rough path browniano B = (B!, B?), donde

i3
1
B2, = / 0dB., 0 dBy, + (t — )5 (MS — £M)

S

con

o0 *
b :/ e Mse=M7sqg,
0

o lo que es lo mismo, la matriz de covarianzas de la solucion estacionaria de

dY = —-MYdt + dB.

Como vemos, el término de correccion (t — .9)%(11[ ¥ — Y M*) es puramente antisimétrico,
vy por lo tanto el area de Lévy de este movimiento browniano serd diferente a la de las
integrales de Itd o Stratonovich.

Los detalles de este problema se pueden consultar en [FGL15].

5.3. Rough paths gaussianos

Pese a que en este ejemplo hemos construido un movimiento browniano con area diferente
a la de Lévy, parece razonable que consideremos a esta tltima como su drea candnica.
Mas atn, dado que el movimiento browniano de Stratonovich es, ademas, un rough path
geométrico, podriamos decir que este es el rough path que naturalmente se le asocia al
movimiento browniano.

De igual modo, nos gustaria saber si podemos establecer resultados similares para pro-
cesos estocasticos més generales; en particular, esta seccién la dedicaremos a procesos gaus-
sianos. El principal resultado nos dara una condicién suficiente, en términos de la funcién de

covarianza, para la existencia de un rough path candnico asociado a un proceso gaussiano.
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Definicién 5.6. Dado un proceso estocdstico X, definimos su funcion de covarianza
como
Rx(s,t) = E(X:Xy).

Para establecer esa condicién, primero revisamos los conceptos de p-variacién y funcién

de control y los llevamos a dos dimensiones.

Definicién 5.7. Dadas una funcion f € C([0,T]2,V) y p > 1, diremos que X tiene p-

t; t;
D
tit1  tj41

,J

variacion bidimensional finita si

1
ple

||f||zo,[o,T]2 = | sup
I, ,IT

1,112

donde

f (j Z) = f(t,0) = f(s,0) — F(t,u) + f(s,u).

Observacion 5.8. En el caso de funciones de covarianza, se observa que

Ry ( “) =B ((X, - X.)(X, — X))

Definicién 5.9. Una funcion w: A x A — R es una funcion de control bidimensional

si satisface:
1. Superaditividad:

w((s,7) x (u,v)) + w((r,t) x (u,v)) <w((s,t) X (u,v))
w((s,t) X (u,m)) + w((s,t) X (r,0)) <w((s,t) X (u,v))

2. Continuidad:
lim w((s,t) x (0,7)) = lim w((0,T) x (s,t)) = 0.
s—t s—t

Observacién 5.10. Siw es una funcién de control bidimensional, entonces (s,t)? > w((s,t)?)

es una funcién de control unidimensional (definicién 2.12).

Enunciamos ahora los dos principales resultados en lo que se refiere a la asociacién
natural de un rough path a un proceso gaussiano. Recogemos aqui versiones reducidas de
los Teoremas 35 y 37 de [FV10a].
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Teorema 5.11. Sea X = (Xl,...,Xd) un proceso gaussiano, continuo, centrado y con
componentes independientes. Sea p € [1,2), y supongamos que la covarianza de X es de

p-variacion finita controlada por una funcion de control bidimensional w; esto es, para todos

(s,t) € A,
R S S
M\t

Entonces existe un p-rough path geométrico X con p € (2p,4) tal que m(Xs:) = Xy — X

D=

<w((s,t)?)".

casi sequramente. Este X es el limite en la topologia de p-variacidn y en L1(P) para todo
q € [1,00) de X(II) cuando |II| — 0.

Teorema 5.12. Sea (X,Y) = (X1, Y, ..., X% YY) es un proceso gaussiano, centrado, con-
tinuo y tal que (X', Y?) es independiente de (X7,Y7) para todos i,j = 1,....d, i # j.
Sea p € [1,2) y supongamos que la covarianza de (X,Y) es de p-variacion finita contro-
lada por una funcién de control bidimensional w. Entonces existen constantes 8 = 6(p, p),

C = C(p,p,w) tales que
|dp—'uar(XaY)| < C\/§|RX—Y|Zm

donde dp—_yqr €5 la métrica de p-variacion asociada a la métrica de Carnot-Carathéodory d.

Dar una prueba de estos dos enunciados nos llevaria a territorios que quedan al margen
de los objetivos de este trabajo (estudio de G(™) como espacio geodésico, desigualdades
de Garsia-Roderich-Rumsey, etc.), por lo que los afirmamos sin demostracién. Para una
prueba detallada de los mismos, constiltese [FV10a], donde ademds podrdn encontrarse los
enunciados completos.

Sin embargo si podemos dar ejemplos importantes de aplicaciéon del Teorema 5.11 y

probar la existencia de dreas de Lévy para ciertos procesos gaussianos.

Ejemplo 5.13 (Movimiento browniano). Escribiendo para abreviar AB,, := B, — B, sa-
bemos que E(AB; AB, ) = p((s,t) N (u,v)), donde i es la medida de Lebesgue en R.
Entonces Rp(s,t) < |t — s|, por lo que cumple la hipétesis del Teorema 5.11.

En el caso del movimiento browniano, ademéds, podemos identificar cual es su rough path
candnico; se trata del rough path browniano de Stratonovich definido en la Proposicién
5.3.

La demostracién es sencilla. Dados s, ¢, escribimos
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1 1 [t 1 [t
BgytZE(Bt—Bs)g’Qﬁ_E/ (Bu—BS)®dBu—§/ dB, @ (B, — Bs),
S S

donde las integrales son de It6. Sabemos que, por el Teorema 5.11, las signaturas de las
aproximaciones lineales a trozos convergen a un rough path en la topologia de p-variacién
para p € (2,4) y en L(PP). Es sencillo ver que el segundo nivel de la signatura es, para una

particién II,

1 1 1
B, = 7B~ B,)®? + 3 > (Bi, —By)® (By., — By,) — 3 > (B, — B)® (By, — By);
1 1

la convergencia en L?(PP) de las sumas a la integral de It6 identifica el rough path geométrico

del teorema con el de Stratonovich.

Ejemplo 5.14 (Puente browniano). Definimos el puente browniano en [0,7] como
BB, = B, i B
t =B = 5B
Observamos que

s t st
E(BB;BB;) = E(B;B;) — T]E(BtBT) - TE(BSBT) + E]E(BTBT)

st
= RB(87t) - T

y en consecuencia

Por tanto
s s s s
Rpp < |Ip
t t t t

Esto prueba que la covarianza de BB es de l-variacién finita; aplicando el Teorema

+ [t —s|.

5.11 existe un rough path canénico asociado que se construye por aproximaciones lineales a

trozos.
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5.3.1. Movimiento browniano fraccionario

Una de las aplicaciones mas interesantes del Teorema 5.11 es la construccién de integrales

del movimiento browniano fraccionario.

Definicién 5.15. Definimos el movimiento browniano fraccionario B¥ como un proceso

gaussiano, centrado y con funcion de covarianza

E(BIB{) = 5 ([t + [ — |t = s[*"),

1
2
donde H € (0,1) es el pardmetro de Hurst.

En particular, si H = % tenemos un movimiento browniano estdndar. Pero, a diferencia
de este, el movimiento browniano fraccionario no posee incrementos independientes. De
hecho podemos observar el comportamiento de la correlacién de los incrementos en funcién

de H. Dados s <t < u <w,
E(ABJ,AB,) = E(B{'B]) — E(B/'B}) — E(B]' B]) + E(B]' B)

1
== (—t— o + |t —u + u — s[*7)

2
= S (= 07 = = ) = (= 7 = (= 971)

v— s/ —

Para s, fijos y en las condiciones anteriores, tomamos f(-) = (- — )27 — (- — 5)?H. Su
derivada
F'O)=2H(( =171 = (- —9)*7h
es, en valores mayores que t, negativa si 2H > 1, nula si 2H = 1 y positiva si 2H < 1. Por
tanto, podemos concluir que
>0 siH €(3,1)
E(B{' =BN(B -B){ =0 siH =1
<0 siH €(0,3)

Utilizando el criterio de Kolmogorov, es sencillo probar que las trayectorias de B¥ son
casi seguramente (H — ¢)-Holder para todo € > 0. Por consiguiente, si H > é podemos
definir una integral trayectoria a trayectoria a través de la definicién de Young. El caso
critico lo representa el movimiento browniano, del que ya hemos hablado.

., Qué sucede si bajamos el pardmetro de Hurst? Para saberlo debemos estudiar el com-

portamiento de la funcién de covarianza.
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. ez 1 . . 1 Loy, .
Proposicién 5.16. Para H € (0, 5), Rpu es una funcion de sp-variacion finita.
Demostracién. Tomamos s < t, y consideramos una particién II de [s, t]. Queremos estudiar

1
21T

Z |E(ABE¢:+1 ABth,t

2]

sl

Fijamos ¢, y como los incrementos son negativamente correlados tenemos

)77 +E(ABH, )=

titit1

Z |E(AB§M+1ABS¢J+1)|W < Z |E(AB£¢H1 ABgvtj+l
J j#i
77

+E (|ABH |2)ﬁ

tistitt

IA

E(> AB[, AB,

tistipt i1
J#

ﬁ 1
+2E (|ABH |2) o

titit1

IN

tjstj+1

E Z ABf, AB[!
J

1
2H

IN

E(aBf,  ABL)[" +2E (1ABH, 1) .

Ahora, como E(|ABH, [?) = [tiy1 — t;|*, sumando en i obtenemos

i4+1

1
> BB, ABE, I <3 [E(AB, | ABE)|T 20t - 5.
] 1

Dado que [t;, ti41] C [s,1],

’]E(ABgt ABft)‘

IN

1
5 |t — ta)? M — (t - ti)2H| + | (tig1 — s)? M — (t; — 5)2H|

i+1

N

< ftigr — ",
donde hemos utilizado que, si H < 1/2, (v + )27 — 22 < 42 Esto concluye la prueba,

pues implica que
1
21

> ‘IE (ABf’tMABft) <lt—s|

Combinando esta proposicién con el Teorema 5.11 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.17. El movimiento browniano fraccionario de parametro de Hurst H € (z—l17 %)

tiene H-rough path geométrico candnico asociado, obtenido como limite de las aprorimacio-

nes lineales a trozos.
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Es decir, podemos definir integrales iteradas (y por tanto dreas de Lévy) para cualquier

pardmetro de Hurst mayor que 1/4.

Observacion 5.18. El caso H < 1/4 no es tratable con los argumentos de aproximacién
lineal. Otras técnicas han sido utilizadas para romper esa barrera; por ejemplo, Nualart y
Tindel [NT11] construyen un rough path asociado al movimiento browniano fraccionario a

partir de su representaciéon como proceso de Volterra.

5.4. Teoremas de Wong-Zakai

El Teorema de Friz-Victoir 5.11 incluye en si mismo toda una familia de teoremas de
gran importancia en la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas. Més concretamen-
te, en combinacién con el Teorema Universal del Limite, podemos obtener resultados de
aproximacién para ecuaciones estocésticas.

El espiritu de esta seccién es entender ecuaciones estocasticas cuya interpretacién des-
conocemos (a fin de cuentas la derivada del movimiento browniano no existe) como limite
de ecuaciones deterministas que si sabemos estudiar. El problema, claramente, es qué inter-
pretacién de ruido surge al tomar ese paso al limite.

El resultado que podemos calificar como cldsico en torno a esta cuestion es el teorema
de Wong-Zakai. Esencialmente, este teorema establece que dada una ecuacién diferencial

estocastica de la forma

dX, = m(X,,t)dt + o(X,,t)dB, (5.7)

bajo ciertas condiciones sobre m y o, si consideramos aproximaciones lineales de B y sus

respectivas ecuaciones

dX} = m(X], t)dt + o(X},t)dB;,

entonces X° converge casi seguramente a la solucién de Stratonovich de la ecuacién (5.7).
No damos un enunciado preciso del teorema de Wong-Zakai (para ello remitimos a
[WZ65)); nos interesa, en cambio, relacionarlo con la teorfa de rough paths que hemos ex-
puesto hasta ahora. Una combinacién del Teorema Universal del Limite y del Teorema 5.11,
junto con la construccién del rough path browniano de Stratonovich del Ejemplo 5.13, prueba

el teorema de Wong-Zakai para ecuaciones de control
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{ dY; = f(Y))dB,
Yo Yo
bajo la hipétesis f € Lip(y) con v > 2.

Pero para este tipo de ecuaciones tenemos algo aiin més general, y es un teorema de
Wong-Zakai para procesos gaussianos bajo la condicién de la covarianza que establece el
Teorema 5.11; en dltima instancia, dicho teorema nos da no solo una interpretacién canénica
del area o del rough path asociado a un proceso gaussiano, sino también del comportamiento
de las soluciones de las ecuaciones de control que generan como limites de aproximaciones

lineales.



Capitulo 6

Ecuaciones en derivadas
parciales estocasticas de tipo

Burgers a través de rough paths

En este tltimo capitulo mostramos cémo algunas de las ideas anteriores pueden emplearse
en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas (EDPEs). Més concretamente,
estudiaremos ecuaciones de la forma

duy = (2u + f(u) + g(w)dpu)dt + dWy, (6.1)

con técnicas como los rough paths gaussianos y los rough paths controlados de Gubinelli.

6.1. Proceso de Wiener cilindrico y ruido blanco espacio-

temporal

Una de las caracteristicas mas definitorias de las ecuaciones en derivadas parciales es-
tocasticas es la presencia de un ruido que juega el mismo papel que el de las ecuaciones

diferenciales estocdsticas pero, en este caso, es infinito-dimensional.

69
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En [DZ92] se establecen una serie de consideraciones muy precisas en torno a estos

procesos de Wiener generalizados. De alli tomamos la siguiente definicién:

Definicién 6.1. Dado un espacio de Hilbert separable con una base ortonormal {eg }ren,

definimos el proceso de Wiener cilindrico como

> Br(t)er,

keN

donde {B*}ren es una familia independiente de movimientos brownianos (evaluados en R)

en un espacio de probabilidad (2, F,P).

En nuestro caso, el espacio de Hilbert sera L2(T), y por razones que se veran més adelante

consideraremos la base ortonormal

—Lsin(kz), k>0

v
ex(r) =1 —=, k=0 . (6.2)
\/L; cos(kz), k<0

Del mismo modo que con el movimiento browniano, la derivada de este proceso de Wiener
cilindrico tiene una interpretacién como ruido; en este caso, es el llamado ruido blanco
espacio-temporal (STWN, por su nombre en inglés), y suele denotarse por &.

Explicado de manera sencilla, el STWN es una distribucion aleatoria gaussiana centrada

v tal que, para todas ¢, ¢ funciones test,

E[(&:. 0) (&5, 0)] = 6(t — s){@, D) L2,

0, de otro modo,

E[§(t, 2)E(s,y)] = 0(t — s)d(x — y).

Asi, la ecuacién integral (6.1) puede reescribirse como

Opu = O2u + f(u) + g(u)dpu + £.

Para una discusién més detallada del proceso de Wiener cilindrico y el STWN pueden
consultarse [DZ92] y [Sch89].
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Sin preocuparnos demasiado por ser precisos, diremos que la extrema irregularidad del
STWN hard que las posibles soluciones de (6.1) sean también irregulares; tanto que no
podemos esperar que un producto distribucional de la forma g(u)d,(u) esté bien definido.

En nuestro contexto, esto equivale a que la integral

2

[ eratuta)duta),

0
que aparece en la formulacién débil de la ecuacién (aqui ¢ actia como funcién test) no esta
bien definida en el sentido de Young. Aqui es donde una interpretacién del problema como

un problema de rough paths nos dara las herramientas suficientes para su resolucién.

6.2. Construccion del rough path asociado a la ecuacion

Para abordar nuestro problema como un problema de rough paths controlados, el primer
paso es identificar el rough path que servird de base. Para ello, estudiaremos soluciones

estacionarias (en tiempo) de la ecuacién del calor estocdstica

dipy = (02 — 1)ahydt + adW,. (6.3)
La base (6.2) diagonaliza el operador —92 + 1,
(=03 + Dex(z) = (k* + Dex(z).

La elipticidad del operador hace que la ecuacién tenga una solucién estacionaria que

podemos expresar como

ia) = 3 Vper(a),

kez
donde (Y*)pez es una familia independiente de procesos de Ornstein-Uhlenbeck que resuel-

ven

dY}F = —(k® +1)Y}dt + 0dBF,

con (B*)cz una familia de movimientos brownianos estandar unidimensionales e indepen-

dientes.
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Una aplicacién sencilla de la isometria de It6 permite ver que la varianza de Y} viene

dada por

0.2
E[(Y/))’] = R E)

Con esta expresion, podemos estudiar la covarianza de la solucién estacionaria de (6.3).
Lema 6.2. Dado un t fijo,
o? cos(klr —y|)

2

o
Ry Z—E = -osh(|z — y| — 7).
v () 471"CEZ k2 +1 4rsinhz (jz =yl =m)

Demostracion. En primer lugar observamos que

1
e—p()e_r(y) + ex(z)ex(y) = = (cos(kx) cos(ky) + sin(kz) sin(ky))
7
1
=— k(z —vy)).

— cos(k(z — y))

Entonces, por independencia,

Ry, (w,y) = E(u(x)du(y)) = Y er(@)ern(y)E[(YF)?]

kEZ
= RV + = 3 cos(k(r — )V

E>1
10 1 o? _ o?cos(h(z —y))
R Sl v ra v Dy o

La paridad del coseno concluye la pruecba de la primera igualdad.

Para la segunda, expandimos el coseno hiperbdlico en su serie de cosenos:

o o
/cosh(|x| — 1) cos(kx)dr = 411 / (e'xl_” + e"“"H’”) (™ 4 ™) da
0 0
- [ T+ (- )
4 | 1+1k 1—ik
er 27 " 27
P e e )]
1 . 1 1 sinh 7
- §Smhﬂ<1+ik * 1—z‘k> Y
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Por consiguiente,

Z coskx  cosh(|z| — )

5 -
= 1+k sinh

Con este andlisis, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.3. Fijado un t, existe un a-rough path candnico asociado a ©; con o €

(1/3,1/2).

Demostracidn. ; es un proceso gaussiano con regularidad a-Holder para todo o < 1/2. Por
el lema anterior, su covarianza es de 1-variacion finita. Aplicando el Teorema 5.11 tenemos

¢l resultado deseado. |

A este rough path lo llamaremos ¥, := (¥}, U?).

Observacion 6.4. Conviene senalar, llegados a este punto, el giro fundamental de la visién
de Hairer. Nuestro rough path es un rough path en el que la variable que originalmente
ocupaba el tiempo ahora es cubierta por el espacio; dicho de otro modo, para cada tiempo
t estamos definiendo una funcién que es rugosa en la variable x, y es esa funcién la que

levantamos a un rough path de variable x.

6.3. Existencia y unicidad de soluciones

Para probar existencia y unicidad de soluciones para nuestro problema, necesitamos
primero dar una nocién de solucién. En nuestro caso trabajaremos con soluciones mild,

construidas a través de integrales de rough paths controlados.
Definicién 6.5. Diremos que u es una solucidén mild de (6.1) si la funcidn ve := ug — Yy
pertenece a C([0,T],C) N LY([0,T),CY) y satisface casi sequramente

t

vr(z) = (Se(uto — o)) () + / (Sts(g(usdovs + F(us) + us)))(@)ds

2n

" / / pi—s(® — y)g(us(y))d¥,(y)ds.
0 0
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Aqui Sy y py son el semigrupo y el miicleo del calor, respectivamente, generados por 02 con

condiciones de contorno periddicas, de tal modo que

(&M@%=Aﬂm@—ymwwy

Es en
27

/ppxm—ymmxwmwxm
0

donde aparece la integral de un rough path controlado.
Observacion 6.6. Existe también un concepto de solucién débil, con el cual no trabajaremos,

pero que también incluye una integral de rough path. Su expresion casi segura, para la misma

v que en la definicién 6.5, es

27

«ﬁ*”%mﬁ+/ () g(0s(x) + s (2))d () ds
00

<vtv¢> - <’U,0 - 1/}07 QD> +

+ [ (o, fus) + us)ds

o\ﬁ c:)'\w

para toda funcién test ¢ : [0,27] — R, C* y periddica. Aquf la integral de rough path

controlado es

/wumw4m+¢4@mmy
0

Hairer [Haill] demuestra que, de hecho, ambas nociones de solucién coinciden. Por lo
tanto el teorema de existencia y unicidad, pese a estar formulado en términos mild, es valido

también para soluciones débiles.

Definida la solucién, presentamos el teorema de existencia y unicidad.

Teorema 6.7 (Hairer, 2011). Sea ug € C? con j € (%, %) Entonces para cast toda rea-
lizacidn del proceso W existe un T > 0 tal que la ecuacidn (6.1) tiene una unica solucidn
mild con valores en C([0,T],C?). Si ademds tanto g como todas las derivadas de g y f son

acotadas, entonces la solucion es global.
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Demostracion. La idea de la prueba es una iteracién de Picard para la ecuacién de punto

fijo de la definicién 6.5. Fijamos una realizacién de ¢ y un o € (%, B). Consideremos
W :[0,1] = Qu(RY)

de tal forma que para cada s tenemos un rough path ¥y de [0,27] en R?; insistimos en
que estos rough paths son rugosos en espacio. Por otra parte, esto no impide considerar
también v como una funcién de C?, algo que aprovecharemos mas adelante.

Para efectuar nuestra iteracién, tomamos el espacio Cj. formado por las funciones con-
tinuas de [0,T] en C*(]0,27],R?) para un cierto T < 1 (a determinar) equipado con la

norma

[vllir = sup [lvgllen
0<t<T

donde [lv(z)cr := [[o(2)[ls + [[Dav (@)oo
Nos sera comodo eliminar la condicién inicial, de modo que consideramos la modificacién
v := uy — Py — U donde Uy := Si(up — ¥p); de este modo vy = 0, y la ecuacién de punto

fijo resulta

t
(o) = [ (Simg(u)(Ous + 0,0 + ) + ) w)as
Jo
t p2m
[ ] pesle = a0.0) + 00+ V)% )i
P =My (0) (1) + (M7 (0)) (2, 1) 1= (Mr, (0)) (@, 1),
En definitiva, vamos a considerar una iteracién a través de M7 ¢ como funcién
MT,\I/ : C% — Crllw

Tomamos un K > 1 tal que |lug||¢cs, |vollcs < K, y consideramos v, 5 € Ck tales que
[vlliz, 19]lr < K.
Comenzaremos acotando M(Tl ).I,(v)

En primer lugar tenemos las siguientes cotas:
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[0s]lo0 < llvsller < [lvflyr < K

1Uslloo < |luo — %olloe < luo — ollcs < 2K
1slloo < IIEI] < K[| ®]]]

donde [ ]| == sup,cior) sl + 2} + [22]|s0. Con todo, [lus]ec < cK para todo
s<T.
Por otra parte [ DaUsllee < 5~/ up — o]lco, ¥ si T < 1 entonces [Uyfloo < 2K's~2/%;

en consecuencia,
[Usller < Cs™Y2|lug — tho| < CsPD72ug — 2 oo

Entonces, si fijamos un ¢ € [0,7],

t
1
M55 (), 1)l <C /0 T 172 190 @uvs - 0aUs) + f () + s oo

¢ 1
<¢ [ =7 (latw el

+ [1f (us) loo + 1vslloo + 1Uslloe + ||Ws||<>C>d3

L7+ [Usller)

t
1 . . (-
SC/@ a7 (CRE + el O ek o+ | 2)]) ds

<Cxt? 21+ ]]),

y en consecuencia ||M(T1>\1,(v)||1T < CxTPRP(1 4+ ||®)).
Obsérvese que, si g es acotada, Cé(l) es en realidad independiente de K; del mismo modo,
si Df es acotada, C’ﬁ? es proporcional a K. Bajo esas hipdtesis C'x es proporcional a K.
Ahora

t

(Mg},)‘I’U - M’S},)\Iﬂ_}) (’7t) = / Si—s (g(us)(azvs - 8z7_}s) + f(us) - f(l_’/s) + us — ’I_LU,S)

(=)

/St_5 (g(us) — g(@s)) (0,05 + 0,Us) ds,

[=}
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y con argumentos similares a los anteriores obtenemos
1 1) - _
[ Mo = MPya]| < CuT R+ @) - Tl

donde Ck es proporcional a K si g, Dg y Df son acotadas.

Pasemos ahora a Mg?)q, Dado que para cada s € [0,T], vs € C*([0,27],R?) y Uy €
(10, 27}, ]Rd), vs + s + Us es un rough path controlado por ¥ con derivada de Gubinelli
la identidad.

Entonces, por el Lema 3.21, (Y,Y”) es un rough path controlado por X, donde

Ys(z) = g(vs(@) + ¥s(2) + Us(2)),
Y, (x) == Dg(vs(z) + ¥s(z) + Us(x)),

y existe una constante C' tal que

Yellw..a < CUDglloo + llglloc) (1 + [lvs + b + Usllw. a)
< Cr([lsll2a + [1Usll2a) (1 + [ 2]1)?

donde, nuevamente, si las derivadas de g son acotadas podemos tomar Ck independiente de

K. Ahora, ||Uy||2a < Ks~(2*=8)/2 por las propiedades del semigrupo del calor’, luego
1Vallw o < Cic (14+57C072) (14| @)

v Ck es proporcional a K si las derivadas de g son acotadas.
Por otro lado, si llamamos (Y3, Y/) al rough path construido como arriba pero para o,

tenemos
1

V() — V() = / Dy(ths(x) + Uy () + vy(x) + A(s(a) — v, (2))) (s(2) — v, ())dA.
0

Con los mismos argumentos que antes, llegamos a la expresion
15(2) = Yo(@) 020 < Cuc (1457 ED72) 1+ [ 2]} v, = B e,
e integrando

2 2 _ B—a _
IMPy (0) = MPy @) 1,7 < CxT = (1 + [ €])?[lvs — 1,75 (6.4)

1Segtin [Haill] esta es una propiedad estdndar del semigrupo.
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observamos que ahora la dependencia en K de Ck es cuadratica como puede verse en la
integral.

Juntando todo, dado que S > a podemos escoger un 1" suficientemente pequeno para
que M7 g sea una contraccién estricta, probando asi la existencia de un punto fijo; iterando
este proceso hasta un posible blow-up tenemos el resultado deseado.

Para ver que la solucién es global si g, Dg, D?g y Df son acotadas, tenemos que existe

un tiempo T, independiente de K tal que

vo|

[Mrwvllir < (6.5)

para todo T' < T si [luol|ce, [[Yollcs, [[v]lir < K.
Sea T = if{t > 0 : ||logy > K}. Necesariamente 7' > T, (lo contrario entrarfa en
contradiccién con (6.5)), y por consiguiente si 7 es un tiempo de blow-up entonces 7 > T.
Como T, es independiente de ug, iterando el argumento tenemos la solucién global desea-
da. O

Observacion 6.8. Esta construccion de solucién tan particular con teoria de rough paths se
justifica ademds con un argumento de aproximacién. Hairer ([Haill]) demuestra también que
esta solucion coincide con aquella obtenida a partir de la aproximacion por hiperviscosidad

y de la molificacién del ruido.

6.4. Hacia las estructuras de regularidad

La teoria de rough paths, y especialmente las aportaciones de Gubinelli, han resultado
ser de gran utilidad para el estudio de ecuaciones en derivadas parciales estocasticas; entre
otros problemas, han servido al estudio de ecuaciones parabdlicas de segundo orden [CF09]
y de la versién estocéstica de Navier-Stokes [Gub06].

Uno de los grandes problemas de esta rama, relacionado ademas con la ecuacién de

Burgers, es la ecuacién KPZ (Kardar-Parisi-Zhang):

du = P2u + (9pu)® + €.

Hairer construyé una teoria de existencia y unicidad para esta ecuacién con teoria de
rough paths [Hail3], pero su complejidad es mayor que la del caso analizado en este trabajo.

Esto es asi por dos motivos: primero, porque el rough path asociado al problema lineal
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no se corresponde con un proceso gaussiano; segundo porque su area no puede obtenerse
como limite de aproximaciones lineales, sino que necesita una técnica de renormalizacién
(esencialmente una recentralizacion de las variables que imita la idea del teorema central del
limite) para su convergencia.

Esta serie de dificultades a la hora de analizar ecuaciones en derivadas parciales estocdsti-
cas singulares motivé la creacién de la Teoria de Estructuras de Regularidad [Hail4],
motivo por el cual Hairer fue galardonado con la Medalla Fields en 2014. Esta teoria, en
alglin sentido, continiia con la de rough paths, especialmente con la de Gubinelli, constru-
yendo expansiones de Taylor con elementos abstractos y grados de regularidad arbitrarios
(incluidos negativos).

La idea fundamental consiste en tomar la ecuaciéon a analizar en forma mild y levantar
su ruido (habitualmente STWN) a un modelo, que dota de mayor estructura al problema,
para después resolver un punto fijo abstracto (en la terminologia de Hairer, teorema de
integracion) y después proyectar sobre el espacio de soluciones (teorema de reconstruccion).

Ademaés de KPZ, las estructuras de regularidad permiten cubrir problemas como el mo-
delo ®* en dimensién 3 y el modelo de Anderson parabdlico (ambos casos sefialados en
[Haild]).

Tanto la teoria de rough paths como las estructuras de regularidad han permitido grandes
avances en ccuaciones en derivadas parciales estocédsticas, un campo que a dia de hoy se
encuentra en expansion y con un creciente interés desde las dreas de Ecuaciones en Derivadas
Parciales y Probabilidad.
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