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Resumen

La asignatura de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales estd dotada de menos
contenidos que las Matematicas de Naturales, consta de pocas unidades didacticas
directamente relacionadas con estas Ciencias (Aritmética Mercantil y Programacion Lineal) y
frecuentemente se imparte olvidandose de su caracter aplicado. Dado el perfil del estudiante
de esta modalidad de Bachillerato tal vez se requiera no olvidar esta orientacion para lograr

un enfoque menos abstracto y puro de la materia y favorecer un mejor aprendizaje.

Partimos de como deberia ser la enseflanza de los contenidos de los bloques de
funciones y andlisis si tuvieran un caracter mas aplicado y practico, no solo para el Bachillerato
de Ciencias Sociales, sino también para el de Naturales y, en general, para todos los cursos

de la Educacién Secundaria.

Se ofrecen actividades, tareas y ejercicios siguiendo estos criterios y se analizan los
beneficios y desventajas que pueden encontrarse en el uso de esta metodologia, ademas de
las dificultades encontradas y el papel que juegan frente a ellas las nuevas tecnologias.
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Educacién Secundaria; Funciones y Analisis; Calculo Infinitesimal;, Matematicas aplicadas;

Ciencias Naturales; Ciencias Sociales; Economia; Nuevas Tecnologias.
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1.- Introduccion

El presente trabajo de fin de méster (en adelante TFM), como punto conclusivo del curso
de adaptacion al profesorado, es el fruto o sintesis de un proceso de formacién académica
cuyo objetivo es la profesionalizacion del futuro docente.

Por medio de esta formacion no solo se pretende la instruccion en unos conocimientos,
habilidades y destrezas educativas, sino también un cambio profundo en la persona hacia una
actitud y dindmica nuevas: humildad para considerar los propios fallos y limitaciones; estudio
y evaluacién formadora constante para enriquecer el proceso de ensefianza; investigacion e

innovacién docente para mejorar el proceso de aprendizaje de los alumnos.

Es precisamente este un primer ejercicio de investigacion e innovacién docente de cara
al estudio de un tema concreto, desde las consideraciones tedéricas, su puesta en practica en

el aula y el ulterior andlisis de resultados.

1.1.- Motivacion para el tema escogido

En el primer periodo de practicas del médulo genérico de este master, que tuvo lugar
entre el 21 de noviembre y el 2 de diciembre de 2016 en el IES Jorge Manrique de Tres Cantos
(Madrid), tuve principalmente un contacto directo con dos grupos de estudiantes de
matematicas aplicadas y que se correspondian al Bachillerato de primero y de segundo de
Ciencias Sociales, respectivamente. Por las observaciones que realicé, los alumnos de ambos
grupos presentaban experiencias y percepciones notoriamente negativas hacia las

matematicas, asi como bastantes carencias académicas en esta area.

Dada esta realidad, el campo de mi interés personal se centraba en la blsqueda de
posibles soluciones o0 mejoras en el proceso de ensefianza y aprendizaje de ambos grupos,
especialmente el de primero por tener un peor desempefio y siempre desde la propia

asignatura de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales.

Adicionalmente, también era objeto de interés estudiar la posibilidad y pertinencia de
llevar a cabo una orientacion mas practica y menos abstracta en esta materia. Analizar y
averiguar qué beneficios y ventajas y qué resultados pueden obtenerse al realizar una
enseflanza de mateméticas aplicadas a las Ciencias, no solo a las Sociales, sino también a

las Naturales.

Por la programacion de la materia, en el segundo periodo de préacticas que ahora si
estaria dedicado a la especialidad de Matematicas y que tuvo lugar entre el 3 de abril y el 19
de mayo de 2017, les correspondia estudiar el bloque de andlisis (o calculo infinitesimal) del

curriculo establecido. Asi que el objeto de estudio podia concretarse en la ensefianza del



calculo infinitesimal aplicado a las Ciencias Sociales.

Uno de los puntos del temario de las oposiciones para profesor de matematicas esta
estrechamente relacionado con el asunto principal de este trabajo, concretamente el nimero
32 “Aplicacién del estudio de funciones a la interpretacion y resolucién de problemas
de la Economia, las Ciencias Sociales y la Naturaleza” (Orden 9/1993 del BOE, p. 27414),
por lo que también se podia aprovechar para valorar la utilidad de esos contenidos con la
Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) y el Bachillerato.

1.2.- Descripcion del temay caracteristicas del trabajo

La ensefianza del bloque de analisis con un enfoque adaptado a las Ciencias Naturales,
Sociales y a la Economia es el tema central del TFM.

Como parte de la labor de investigacion se puede considerar la necesidad de un estudio
detallado de los aspectos didacticos en la ensefianza del calculo infinitesimal, de la relacion
entre este con las diversas ciencias y de la idoneidad de una orientacion hacia las mismas en

su ensefianza.

Por su parte, la innovacion consiste en el disefio de clases y actividades tanto teéricas
como practicas para llevar al aula. Aqui los puntos de interés consisten en el andlisis, al menos
cualitativamente, de los beneficios que pueden aportar a los alumnos y la determinacién de

los mejores métodos y momentos para realizar una ensefianza aplicada del blogue de analisis.

1.3.- Proceso de documentacion y estudio

Para llevar a cabo el proceso de documentacion, estudio y preparacion del tema realicé

varias vias exploratorias.

Por un lado, realicé una basqueda, lectura'y resumen de articulos de investigacion y libros
especializados relacionados con los puntos objeto de estudio, es decir, que trataran de
didactica del calculo infinitesimal; la relacion histérica y actual de las matematicas con las
disciplinas cientificas de la naturaleza y la sociedad y de algunas herramientas tecnologicas

que pudieran servir de apoyo; entre algunos otros temas.

Por otro lado, efectué la revision de diversas revistas matematicas que pudieran ofrecer
tanto desarrollos matematicos o actividades, como aspectos teoricos del estudio de las
funciones y del célculo infinitesimal de forma aplicada a las ciencias. Se han considerado
principalmente las revistas estadounidenses Mathematics Magazine y Math Horizons; y las
espafolas Sigma, Suma y Modelling in Science Education and Learning. En esta tarea se han

revisado desde los nimeros mas recientes hacia los mas antiguos, hasta unos siete afios



atras y segun se podia por accesibilidad o existencia. Los articulos que mejor relaciéon tenian
con el tema y que presentaban una dificultad asequible para los alumnos fueron los de Math
Horizons. En los otros casos o0 no se logré encontrar articulos que estuvieran directamente

relacionados con los criterios de busqueda o su dificultad resultaba excesiva.

Por dltimo, otro recurso interesante ha sido el de los libros de texto, tanto algunos
encontrados de caracter pre-universitario y que presentaban un tratamiento matematico
aplicado a las Ciencias Naturales y Sociales; como el de libros de texto de mateméticas
espanoles para estudiantes de instituto.

1.4.- Objetivos

Por tanto, como objetivos del TFM se pueden enumerar los siguientes:

- Estudiar la idoneidad educativa del enfoque aplicado a las ciencias para la

ensefianza del bloque de andlisis propio de las matematicas.

- Proporcionar pautas para la elaboracion de actividades y clases que tengan este

planteamiento.

- Ofrecer recursos de apoyo didactico y tecnolégico al docente de ESO y Bachillerato

en la ensefianza de matematicas aplicadas.

1.5.- Estructura del documento

El primer punto que se desgranara en detalle en este TFM sera el del marco teérico y la

descripcion del contexto de practicas.

El siguiente apartado versara sobre el disefio de la innovacion, pautas para la elaboracion

de clases y actividades y algunos modelos propuestos para llevar a cabo en el aula.

Después se procedera a explicar las tareas realizadas en el aula para posteriormente
proceder a analizar los resultados obtenidos por las mismas y proponer algunas mejoras

significativas.

Finalmente, se afiaden unas conclusiones sobre todo el trabajo y unos anexos que

aportan informacion sobre los datos recopilados para evaluar esta innovacién (ANEXO |I).



2.- Marco tedrico y contexto de préacticas

En el tema tratado concurren diversos elementos relacionados entre si. En primer lugar,
los aspectos didacticos propios de la ensefianza de las matematicas, precisamente la materia
objeto de estudio. Como se le quiere dar un sentido aplicado, conviene estudiar la conexién
entre Matematicas y las diversas Ciencias, centrandonos en el caso especifico del célculo

infinitesimal y el analisis funcional.

En segundo lugar y concretando un poco mas, repasaremos los contenidos de los
bloques de funciones y de analisis del curriculo oficial de ESO y Bachillerato. Después se
consideraran las ventajas de utilizar las nuevas tecnologias en este paradigma. Al marco
tedrico se le une la descripcion del contexto de practicas como el ambito que se dispuso para

realizar algunas actividades con este planteamiento.

2.1.- Didactica de la educacion y de las matematicas

El proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas puede clasificarse de forma
simplificada, segin Chamorro (2010) en dos grandes modelos tedricos: el empirismo y el
constructivismo. En el empirismo “el discurso del maestro se registra en el alumno, a quien
no se considera capaz de crear conocimientos” (p. 38) y su objetivo es que el grupo supere
todas las dificultades presentes en la realizacién correcta de ejercicios y problemas, hecho

que constituye el logro del aprendizaje.

En el constructivismo, gran marco tedrico en cuya elaboracion ha participado la
Psicologia social y genética y la Pedagogia (Chamorro et al., 2010) se basa en la idea principal
de que “aprender matematicas significa construir matematicas” (p. 40). Para este modelo el
alumno aprende al descubrir activamente la realidad (sujeto que aprende), mediante las
herramientas adecuadas que le permiten interaccionar con los elementos de aprendizaje
(objeto), de modo que, a partir de sus conocimientos previos, los modifique readaptandolos y
progrese asi en su entendimiento (construccién), con la debida guia y supervision del maestro

y de los otros agentes educativos (sujeto que ensefia).

Bajo esta teoria se enmarcan las destacadas aportaciones de, entre otros, Piaget,
Vygotsky y Ausubel. Este dltimo, distingue el aprendizaje significativo que es el que se
produce cuando “se asimila un nuevo conocimiento relacionandolo con algin aspecto
relevante ya existente en la estructura cognitiva del sujeto” (Nortes, 2007, p. 418). Para
conseguir este aprendizaje es necesario partir del conocimiento previo del alumno sobre el
que edificar el nuevo, sin que la diferencia entre ambos le resulte inalcanzable (distancia
Optima de aprendizaje). En matematicas se traduce en la adquisicibn mental de lo

representado o referido por los simbolos del lenguaje matemético; en la comprension y
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asimilacion de los conceptos y objetos matematicos y sus relaciones entre si. Segun continta
explicando Nortes (2007), Ausubel sostiene que se alcanza el nivel de significacion éptimo

cuando se promueve una ensefianza por descubrimiento guiada por el docente.

La ensefianza por descubrimiento contrasta con la ensefianza por recepcidén o
receptiva, dado que en esta Ultima los contenidos se presentan al alumno directamente en
su forma final, mientras que en la primera se parten de casos concretos con los que el alumno
debe interaccionar previamente para adquirir la actividad mental necesaria como para

alcanzar (o descubrir) esa forma final e incorporarla (Nortes, 2007).

Frente a ambos tipos de ensefianza (por descubrimiento o por recepcion) existen dos
tipos de aprendizaje: aprendizaje significativo y aprendizaje de memoria 0 memoristico.
Segun Ausubel, “la mayor parte del trabajo escolar es del tipo ensefanza receptiva y
aprendizaje significativo” (Diaz Godino, 1991, p. 86). En matematicas existen reglas y
algoritmos requeridos para la resolucién de céalculos y problemas, destrezas que se adquieren
mediante la practica y la memoria. Sirvan como ejemplos las tablas de multiplicar o las reglas
y procedimientos de derivacion e integracion. No obstante, “a retencién y la memorizacién
son mas faciles si lo que se ha aprendido es significativo en relaciéon con la estructura del

conocimiento ya existente en la mente del que aprende.” (Orton, 1996, p. 39).

De entre los factores personales del alumno, como su capacidad intelectual, desarrollo
cognitivo y madurativo y conocimientos previos, destaca la motivacion del alumno,
imprescindible para que sea un agente activo y protagonista del aprendizaje. Una buena
autoestima, es decir, una valoracioén positiva del autoconcepto, genera en el estudiante unas
expectativas de éxito frente a la materia o, mejor aun, frente al aprendizaje de las
matematicas, que a su vez incide en su motivacion y rendimiento personal (Garcia y
Doménech, 1997).

Para Pekrun, segun referencian Garcia y Doménech, la motivacion puede clasificarse
segun su valoracion, positiva 0 negativa. Es positiva cuando asi lo son las emociones ligadas
a la participacion en el proceso de aprendizaje, como cuando se disfruta resolviendo un
ejercicio, un calculo o un problema; cuando se obtienen resultados exitosos, se recibe
aprobacién y reconocimiento o simplemente se tiene el gusto por aprender. En cambio, tiene
un cardcter negativo (pero aun asi con posibilidad de que resulte motivante) cuando el
estudiante siente presiones por aprobar, por superar un examen, por no ser regafado o
apercibido, por librarse lo mas rapido posible de la asignatura que no le gusta... Lo ideal es
conseguir en los estudiantes una motivacion positiva porque los efectos suelen ser siempre
buenos y mejores; en comparacion con la motivacion negativa que puede generar resultados

variables, en uno u otro sentido, siendo los contraproducentes la frustracion, la desesperanza,
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la ira o incluso el abandono.

La motivacion también puede ser intrinseca o extrinseca (Murayama, Pekrun, Lichtenfeld
y Hofe, 2013). Es intrinseca si procede del propio interés del alumno en la tarea en si, y por
el deseo y curiosidad por saber, superar retos y desarrollar sus capacidades. Por el contrario,
es extrinseca si la motivacién esta basada en aspectos externos, como las recompensas
obtenidas por las buenas notas, la busqueda de juicios positivos o la aprobacion de padres y
docentes.

Por lo que he podido observar e informarme con los profesores, los alumnos de Ciencias
Naturales tienen unos hébitos de estudio, una preferencia y una motivacién de media mas
elevada que sus compafieros de Ciencias Sociales. Si generar una buena motivacion es

importante, hacerlo con este tipo de alumnos adquiere una relevancia primordial.

Para lograr esta motivacién tan deseada, conviene: expresar la presencia de las
matematicas en realidades cotidianas e insospechadas, para despertar su interés y
curiosidad; conocer sus gustos y aficiones para relacionarlos en lo posible con los contenidos
a estudiar, cuestionando la idea de que las mateméaticas son aburridas; establecer un sistema
de recompensas y de refuerzos positivos para incidir en la superacion personal y en la mejora
del autoconcepto y fomentar un clima de aprendizaje propicio, distendido, seguro, con valores
importantes como la cooperacion, el respeto y la confianza. Tampoco se ha de olvidar
involucrar a todos los agentes del entorno de ensefianza, la llamada noosfera (Chamorro et
al., 2010).
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2.2.- Relacion entre Matematicas y Ciencias

Para hablar de las Matematicas y Ciencias expongo una pequefia relacién de las
disciplinas cientificas existentes, para de ahi pasar a una brevisima relacién de hitos
historicos. Un primer orden de division de las Ciencias es el de formales y factuales
(Rodriguez, 2011), propuesto por Bunge, que permite distinguir a la Légica y la Matematica
pura, en el estudio de las abstracciones del pensamiento, del resto de disciplinas basadas en
la realidad que nos rodea. De acuerdo a las explicaciones de Rodriguez, Carnap realiza la
division de las ciencias entre las formales (donde estaria la Matematica); las Ciencias
Naturales, que examinarian la realidad natural; y las Ciencias Sociales, que harian lo propio
en el estudio de la comunidad humana y su forma de evolucion, su pensamiento, organizaciéon

y necesidades.

A su vez, en las Ciencias Naturales podemos distinguir numerosas disciplinas y que
agrupadas en diversas categorias permiten de nuevo numerosas subdivisiones como: la
astronomia, la biologia, la fisica, la quimica, la medicina, las ciencias de la tierra, del medio

ambiente, del espacio y de la computacion.

Por su parte, en las Ciencias Sociales pueden enumerarse muchas parcelas de
conocimiento: la antropologia, la criminologia, la demografia, la geografia, la historia, la
ecologia, el derecho, la biblioteconomia, la sociologia, la politologia, la lingtistica, la

psicologia, la pedagogia, las ciencias econémicas, la mercadotecnia...

No hay que olvidar las ciencias de caracter aplicado, como la arquitectura; o las
interdisciplinares, como combinacion de otras dos; o campos nuevos de estudio como el
analisis de las redes sociales. Es vastisimo el conocimiento cientifico, diversificado en
numerosas ramas e influido en su desarrollo por las matematicas. E incluso si nos salimos del
campo cientifico y nos dirigimos hacia las Humanidades, también existen conexiones con el

arte, la literatura, la pintura o la muasica (Saenz y Garcia, 2015).

En las Ciencias Naturales existia durante siglos la necesidad de profundizar en la
astronomia para conocer el funcionamiento del sistema solar y en la fisica para estudiar la
caida de graves, la velocidad instantdnea de objetos en movimiento, la trayectoria de
proyectiles y de balas de cafién o la relacién entre fuerza y aceleracion (Stewart, 2008).
Ademas, habia problemas mateméaticos como “encontrar la tangente a una curva, encontrar
la longitud de una curva, encontrar los valores maximo y minimo de una magnitud variable,
encontrar el area de una forma en el plano y el volumen de un sélido en el espacio” (p. 123),
asi como hallar la forma de la catenaria o resolver el problema de la braquistocrona (Simmons,
1992, p. 314). Con el desarrollo del Calculo Infinitesimal por Leibniz y por Newton en el siglo

XVII se resolvieron estos problemas y se descubrié que “las pautas matematicas gobernaban
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casi todo en el mundo fisico: los movimientos de los cuerpos terrestres y celestes, el flujo del

aire y del agua, la transmision del calor, la luz y el sonido, y la fuerza de la gravedad” (p. 115).

Segun detalla Millan (1996), no solo las Ciencias Naturales, sino que también las
Ciencias Sociales y los otros saberes se han visto beneficiados del rigor cientifico y de la
aplicacion matematica. En Inglaterra, en el siglo XVII, se desarroll6 una aritmética politica para
el estudio de la demografia, las formas de inversion y seguros; continuada en Francia en el
siglo XVIII con la matematica social para la organizacion de la vida publica o los sistemas de
votaciones. En el siglo XIX, el belga Verhulst propone la ecuacion diferencial logistica para el
estudio del crecimiento de las poblaciones humanas. Desde finales del siglo XIX y durante el
XX irrumpen las mateméticas con muchisima fuerza en el desarrollo de las Teorias

Econdmicas.

La estadistica y la probabilidad han sido clave para la Economia, pero también el Calculo
Infinitesimal. Pefia (2006) hace un recorrido en la historia reciente de esta disciplina de
Economia. En el siglo XIX el francés Walras inicia la Teoria General del Equilibrio con las
curvas de oferta y demanda y su punto de corte, posteriormente formulada con rigor por el
matematico Debreu. Otro salto importante es la introduccién de la Teoria de Juegos, iniciada
por Morgenstern y Von Newman y mejorada después por Nash (matematicos estos dos
altimos); en la que se estudian casos econémicos de cooperacidbn o competencia de varios
agentes para buscar las estrategias existentes, los puntos de equilibrio o las decisiones mas
favorables. Otras aplicaciones matematicas aparecen en la resolucion de problemas de
optimizacion, en las predicciones econdémicas, en la planificacién de la produccién, en las
técnicas de distribucion de un producto o en los mercados bursatiles y los derivados

financieros.

Asi mismo, son numerosisimas las contribuciones de las matematicas en areas muy
diversas, como en la medicina (cirugia, Optica, cardiologia, diagnéstico...), la biologia, la
informatica, la teoria de la informacion y de la decision (Millan, 1996); la sociologia, la
psicologia, la arqueologia, la educacion, las ciencias de la comunicacion, la linguistica, la

etnografia o el urbanismo (Rodriguez, 2011).
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2.3.- El bloque de analisis en el curriculo

Para tener una visién global de los contenidos involucrados, conviene repasar los bloques
de funciones y de andlisis de los curriculos oficiales de las asignaturas de matematicas (Real
Decreto 1105/2014 del BOE). El siguiente es un compendio de todos estos contenidos de

forma acumulada, separados de su curso y asignatura:

- Funciones: coordenadas cartesianas, ejes y representacion de puntos; concepto de
funcién; variable independiente y dependiente; funciones de variable real; expresion
de una funciéon en forma algebraica, por medio de tablas o graficas; utilizacion de
calculadoras graficas y programas de ordenador para la construccion e

interpretacion de gréficas.

- Caracteristicas de las funciones: crecimiento y decrecimiento; continuidad y

discontinuidad; maximos y minimos relativos; curvatura y puntos de inflexion.

- Andlisis de funciones que describen situaciones reales: andlisis y
descripcion cualitativa de gréaficas que representan fenomenos del entorno cotidiano
y de otras materias; andlisis de una situacion a partir de las caracteristicas locales y
globales de la gréfica correspondiente y de dependencia funcional.

- Aplicacion de funciones a situaciones reales: interpretacién de un fenémeno
descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o expresion analitica y analisis de
resultados; reconocimiento de otros modelos funcionales: aplicaciones a contextos
y situaciones reales; funciones de oferta y demanda; resolucién de problemas e

interpretacion de fendmenos sociales y econémicos mediante funciones.

- Familias de funciones: funciones lineales; cuadréticas; polinémicas, racionales,
valor absoluto, raiz, trigopnométricas (y sus inversas), exponenciales, logaritmicas y

funciones definidas a trozos.

- Operaciones con funciones: operaciones y composicion de funciones; funcion

inversa.

- Limites: concepto de limite de una funcién en un punto y en el infinito; calculo de

limites; limites laterales; resolucion de indeterminaciones.

- Continuidad: continuidad de una funcién; estudio y tipo de discontinuidades;

teorema de Bolzano.

- Derivacién: tasa de variacion media y tasa de variacion instantanea; derivada de
una funcién en un punto; interpretacién geométrica; recta tangente y normal; funcién

derivada; calculo de derivadas; regla de la cadena.
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- Teoremas y aplicaciones avanzadas de las derivadas: teoremas de Rolle y del
valor medio; regla de L’Hépital; representacion grafica de funciones; problemas de
optimizacion (y relacionados con las ciencias sociales y la economia); aplicacion al

estudio de fendmenos econémicos y sociales.

- Integracidn: concepto de primitiva; primitiva de una funcion; propiedades basicas;
integral indefinida; técnicas elementales para el calculo de primitivas; la integral
definida y técnicas de integracién; teorema del valor medio y fundamental del
calculo. Regla de Barrow.

- Calculo de areas: aplicacion al calculo de areas de regiones planas.

Puede observarse que ya en el curriculo oficial existen menciones explicitas a las
aplicaciones de estos contenidos con situaciones reales y de la vida cotidiana y de realidades

de las ciencias sociales y de la economia. Entre ellas, las siguientes:

- 3°de ESO (aplicadas y académicas): andlisis y descripcidn cualitativa de graficas

que representan fendmenos del entorno cotidiano y de otras materias.

- 4° de ESO (aplicadas y académicas): reconocimiento de otros modelos

funcionales: aplicaciones a contextos y situaciones reales.
- 1°de Bachillerato, Matematicas I: funciones de oferta y demanda.

- 1°de Bachillerato, Matematicas aplicadas a las CCSS I: resolucion de problemas
e interpretacion de fendmenos sociales y econdmicos mediante funciones;

aplicacion al estudio de fen6menos econdmicos y sociales.

- 2° de Bachillerato, Mateméaticas aplicadas a las CCSS Il: problemas de

optimizacion (y relacionados con las ciencias sociales y la economia).

Por lo tanto, existe un notorio tratamiento aplicado de algunos contenidos en el curriculo
gue, al margen del presente interés por extenderlo alin mas, es importante y necesario tenerlo
en cuenta, para saber ensefiarlo y practicarlo en el aula de cara a una ensefianza completa
de la materia, tanto de la versién académica de la misma como de la aplicada. Especialmente

en esta Ultima en la que segun el Real Decreto 1105/2014, esta materia:

“[...] no debe desvincularse de su aplicacion a la interpretacion de los
fendmenos sociales, por lo que ademas de centrarse en la adquisicion del
conocimiento de los contenidos de mateméticas [...], debe dirigirse hacia la
adquisicion de la habilidad de interpretar datos, seleccionar los elementos
fundamentales, analizarlos, obtener conclusiones razonables y argumentar de

forma rigurosa.” (p. 381)
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Repasemos ahora algunos elementos a tener en cuenta para la enseflanza de estos
contenidos. Para las funciones, (Bressoud, Ghedamsi, Martinez-Luaces y Toérner, 2016)
evidencian las dificultades de los alumnos para pasar de una perspectiva puntual y global a
otra de estudio local, necesaria para el aprendizaje de este bloque. Por su parte, Swenton
(2009) sefiala los peligros de reducir el concepto de funcidn Unicamente a la representacion
visual, olviddndonos de qué la funciéon actia sobre sus conjuntos dominio y recurrido,
mandando “cada elemento de su dominio a algunos elementos de su recorrido” (p. 34); de

hecho, llevando “subconjuntos del dominio a sus imagenes en el recorrido.” (p. 34).

El mayor problema representa el concepto de limite, que ademas influye luego en el
entendimiento del célculo de derivadas e integrales. Numerosos son los errores en la
ensefianza y aprendizaje en este campo, destacando Liang (2014) la idea de que la funcién
no puede rebasar el limite, sugiriendo como remedio la explicacion de su definicién formal
(relacién épsilon-delta), aunque sea de forma visual. Otros errores pasan por las diferencias
entre el lenguaje natural y el matematico y por no entender bien el proceso del calculo del
limite (Bressoud et al., 2016).

Para las derivadas destaca el problema que los alumnos tienen para relacionar bien los
siguientes pares de elementos: la definicibn de derivada y su representacion visual; el
concepto de funcion derivada y su calculo mediante las reglas; la derivada de la funcién en un
punto y la funcion derivada (Bressoud et al., 2016). Ademas, existe la tentacion de centrar la
atencion solo en la parte algoritmica y algebraica (Ortega y Sierra, 1998) cayendo “en un
circulo vicioso: para obtener niveles aceptables de éxito se evalta aquello que los estudiantes
pueden hacer mejor, y esto es [...] considerado por los estudiantes como lo esencial, ya que

es lo que se evalua” (p. 87).

Y con las integrales existen obstaculos para comprender la integracion como limite de
una acumulacion infinita de sumas o la desconexion entre la integral definida como calculo de

area y el Teorema Fundamental del Calculo (Bressoud et al., 2016).
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2.4.- Las nuevas tecnologias como recursos de apoyo

Las herramientas tecnoldgicas suponen un valioso recurso adicional para la adaptacion
orientada a las Ciencias de la materia, “tanto para la mejor comprension de conceptos o en la
resolucion de problemas complejos, como para contrastar con mayor rigor las hipétesis
propuestas y presentar y comunicar los resultados obtenidos” (Real Decreto 1105/2014, p.
381). Estas permiten afrontar mejor las dificultades inherentes a este estilo de ensefianza,
permiten desarrollar sus competencias tecnolégica e informatica, “contribuyen a la
preparacion para el aprendizaje a lo largo de la vida y apoyan el trabajo fuera del aula” (Real
Decreto 1105/2014, p. 381). Segun recoge Bressoud (2016) las conclusiones de numerosos
estudios “subrayan el poder de la tecnologia para mejorar las habilidades de visualizaciéon” (p.

28) y suponen una buena aproximacion a los conocimientos del Calculo.

Entre diversos programas enumero algunos con una mayor incidencia en la ensefianza
de los contenidos del bloque de andlisis. Un caso destacado es el de Geogebra

(https://www.geogebra.org), un excelente programa informético con funcionalidades para la

Geometria y la Estadistica, pero también para la representacion de funciones y el célculo
infinitesimal (Caligaris, Schivo y Romiti, 2015), precisamente nuestro campo de interés.

Similar a Geogebra hay otros programas informéticos, como Desmos

(https://www.desmos.com), calculadora grafica especializada, gratuita, de uso intuitivo y

sencillo, accesible a través de internet y con muchas opciones para compartir entre alumnos
y profesores. Puede usarse para ensefiar conceptos del célculo infinitesimal (Seneres vy
Kerrigan, 2014), como la nocién de limite, de derivada o de integral (Liang, 2016) y ofrece la
posibilidad de crear actividades permanentes en internet en forma de ejercicios y pruebas
para los alumnos. Me centraré en el uso de esta aplicacion, muy popular en su utilizacién por
parte de los profesores de matematicas de los institutos estadounidenses y que por su

facilidad de uso entrafia muchos beneficios para los alumnos.

El sistema Moodle (https://moodle.org) entre otras muchas caracteristicas permite al

estudiante realizar con comodidad ejercicios de entrenamiento y autoevaluaciones con y sin
temporizador, siendo de provecho para el aprendizaje memoristico, de manera que pueda
entrenar, entre otras cosas, la identificacion de las familias de funciones y de las funciones
con su expresion algebraica; el calculo de limites, la obtencion de la funcién derivada o la

realizacion de integrales.

Por su parte, Khan Academy (https://www.khanacademy.org) y Brilliant.org

(https://brilliant.org) fomentan el aprendizaje significativo, gracias a sus contenidos

organizados en temas donde explican detalladamente los conceptos y ofrecen actividades

qgue permiten clarificarlos al derribar concepciones erréneas. En el mismo sentido y con un


https://www.geogebra.org/
https://www.desmos.com/
https://moodle.org/
https://www.khanacademy.org/
https://brilliant.org/
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caracter expositivo Maths Experiencing (http://www.experiencingmaths.org) cuenta con un

rico material en matematicas con un caracter experimental y organizado en destrezas y temas
muy vistosos. La desventaja que presenta Brillitan.org es la necesidad de registrarse y algunas
limitaciones en las cuentas gratuitas, paliadas en parte por su planteamiento de retos y
problemas diarios disponibles a todos; mientras que Maths Experiencing esta disefiada con
tecnologia Flash Player, menos accesible si no se tienen bien configurados los dispositivos y

navegadores actualmente en uso.

Por su parte, la web de WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com), el programa

Wiris (http://www.wiris.com/) 'y la hoja de  calculo Microsoft Excel

(https://products.office.com/es-es/excel) o su contraparte gratuita Libre Office Calc

(https://es.libreoffice.org/descubre/calc/) son herramientas valiosas para la realizacion

automatica de calculos que, sin exonerar la necesidad de que los alumnos aprendan a
realizarlos manualmente, constituyen un recurso tecnolégico muy provechoso para su

desempeiio futuro.

Paso a mencionar brevemente otro tipo de utilidades, también con un perfil educativo,
algunas de ellas abarcando mas disciplinas que las de matematicas, pero igualmente
interesantes por los contenidos y posibilidades que brindan. Algunas resefiables son

Playpostit (https://www.playposit.com), que permite enriquecer videos con actividades

interactivas; ThingLink (https://www.thinglink.com), que hace lo propio con imagenes o

Kahoot (https://kahoot.it/), que posibilita realizar concursos de preguntas en grupo. En

determinadas circunstancias estos recursos pueden ser practicos y efectivos para hacer
trabajar al alumno dentro y fuera del aula, de manera individual o colectiva, para realizar
ejercicios de forma méas amena y motivante y obtener evaluaciones unitarias (por el tipo de

ejercicio tratado en cada caso) de forma muy agil y accesible.


http://www.experiencingmaths.org/
https://www.wolframalpha.com/
http://www.wiris.com/
https://products.office.com/es-es/excel
https://es.libreoffice.org/descubre/calc/
https://www.playposit.com/
https://www.thinglink.com/
https://kahoot.it/
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2.5.- Contexto de practicas

El grupo con el que pude practicar la innovacién fue uno de 1° de Bachillerato de Ciencias
Sociales en la asignatura de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |. En cuanto a
la composicion del mismo, estaba formado por veintiin alumnos, doce chicos y nueve chicas,

uno de los cuales era repetidor.

Si bien el numero reducido de estudiantes en el aula suponia una ventaja significativa
para conocerlos mejor de manera individual, lo cierto es que el nivel académico, de
motivacion, de atencién y de habitos de estudio del conjunto era notablemente bajo, al tiempo

que el grado de disrupcién era algo alto.

Muchos alumnos provenian de la opcién de matematicas de 4° de la ESO que establece
una reduccion considerable de nivel y que hacia que la distancia respecto al nuevo

aprendizaje fuera adn mayor.

A ello se unen obstaculos adicionales en cuanto a sus conocimientos y destrezas en
matematicas, como carencias en el calculo mental; errores en la manipulacién de objetos

matematicos; problemas en el uso del lenguaje matematico y dificultades de abstraccion.

Otro inconveniente adicional era la actitud psicoldgica de los alumnos frente a las propias
matematicas. Su experiencia pasada con esta materia era negativa, su autoconcepto
condicionado a esta experiencia les hacia creer que no eran capaces de superarla y por
consiguiente su grado de motivacion para abordarla era muy bajo. Este perfil parece
responder a una especie de indefensién aprendida, fendbmeno descrito por Martin Seligman
(Yates, 2009).

Hay que tener en cuenta que existian alumnos que, aungque con un progreso irregular,
iban superando los distintos hitos y evaluaciones del curso. Pero aun sobre ellos, como en el
resto, se podia observar cdmo en general su dedicacién extraescolar era escasa y de ahi que

su rendimiento no fuese acorde a su potencial real.

Todo este contexto constituyé un verdadero reto de no facil abordaje y remedio. Pero
precisamente es en situaciones como esta donde hay que intentar ser creativo y buscar

soluciones para paliar o mejorar tantos puntos débiles como sea posible.
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3.- Disefio de lainnovacion

Presento en este capitulo una reflexién sobre algunos criterios y métodos que sirvan de
ayuda para la elaboracion de actividades con contenido relacionado con las Ciencias y que
puedan ser puestas en practica.

Incluyo un apartado con algunas actividades propuestas para llevar al aula, disefiadas
con este enfoque; y otro en el que se hace lo propio con el soporte de las nuevas tecnologias.

3.1.- Criterios y métodos para las Matematicas aplicadas

Dentro del disefio e imparticion de una unidad didactica se diversifican las sesiones en
distintas fases (Gomez, 2002) segun el proposito, el progreso y la dinamica de estas, como
pueden ser, entre otras: introduccién, diagndstico, desarrollo teérico y practico, sintesis,
profundizacion, evaluacion y consolidacion. El primer criterio es determinar en cuales de estas

fases se requiere o desea establecer la orientacion aplicada.

El segundo criterio es determinar la forma de transmision de la sesién: si se centrara mas
en una ensefanza expositiva 0 mas en una por descubrimiento. En ambos casos se puede
recurrir a la historia, la conexion con realidades curiosas o anecdoticas, la realidad cotidiana,
la utilidad préctica, etc. Igualmente se ha de determinar si se abordaran contenidos te6ricos o
practicos; o bien una mezcla de ambos. Tendra un cardcter teérico si se basa en la
transmision, elaboracion o descubrimiento de los axiomas, definiciones, proposiciones,
teoremas y algoritmos que dan forma y contenido al area matematica correspondiente. Por
ualtimo, tendra un caracter practico si la tarea se centra en la experimentacion, la resolucién

de problemas o la ensefianza sistematica de ejercicios o de algoritmos.

Asi mismo, se ha de considerar el tipo de razonamiento utilizado, segun tenga este un
caracter deductivo, partiendo desde la matematica y desde los casos generales y mas
abstractos y llegando a los casos particulares y concretos de una o varias disciplinas
cientificas; o inductivo, comenzando por casos propios de las disciplinas cientificas,
procurando llegar después al marco teérico matematico que le dé cobertura. En principio
ambas formas de actuacién son legitimas y dependeran de la facilidad o de la conveniencia

de una u otra segun el contexto.

Otro criterio existente es el del propoésito de la sesion o de la tarea que se quiere realizar,
si se requiere para motivar al alumnado, consolidar o ampliar conocimientos, realizar una
introduccion a contenidos avanzados o futuros, mejorar el rendimiento, repasar o profundizar
en el entendimiento de conceptos, entre otras posibilidades. Segun sea el propoésito

convendra realizar tareas con una temética o caracter determinados (expositivo, teorico,
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practico), con actividades de un tipo o de otro (entrenamiento, problemas, cuestiones

tedricas...).

La forma de aprender, ya sea mas por descubrimiento o por exposicion (Diaz et al., 1991,
pp. 85-86); el caracter colaborativo o individualizado de la tarea o la duracion (podria ser algo
corto, como un simple ejercicio, o algo mas duradero en el tiempo, como un proyecto de
trimestre) son otros aspectos que siempre se han de valorar porque influyen en el disefio de

las sesiones.

Finalmente, hay que determinar el peso de la disciplina cientifica o del contexto con el
que se relacionen las mateméaticas. No se trata de profundizar como para invadir los
contenidos de las otras materias, ni de sustraer el de la propia; sino de encontrar ejemplos y
contraejemplos tangibles que permitan una mejor comprension de la mateméatica que se
desea estudiar (Orton, 1996) y que mediante esos casos practicos se entienda la utilidad, la

necesidad y la pertinencia de la misma.

Encontrar temas que se puedan aplicar no siempre es facil, ya sea por la dificultad
inherente de estas disciplinas o por el progreso académico actual del estudiante; por las
cantidades numéricas que aparecen y que obligan a efectuar célculos farragosos o recurrir a
las aproximaciones, heuristicas o técnicas numéricas (si bien se dispone de la ayuda de las
nuevas tecnologias); por el trabajo que conlleva encontrar datos reales y coherentes o por la
formacion y habilidades del docente. Es por tanto una labor que requiere de un considerable
esfuerzo y dedicacion y que se realiza, como no puede ser de otra manera, para la mejora

educativa de los futuros ciudadanos.
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3.2.- Sugerencias concretas de actividades

Dado que en el desarrollo de la innovacién realicé sesiones con un caracter mas bien
expositivo y tedrico, la siguiente es una propuesta de actividades practicas (algunas mas por

descubrimiento) relacionadas con otras materias.

a) Propagacién de un virus

PROPAGACION DE UN VIRUS EN UNA POBLACION

Aplicacidn: Informéatica (Ciencias de la Computacion), Biologia (Ciencias Naturales)

Relacion con matematicas: Concepto de funcion, estudio y representacién de funciones,
aplicaciones de la derivada, ampliacién de funciones basicas conocidas.

Curso: 4° de la ESO (académicas, si el grupo va avanzado), 1° y 2° de Bachillerato (ambas
modalidades)

Ejercicios: (inspirado en LaTorre et al., 2010, pp. 94-95)

Se ha propagado un peligroso virus informético en los ordenadores de una ciudad. Se ha podido
determinar la funcién f(t) que relaciona el nimero de ordenadores infectados (en miles) con el
tiempo transcurrido en horas (con t = 0):

10
f®) =159 gserer

Para investigar el comportamiento de la propagacién de este virus informatico, se nos pide:

1.- ¢ Cuantos ordenadores estaban infectados cuando habia transcurrido una hora? ¢ Y cuando
transcurrieron dos horas?

2.- ¢ Cuantos ordenadores se infectardn a medida que pase mucho tiempo? Si ha pasado ya
un dia, ¢se ha controlado ya la infeccion?

3.- Estudia el dominio y recorrido de la funcién; la monotonia y la concavidad y determina los
extremos relativos y puntos de inflexion.

4.- Representa la funcién.
5.- La funcién estudiada pertenece a un tipo de funcién conocida como logistica y cuya

expresion general es (con A, B y L constantes distintas de 0 y L > 0):
T =g

¢ Qué caracteristicas tiene (dominio, recorrido, monotonia, asintotas...)? ;En qué otras
situaciones y contextos crees que aparecen este tipo de funciones?

Comentario:

Concurren en la actividad la interpretacion de variables, de valores y de sucesos reales; la
ampliacion de las familias de funciones estudiadas; la puesta en practica de las aplicaciones de
la derivada y la representacion de funciones. Ademas se procede a realizar una generalizacion
a partir de un caso particular.




23

b) Estudiando la evolucion de poblaciones

ESTUDIO DE POBLACIONES

Aplicacion: Demografia (Ciencias Sociales), Biologia (Ciencias Naturales)

Relacién con matematicas: Derivacion, aplicaciones de la derivada, integracion, integracion
definida.

Curso: 4° de ESO (académicas primer ejercicio), 1° y 2° de Bachillerato (ambas modalidades)

Ejercicios:
1.- (Inspirado de Lial et al., 2015, p. 191) La poblacién mundial en 1999 era de 5.978 millones

de personas, la tasa de crecimiento es de 1,26% aproximadamente y sigue un modelo
exponencial de crecimiento.

a) Determina la funcién que modela el crecimiento de la poblacién siendo t = 0 el afio
1999. (Solucién: f(t) = 5978 e%0126t),

b) ¢Qué poblacion estimada habra en 2018? (contrasta este dato aproximado con un
contador de poblacion mundial online para la fecha actual) ¢ Y en 2030?

2.- (Tomado de Lial et al., 2015, p. 690) De acuerdo a las proyecciones de las Naciones Unidas,
la poblacién de la Republica Popular China (en miles de millones) se puede aproximar por la
funcién:

F(x) = —0,00164x2 + 0,014532x + 1,1385 (0 < x < 60)

Donde x = 0 se corresponde con el afio 1990. ¢En qué afio alcanzard China su poblacién
maxima y cudl serd esa poblacién?

3.- (Tomado de Lial et al., 2015, p. 702) La poblacion del estado de Wyoming (EEUU) en miles
de personas se ha estimado con la funcién (x = 5 es el afio 2005):

f(x) =18-In(x) +478 (5 <x <20)
a) Segun la prevision, ¢ la poblacién de este estado crecera o decrecera durante 2020?
b) Determina la concavidad de la funcién y explica su significado.

4.- (Modelo de crecimiento extraido de Lial et al., 2015, p. 803) La tasa de crecimiento de la
poblacién de un pais en millones de habitantes se ha modelado en funcién del tiempo (en afios)
mediante la funcion f(t) = 1,3e%13¢. Donde t = 0 se corresponde con el afio 2017. Se sabe que
la poblacion en 2017 fue de 20 millones de habitantes.

a) Calcula la funcién de la poblacion respecto al tiempo t.

b) ¢Cual sera el incremento de poblacion desde el afio 2017 hasta el afio 20207?

Comentario:

En un contexto de estudios demograficos sencillos se practica con varios tipos de funciones,
Gtil para poner en practica los conocimientos sobre funciones y de derivacion e integracion.

En Gapminder (http://www.gapminder.org) hay disponibles categorias de datos para el estudio
de poblaciones, asi como numerosos gréaficos interactivos para representarlos.



http://www.gapminder.org/
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c) Economia

EcoNoMiA

Aplicacién: Economia (Ciencias Sociales)

Relacién con matematicas: Aplicaciones de la derivada, optimizacion, calculo de primitivas,
integracion e integracion definida.

Curso: 2° de Bachillerato de Ciencias Sociales (también de Ciencias Naturales)

Ejercicios:

1.- (Elaboracién propia) Una empresa de fabricacion de electrodomésticos ha determinado la
funcién del beneficio obtenido por la fabricacion y posterior venta de televisores. Dicha funcién
es f(x) = —x? + 1.000x — 249.000, donde x es el nimero de unidades fabricadas (x = 0) y f(x)
el beneficio en euros. ¢Cual es el nimero de televisores que debe fabricar la empresa para
maximizar el beneficio? ¢ A cuanto asciende dicho beneficio?

2.- (Inspirado en Lial et al., p. 754) Las siguientes son diversas funciones de coste marginal.
Para cada una de ellas calcula la funcién de coste con la ayuda del dato proporcionado:

a) f'(x) =%, 4unidades cuestan 20€.
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b) f'(x) =x?—6x+9, 5unidades cuestan 10€.
c) f'(x)=10-e7%%5* + 10, 1 unidad cuesta 3€.

d) f'(x) =1,45-e%9% 2 unidades cuestan 3,50€.

3.- (Elaboracion propia) Un equipo de agentes bursatiles ha estimado mediante la funcion f(t)
el nimero de acciones que se venderan por minuto de una empresa durante la primera hora en
la que salga a bolsa, tiempo en el que prevén que se habran vendido practicamente todas.

f(t) =20t - e~ 015¢
Se pide:

a) ¢En qué minuto se alcanzara el mayor nimero de venta de acciones? ¢ Cuando habra
una crecida en el ritmo de venta y cudndo una reducciéon?

b) ¢Cuantas acciones se habran vendido durante los 20 primeros minutos?
c) ¢Cuantas acciones habra vendido la empresa en la primera hora?
d) Aproximadamente, ¢cuéntas acciones ha puesto a la venta la empresa?

Comentario:

En Economia existen bastantes contextos donde se utilizan las derivadas y, por ende, también
las técnicas de integracion. Suponen un tipo de actividades interesantes para los alumnos de
Ciencias Sociales, que ya estudian esta asignatura; pero también a los de Ciencias Naturales,
para que aprendan otras aplicaciones de las mateméticas.
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d) Ejercicios de Ciencias Naturales

EJERCICIOS VARIOS DE CIENCIAS NATURALES

Aplicacién: Fisica (Ciencias Naturales)

Relacién con matemaéticas: Integracion, resolucion de problemas, iniciacion a las ecuaciones
diferenciales (para 2° de Bachillerato de Ciencias Naturales, si el grupo es avanzado).

Curso: 1°y 2° de Bachillerato de Ciencias Naturales

Ejercicios:

1.- (Elaboracion propia) En el desierto de Australia se realizan pruebas de coches de alta
velocidad en larguisimas pistas con trazado recto preparadas para tal efecto. Se ha probado un
vehiculo cuya aceleracion media es de 17 m/s?, su deceleracién para frenar (aceleracion
negativa) es de 39 m/s? y su velocidad maxima es de 400 Km/h. Las pruebas siempre
consisten en acelerar el vehiculo hasta alcanzar la velocidad maxima (tramo A), permanecer
en ella un tiempo fijado de 5 minutos (tramo B) y frenar hasta detenerlo (tramo C).

a) Calcula la funcién de velocidad en metros por segundo del vehiculo durante toda la
prueba.

b) Calcula la funcion de recorrido del vehiculo en metros durante toda la prueba.
c) ¢Cuantos metros se desplaza el vehiculo en cada una de las fases? ¢ Y en total?

2.- (Inspirado en Martinez y de Prada, 2001) En La Lanzadera de un parque de atracciones se
han subido 4 personas que pesan de media 70 Kg cada una. La cabina de la lanzadera pesa
1.500 Kg y produce su bajada en caida libre de 26 m hasta que el freno magnético actua,
parando la atraccién. Calcula:

a) La funcién de velocidad de la cabina en funcién del tiempo en el tramo de caida libre.
b) La funcién de altura de la cabina en funcion del tiempo en el tramo de caida libre.

¢) Lavelocidad maxima y tiempo en el que la alcanza en el tramo de caida libre.

d) Eltiempo que transcurre la atracciéon en caida libre.

e) ¢Cudl es la aceleracion de frenado (sabiendo que es constante) si hacen falta 20 m
para frenar del todo la cabina?

3.- (Inspirado en Lial et al., p. 802) Un lago cuenta actualmente con 50.000 litros y esta
recibiendo un caudal que se incrementa progresivamente de forma que la cantidad de agua
contenida en el lago aumenta con una tasa de crecimiento mensual del 2%.

a) Calculala funcién y = f(t) que da la cantidad y de agua en el lago en el mes t.
b) Después de 4 meses, ¢ cudl es la cantidad total de agua que tendra el lago?

c) Silacapacidad total del lago es de 100.000 litros, ¢, cudndo comenzara a desbordarse?

Comentario:

Existe una gran variedad de problemas relacionados con las Ciencias Naturales, especialmente
Fisica, y que resultan muy interesantes para manejar multiples herramientas matematicas en
el proceso de resolucion. Resultaria muy Util coordinarse con los profesores de esta asignatura,
de modo que las Matematicas no supongan un obstaculo para su normal desarrollo.
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DEMOSTRACION DE UNA LEY FiSICA — LEY DE SNELL

Aplicacion: Fisica, Optica (Ciencias Naturales)

Relacion con matematicas: demostraciones y aplicaciones de la derivada.

Curso: 1°y 2° de Bachillerato de Ciencias Naturales

La Ley de Snell: El ratio entre el seno del angulo de incidencia a y del seno del angulo de
refraccion g de un haz de luz que pasa de un punto P a un punto Q y de un medio de
propagacion a otro es constante:
sina v, S/ny my
- = = =— = cte

sinf v, (C/nz ny
Donde v, y v, son las velocidades de
propagacion constantes; n, y n, los indices de
refraccion de los medios 1y 2 y c la velocidad
de la luz. Nétese que “el camino real tomado
por el haz de luz que viaja desde P a Q es
aquel que minimiza el tiempo total de viaje”
(Simmons, 1992, p. 101).

Figura 1. Representacién de la Ley de Snell
(elaboracién propia en Geogebra)

Demostracién: Es facil observar las siguientes relaciones por el Teorema de Pitagoras y por
la definicion del seno:

. 2 — [p2 — )2 ; =x__Z i XX
d =Va?+ %2 dy=b2+(c—x) sina =2 = Tmmm ST, T e

El tiempo que toma la luz en recorrer los dos tramos es:

d d d; , d 24x2 b2+(c—x)?
v==5 t== 2 t(x) =t;x)+t,x) e e (0,0).
t v v1 V2 U1 V2
Buscamos minimizar ese tiempo con la primera derivada e igualando a 0*:
X c—X X c—X X c—X
t, X) = - = — =0 = =
) vivaZ+x2  va/b2+(c-x)? via2+x2  vp/bZ+(c—x)2 viva2+x2 v /b2 +(c—x)?

Y para esta ecuacion sustituimos las identidades de los senos indicadas antes:
sina _ sinf sina _ vy

12 vy sinf v,

Que es justo lo que queriamos demostrar.

c

*Existe punto critico porque t'(x) continua en x € (0,c) y como t'(0) = R <0y
vy c

>0 = 3x; € (0,c) tal que t'(x;) = 0 (Teorema de Bolzano).

0 _ c
t (C) - viva?+c?

. .. 2 b?
Ese punto critico es minimo porque t"(x) =

s+
v/ (@%+x2)3 vy (b2+(c—x)?)3

>0 Vx € (0,¢).

Y de hecho es el Unico porque t'(x) siempre creciente por ser t''(x) > 0 siempre.

Comentario: En el curriculo de Bachillerato de Ciencias se pide dar una iniciacion a las
demostraciones, siendo la Ley de Snell un ejemplo. Como relacién histérica, cabe mencionar
que justamente este es, entre otros, uno de los problemas que resuelve Leibniz aplicando el
nuevo célculo diferencial, introduciendo un salto cualitativo del tipo de problemas que las
Matematicas podrian resolver a partir de entonces y suponiendo ademas una auténtica
revolucion para el desarrollo de las Ciencias.
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3.3.- Uso de las herramientas y recursos tecnologicos

Los programas informaticos de matematicas o de propdsito educativo general y demas
herramientas multimedia, como aplicaciones web, son recursos didacticos de gran valor que

para el caso que nos ocupa permiten ser utilizados para:

Desarrollar especificamente las destrezas tecnoldgicas, para la representacion de

funciones, el calculo infinitesimal o numérico.

- Facilitar las operaciones y los célculos, realizar con facilidad las aproximaciones

numéricas, modelizaciones, etc.
- Realizar tareas repetitivas que involucran la memaorizacion.

- Trabajar en casa, tanto teoria como practica, y en clase, con caracter colaborativo,

participativo o interactivo.
- Explicar conceptos que requieran representacion visual o dinamismos.

A continuacion, se incluyen algunas posibilidades para cada uno de estos usos.

a) Representacion de funciones y Calculo Infinitesimal

REPRESENTACION DE FUNCIONES Y CALCULO INFINITESIMAL

Software: Geogebra, Desmos, WolframAlpha, Wiris.

Curso: todos los niveles e itinerarios.

Ejemplo de uso: Sea la funcion f(x) = x cos(x), calcula su primitiva F(x), su derivada f'(x) y
represéntalas:

-@® F(x) = x sen(x) 4 cos (x)
-@ f:y==x cos(x)
-® f'(x) = —x sen(x) + cos (x) :

Figura 2. Representacion de una funcién y una primitiva y derivada suyas (elaboracion propia
en Geogebra)

Comentario: Permite aprender el uso de un software matemético.
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b) Métodos numéricos: ajuste de datos mediante una funcion

AJUSTE DE UNA TABLA DE DATOS MEDIANTE UNA FUNCION

Software: Geogebra, Microsoft Excel.

Curso: 4° ESO (académicas), 1° y 2° Bachillerato (todas las modalidades).

Ejemplo de uso: A partir de la proyeccion de la poblacion espafiola, representa la gréafica y
realiza un ajuste con una funcién de tipo conocido.

Poblacion .. ., -
{millones) Proyeccion de la poblacién espafiola hasta 2064

47,0
a0

(El afio O se corresponde con 2018)

45,0
44,0
43,0
42,0

y=-0,0022x* + 0,0325x + 46,274

41,0

40,0
0 10 20 30 40 50 60 Afio

Figura 3. Proyeccién poblacion espafiola (elaboracién propia en Excel con datos del INE,
http://www.ine.es/prensa/np870.pdf)

Comentario: Realizado el ajuste en Excel mediante una funcién polinémica de grado 2, pero
permite realizarlo con una exponencial, logistica, logaritmica, lineal, etc.

c) Actividades para memorizar

ACTIVIDADES PARA MEMORIZAR

Software: Moodle.

Curso: Todos los niveles e itinerarios.

Ejemplo de uso: Realizar cuestionarios de unas veinte preguntas cada uno, con limite de
tiempo y respuesta multiple en los que se pide asociar funciones con su tipo.
La siguiente es una funcién: _ 1 74

L flr) = = sen{3x)
a) Polinbmica 2

b) Trigonométrica /\ ]
c) Exponencial /_'2 h o '1\

d) Logaritmica

Figura 4. Funcion trigonométrica
(elaboracién propia en Geogebra)

Comentario: Ejercicio que se puede realizar en casa y tantas veces como se quiera. Permite,
de una forma interactiva y rapida memorizar ciertos contenidos.



http://www.ine.es/prensa/np870.pdf
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d) Actividades teodricas

ACTIVIDADES TEORICAS

Software: Brilliant.org, Maths Experiencing

Curso: Cursos de ESO (Maths Experiencing), 3°, 4° ESO y Bachillerato (resto).

Ejemplo de uso (Brilliant.org): Investiga cdmo se comporta f(x) = S”;ﬁ

pequefo. Prueba con, por ejemplo, x =1, x = 0,1, x = 0,001... ;A qué numero tiende f(x)?
Utiliza una calculadora y asegurate de evaluar el seno en radianes y no en grados.

cuando x se hace muy

Ejemplo extraido y traducido de https:/brilliant.org/practice/motivating-example-for-limits/?p=2.

Contenidos de Calculo en: https://brilliant.org/math/calculus/.

Comentario: La plataforma cuenta con muchas actividades interactivas interesantes, algunas
tedricas, muchas practicas y otras relativas a las Ciencias. Son Utiles para asentar y afianzar
conocimientos. Esta en concreto, aunque esta sin relacionar, permite un aprendizaje por
descubrimiento que sirve de introduccion al concepto de limite.

e) Actividades practicas

ACTIVIDADES PRACTICAS

Software: Khan Academy, Brilliant.org, ThingLink

Curso: Todos los niveles e itinerarios (ThingLink), 3°, 4° ESO y Bachillerato (resto).

Ejemplo de uso (Khan Academy): Dada la siguiente funcion, ¢.cual es el valor de f'(0)?

—2x — 5, six < —1;
-3, si—1<x<1;

X

fo= —3sin(7), six > 1.

Ejemplo extraido y traducido de uno de los ejercicios de la coleccién de

https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/basic-differentiation-bc/basic-
differentiation-review-bc/e/symbolic-differentiation

Contenidos de Calculo en: https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab y
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc

Comentario: Tanto Khan Academy como Brilliant.org disponen de itinerarios preparados para
el aprendizaje. Estaria bien fomentar entre los alumnos su uso mas alla del tiempo escolar,
como una actividad de ocio.

Con ThingLink es el docente el que ha de disefiar y preparar las actividades. No se ha de olvidar
que con Geogebra y Desmos también es posible crear actividades para realizar en linea.



https://brilliant.org/practice/motivating-example-for-limits/?p=2
https://brilliant.org/math/calculus/
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/basic-differentiation-bc/basic-differentiation-review-bc/e/symbolic-differentiation
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/basic-differentiation-bc/basic-differentiation-review-bc/e/symbolic-differentiation
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc

30

4.- Desarrollo de lainnovaciéon

En este capitulo se describen los casos utilizados en el instituto de educacion secundaria,
como ejemplos de la innovacion que esta estudiando. Primero se comenzara por la
consideracion de los criterios previos que determinaron la concrecién de los casos y
posteriormente se expondra el contenido y el relato de la puesta en préactica de cada uno de
ellos.

Seré en el siguiente capitulo donde se analicen los resultados.

4.1.- Consideraciones para la elaboracion de los casos

Como ya se habia adelantado, la audiencia con la que tuve la oportunidad de poner en
marcha esta pequefia innovacién fue la correspondiente al grupo de veintin alumnos de

primero de Bachillerato de la modalidad de Ciencias Sociales.

El nivel de dificultad de los dos casos no podia ser muy alto, dada la escasa motivacion
e interés generales y debido también a las carencias y baja soltura con las mateméticas. Por
ello, la distancia de aprendizaje debia ser la menor posible y urgia encontrar las formas

adecuadas para despertar el interés y la motivacion de los alumnos.

Otra variable a tener en cuenta fue la del tiempo, ademas de no poder dilatar mucho las
unidades didacticas, para no impedir la correcta finalizacion del curso, se requerian mas

sesiones de refuerzo y practica para que el alumnado ganara en destreza y entrenamiento.

4.1.1.- Caso 1: Estudio de familias de funciones elementales y de la

continuidad con Desmos

Se dispuso de dos sesiones para realizar este caso. La parte que se queria impartir se
correspondia al estudio de la continuidad de las funciones, mas que a la continuidad puntual
que se acababa de ver en las clases anteriores. Tocaba hacer un repaso de las familias mas
comunes de funciones, junto con otras especiales, como las del valor absoluto, la funcion

parte entera y parte decimal o las funciones definidas a trozos.

El nivel de dificultad no era muy alto, pues en parte conocian ya las funciones
elementales, por lo que esta vez no hacia falta adaptarlo, dado que la continuidad de una
funcion es una extension de la continuidad puntual en el dominio de la misma. El salto
cualitativo no era muy alto. Si se necesitaba mostrar de una manera novedosa para ellos, que

atrajera su atencion y que fomentara su escasa participacion.

Asi que pensé que una buena forma de estudiar esta propiedad seria mediante el uso de

una aplicacién tecnoldgica, decantandome por Desmos. Se podia aprovechar para repasar la
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continuidad puntual; ilustrar la parte teorica de la continuidad en un intervalo; mostrar la
continuidad de las funciones elementales, mientras se repasan sus caracteristicas; ofrecer
ejemplos de funciones existentes en las ciencias naturales o sociales y ver de forma grafica
un ejercicio de determinacion del valor de un pardmetro para que funciones definidas a trozos
sean continuas en todo R (recta real) o en su dominio. El profesor-tutor también pidié que

vieramos algo de simetria de funciones, asi que también inclui material sobre eso.

La parte aplicada de este caso se reduce a ilustrar ejemplos de funciones propias de las
disciplinas cientificas. Si bien es cierto que se podria haber incidido mucho mas en este
aspecto, ya veremos después cdmo, en principio tampoco convenia cargar a los alumnos con
demasiados datos. Sea como fuere, el caso permitié evaluar la conveniencia de la utilizacion

de las nuevas tecnologias, como potencial de gran valor para el enfoque cientifico.

4.1.2.- Caso 2: Contexto de las derivadas en unared social y en otros

ambitos de la economia o de las Ciencias Sociales

Para este caso se disponia del tiempo aproximado de una sesién y la unidad didactica
gque se estaba estudiando era la de derivacion y aplicaciones de las derivadas. La lastima es
gue tenian el examen parcial planificado para justo dos dias después y hubo que partir este
caso en dos partes, de modo que la mitad se viera en una sesioén y la otra mitad en la otra. De
esta forma se podia seguir realizando ejercicios para finalizar la unidad didactica y afrontar el

control con una mayor preparacion.

Después de haber estado ensefiando esta unidad didactica, con los contenidos de tasa
de variacion media e instantanea, definicion de derivada en un punto, funcién derivada, reglas
de derivacion y aplicaciones para el estudio de la monotonia y la curvatura; los alumnos
demandaban la utilidad practica del tema, aun contando con que ya se les introdujo
verbalmente en el inicio de la misma, mediante una breve exposicién histérica y su impacto
en el desarrollo cientifico y tecnoldgico subsiguiente. Sin embargo, su demanda estaba mas
gue justificada, después de haber dedicado bastantes sesiones para aprender a derivar, y en
cierta manera servia para plantear la utilidad real de la propia innovacién. Fomentar el interés
y la motivacién es uno de los factores fundamentales del TFM, asi que también se necesitaba
un contexto con el que ellos estuvieran familiarizados sin salirnos del tema, o al menos que

sirviera de introduccion y nos condujera a él.

Se buscaba mantener una orientacion hacia las Ciencias Sociales y la Economia que
sirviera como reduccién de la abstraccion de las matematicas; tratar con situaciones reales
pertenecientes a estas disciplinas sin que la dificultad supusiera una distancia de aprendizaje
inalcanzable para los alumnos; mostrar la utilidad y necesidad del estudio de las derivadas

para despertar su interés y paliar su percepcion negativa hacia las mateméticas; destacar la
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importancia de saber mateméticas en la vida profesional y motivar positivamente a los

alumnos.

Por supuesto, no se pueden olvidar los objetivos respecto a los contenidos de la materia
vinculados a casos préacticos de las Ciencias Sociales: interpretar el significado de la funcion
derivada de otra; interpretar la monotonia y curvatura de una funcién y su relacién con la
primera y segunda funciones derivadas; identificar e interpretar en los gréficos los intervalos
de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, la concavidad y convexidad y los
puntos de inflexion; conocer la existencia de otras utilidades de las derivadas; realizar

ejercicios y resolver problemas gracias a la derivacion.

No se podia incluir un nivel de dificultad elevado, como ya se ha indicado, antes bien el
caso debia servir para clarificar conceptos, ensefiar la utilidad y realizar algun ejercicio distinto
de los habituales. Por eso mismo y por la falta de tiempo, la parte expositiva representaba una

proporcion mayor que la practica.

Pensé que estaria bien poder utilizar el tema de las redes sociales, que es un contexto
que los estudiantes conocen muy bien. Observando distintas redes sociales y buscando
alguna relacion valida, fue entonces cuando se me ocurri6 aprovechar las estadisticas
publicas de los videos de YouTube, que disponen de varios graficos, y usarlo como tema
principal. Ademas, existe una clasificaciébn de los cien videos mas vistos de YouTube,
casualmente la mayoria temas musicales, que permitirian realizar el estudio que pretendia

con algo que les iba a gustar.

Existe en la actualidad una disciplina, denominada en inglés Network Science (en espariol
Analisis de Redes), que seguramente cobre una mayor relevancia en el futuro cercano. En
ella, el uso del célculo infinitesimal es posible, si bien es cierto que los componentes
principales o mas evidentes son, entre otros, la teoria de grafos, la combinatoria y la

estadistica.
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4.2.- Desarrollo del Caso 1

Primer caso, estudio de familias de funciones elementales y de la continuidad con
Desmos, desarrollado durante los dias 18 y 19 de abril de 2017. No conocian la aplicacién,
asi que se la describi brevemente antes de pasar a utilizarla. Tenia preparados unos gréaficos
guardados en mi cuenta y accesibles de manera online mediante enlaces, de manera que

tardara menos en realizar la exposicién.

4.2.1.- Familias de funciones elementales y su continuidad

Les defini las funciones polindmicas mediante una expresion general de un polinomio de
grado n. Dentro de esta familia, que son continuas en todo R, se tienen los casos particulares
de las funciones constantes y lineales y de las cuadraticas (parabolas). A parte de pintarles
ejemplos varios en Desmos, mostrandoles coémo varian las representaciones en funcion de
los pardmetros dindmicos, les comenté algunos casos reales donde las encontramos, como

por ejemplo el siguiente:

v 3

5 v

(2]
&
S
I
b=

. -1 0 1

Figura 5. Energia cinética con masa fija y velocidad variable (elaboracién propia en Desmos)

Continuamos con las funciones racionales, como familia de funciones formada por el
cociente de dos funciones polinébmicas, que son continuas en todos los puntos de su dominio,
es decir, en todos los puntos de R salvo donde el denominador se anule. Se pusieron varios
ejemplos graficos, para mostrar las asintotas cuando estas hacen acto de presencia, de como
variando ciertos parametros estas cambian de ubicacion y de como el comportamiento en el
infinito de una funcién racional se aproxima siempre al de una polinébmica del grado

correspondiente. Una aparicion en las ciencias es la siguiente:
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G- my o,
Y F(r) =5 (>0}
200000
G=6.67 1011
T=10°
. 100000
m, =597 107
)7 = 10
my, =1 0 100000 200000 300000

Figura 6. Fuerza gravitatoria para masa de la tierra y objeto de 1Kg, en funcion de la distancia r entre
ambos (elaboracion propia en Desmos)

La siguiente familia es la de las funciones radicales o con raices, para la que podemos
considerar aquellos casos sencillos en los que tenemos la raiz de un polinomio y que

presentan continuidad en aquellos intervalos donde el radicando no sea negativo.

Llegamos a las funciones exponenciales, en las que nos detuvimos bastante para ver la
forma que adquieren y sus caracteristicas mas relevantes en funcion de la base, para analizar
el crecimiento tan fuerte que presentan y para relacionarlas con algunos fenémenos de la
biologia, de la sociologia, de la economia o de la demografia. Se estudiaron también las
funciones logaritmicas. Algunos casos de ambos tipos:

nitj
13
PH,

[}

n(t)=2"{r>0} 4

2 A0 1 2 3 4 5 8 7 & 9 10 11 0 05 1

Figura 7. NUmero de células por dia en un organismo en desarrollo cuyas células se duplican
diariamente (izquierda) y determinacion del pH, indicador del grado de acidez de una disolucion
segun nimero de iones de Hidrégeno (elaboracion propia en Desmos)

Por ultimo, pasamos muy por encima por las funciones trigonométricas, de modo
anecdotico, seno, coseno y tangente, dado que no formaban parte del curriculo. Sirva al
menos la ocasién para mencionar la relevancia de las funciones trigopnométricas en algunos

campos cientificos, como en lafisica o en las ingenierias de informéatica o telecomunicaciones.
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Figura 8. Ejemplo de sinusoide para la tension en la corriente alterna (elaboracién propia en Desmos)

4.2.2.- Otras funciones

Quisimos tanto el tutor como yo mismo introducir otras funciones interesantes como

exposicion adicional para los alumnos. Entre ellas, las funciones parte entera (o suelo) y parte

decimal, que fueron utiles para determinar la continuidad y expresarla en forma de intervalos

y que se utiliza para hacer redondeos o en contextos donde se utilice matematica discreta.

-2

-3

-3

Figura 9. Funciones suelo, techo y parte decimal (elaboracion propia en Desmos)

Las dos ultimas funciones son interesantes solo para clases con buen ritmo vy

preferiblemente para alumnos del Bachillerato de Ciencias Naturales. La primera es la funcién

de Dirichlet, para ilustrar el concepto de que la funcién puede estar definida en un conjunto

infinito de puntos (dominio) y sin embargo no ser continua en ninguno de ellos (continuidad).

. . 1 . . , ..
La otra funcién es f(x) = sin (;) para indicar como se dan casos donde la funcion no

solo no esta definida en un punto concreto (x = 0) sino que ademas no estan definidos los

l[imites laterales

al mismo.
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1, si x € 1 (irracional)

fl) = {0. si x € @ (racional)

fE.\'J:sin(i,)

X

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 10. Funcién de Dirichlet (izquierda), funcién y = sin (1) (derecha) (elaboracion propia en

x
Desmos)

4.2.3.- Paridad y simetria

Aqui se ensefiaron las condiciones para determinar cuando una funcion es par y cuando

es impar y comprobar algunas propiedades. Pongo algunos ejemplos vistos:

Funciones pares f(x) = f(—x):y = |x|, y = x2, y = x* + x2, y = cosx, y = —

x2’

Funciones impares f(x) = —f(—x):y=—x,y=x3,y=x3+x,y =sinx,y = 2

=
4.2.4.- Continuidad: ejemplos y repaso
Seguimos en la siguiente sesién con parte de lo anterior y con un pequefio repaso de la
continuidad puntual y los ejercicios que estdbamos realizando. De especial utilidad para este

proposito son las funciones definidas a trozos. Se repasaron de forma visual ejercicios puestos

como ejemplos y realizados con anterioridad como repaso.

w
w

x+k ,six=-2
f(x):{xz—l ,Six > —2
f(x)
k=1 f(x)

K=5

n
[=]
o
(:Jl
o
o

Figura 11. Ejemplo de funcién definida a trozos con un pardmetro a calcular para que sea continua
(pardametro con un valor en la izquierda y otro en la derecha) (elaboracién propia en Desmos)

Otros ejemplos que habia disponibles versaban sobre funciones racionales y la

determinacion de su continuidad, que también podia comprobarse de forma gréfica.
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5
\'3 — T +x—2

Q ==

a9
x*—x-—2

/cf (2, undefined)

5 10

]
o

undefined

a r=-1 10

Figura 12. Ejemplo de funciones racionales (elaboracién propia en Desmos)

4.2.5.- Ejercicios

Por falta de disponibilidad temporal no dio tiempo a practicar mas ejercicios preparados,
en la ténica de los mostrados antes: trabajando con funciones definidas a trozos, estudiando
su continuidad o calculando el valor de parametros para hacerlas continuas en los puntos de
union de los trozos que las definen o trabajando con funciones racionales para estudiar su

dominio y continuidad.
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4.3.- Desarrollo del Caso 2

Segundo caso, sobre el contexto de las derivadas en YouTube, desarrollado entre los

dias 15y 16 de mayo de 2017, con el apoyo de una presentacién de PowerPoint.

4.3.1.- Introduccion a las estadisticas de YouTube

Comencé el desarrollo del caso, a unos veinte minutos de terminar la clase ese dia,
porque se estaba dedicando la otra parte a la practica de ejercicios para el préximo examen.
Y lo hice preguntando si habia algun “youtuber” en la sala, es decir, alguna persona que
tuviera un canal en la plataforma de YouTube sobre alguna tematica y subiera a la misma
videos con regularidad. Como anécdota graciosa, rapidamente sefialaron a uno de los
alumnos que por lo visto tenia un canal y €l mismo reconocié que en su pasado solia dedicar

parte de su tiempo a esta actividad.

En aquel momento copé la atencion del alumnado que estaba totalmente expectante ante
lo que intuian que seria una clase (o parte de ella) de lo mas inusual. Aprovechando que
estaban atentos, les comenté sobre la importancia de las redes sociales en la actualidad,
especialmente entre el publico mas joven, sefialandoles algunas de ellas como muestra. Tanto
es asi, les dije, que incluso mucha gente gana mucho dinero con ellas, por lo que el tema era
digno de ser considerado. Prosegui contandoles que una herramienta imprescindible para
poder analizar resultados y tomar decisiones para maximizar el rendimiento propio en las
redes sociales es la estadistica, una parte fundamental de las matematicas que trata sobre la

descripcion e interpretacion de grandes cantidades de datos.

Asi que pasé a explicarles qgue muchas de estas redes sociales cuentan con muy buenos
sistemas estadisticos a disposicion de sus usuarios registrados. Y aquellos que fueran muy
populares tendrian datos muy interesantes que analizar, pero lejos de nuestra posibilidad de
acceder a ellos. Sin embargo, teniamos suerte porque YouTube, ademas de disponer de
forma privada su modulo estadistico YouTube Analytics, contaba para cada video con una

serie de estadisticas publicas en forma de graficas.

¢Qué tema ibamos a analizar y como? Analizariamos un canal de YouTube que tenia
una lista de reproduccion con enlaces actualizados a los cien videos mas vistos de toda la

historia de esta plataforma.

4.3.2.- Los gréficos de visitas totales y de visitas por dia

Por cada video de los mas recientes se tienen dos graficas que nos interesan, el numero
de visitas totales en funcion del dia y el nUmero de visitas por cada dia. En ambas la variable
independiente se corresponde con el dia desde la publicacion del video hasta el dia actual y

se trata de una variable discreta, aunque la representacion de la gréafica es continua. Por su
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parte, la variable dependiente es el nUmero acumulado de visitas en la primera y el nUmero

de visitas unitarias en la segunda.

Estadisticas de video G

WISLUAL [TACIONES THMPD DE WYSLUALITACHON FASCRIP NES COMPARTIDG

1954237 681 13879 afca 1.065.064 10.575.99

Adele - Hello

Figura 13. Funcioén de visitas acumulada de un video de YouTube (estadisticas de YouTube)

Estadisticas de video o

Adele - Hello

Figura 14. Funcién de visitas diarias de un video de YouTube (estadisticas de YouTube)

Si se consideran ambas variables como continuas, entonces la funcion de visitas por dia

es la derivada de la funcién de visitas totales.

Repasamos los videos con mas visitas de YouTube (temas musicales todos salvo uno,
un corto infantil) desde el que ocupa la posicion séptima al primero. Nos detuvimaos en el mas
visto de todos, para resefiarles que llegd a desbordar el contador de visitas y que también
habia matematicas ahi, aunque relacionado con otro tema. Como mostraron interés, les conté
brevemente y de forma sencilla cémo una variable en informéatica solo puede representar un
namero finito de numeros y que por tanto puede desbordarse si se sobrepasa esa cantidad
ante una operacion, pasando desde el valor maximo posible al minimo posible, en este caso
negativo. Asi mismo, les conté que los administradores de la plataforma tuvieron que ampliar

el tamafio de aquella variable para poder almacenar cantidades mucho mayores.

4.3.3.- Interpretacion de conceptos, aspectos musicales y técnicos

Repasamos algunos casos curiosos de los graficos de videos musicales que habia

preparado previamente donde se podia observar su comportamiento en una cancion que esta
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actualmente teniendo mucho éxito y en otra que claramente habia pasado ya de moda. Podia
verse incluso que la concavidad de la funcién de visitas acumuladas era hacia arriba cuando
el tema era actualmente exitoso y hacia abajo en otro cuyo momento de popularidad ya habia

pasado.

Acumwlado  Diario @

One Direction - Drag Me Down

Acumulado  Diaric @

Luis Fonsi - Despacito ft. Daddy Yankee

Figura 15. Funcioén de visualizaciones acumuladas de varios videos de YouTube (estadisticas de
YouTube)

Comparamos la funcién de visualizaciones de un tema muy popular de un artista cuando
no era conocido y de otro tema popular suyo estando ya consagrado y contando con un gran

namero de seguidores y suscriptores. El punto de partida marcaba una diferencia significativa.

Describimos el significado en este contexto de la monotonia (crecimiento y
decrecimiento), de los extremos relativos, de la curvatura (concavidad y convexidad) y de los

puntos de inflexion.

Otra aplicacion existente de las derivadas es la de conseguir un polinomio que aproxime
una funcién cuya expresion algebraica nos es desconocida, como es el caso. Les mostré
solamente que esto existia y que habia herramientas como Excel que podian hacer los
calculos por nosotros. También vimos cémo a pesar de la aproximacion se producen ciertos
errores y que para minimizarlos convenia aumentar el grado del polinomio y realizar

aproximaciones por trozos o intervalos pequefos.
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y =-0,003x5 + 0,2696x* - 8,5139x% + 105,45x - 372,23x + 312,58
12 1080 600
12 1065
1A 1N2an

Figura 16. Ajuste de una funcion a los datos de una tabla (elaboracién propia en Excel)

Dado que el crecimiento del segundo video mas visto respecto del primero era superior,
realicé una prediccion sencilla de cuando seria superado, punto que también les resulté de lo

mas interesante.

También, realicé una breve reflexion sobre algunas cuestiones de tematica variada, como
la globalizacién y su impacto cada vez mayor en el nUmero de visitas de los videos més
populares; la importancia de la estadistica y del analisis para realizar estudios, describir
situaciones y tomar decisiones; como y cuando actuar ante la observacién de un
decrecimiento en el nimero de visitas diarias de un tema gue estamos promocionando; en
qué lugares promocionar; cuando decidir sacar un tema nuevo y como buscar interpretaciones

ante cambios de comportamiento en los habitos de los usuarios.

Y por ultimo hice una pregunta abierta sobre el caso hipotético que tuviéramos que
contratar a un gestor de comunidad (o “community manager”), un representante o una
discografica; o si fuéramos alguien que tuviera que trabajar en un puesto asi. ¢ No interesaria
que ademas de musica y de gestibn de redes sociales esta persona supiera también de

matematicas?

4.3.4.- Otros contextos donde usar la derivada y sus aplicaciones

Reservé algo de tiempo para ver otros contextos en los que se hiciera patente que usar

la derivada como herramienta tiene grandes ventajas.

Un ejemplo que me parecié interesante fue mostrarles los beneficios de la empresa
Apple, en la época de Steve Jobs, y observar su crecimiento exponencial y posterior

estancamiento tras su pérdida. ¢ Como seria en este caso la primera y la segunda derivada?
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Apple's Growth Since Re-Hiring Steve Jobs 20 Years Ago

Apple's revenue from fiscal year 1997 through fiscal year 2016”

$2500 Market capitalization

$216b
$200b
L]
$3b

$150b
1996 2016
$100b
$50b I
$7b

1997 ‘68 '99 ‘00 ‘01 ‘02 ‘03 '04 ‘05 ‘06 ‘07 ‘D8 ‘09 10 11 12 13 14 15 2016

Apple's fiscal year is the 52 or 53-week period

@ @ @ that ends on the last Saturday of September N e
eSctitacharts Source: Company fings statista %

Figura 17. Beneficios de Apple por afio (Statista.com https://www.statista.com/topics/847/apple/)

Otro ejemplo fue el de los niveles de agua embalsada en la totalidad de los embalses de

Espafa. Si obtenemos una expresion aproximada para la media de los niveles de los diez

ultimos afios se puede determinar los periodos temporales donde hay un aumento o

disminucion de los niveles, asi como calcular de forma aproximada los puntos maximos y

minimos.

hm3
falelelslo}

45000 [

qo000 |

Agua embalsada en Espafia

gt B e B ST . Med 10 afios — 2015 — 2016 — 2017

35000 F o

30000 |

23000

1 3 8§ 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
52 Semanas

Figura 18. Niveles de agua embalsada durante el afio (Embalses.net http://www.embalses.net)

En el consumo eléctrico se hace imprescindible estimar la funcién de consumo previsto

para no dejar sin abastecimiento eléctrico a los hogares y empresas.


https://www.statista.com/topics/847/apple/
http://www.embalses.net/
http://www.embalses.net/
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Figura 19. Funciones del consumo eléctrico (Red Eléctrica Espafiola
https://demanda.ree.es/demanda.html)

Los ciclos de la economia son un claro ejemplo de la importancia de conocer los periodos
de crecimiento y decrecimiento econémico, los puntos de auge (maximos) y de depresion
(minimos). Ademas, interesa que cuando se produce un crecimiento este se acelere cada vez
mas y en los periodos de decrecimiento este se desacelere lo mas posible, es decir, que la
curva presente en ambos casos concavidad hacia arriba.

Auge Auge

Recuperacion,
0 expansion

Recuperacion
0 expansion

Recesion

Depresion
Crecimiento Decrecimiento Crecimiento Decrecimiento
CE——)
Céncava Céncava
hacia abajo Concava hacia arriba hacia abajo

e

Figura 20. Ciclos de la economia (funcién representada) segun crecimiento (dado por el signo de la
primera derivada y concavidad (dada por el signo de la segunda derivada)
(imagen modificada a partir de https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Business _cycle.jpg)

En el mercado de valores se pueden estudiar las funciones del precio de un producto

mediante las derivadas primera y segunda.


https://demanda.ree.es/demanda.html
https://demanda.ree.es/demanda.html
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Business_cycle.jpg
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Firstand Second Derivatives of Price for the S&P 500
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Figura 21. Ejemplo de funcién del mercado de valores donde aparecen la primera y segunda
derivadas (Fuente: Market, Thoughts and Analysis,
http://marketthoughtsandanalysis.blogspot.com.es/2009/11/first-and-second-derivatives-of-spx.html)

Para acabar, propuse algunos ejercicios sencillos pero interesantes con este trasfondo,
uno de poblaciones y otro de beneficio marginal (parecidos a algunos de los indicados en el
punto 3.2), y que de haber dispuesto de méas tiempo me hubiera gustado realizar.


http://marketthoughtsandanalysis.blogspot.com.es/2009/11/first-and-second-derivatives-of-spx.html
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5.- Analisis y evaluacion de la innovacion

Divido el analisis y evaluacion de la innovacion en dos partes principales, la primera la de
los casos como aproximacion practica y la segunda la del andlisis de la innovacién en su

conjunto.

Se realizard dicho andlisis con un cardcter cualitativo, basado en las caracteristicas
observadas, los contenidos de los casos y sus potenciales usos, la experiencia personal, las

opiniones manifestadas por los alumnos y el rendimiento en el parcial realizado.

5.1.- Analisis de los casos

Pasemos a analizar la puesta en practica de los casos descritos en el anterior apartado,

la pertinencia de sus contenidos, la forma de aprendizaje y la motivacion en el alumnado.

Asi mismo, se podra evaluar el resultado por medio de una pequefia encuesta realizada
a los alumnos, con las que se podra tener en cuenta sus opiniones en ambas experiencias.
También se comentaran los resultados de la prueba escrita que realizaron de caracter parcial,
evaluando de forma unitaria las Gltimas unidades didacticas que se habian impartido en el
periodo transcurrido del trimestre y contrastandolo con dos parciales realizados en el trimestre
anterior. Tanto las encuestas como las notas de las evaluaciones estan recogidas en el
ANEXO I.

5.1.1.- Andlisis del Caso 1

Fue interesante llevar a cabo este caso porque de entrada los alumnos no estaban
acostumbrados a usar el ordenador en la clase de matematicas. Sus expectativas hacia la
asignatura parecian ser mas bien negativas, generando sentimientos de apatia y aburrimiento.
Sin embargo, la utilizacién de un programa con tantos dinamismos como Desmos supuso una
bocanada de aire fresco para ellos. Desde el primer momento mostraron mucho interés, puede
que un poco por la novedad, pero necesario para despertar en ellos la curiosidad, la
ensefianza de una aplicacion nueva y aprovechar para continuar con la unidad didactica de la

continuidad en las funciones.

Como ya se comento, los contenidos no presentaban una dificultad para nada insalvable,
todo lo contrario, asi que con facilidad se podia aprovechar para ilustrar graficamente algunos
conceptos, como la continuidad puntual, la continuidad en un intervalo, la diferencia entre
dominio de la funcién y continuidad de la funcién, la paridad (cuando existe) o la resolucién
grafica de ejercicios con funciones definidas a trozos en los que se requiere calcular un

pardmetro para hacerla continua en los puntos de unién de sus subdominios.

Asi mismo, era bastante rapido ofrecer muestras sencillas de situaciones de fenémenos
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naturales o sociales donde las funciones elementales hacen acto de presencia. Quiza, y aqui
es donde puede encontrarse un punto débil del caso, se debia de haber hecho mas hincapié
en aplicaciones a las Ciencias Sociales y a la Economia. De hecho, pienso que una alternativa
hubiera sido si en lugar de comenzar por los tipos de familias de funciones hubiéramos
comenzado por la descripcion de fendmenos reales propios de las Ciencias, sobre las que de
forma guiada fuéramos identificando un comportamiento y a partir de ahi realizar una
generalizacion para obtener una expresion algebraica que, ahora si, podriamos pasar a

clasificar dentro de distintas familias.

Este modo de proceder hubiera supuesto un ejemplo claro de ensefianza por
descubrimiento, muy necesario para el aprendizaje significativo y desde luego una mejora
importante del caso realizado. La parte de la participacién no supondria mucho problema,
porque durante el transcurso de las clases estuvieron muy participativos y parecia que les
gustaba el tono diferente. No obstante, faltaria relacionar la parte de la continuidad con los

fendmenos relacionados o buscar algunos ejemplos reales.

Respecto al aprendizaje memoristico, también relevante, considero necesario incluir mas
actividades para practicar con ellas; aunque en parte se habia hecho ya en las clases
anteriores, donde practicamos la continuidad puntual con diversos ejemplos y ejercicios. Pero
recalco este hecho porque considero que se debe practicar mas para que se afiancen los
contenidos, los procedimientos y se adquiera la soltura suficiente para poder realizar los

ejercicios de manera autbnoma.

En los resultados del pequefio tanteo de la opinion de los alumnos (ver ANEXO I) casi
todos ellos afirmaron que trabajar con esta herramienta les facilitaba el aprendizaje con una
media de 7.8 (del 1 al 10) y desviacién tipica de 2.4. Solo un estudiante indic6 que no
consideraba que la herramienta le ayudara a aprender, indicando que le distraia y que
consideraba mas efectiva la pizarra tradicional. A otro le parecia como cualquier otra clase de
matematicas, sin indicar cbmo valoraba esas otras, aunque creo que podemos hacernos una
idea. Varios la puntuaron con un 5, lo que significa que ni les dificultaba ni les favorecia el

aprendizaje.

Una mayoria indicO que le gustaria trabajar con esta herramienta con bastante
frecuencia, con una media de 7.7 (del 1 al 10) y desviacion tipica de 2.2. Dos personas
puntuaron para expresar que no se debia utilizar esta herramienta nunca o casi nunca.
Muchos mostraron conformidad en los comentarios libres acerca de la clase, al indicar que
era diferente, Util, entretenida, sirvié para aclarar dudas, les gustaba la forma de dar la clase
o les motivaba. Otro alumno consideré que fui demasiado rapido al explicar los conceptos, asi

que tomo nota para proximas ocasiones.
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5.1.2.- Anéalisis del Caso 2

La verdad es que este caso me causaba cierta expectativa sobre si realmente iba a incidir
positivamente en los alumnos, si tenia un contenido real como los que estaba buscando y si
la clase podia resultar provechosa para ellos. De hecho, por la tematica existia el riesgo de

gue la clase se desviara o que los alumnos adquirieran un comportamiento disruptivo.

Pero no resultd asi en absoluto. Desde el principio conecté muy bien con los alumnos,
logré una atencién universal y se obré el pequefio milagro de que todos participaran de forma
positiva durante el desarrollo del caso. Incluso alumnos que durante mi estancia de practicas
se notaba claramente que habian abandonado la asignatura y no hacian nada, en este
momento hicieron aportaciones con la realizaron de alguna pregunta. El objetivo de la

motivacién se consiguio.

Otro objetivo que tenia en mente y que en cierta manera motivé el caso en si, era el de
mostrar el provecho real del tema de las derivadas para varios contextos. Y para hacerlo se
necesitaba interpretar el significado de la derivada en los mismos, la identificacion y sentido
de la monotonia y de la curvatura, donde intervienen la primera y segunda derivada, amén de
otras aplicaciones existentes que, aunque no se fueran a impartir, al menos supieran que
existian y que por ello estaba mas que justificado estudiar la derivacion de funciones. En cierta
manera creo que también este objetivo fue cubierto. De hecho, para ellos resultd evidente que
saber matematicas en general y este tema en particular, era de provecho para analizar mejor

algunas realidades.

Clarificar conceptos que no se hubieran entendido bien durante las clases anteriores y la
consolidacion de las destrezas de calculo de la derivacion suponian el tercer y cuarto
objetivos. Este ultimo tenia una prioridad menor, dado que ya se habian realizado ejercicios
de este tipo y tampoco se disponia de mucho mas tiempo para realizarlos. Aun asi, se
recogieron varios ejercicios en la presentacion. En cierta manera, el tercer objetivo no se
consiguio del todo, pues hubiera sido necesario expresar matematicamente todo lo que se

estaba viendo, a modo de repaso y para clarificar ain mas.

De manera razonable se relacionaron los contenidos con la unidad didactica. El tipo de
aprendizaje fue mas bien por exposicion, aprendieron a observar de una manera diferente,
més profunda y con enfoque matematico una realidad que ya conocian, pero que desconocian
su relacion con las matematicas. Un ejemplo que se podria haber utilizado para lograr un
aprendizaje por descubrimiento hubiera sido una relacion de actividades donde ellos mismos
razonaran si una funcién constituia la derivada de otra, para aprender las relaciones entre las

mismas, y posteriormente trabajar con sus expresiones.

De hecho, podria realizarse en estas dos vertientes: visualmente, para asociar posibles
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funciones de visitas acumuladas con sus derivadas y manualmente, para calcular la expresion

de la funcién derivada a partir de otra dada (todas definidas en los x = 0). Los siguientes son
algunos ejemplos de esta actividad en su forma final:
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Figura 22. Posibles funciones de visualizaciones acumuladas (izquierda) y sus derivadas (derecha)
(elaboracién propia en Desmos)
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Después se pueden calcular las segundas derivadas vy, junto con las primeras ya
obtenidas en el paso anterior, estudiar cada una de las funciones originales, monotonia,

curvatura, extremos relativos y puntos de inflexion.

En el tanteo de las opiniones se les pidi6 que valoraran el aprendizaje al aplicar las
matematicas a situaciones de la vida real, de las Ciencias Sociales y de la Economia y lo
hicieron muy positivamente con una puntuacion media de 8.7 y desviacion tipica de 1.4; siendo
la puntuacion mas baja de 6. Peor valoracion recibi6 el desarrollo de este caso en el papel de
clarificacién de conceptos de la unidad didactica, aunque aprobando con una media de 6.8 y
desviacion tipica de 2.8; con un total de 3 notas por debajo del 5. Sin embargo, si consideraron
que la sesion sirvio para conocer la utilidad de las derivadas con una aprobacion unanime y

con una mas que positiva media de 8.3 y desviacion tipica de 1.9.

Entre los comentarios se realizaron valoraciones generalmente positivas, destacando el
caracter entretenido y motivador, la utilidad de lo estudiado, una mayor facilidad de
aprendizaje. En general, recalcaron que les hizo darse cuenta de la presencia universal de las

matematicas y que les habia motivado bastante.

5.1.3.- Valoracién conjunta de los casos

Mediante estos dos casos ha sido posible realizar una primera aproximaciéon hacia dos
aspectos fundamentales del presente TFM: la utilidad de una orientacibn matemética hacia
las Ciencias, la Economia y las situaciones reales y la conveniencia para este propésito de

las nuevas tecnologias, como un recurso mas a valorar y a tener en cuenta.

Parece que los alumnos de Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales | tienen
bastante claro que les resulta mas facil aprender cuando se da a la materia el enfoque
aplicado, independientemente de que se consiga una mejora global del aprendizaje
(motivacion, rendimiento, habilidades y destrezas matematicas, pensamiento matematico,
capacidad para resolver problemas, etc.). Se ha podido comprobar que si que produjo una
mejora sustancial en la motivacién, manifestada por ellos mismos y observada personalmente,
asi como una mejora en la percepcion gque ellos realizan de las matematicas, debido en parte

a la reflexién sobre la utilidad de las mismas.

Respecto al uso de las nuevas tecnologias puede afirmarse que también supone una
notable motivacion inicial en el alumnado, que les ayuda a ver de una forma visual, directa 'y
dinamica realidades y propiedades mateméticas, al tiempo que sirve para aclarar algunos
contenidos. Caracteristicas como la accesibilidad, la interfaz o el lenguaje del sistema pueden
suponer barreras nuevas al aprendizaje, lo que exige la inversién de tiempo en la ensefianza
de las herramientas utilizadas. En el caso de Desmos, puede decirse que su facilidad de uso

no supuso un problema inevitable para el seguimiento de la clase por parte de los estudiantes.
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Ambas experiencias resultaron satisfactorias desde el punto de vista personal como
futuro docente, pero mejorables respecto a los conocimientos adquiridos por parte de los
alumnos. Para valorar este punto tenemos disponible las notas obtenidas en el parcial de las
unidades didacticas de limites (ver ANEXO ), continuidad, derivacion y aplicaciones de la
derivada. Siendo que el profesor-tutor realizé la unidad de limites y parte de aplicaciones de
la derivada y dejandome a mi impartir el resto. Esta forma de evaluar el rendimiento ni mucho

menos es concluyente, solamente tiene caracter orientativo y cualitativo.

El nimero de aprobados en el parcial (Parcial 1, 3Ev) fue de 7 personas, sobre un total
de 20 examinados (media de 3.38). En otros dos parciales anteriores (Parcial 1, 2Ev y Parcial
2, 2Ev) aprobaron 8 de 21 (media de 4.10) y 7 de 20 (media de 4.44). Aunque el nUmero de
personas aprobadas fue igual o ligeramente inferior al de otros parciales, si se obtuvo una
bajada de la nota media de entorno a un punto, propiciada en parte por cuatro alumnos que

entregaron en blanco el examen.

Respecto al parcial en si, habia 6 ejercicios correspondientes a la resolucién de
indeterminaciones, estudio de continuidad, definicion de limite, determinacién de recta
tangente a un punto, estudio de la funcion y célculo de derivadas mediante las reglas de
derivacion. Los ejercicios que mejor resultados dieron fueron precisamente los del estudio de
la funcién (46% de puntacién posible obtenida en el ejercicio), la derivacion (44%) y la
continuidad (41%). Si bien influyen otros factores como la proximidad temporal (en el caso de
los ejercicios de derivadas) y el de facilidad (para el de continuidad), lo cierto es que
precisamente son los temas para los que se hizo un hincapié mayor y para los que se
realizaron los casos. Menor énfasis se hizo en el calculo de la derivada de una funcion en un
punto (32%) y en el de la obtencion de la ecuacion de la recta tangente en un punto (13%). Y
muy atras quedaba en el tiempo el célculo de limites (19%). Precisamente fueron estos los
dos ejercicios con peores resultados. Parce claro que para mejorar las calificaciones

necesitaba un par de sesiones mas para hacer mas ejercicios de este tipo.

En cierto sentido el rendimiento académico obtenido fue un revés, al margen de las
caracteristicas académicas del grupo y su rendimiento pasado. Es verdad que se tienen las
mejoras conseguidas en la motivacion y percepcion de las matematicas y estas suponen un
pequefio punto de partida, pero hay que seguir trabajando para mejorar de verdad la marcha

global de la clase.

En la siguiente tabla se indican los contenidos que se consiguen abordar en un

tratamiento integral de ambos casos:
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Caso CONTENIDOS
Repaso de familias de funciones.
Continuidad de funciones basicas (polindmicas, racionales, radicales, exponenciales,
logaritmicas, trigopnométricas).

Caso 1 Continuidad en otras funciones (Dirichlet, y = sin G) suelo, techo, parte entera).
Paridad de funciones.
Repaso de continuidad puntual en funciones definidas a trozos y racionales.
Interpretacién de funciones y variables independiente y dependiente.
Interpretacion de la funcién derivada.

Caso 2 |Reglas de derivacion.
Determinacion de maximos y minimos relativos y puntos de inflexion.
Estudio de monotonia y curvatura.

Figura 23. Tabla de contenidos abordados en los Casos 1y 2 (elaboracién propia)

Y en la siguiente tabla se recoge una relacion de las competencias trabajadas:

COMPETENCIAS
- Sentido de L
CASO | Matematica, . L Conciencia y
B s . Aprendera | Socialesy Iniciativa y .
Ciencia y Linguistica Digital . . Expresiones
? Aprender Civica Espiritu
Tecnologia Culturales
Emprendedor
Contenidos . o
” Lenguaje Realizacion .
matematicos < Uso de Representacion
o matematico . de .
Caso |y cientificos . herramienta - de funciones y
en intervalos . matematicas | N/A N/A .
1 [|usando online utilidad en
. de con la ayuda
herramienta L Desmos. casos reales.
continuidad. de software.
Desmos.
. Busqueda L
Contenidos de q Aplicacién de
matematicos . Uso de . Asociacion | mateméticas o
. Célculo de . herramientas . Asociacion del
aplicados a . Microsoft de las redes |para mejorar
Caso derivadas y para resolver . mundo de la
contextos Excel y de sociales a el L
2 . uso de sus problemas, - musica a las
sociales y L Redes las rendimiento "
L aplicaciones. . como . matematicas.
econdmicos Sociales. . matematicas. | de una
. ajustes de .
varios. . actividad.
funciones.

Figura 24. Tabla de competencias trabajadas en los Casos 1y 2 (elaboracién propia)




52

5.2.- Evaluacion de lainnovacion

Toca ahora evaluar el tema del TFM de manera global, dividido en dos partes: una

valoracién de la innovacién y sus posibles puntos de mejora.

5.2.1.- Valoracioén de la innovacion

Ya se recalc6 anteriormente que se debia fomentar en el alumnado un modo de
aprendizaje tanto significativo como memoristico, ambos a ser posible por un descubrimiento
activo. Con las actividades que se han propuesto se puede lograr este propdsito, al estar
enfocadas al descubrimiento de las relaciones matematicas de situaciones naturales o
sociales y a la realizacion de ejercicios a partir de este trasfondo. Por supuesto, se pueden
crear tantos ejercicios como sean necesarios para lograr este cometido. Se hace necesario

estudiar mas a fondo el potencial de este enfoque en el rendimiento académico.

Otro de los propositos es el del fomento del interés por la asignatura y una mayor
motivacién en el alumnado. Y esto se consigue al mostrar la utilidad de las matematicas,

hecho que se realiza de forma directa al relacionarlas con realidades del ambito cientifico.

Es cierto que al introducir contenidos cientificos en la materia se estan afiadiendo
complicaciones nuevas, no sencillas para los niveles de ESO y de Bachillerato, al crear la
necesidad de trabajar con expresiones matematicas mas complicadas, con mas restricciones,
con pérdida de generalidad o con un modelo de caracter aproximado y no exacto, y no preciso
o idilico como podria encontrarse en la matematica pura y abstracta. Sin embargo, el uso de
las nuevas tecnologias palia estas dificultades agregadas, al tiempo que permite a los alumnos

desarrollar sus competencias en tecnologia.

Otra dificultad adicional es la de encontrar la variedad suficiente de tematicas y de
ejercicios que estén acordes al desarrollo cognitivo de los alumnos para poder trabajar con
frecuencia con esta perspectiva. Los libros de matematicas de caracter aplicado a las ciencias
como los utilizados en el disefio de actividades de este TFM constituyen buenos recursos para
proveer de la suficiente variedad tematica y de ejemplos y casos asequibles, sobre todo para

los estudiantes del Bachillerato.

Considero que puede haber una reduccion de los tres tipos de obstaculos propios de la
ensefianza de las matematicas identificadas por Brousseau, epistemoldgica, ontogenética y
didactica (McShane, 2014), sobre todo en alumnos de Sociales. Reduce las dificultades
epistemoldgica y ontogenética porque se utilizan casos tangibles que disminuyen el grado de
abstraccion matemética, adaptdndose mas al nivel cognitivo del estudiante; y en la did4ctica

por la propia metodologia escogida que opta por una forma aplicada de ensefianza.

Respecto a los objetivos marcados inicialmente, se precisa seguir profundizando, tanto
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cualitativa como cuantitativamente en las ventajas y desventajas de la propuesta inicial. Pero
si creo que se ha conseguido bien los objetivos de ofrecer actividades y recursos tecnologicos

para trabajar bajo esta perspectiva orientada a las Ciencias Naturales, Sociales y Economia.

5.2.2.- Puntos de mejora
Algunos puntos genéricos de mejora para el tema del TFM son los siguientes:

- Realizar una unidad didactica completa, introduccién, clases de teoria, clases de

ejercicios, consolidacién y evaluacion con el enfoque de matematicas aplicadas.

- Extender el enfoque a todo el temario, sobre todo para la asignatura de Matematicas

aplicadas a las Ciencias Sociales.

- Coordinarse con los profesores correspondientes de fisica, quimica, biologia y
geologia, ciencias de la tierra, tecnologia o economia para realizar un proyecto

multidisciplinar en este sentido.

- Mejorar las formas de evaluacion para determinar el aprendizaje real y el grado de

alcance de los objetivos curriculares para la materia.

- Formar mejor a los profesores de matematicas en las materias complementarias de

las Ciencias para ensefiar mejor la asignatura de Matematicas aplicadas.

Seguro que hay mas aspectos a mejorar, pero considerar estos puede ser un buen punto
de partida.
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6.- Conclusiones

Sabido es por todos que muchos alumnos tienen problemas con el estudio de la
asignatura de matematicas, conocimiento que he podido comprobar en el entorno de practicas
tanto por observaciones personales como por conversaciones con profesores de esta y de
otras asignaturas. De hecho, es triste constatar como bastantes alumnos se decantan por el
itinerario de Bachillerato de Humanidades y Ciencias Sociales tratando de evitar lo que se
pueda el estudio de la asignatura y no tanto por una legitima preferencia hacia esta modalidad
de estudios. Al reflexionar un poco mas, no es dificil percatarse que la asignatura propia de
este Bachillerato es Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales y por tanto idilicamente
deberia diferenciarse mas, no tanto en el grado de dificultad de la materia, que también, sino
por la naturaleza de la misma. Sin embargo, no veo que esta idea se traduzca en la practica
y muchos de los problemas que los alumnos tienen con la misma permanecen. La blsqueda
de pequefias reformas de la asignatura hacia este cometido ha sido una intencién personal

gque también se ha visto reflejada en el tema del TFM.

Trabajar con la idea de las Matematicas aplicadas me ha resultado muy interesante
desde un principio. Desde el punto de vista académico y cultural considero que tiene un
aspecto altamente enriquecedor. Otorga a las matematicas un sentido, una razén de ser, una
utilidad, mientras que la libera parcialmente de su inherente abstraccién tan caracteristica.
Matematicas aplicadas es, de hecho, una rama con derecho propio dentro de la disciplina,
junto con las Matematicas puras o académicas y las Mateméticas elementales; y quién sabe
si es también parte de la solucién al problema de tantos estudiantes en el periodo de la

Secundaria y sobre todo en el del Bachillerato.

Por lo que he podido comprobar, es posible cambiar la percepcién negativa de este tipo
de alumnado hacia el aprendizaje. Cuando aprecian la utilidad ven el sentido y la necesidad
de su estudio y también el gusto por dar un significado mas profundo a aquellas realidades
descritas por las matematicas. Como profesores debemos ser “capaces de transmitir una
buena actitud ante las matematicas, consistente en que supieran disfrutarlas y hacerlas
atractivas, usandolas con soltura y buen tino” (Escudero, 2009, p. 117, segun indica el autor

era opinién de Miguel de Guzman).

Sea como fuere, por mi parte creo que es preciso seguir profundizando en el tema, sobre
todo para valorar su eficacia final como herramienta educativa. Y por supuesto, al margen del
tipo de metodologia utilizada, siempre es posible recurrir a esta en casos puntuales y no solo

para alumnos de Ciencias Sociales, sino también, como no, de Naturales.

El hecho de introducir esta perspectiva no evita tener que afrontar las abstracciones, el

uso del lenguaje matematico, el pensamiento légico, deductivo e inductivo, el aprendizaje de
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métodos y algoritmos, el razonamiento y la busqueda de soluciones aproximadas o exactas a
problemas, etc. Mientras que por otro lado agrega las complicaciones de cada una de las
Ciencias que se utilicen. Quiz& este sea el punto mas importante, conjugar bien el grado de
abstraccion realmente necesario, para evitar perder el seguimiento del alumnado sin perder
la adquisicion de competencias y destrezas matematicas, y la cantidad y profundidad de
contenidos cientificos para dar el sentido y la motivacion sin introducir una complejidad o

desviacion innecesaria.

Se requeriria invertir tiempo y recursos en estudiar la utilidad final de esta metodologia,
aislando distintas variables, contrastando en distintos grupos, utilizando unidades didacticas
de caracter tradicional por un lado y de caracter aplicado por otro. También existe una
dependencia en las habilidades de los profesores, quienes pueden ser lo suficientemente
buenos como para ofrecer desde las matematicas puras la mas valiosa de las formaciones

académicas. O bien requerir métodos distintos para conseguirlo.

Lo que parece claro es que para poder ensefiar matematicas aplicadas se requiere de
una formacién especifica y de un material didactico debidamente preparado, por medio de
libros de texto o de material y apuntes propios y con la ayuda o no de las aplicaciones surgidas
por el avance tecnolégico e informatico. Cuantos mas recursos didacticos y metodoldgicos
estén a disposicién del docente, con mas criterio podra tomar decisiones adaptadas a las
necesidades y caracteristicas de su alumnado y mejores resultados académicos y formativos

lograra finalmente.



56

7.- Bibliografia

Bressoud, D., Ghedamsi, I., Martinez-Luaces, V., y Térner, G. (2016). Teaching and
Learning of Calculus. Hamburg: Springer.

Caligaris, M. G., Schivo, M. E., y Romiti, M. R. (2015). Calculus & GeoGebra, an interesting
partnership, Procedia - Social and Behavioral Sciences, 174, 1183-1188. Obtenido de
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1877042815007879.

Chamorro, M. C., Belmonte Gomez, J. M., Llinares, S., Ruiz Higueras, M. L., y Vecino Rubio,
F. (2010). Didactica de las matematicas para primaria. Madrid: Pearson Education.

Diaz Godino, J., Gbmez Alfonso, B., Gutiérrez Rodriguez, A., Rico Romero, L., y Sierra
Véazquez, M. (1991). Area de conocimiento Didactica de la matematica. Madrid:

Sintesis.

Escudero, M. (2009). Una reflexion sobre el papel del Profesor de Mateméticas. Modelling in
Science Education and Learning, 2(10), 115-119. Obtenido de
https://polipapers.upv.es/index.php/MSEL/issue/view/413.

Garcia Bacete, F. J., y Doménech Betoret, F. (1997). Motivacién, aprendizaje y rendimiento
escolar. Revista electrénica de motivacién y emocion, 1(0). Obtenido de
http://repositori.uji.es/xmlui/handle/10234/158952.

Gdmez, P. (2002). Analisis didactico y disefio curricular en matematicas. Revista EMA, 7(3),
251-292.

LaTorre, D., Kenelly, J., Biggers, S., Carpenter, L., Reed, I., y Harris, C. (2010). Calculus
Concepts. An Informal Approach to the Mathematics of Change. Boston: Brooks Cole.

Lial, M., Hungerford, T., Holcomb, J., y Mullins, B. (2015). Mathematics with Applications in
the Management, Natural and Social Sciences. Boston: Pearson.

Liang, S. (2016). Teaching the concept of limit by using conceptual conflict strategy and
Desmos graphing calculator. International Journal of Research in Education and
Science (IJRES), 2(1), 35-48. Obtenido de https://eric.ed.gov/?id=EJ1105103.

Martinez Pons, J., y de Prada Pérez de Azpeitia, F. (2001). Aprende Fisica en el parque de

atracciones. Madrid: Edupubli.
McShane Warfield, V. (2014). Invitation to Didactique. New York: Springer.

Millan Gasca, A. (1996). El ideal de la matematizacion: la aplicacion de las matematicas a
las ciencias biologicas, humanas y sociales. Arbor: ciencia, pensamiento y cultura,
606, 79-102.


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1877042815007879
https://polipapers.upv.es/index.php/MSEL/issue/view/413
http://repositori.uji.es/xmlui/handle/10234/158952
https://eric.ed.gov/?id=EJ1105103

57

Murayama, K., Pekrun, R., Lichtenfeld, S., y Hofe, R. (2013). Predicting Long-Term Growth
in Students’ Mathematics Achievement: The Unique Contributions of Motivation and
Cognitive Strategies. Child Development, 84(4), 1475-1490.

Nortes Checa, A. (2007). Matematicas y su didactica. Murcia: Diego Marin.

Orden 9/1993, de 9 de septiembre de 1993, por la que se aprueban los temarios que han de
regir en los procedimientos de ingreso, adquisicion de nuevas especialidades y
movilidad para determinadas especialidades de los Cuerpos de Maestros, Profesores
de Ensefianza Secundaria y Profesores de Escuelas Oficiales de Idiomas. Boletin
Oficial del Estado. Madrid, 21 de septiembre de 1993, num. 226.

Ortega del Rincén, T., y Sierra Vazquez, M. (1998). El concepto de derivada: algunas
indicaciones para su ensefianza. Revista interuniversitaria de formacion del
profesorado, 32, 87-115.

Orton, A. (1996). Didactica de las Matematicas. Madrid: Ediciones Morata.

Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre de 2014, por el que se establece el curriculo
basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. Boletin Oficial del
Estado. Madrid, 3 de enero de 2015, nim. 3.

Rodriguez, M. E. (2011). La matematica y su relacién con las ciencias como recurso
pedagogico. Numeros, 77, 35-49. Obtenido de

http://www.sinewton.org/numeros/numeros/77/Articulos 01.pdf.

Pefia Sanchez de Rivera, D. (2006). Las matematicas en las Ciencias Sociales. Encuentros
multidisciplinares, 8(23), 67-79. Obtenido de http://www.encuentros-
multidisciplinares.org/Revistan%BA23/Daniel%20Pe%F1a%20S%E1nchez%20de%20

Rivera.pdf.

Saenz Castro, C., y Garcia Suarez, X. (2015). Matematicas. Placer, poder, a veces dolor.
Una mirada critica sobre la matematica y su ensefianza. Madrid: UAM Ediciones.

Seneres, A. W., y Kerrigan, J. A. (2014). Using Dynamic Software to Address Common
College Calculus Stumbling Blocks. Journal of Mathematics Education at Teachers
College, 5(2), 29-37. Obtenido de http://journals.tc-
library.org/index.php/matheducation/article/view/1042/646.

Simmons, G. F. (1992). Calculus gems: Brief lives and memorable mathematics. New York:
McGraw-Hill.

Stewart, I. (2008). Historia de las Matematicas en los tltimos 10.000 afios. Barcelona:

Critica.


http://www.sinewton.org/numeros/numeros/77/Articulos_01.pdf
http://www.encuentros-multidisciplinares.org/Revistan%BA23/Daniel%20Pe%F1a%20S%E1nchez%20de%20Rivera.pdf
http://www.encuentros-multidisciplinares.org/Revistan%BA23/Daniel%20Pe%F1a%20S%E1nchez%20de%20Rivera.pdf
http://www.encuentros-multidisciplinares.org/Revistan%BA23/Daniel%20Pe%F1a%20S%E1nchez%20de%20Rivera.pdf
http://journals.tc-library.org/index.php/matheducation/article/view/1042/646
http://journals.tc-library.org/index.php/matheducation/article/view/1042/646

58

Swenton, F. (2009). Graphical Dysfunction. Maths Horizons, 16(4), 39. Obtenido de
http://www.jstor.org/stable/i25678808.

Yates, S. (2009). Teacher Identification of Student Learned Helplessness in Mathematics.
Mathematics Education Research Journal, 21(3), 86-106.


http://www.jstor.org/stable/i25678808

59

8.- ANEXOS

ANEXO I.- Datos recopilados

Datos recopilados sobre la opinion de los estudiantes de los casos llevados al aula 'y de

las evaluaciones realizadas.

a) Opinidn sobre el Caso 1

Pregunta 1: Evalta del 1 al 10 la facilidad de aprendizaje al trabajar con programas como

Desmos.

Pregunta 2: Evalta del 1 al 10 la frecuencia con la que consideras que se debe trabajar

con programas como Desmos en clase.

Pregunta 3: Escribe tu opinion de forma libre sobre esta clase (motivacion, pertinencia,
utilidad, dificultad...).

Clase con Desmos (18/04/2017 y 19/04/2017)

ESTUDIANTE |Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3

1 2 8 Es cierto que facilita el aprendizaje y hace que los alumnos estén mas atentos y participen mas

2 7 7 Es algo diferente y sirve para entenderlo mejor

3 95 10 e ha parecido algo diferente y divertido trabajar las matematicas con las nuevas tecnologias

a 5 6 Me gusta mucho Jorge como profesor, explica muy bien y se le ve tranquilo a la hora de dar las clases.
Muy buen profesor.

5 7 8 Me parecieron las clases més dindmicas del curso v a las que mas interés puse, un gran instrumento

6 10 7 Creo que tiene mucha utilidad el programa para facilitar el aprendizaje de una [...] més cémoda

7 75 3 En mi opinion, yo creo que la aplicacion Desmos es muy util porque te ayuda a entender las cosas

s 1 3 Me parece, bajo mi punto de vista que trabajar con programas desvia la atencion del alumno. Me
parece que trabajar en la pizarra normal es mucho mas efective

9 10 10 Me ha parecido muy interesante y sobretodo atil

10 10 10 En mi opinion los programas de grafica son necesarios ya que te ayudan a comprender mejor la
leccicn

11 2 8 Me gusta esta forma de dar la clase

12 10 - Alos alumnos les puede parecer mas interesante, ¥ es una nueva forma de aprender. En mi opinidn
estd muy bien que en alguna clase se utilice.

13 =) 10 e ha gustado, me ha motivado

14 7 10 Ha faltado un poco de claridad en la explicacion e ir un poco mas lento en la explicacién de conceptos

15 10 8 Una nueva forma de dar clases, que a la vez que entretenida me ha resultado muy interesante

16 6 9 Me ha resultado muy entretenido

17 5 2 Como todas las clases de mates

18 2 7 Me han servido de mucha utilidad ya que aclara muchas dudas

19 10 9 Me parece bien utilizar la tecnologia en clase porque se facilita el aprendizaje

MEDIA 7,8 7,7
DES\{IACIDN 28 2,2
TIPICA

Figura 25. Preguntas realizadas a los alumnos para evaluar el Caso 1 (elaboracién propia)
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b) Opinion sobre el Caso 2

Pregunta 1: Evalta del 1 al 10 la facilidad de aprendizaje al estudiar matematicas que se
aplican a situaciones de la vida real, las Ciencias Sociales o la Economia.

Pregunta 2: Evalta del 1 al 10 la utilidad de esta clase para clarificar conceptos del tema

gque estamos estudiando.

Pregunta 3: EvalGa del 1 al 10 la exposicion de esta clase para conocer la utilidad del

tema que estamos estudiando.

Pregunta 4: Escribe tu opinién de forma libre sobre esta clase (motivacion, pertinencia,
utilidad, dificultad...).

Aplicaciones Derivacion a las Redes Sociales, Economia y Ciencias Sociales (16/05/2017 y 17/05/2017)

ESTUDIANTE | Preg. 1 Preg. 2 Preg. 3 Preg. 4
] 7 5 10 Ha sido una clase realmente entretenida en la que todos o casi todos hemos participado en
! alguna ocasion

2 10 3 g Es algo mucho mas entretenido gue una clase normal y me ha sido til para entender mejor la
utilidad de las funciones

3 8 6 6 Opino que ha sido divertido y excitante conocer cosas de la vida cotidiana de las que no nos
damos cuenta

2 3 7 g Me parece muy Gtil, asi Sab:ES que lo que estads estudiando sirve para algo mas que para aprobar
el examen. Una presentacion muy interesante.
En lo personal, me pareces un gran profesor y tienes todos mis respetos, clases comoe las de hoy

5 10 5 9 son las que me hacen recuperar el interés por las matematicas. Gracias. Me pareces un gran
currante.

& 6,7 B 10 Me ha gustado mucho y gracias a esta clase s& como averiguar cuando invertir y cuando no

7 10 10 3 En mi opinian me ha parecido muy interesante aplicar estas cosas a la vida real porque se
entiende mas

3 3 2 5 Me ha parecido muy interesante la clase de hoy, lo veo necesario de vez en cuando para hacer
algo diferente

9 10 10 10 Yo no sabia que las matematicas tuviesen tanta utilidad, ha sido interesante

10 10 10 10 La clase de hoy me ha gustado ya que nos ha demostrado que las matematicas son necesarias
para todo

11 10 B 10 Me parece bien dar la clase asi. (Mas facil de entender).

12 7 B 8 Me ha gustado y me ha parecido interesante ya que se sale de las clases habituales, esta bien
cambiar.

13 B 5 5 Me anima

14 10 1 5 La clase de hoy era entretenida y poco Util

15 7 g g Me ha servido para entenderlo mejor

16 10 B 10 Laclase de hoy fue muy esclarecedora en relacion a la materia

17 B 2 7 MNuybonita

18 & B 10 Me ha ayudado mucho ya que he visto la utilidad de las materias

19 10 ] B  Me parece mas entretenido ya que con la tecnologia estoy mas asociado y me parece mas facil

MEDIA B7 6B B3
DESVIACION
TiPICA 14 28 19

Figura 26. Preguntas realizadas a los alumnos para evaluar el Caso 2 (elaboracion propia)
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c) Evaluacion parcial

Datos del primer parcial del tercer trimestre realizado el 18/05/2017.

Primer parcial del tercer trimestre: 18/05/2017

ESTUDIANTE Preg.1(1,5) Preg.2(1,5) Preg.3(15) Preg.4(1,5) Preg.5(2,5) Preg.6(1,5}) Total

Limites  Continuidad Def. limite R.tangente Estudio funcidon Derivacion |{10 puntos)

n2o1 0 1] 0 0 0 1] 0

n202 0 1] 0 0 0 1] 0

n203 0 1] 0 0 0 1] 0

n2 04 0 1,5 1.5 0 2,5 1,5 7

n205 0,5 0 15 o 2 15 55

n2 o6 0 1,5 0,25 0 2 1] 3,75

ne o7 1,25 1,5 1,5 0 2 1,5 7,75

n20s 1 0,25 0 0,2 0,75 1,5 4

n209 0.5 1,25 1.5 0 1 1 5,25

n2 10 0,5 0 ] 0,5 0 0 1

n21l1 0 0,25 0 0 1,75 1] 2

nei12 0,25 1,25 0 0 1 1,5 4

n213 0.5 1,25 0,25 0,73 1,5 1,5 5,75

n2 14 0.5 1,25 0,75 1,5 2,25 0,75 7

n21s 0 1] 0,25 0,25 1 0,5 2

n2 16 0,25 1,25 0,75 0 2,25 1,5 6

n217 ] 0 ] o 0 0 0

n21s8 0.5 0,25 1,25 0,25 1 1] 3,25

n219 0 0,75 0 0 0,75 0,5 2

n2 20 0 0 0 0 1,25 0 1,25

Media 0,29 0,61 0,48 0,19 1,15 0,66 3,38
Desv. Tipica 0,37 0,64 0,62 0,38 0,86 0,69 2,60
% Media/Puntos Ej. 19% 41% 32% 13% 46% A4% 3%

Figura 27. Tabla de notas de examen parcial (elaboracién propia)



d) Comparativa de evaluaciones parciales

Datos de dos parciales de la segunda evaluacién y uno de la tercera.

Comparativa de parciales

ESTUDIANTE | Parcial 1, 2Ev  Parcial 2, 2Ev  Parcial 1, 3Ev
n2 0l 2 1 0
n2 02 5,25 4 1]
n2 o3 2 3,5 1]
n2 04 5,75 6,75 T
n2 05 4 7 2.5
ne 06 a 3 3,75
n2 o7 6,3 ) T.75
ne0s 3,75 0 4
n2 a9 6,25 4 5,25
n2 10 4,75 8,3 1
ngll 5,25 5,75 2
neiz2 4,25 7 4
ne13 5,25 5 5,75
n2 14 4,75 3,5 7
n2 15 1.5 MNP 2
n2 16 4.5 3,75 6
n2 17y 1,75 4,75 1]
ne1s 3,75 0 3,25
n2 19 4,25 775 2
ne 20 5 4,5 1,25
n2 21 0,5 1 N/P
Media 4,10 4,44 3,38
Desv. Tipica 1,64 2,60 2,60
N2 aprobados 8 7 7
N2 suspensos 13 13 13

Figura 28. Tabla comparativa de notas de tres examenes parciales (elaboracién propia)



