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Introducciéon

Si hubiera que escoger uno de los objetos matematicos que mas interés y fascinacion han
generado en las Matematicas del ultimo siglo, uno de ellos es sin duda alguna la funcién zeta
de Riemann, a la que se denota por la letra griega (. La profunda relacién que guarda con
la aparentemente erratica distribuciéon de los nimeros primos y el halo de misticismo que se
ha generado tras la Hipétesis de Riemann hacen de ella un tema recurrente en numerosos
articulos y trabajos.

En el presente trabajo no nos interesara tanto la ya citada relacion entre la funcion zeta y los
numeros primos, sino que fundamentalmente nos ocuparemos de la distribucién de los valores de
¢ en ciertas regiones del plano. Como veremos més adelante, uno de los pioneros en este tipo de
cuestiones fue el matematico danés Harald Bohr, quien demostré junto a Richard Courant
el siguiente teorema en 1914, vease [8].

Teorema (Teorema de Bohr-Courant, 1914). Sea o € (%, 1) fijo. Entonces, el conjunto {¢ (a + iy) :
y € R} es denso en C.

Este teorema sugiere que, ademéas de la relaciéon que la funcién ¢ tenga con los nimeros
primos, su naturaleza en la llamada banda critica es en si lo suficientemente rica y compleja
como para ser merecedora de un exhaustivo estudio.

Sin embargo, la distribucién de los valores de la funcién ¢ va mucho mas alla de lo que el
lector pueda imaginar. El matemético ruso Sergei Mikhailovitch Voronin prob6 en 1975,
véase [52], uno de los resultados mas sorprendentes con los que se ha topado quien escribe estas
palabras:

Teorema (Teorema de universalidad de Voronin, 1975). Sean 0 < r < 1 y f(2) una funcidn
holomorfa en D(0,7) y continua hasta la frontera que no se anula en ningin punto. Entonces,
para todo € > 0 existe un nimero real T = T(e) de modo que

max
|z|<r

<eE.

f(z)((z+i+iT>

No es solo que la imagen por (¢ de rectas verticales en la banda critica sea densa en C; sino que
jmediante traslaciones de la funcion zeta en la banda critica es posible aproximar uniformemente
cualquier funcién holomorfa que no se anule! Este teorema supuso, en cierto sentido, el primer
ejemplo explicito y no trivial de los llamados teoremas de universalidad.

Si ademas consideramos la posibilidad de aproximar, en el sentido del teorema de universali-
dad de Voronin, funciones que si se anulen; el circulo se cierra y volvemos inevitablemente a la
misma cuestion de siempre: la Hipotesis de Riemann. Fue el matematico indio Bhaskar Bagchi
en 1981 quién descubri6 el siguiente enunciado equivalente a la Hipotesis de Riemann, vease [3]:

Teorema (Teorema de equivalencia de Bagchi, 1981). La Hipdtesis de Riemann es cierta si y
solo si para todo K compacto en % < R(z) < 1 con complementario conexo y para todo € > 0 se
tiene:

lim inf %m ({T € 1[0,77 :gneééd((z—i—h) —((2)] < 5}) > 0.

T—o00
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La variedad de herramientas necesarias para una exposicion clara de las demostraciones de los
teoremas de universalidad de Voronin y de equivalencia de Bagchi es, como observaré el lector,
bastante elevada; sin embargo, en la mayoria de los casos, éstas no son excesivamente complejas.
Es por ello que el grueso del trabajo es la parte de PRELIMINARES que consta de 8 capitulos
y en los que discutiremos sobre temas de diversa indole. La segunda parte del trabajo, mas
corta y en la que se encuentran los objetivos finales del trabajo, trata exclusivamente sobre LA
UNIVERSALIDAD DE LA FUNCION ZETA DE RIEMANN y las consecuencias que surgen al considerar
ciertas cuestiones relacionadas con la universalidad. Por iltimo, anotar que cada capitulo vendra
dividido en secciones (numeradas de la forma 1.1) y éstas a su vez en apartados (sin numerar).

Pese a que el numero de referencias consultadas ha sido elevado, si ha habido algunas con las
que se ha trabajado durante todo el ano:

[52] S.M.VORONIN, Theorem on the “universality” of the Riemann zeta-function, Math. USSR
Izvestija, 9, (1975), no. 3, pp. 443-453.

[47] J.STEUDING, On the universality of the Riemann zeta-function, (2002).

El resto de referencias consultadas y su funcién se iran detallando al inicio de cada capitulo.

Pido disculpas de antemano si las dimensiones del documento exceden en lo esperado para
un trabajo de estas caracteristicas; las razones son las siguientes: en primer lugar, el elevado
nimero de herramientas y el hecho de que en general éstas no suelen tratarse en cursos de grado
y/o maéster; y en segundo lugar, aprovechando que la literatura en castellano sobre el teorema de
universalidad de Voronin es inexistente, el presente trabajo pretende (tras una futura revision y
adaptaciéon) tomar la forma de unas notas adecuadas y accesibles para cualquier estudiante de
Matematicas con conocimientos de grado.

Me gustaria acabar estas palabras con una muestra sincera de agradecimiento a Josechu; ya
no sélo por dirigir con tan buen tino este trabajo durante el dltimo ano, sino por todo el apoyo
y conocimiento que he recibido por su parte estos dltimos cuatro anos: realmente considero que
me han hecho crecer como matemético y como persona. Gracias, este trabajo es en gran medida
tuyo.

Miguel Monsalve Lépez.
Madrid, 28 de junio de 2016.
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Series condicionalmente convergentes

Dedicamos este primer capitulo a estudiar la reordenacién de series en espacios vectoriales.
El itinerario crece en dificultad segiin avanza el capitulo: en la secciéon 1.1 trabajaremos exclu-
sivamente con series en espacios vectoriales de dimensién finita; mientras que en la seccién 1.2
veremos, en primer lugar, los problemas que entrana la reordenacién de series en espacios de
Banach de dimension infinita y, en segundo lugar, enunciaremos el teorema de Pechersky: un
criterio al que posteriormente apelaremos en la demostracion del teorema de universalidad de
Voronin.

Las principales referencias seguidas en este capitulo han sido el libro [45] y los articulos [41]
y [11] para la seccién 1.1, y los articulos [11], [38] y [47] para la seccion 1.2. Sin mas demora,
empecemos con los conceptos generales que iremos usando a lo largo del capitulo.

Comencemos estableciendo algo de notacion en el contexto general para después centrarnos
en cada caso concreto por separado. En lo que sigue, X serd un espacio vectorial topologico de
dimension arbitraria y (u,),>1 una sucesion cualquiera de vectores en X.

Definicién 1.1. Diremos que la serie ) ., u, es convergente si sus sumas parciales conver-
gen; esto es, si el limite

N
lim E Up =V
N—o00
n=1
para cierto v € X.

Dada una biyeccién cualquiera en los naturales ¢ : N — N, diremos que la sucesién
(Ug(n))n>1 es una reordenacién de (u,),>1. Sorprendentemente, las sumas infinitas no sa-
tisfacen en general la propiedad conmutativa sino que son sensibles a la reordenacién de sus
términos. Asi pues, la cuestion que estudiaremos es determinar el conjunto de valores que
toma una serie convergente considerando cualquier reordenacién de sus términos; es decir, dada



CAPITULO 1. SERIES CONDICIONALMENTE CONVERGENTES

una serie convergente ) -, u, queremos saber qué aspecto tiene el conjunto

S(u,) = Zua(n) : Yo : N — N biyeccién

n>1

Mas concretamente, buscaremos en cada caso establecer las hip6tesis suficientes sobre la sucesion
(tn)n>1 de modo que podamos asegurar que el conjunto de valores S,y abarca por completo el
espacio X. Ese sera el problema que nos ocupara en las siguientes paginas y nos referiremos a él
constantemente. Llegados a este punto, es natural considerar la siguiente clasificacion:

Definicién 1.2. Diremos que la serie ) ., u, converge incondicionalmente si para toda
reordenacion o : N — N de (un),>1 se tiene que la serie ) -, uy(,) es convergente. En caso
contrario, diremos que la serie es condicionalmente convergente.

Como es de esperar en los espacios vectoriales de dimension finita el problema que nos plan-
teamos es notablemente més sencillo que en los de dimension infinita. Asi que, como escalén
previo, traslademos esta cuita a R y R

1.1. Reordenacién de series en espacios vectoriales de di-
mension finita

Caso R: el teorema de reordenacién de Riemann

El criterio para decidir si el conjunto de valores de una serie ), -, a, de niimeros reales abarca
todo R es sobradamente conocido por todos: el teorema de reordenaciéon de Riemann. Antes
de enunciarlo, demos la siguiente definicion:

Definicién 1.3. Sea ) ., a, una serie convergente de ntimeros reales. Diremos que la serie es
absolutamente convergente si el siguiente limite satisface

N
l{im lan| < 4o0.
N—o00
n=1
Resulta que para series de niimeros reales se da la siguiente equivalencia entre las definiciones
anteriores:

Proposicién 1.4. Sea Zn21 an una serie de niumeros reales. Entonces, anl Qp €S 1ncon-
dicionalmente convergente si y sélo si es absolutamente convergente. Asimismo, ) -, an es
condicionalmente convergente si y solo si no es absolutamente convergente.

De hecho, es muy comun encontrar esta tltima proposicion directamente como definicion de
serie condicionalmente convergente en los libros de calculo elemental aunque, como veremos, sélo
serd vélida en espacios vectoriales de dimensién finita.

El teorema de reordenacién de Riemann ademés nos dice cémo es el conjunto de valores en
cada caso.

Teorema 1.5 (Teorema de reordenacién de Riemann, 1876). ! Sea (an)n>1 una sucesion de
numeros reales tal que la serie ) -, a, converge a | € R:

1Como dato historico, este teorema aparece publicado por primera vez en la «tesis de habilitacién» de Riemann
para ser profesor auxiliar, defendida en Leipzig en 1876. En ésta estudiaba las condiciones para que una funciéon
pudiera ser representada mediante su serie de Fourier:

B.RiEMANN, Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Gesammelte Mathe-
matische Werke, (1876), pp. 213-253.
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1.1. REORDENACION DE SERIES EN ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA

(1) Sila serie es absolutamente convergente, entonces para toda reordenacion o de la sucesion
(an)n>1 se tiene que

N
i, 2 ta =1

(i) Si, por el contrario, la serie es condicionalmente convergente se tiene que para todo b €
RU{—00,+x} existe una reordenacion o de la sucesion (a,)n>1 de modo que
’ =

N
I =b.
Ngnoo 7; o (n)

Notese que el problema que anteriormente nos plantedbamos, ya queda completamente resuel-
to en R: basta con tener una serie condicionalmente convergente para que satisfaga S, ) = R.
Veamos un ejemplo notable de serie condicionalmente convergente:

Nota 1.1.1 (La serie arménica alternada): Un ejemplo bien conocido de serie condicionalmente conver-
gente en R es el de la serie arménica alternada que se construye a partir de la sucesién a, = (—1)"t!/n
para n > 1. Por un lado, considerando la serie de Taylor de log(1l + z), se ve:

o (-1

2

n=1

= log(2).

Sin embargo,
o 1
DR EE
n=1"

N
_1)n+1
1f &=
> \
n=1

(

Mas adelante, aparecerd repetidamente una funcién muy relacionada con este ejemplo.

El ejemplo anterior trae a colacion el siguiente criterio para encontrar series condicionalmente
convergentes de nimeros reales al que apelaremos mas adelante:

Proposicion 1.6. Sea (a,)n>1 una sucesion de nimeros reales tal que a,, — 0. Si existen dos
- n— o0

subsucesiones (aj;k) y (a,, ) de términos positivos y negativos respectivamente, tales que

N N

lim al =400 lim E a, = —oo0.
N~>ook 1 Tk y N—)ook 1 Tk

Entonces, la serie Y, -, ayn es condicionalmente convergente.

La demostracion de esta ultima proposicién no es sino una reintrepretacion del teorema de
reordenacién de Riemann. Dejamos los detalles para ser completados por el lector, pues no es
més que un ejercicio de célculo elemental.

Caso R¢

Para recordar que estamos en R? y que trabajamos con vectores, volvamos a la notacién
(tn)n>1; ademas, denotemos por (, ) al producto escalar usual. Como es de esperar, la situaciéon
en R? para d > 1 diferira en algunos aspectos de la que se daba en R; por ejemplo, en este caso
no existird un resultado tan fuerte como el del teorema de reordenaciéon de Riemann, aunque si
obtendremos un resultado similar: el teorema de Lévy-Steinitz, del que nos valdremos para
establecer las hipotesis suficientes de modo que S(,,,) = R?. Vamos con ello:

11



CAPITULO 1. SERIES CONDICIONALMENTE CONVERGENTES

En este caso, la definicién de serie absolutamente convergente se transforma de la manera
logica: exigiendo que la serie de los modulos (en vez de la de los valores absolutos) sea convergente;
esto es, si el siguiente limite cumple

N
lfm Y " ||up|| < +o0.
N—oc0 —o

Resulta que la proposicién 1.4 sigue siendo verdadera en R?: convergencia incondicional y
absoluta son de nuevo conceptos equivalentes en R?. Sin embargo, como ya anunciamos, el
teorema de reordenacién de Riemann no se cumple en este caso: mientras que el punto (i)
si se sigue satisfaciendo, es evidente que el punto (ii) no puede darse en este caso. Un sencillo
contraejemplo es el siguiente: consideremos la sucesiéon de vectores dada por u,, = ((—1)"Jrl /n, O)
para n > 1, ya que sumando en cada coordenada y recordando la nota 1.1.1 se observa que la
serie no es absolutamente convergente:

N N
i 3% = (106(2),0). i 3 | = +oc.
Sin embargo, es evidente que S(,,,.) = {(¢,0) : t € R}. Esto nos da una pista sobre lo que sucede: el
hecho de que haya dos grados de libertad nos permite escoger malintencionadamente la sucesién
(un)n>1 de modo que solo converja en una recta afin. La situacion para R? con d arbitrario
es aniloga, a saber que los grados de libertad aumentan proporcionalmente con la dimension.
En general, la situaciéon en R? queda resumida en el ya anunciado teorema de Lévy-Steinitz,
demostrado por Paul Lévy para el caso d = 2 en 1905 (léase [30]); y por Ernst Steinitz para
d > 3 en 1915 (léase [46]). De nuevo, lo enunciaremos sin prueba, para un buen tratamiento de
las ideas de la demostracion léase por ejemplo [41].

Teorema 1.7 (Teorema de Lévy-Steinitz, 1905, 1913). Sea Zn21 up, una serie condicionalmente

convergente en R?. Entonces, existe un subespacio afin A C R? no trivial tal que para todo v € A
existe una reordenacion o de modo que:

N
i =.

Nota 1.1.2 (Lévy-Steinitz y reordenacién de Riemann: relacién si la hubiera): Note, lector, que si
consideramos el teorema de Lévy-Steinitz para d = 1 obtenemos el enunciado del teorema de la reordenacién
de Riemann; esto es:

Teorema de Lévy-Steinitz = Teorema de reordenacién de Riemann.

Tanto Lévy como Steinitz consideraron en sus publicaciones originales el problema sobre qué
hipétesis hay que imponer a la sucesion (uy,)n>1 para que el conjunto de valores S(,,) sea todo
el espacio R%. Para resolver dicho problema damos la siguiente proposicién, consecuencia sencilla
del teorema de Lévy-Stenitz:

o s, .. d .
Proposicion 1.8. Sea (u,)n>1 una sucesion de vectores en R® tal que la serie anl U, €s con-
vergente y que para todo vector unitario e € R? la serie Y n>1{Un, €) converge condicionalmente.

12



1.2. REORDENACION DE SERIES EN ESPACIOS DE HILBERT

Entonces, para todo v € R¢ existe una reordenacion o tal que

N
lim Ug(n) = V.

n=1

DEMOSTRACION. Supongamos que (uy)n>1, satisfaciendo las hipotesis de la proposicion, es tal
que su conjunto de valores es un subespacio afin propio de R%. Denotemos por A a dicho subes-
pacio afin y consideremos un vector unitario w € AL. Entonces, la serie > -, (u,,w) no es
condicionalmente convergente, ya que dada una reordenacion cualquiera o se tiene:

> (o, w) = Jim > (o), w) = lim <;1 “o(n>’W> = <N1§lo;“”<">’w> -

n=1 n=1

Entrando en contradiccion con el hecho de que (uy)n>1 satisfacia las hipotesis de la proposicion.
O

Como todos los espacios vectoriales de dimensién finita son isomorfos a R?, el teorema de
Levy-Steinitz y la proposicién posterior se cumplen en cualquier espacio vectorial de dimension
finita, por ejemplo, C. Vamos con el caso de dimensién infinita.

1.2. Reordenacién de series en espacios de Hilbert

El contraejemplo de Marcinkiewicz y el teorema de Dvoretzky—Rogers

Es de esperar que en el caso de espacios vectoriales de dimension infinita las cosas se compli-
quen sustancialmente. El problema que nos plantedbamos sobre establecer las hipotesis suficientes
para que S(,,) abarcara todo el espacio vectorial se resolvia en R y R? gracias al teorema de
Lévy-Steinitz; sin embargo, éste no es cierto en dimensién infinita, ni siquiera para espacios de
Hilbert. Esta pregunta: «;existe un analogo al teorema de Lévy-Steinitz para espacios de Ba-
nach de dimensi6n infinita?» aparecia ya formulada en el Cuaderno Escocés®, mas concretamente
en la cuestion numero 106, y fue resuelta negativamente por Jozef Marcinkiewicz (1910-1940)
mediante el siguiente contraejemplo en L?[0, 1]: consideremos las siguientes funciones en L2[0, 1]

fik = X[k 5211 Y Gik = —fik,

con 0<i1<+0y0<Ek< 2¢ enteros. Por un lado, uno tiene:

(foo+900)+ (fro+g10) +(fix+911)+ (fo0+920) +...=0.

Por otro lado, si reordenamos como sigue tenemos:

fo,o + (fio+ fii+900) + (fo.o + fo1 +910) + (fo2 + foz+911) +...= 1.

Pero ahora, notese que reordenando los términos siempre obtendremos funciones con valores
enteros; por lo que es imposible que una reordenacién de las f;  y ¢; x nos dé como resultado,
por ejemplo, la funcion % € L?[0,1]. Es decir, el conjunto de valores de las f; y g;x no es un
subespacio afin de L?[0, 1].

2Bien vale conocer la historia de este documento, fruto de las reuniones que algunos de los méas prometedores
estudiantes de matemaéaticas polacos mantenian en un café escocés en Lwow. Entre ellos se encontraban Ulam,
Banach, Kac, Mazur, Saks o Steinhaus.

13



CAPITULO 1. SERIES CONDICIONALMENTE CONVERGENTES

1 T —
fo,0 }
|
|
0,75 4 0,75 4+ :
|
|
|
|
0,5 4 0.5 4+ fio!
J10!
|
|
|
0,25 + 0,25 -+ :
|
|
|
|
! ! ! ! ! | ! !
T T T T T U U U
0,25 0,5 0,75 1 0,25 0,5 0,75 1
Figura 1.1: fo,0 en el ejemplo de Marcinkiewicz. Figura 1.2: f1 o en el ejemplo de Marcinkiewicz.
14 e 1
| |
| |
| |
| |
0,75 4 : 0,75 4 :
| |
| |
| |
| |
0,5 4+ | 0,5 4+ 1 fo 0
5 ' fia 5 ' f2,0
| |
| |
| |
0,25 + : 0,25 -+ :
| |
| |
| |
| |
! | ! ! | ! ! !
U U T T U U U U
0,25 0,5 0,75 1 0,25 0,5 0,75 1
Figura 1.3: f1,1 en el ejemplo de Marcinkiewicz. Figura 1.4: f5 ¢ en el ejemplo de Marcinkiewicz.

Con respecto a la relacion entre convergencia absoluta e incondicional, las cosas vuelven a
complicarse en espacios de dimensién infinita: mientras que toda serie absolutamente convergente
es también incondicionalmente convergente, el reciproco en este caso no es cierto. Este resultado
se conoce por el nombre de teorema de Dvoretzky—Rogers y fue demostrado en 1950. La
demostracion original puede encontrarse en la referencia [14]:

Teorema 1.9 (Teorema de Dvoretzky—Rogers, 1950). Sea X un espacio de Banach de dimension
infinita. Entonces, existe una serie incondicionalmente convergente que no es absolutamente
convergente.

El teorema de Pechersky

El contraejemplo de Marcinkiewicz y el teorema de Dvoretzky—Rogers son dos evidencias de
que la situacién se complica considerablemente al reordenar series de vectores en espacios de

14



1.2. REORDENACION DE SERIES EN ESPACIOS DE HILBERT

Hilbert; por tanto, resulta evidente que debemos cambiar nuestra estrategia si queremos dar una
solucion satisfactoria al problema que venimos planteindonos a lo largo de todo el capitulo. El
teorema que sigue, demostrado por D. V. Pechersky en 1973 (léase [38]), nos da una posible
solucién a nuestro problema:

Teorema 1.10 (Teorema de Pechersky, 1973). Sea H un espacio de Hilbert real y (uy)n>1 una
sucesion de vectores tal que

[e%S)
D Hunl* < +o0,
n=1

y que para todo vector unitario e € H, la serie Zn>1<un, e) converge condicionalmente. Entonces,
para todo v € H existe una permutacion o de N tal que

N
1i — || = 0.
Jim |13 o — )| =0

Para la demostracion del teorema de Pechersky vamos a apoyarnos en los siguientes tres
lemas.

Lema 1.11. Bajo las hipdtesis del teorema 1.10, tenemos que para todo v € H y para todo € > 0
existe un entero positivo N y numeros ay,...,ay € {0,1} tales que

N
U—E apln || < €.
n=1

DEMOSTRACION DEL LEMA. Escojamos un entero m tal que

Sl < 5
n=m

Sea C,, el conjunto formado por todas las combinaciones lineales de la forma

N
Z)\nun, para A\, € [0,1]]y N=m,m+1,m+2,....

n=m

Por definicion, Cy, es un conjunto convexo. Consideremos ahora cl (Cy,), la clausura de C,, en la
topologia de H. Queremos probar que cl(C,,) = H; para ello apelaremos, sin demostracion, al
teorema de separacion de Hahn-Banach (consecuencia directa del teorema de Hahn-Banach,
véase [43], por ejemplo).

e w

Nota 1.2.1 (El teorema de separacién de Hahn-Banach): El teorema de separacion de Hahn-Banach
dice:

Teorema (de separacion de Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial normado y D C X un cerrado

convero. Entonces, para todo s € X \ D existe € > 0 y un funcional lineal y acotado F de modo que

F(x) < F(s) —e¢, para todo x € D.

\ 7

Una consecuencia directa de este teorema es la siguiente: para todo D C X cerrado, propio
y convexo existe un vector e € H con ||e|| = 1, tal que

sup(z, e) < +o0. (1.1)
zeD
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CAPITULO 1. SERIES CONDICIONALMENTE CONVERGENTES

Usaremos esto para probar que cl(C,,) = H: sea e € H con ||e|| = 1, como por hipdtesis la
serie Zfzm@n, e) es condicionalmente convergente, tenemos que en particular la serie de sus
términos positivos es divergente; de lo que se deduce que cl (C,,) no cumple la desigualdad (1.1)
y por tanto no es un subconjunto propio de H.

Por consiguiente, como cl (Cy,) = H, deducimos que existe N > m y A\p,,... Ay € [0,1] de
modo que

a €

v — Antn || < =.

7; n“n 3

Para terminar la prueba del lema, veamos que podemos escoger a,,...,an € {0,1} tales
que se satisfaga la siguiente desigualdad

N N 2 N
D Anttn = Y ann || <D [l
n=m n=m

n=m
Para ello procederemos por induccién: supongamos que pueden escogerse ciertos cuy, ...,y €
{0,1} con m < M < N, de modo que la desigualdad anterior se cumpla para los vectores
U, - - -, upr- Tomemos apr41 =0 6 1 de modo que

M
(Av+1 — 1) - < Z (A — an)umuM+1> <0,

n=m
para obtener

2 2

+ ||UM+1H2+

M+1 M+1

§ )\nun - E QpUn
n=m n=m

M M
E )\nun - § A Unp
n=m n=m

M M+1
+ 2 (Am41 — amy) - <Z (An — Oén)un,UM+1> < Z .

n=m

n=m
Y ya hemos probado el lema, pues escogiendo o, =0 paran =1,...,m — 1 tenemos:

N
v — E Oy U,
n=1

N N N

= U—Zanun—Z)\nun+ZAnun

N N N N
< ||lv— Z Antn || + Z AUy — Z Q|| + Z Al
n=m n=m n=m n=m
N N 3 N 3
< |v— Z/\nun +<Z|un|2> +<Z||un|2>
< E—FE—FE =e.
3 3 3

Como corolario inmediato del lema anterior, tenemos:

Lema 1.12. Bajo las hipdtesis del teorema 1.10, tenemos que existe una permutacion (ny) de N
tal que alguna subsucesion de las sumas parciales de ), un, converge a v.
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1.2. REORDENACION DE SERIES EN ESPACIOS DE HILBERT

DEMOSTRACION DEL LEMA. Aplicando el lema 1.11 a la serie ) ., u, se deriva la existencia
de un conjunto finito 77 C {1,2,3,...} de modo que B

U—Zun <%.

neT;

Si resulta que 1 ¢ Ti, lo incluimos y definimos el namero N; := mix{n € T1}. Aplicando
de nuevo el lema 1.11 a la serie ) -y ,; un obtenemos la existencia de un conjunto finito
Ty C{N; +1,N; +2,...} de modo que

U—Zuanun <2i2.
neT nels

Si resulta que 2 ¢ Ty, lo incluimos y definimos el nimero Ny := max{n € T5}. Repitiendo este
procedimiento indefinidamente se concluye la prueba del lema. |

Y con el siguiente, acabamos con los lemas necesarios para la demostraciéon del teorema 1.10:

Lema 1.13. Sean uy,...,un € H vectores en un espacio de Hilbert real. Entonces, existe una
permutacion o del conjunto {1,..., N} de modo que
1
m N 2 N
. 2
1SN Zua(") < ZHU”H +2: Zu" :
n=1 n=1 n=1

DEMOSTRACION DEL LEMA. En primer lugar, demostremos el lema para el caso 25:1 U, = 0.
Vamos a construir la permutaciéon o que demuestra el lema mediante induccién. Convengamos

ny = 1 y supongamos que ng,...,n; con 1 < j < N han sido escogidos de modo que
m 2 J
) 2
mix ?_1: wny || < k§_lj a2 (1.2)

Entonces, escogemos u,,,, de entre los vectores que faltan tal que satisfaga

J
E Unyys Unjyy <0.
k=1

Debe existir al menos un vector tal, ya que, en caso contrario, sumando la cantidad anterior para
todos los vectores que nos falta por escoger, tendriamos:

J J J J
0< Z <Zunk,un>:<2unk, Z un>:<2unk7—2unk>
un;éunlc k=1 k=1 un;ﬁunlc k=1 k=1

que claramente es imposible. Veamos como la desigualdad en (1.2) sigue cumpliéndose para los

Vectores Uy, , . .., Un,,,: por la hipotesis de induccion, si el maximo de ||/, up, || se alcanzara

para m < j + 1 tendriamos la cota que buscamos inmediatamente. Asi que supongamos que el
maximo se alcanza para m = j + 1, en tal caso

J+1 Jj+1

2 . 2 .
J ) j ,
Zunk = Zu"k +||un].+1|| +2- z:unk,unj+1 SZH“MH .
k=1 k=1 k=1 k=1
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CAPITULO 1. SERIES CONDICIONALMENTE CONVERGENTES

Y queda probado el lema en el caso de que 25:1 U, = 0.

Para el caso general, definimos uy4; := — ), _; u, y apelamos al caso anterior, obteniendo
que
m 2 N+1
[ 2
max (Y une|| <D lunl
1<m<N+1
k=1 k=1
y despejando adecuadamente los sumandos de uy 1 concluimos la prueba del lema. |

Ahora, a partir de los tres lemas anteriores, ya estamos en disposiciéon de demostrar el teorema
de Pechersky:

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE PECHERSKY. En virtud del lema 1.12, se deduce la existencia
de una subsucesion de las sumas parciales de ), uj que converge a v. Definamos

N
SN = E Unp
n=1

y denotemos por Sy; la subsucesion de Sy que converge a v. Para cada j € N hay una permu-
tacion o de los vectores {un,41,...,un,,,} de modo que el maximo

m
mj = max E U
I N H1<mEN; o(n)
n=N,;+1

se minimiza. En virtud del lema 1.13 tenemos que se cumple

Njt1

m; < Z ||“n||2 +2- HSNJ'H - SNJ"
n:Nj+1

)

que tiende a 0 cuando j — oo. Puede verse que la reordenacién de la serie que hemos obtenido
tiende a v: sea N € N arbitrario y IV; el inmediatamente inferior a NV, acotando obtenemos

N Nj
Z Ug(n) — VU < Z Ug(n) — VU + m; jjo 0,
n=1 n=1

con lo que concluye prueba del teorema de Pechersky. O
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Aproximaciones holomortfas: espacios de Bergman

Los espacios de Bergman toman el nombre del matemético estadounidense (nacido en Polonia)
Stefan Bergman (1895-1977), quien desarrollo, entre otros, parte de la teoria de los espacios de
funciones que se estudian a continuacion, véase [4]. Los espacios de Bergman estan intimamente
relacionados con otros espacios de funciones como los de Lebesgue LP o los de Hardy' HP.

La referencia principal seguida en este capitulo ha sido el primer capitulo del libro [13]. Invito
al lector a ojearlo si desea conocer méas detalles sobre el tema.

Definicién 2.1. Sean 1 < p < 400y 2 un dominio del plano complejo. El espacio de Bergman
AP(Q) es el conjunto de funciones holomorfas en (2, tales que

1 1Lan oy = ( I |f<z>|pdxdy)l/p < 420, 2.1)

Notese que [|[| 4»(q) 1O es sino la norma en LP((2); de hecho, es evidente que
AP(Q) = LP(Q) NH(Q)

donde H(2) denota (y denotara en lo que resta de trabajo) al espacio de las funciones holomorfas
sobre el dominio 2.

Asi pues, de un modo similar? al que se procede para los espacios L?, se tiene que || f| |AP(Q) =0
siy solosi f =0, que [[cf]| 4oy = Il [|fl| an () ¥, €n virtud de la desigualdad de Minkowski,
que

L+ 9ll a0y < 1l ary + 19l 40 () » PATa p = 1. (2.2)

LCuriosamente, en el articulo original en el que Voronin prueba su teorema de universalidad, véase [52]; se
refiere errébneamente a los espacios de Bergman como espacios de Hardy. Este error se propaga a otras referencias
seguidas a lo largo del trabajo como por ejemplo [47]; asi que, lector, guarde cuidado.

2Para que Il 4 () defina una norma sobre el espacio de Bergman AP(Q) no es necesario cocientar por la

relacion de equivalencia f ~ g <= ||f — gHAP(Q) = 0, pues la holomorfia de f y g obliga a que f = g. Recuérdese
que ese paso si es necesario para definir una norma sobre el espacio LP(Q).
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CAPITULO 2. APROXIMACIONES HOLOMORFAS: ESPACIOS DE BERGMAN

Por tanto, ||| 45, define una norma para todo p > 1.

Por otro lado, si tenemos en cuenta que dadas f,g € H () entonces af + Sg € H () para
todo par a, § € C; se deduce que AP(2) tiene estructura de espacio vectorial.

En definitiva, AP(2) tiene para 1 < p < +oo estructura de espacio vectorial normado.

Nota 2.0.1 (;Cémo es AP(C)?): Es evidente que cuanto mayor sea el dominio {2, menor sera su espacio
de Bergman AP(2); por consiguiente, es natural preguntarse cuan pequefio serd AP(C) para cualquier p.
Dividamos la discusion en dos casos: en primer lugar, veamos que AP(C) = {f = 0} para 1 < p < +oo; y
en segundo lugar, veamos que A% (C) ~ C:
= Seal <p< +4ooy sea f Z 0y supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(0) = 1. Apelando a
que f satisface la propiedad del valor medio por ser holomorfa en (x) y a la desigualdad de Jensen
en (t) se tiene la siguiente desigualdad:

#- // f(z)dz
D(0,r)

que nos lleva a la cota superior ||f\|Ap(]D)(0 ") = {¥/mr2; de donde, haciendo r 1 +oo se deduce que

1 e 1
(% U2 : ( // lf(=)P dzdy) = U2 £l a» 0,r) »

D(0,r)

1=1f0) 5

AP(C) = {f = 0}, para todo 1 < p < 4o0.
= Sea p = +oo. Por definicion se tiene que ||f|| 400 ¢y = sup |f(2)]; ahora, del teorema de Liouville se
zeC

deduce que
A®(C)={f:C — C: f acotada} = {f = cte.} ~ C.

2.1. Topologia de los espacios de Bergman

Es un hecho conocido que la topologia métrica definida sobre LP(2) le confiere estructura
de espacio de Banach. Asi pues, por ser un subconjunto de LP(f2), es de esperar que el espacio
de Bergman AP(Q)) herede alguna de sus propiedades topologicas. En particular, demostraremos
que AP(Q)) es asimismo un espacio de Banach, y para ello nos valdremos del siguiente resultado:

Proposiciéon 2.2. Sea S un subespacio contenido en un espacio de Banach B. Entonces, si S
es un conjunto cerrado, S es también un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Sea (zp)n>0 C S una sucesién de Cauchy respecto de la norma de B. Como

(B, || - ||) es completo se sigue que z,, converge a cierto x € B; sin embargo, por ser S es cerrado,
contiene a todos sus puntos limite, de lo que se deduce que = € S; esto es, S es un espacio de
Banach. O

Por consiguiente, por ser AP(€)) un subespacio de LP(Q2); para ver si es de Banach, bastara
con que comprobemos que es cerrado. Consideraremos dos casos: p = 2, ya que el hecho de que
L?(Q) sea un espacio de Hilbert simplifica notablemente la demostracién; y p # 2, que para
demostrarlo se apelara a algin resultado referente a funciones subarmoénicas.

Caso p =2

La ventaja de trabajar en el espacio A%(Q) en vez de en un AP(Q) para p > 1 arbitrario,
es que en L?(Q) tenemos definido un producto escalar; algo que, como veremos en la siguiente
proposiciéon, nos permitird apelar a argumentos mucho mas elementales que a los del caso general.
De hecho, las demostraciones que expondremos en cada caso seran totalmente andlogas, salvo
por los argumentos que se necesitan en la prueba de la siguiente proposicién:
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2.1. ToPoOLOGIA DE LOS ESPACIOS DE BERGMAN

Proposicion 2.3. Sea f holomorfa en un dominio Q y zg € Q un punto cualquiera. Entonces,
la funcion
1

ma(zo,7) = Py

2m
/ |f(z0—|—7"ei9)|2 de
0
es creciente para 0 < r < dist (zg, 99).

DEMOSTRACION. Consideremos el desarrollo de f en serie de potencias alrededor de zj:
o0
f(z) = Z an (z —20)", para |z — zo| < dist (20,09) .
n=0

Entonces, podemos calcular ma(zo,7) del siguiente modo:

1 [ 12 1
mz(zoﬂ"):% |f(20+7"610)| da:g
0

: ) < > ) ( > >

- Z n_inb | Z — m _—imb de
an,T € amT €

2m 0 n=0 m=0

1 o0 27 .
— anayrtm / e?n=m) qg.
2 0

m,n=0

2
L/f@+MWﬂZE@M9
0

Teniendo en cuenta que

/2ﬂ eie(nfm) da — 271—7 sim = n;
0 0, sim # n;

oo
ma(zo,7) = Z |an|2 r2n
n=0

que es, claramente, creciente en la variable r. O

se deduce que

En particular, de la proposicién 2.3 usaremos fundamentalmente la siguiente desigualdad:
27

ma(20,0) = | f(20)* < / | f (20 + Tew)‘Q df, paratodo 0 < r < dist(zg, 0€2). (2.3)
0

La consecuencia principal de la proposicién 2.3 es el teorema que sigue, piedra angular en el
resto de resultados que iremos obteniendo.

Teorema 2.4. Sea f € A%(Q), entonces
1f(2)] < 7~ 2dist(z, Q) [/l a2(q) » para todo z € Q.

Es decir, la evaluacion en un punto z € Q es un funcional lineal y acotado en A?().

DEMOSTRACION. Fijemos zg €  y denotemos d := dist (29, 92); entonces, como consecuencia
de la proposicion 2.3 se tiene (véase la desigualdad (2.3))

27
£GP < o [ 17 (ot )| o
T Jo

para todo 0 < r < d. Finalmente, integrando con respecto a r tenemos
5 d 1 d 27 o 12 1 9 1 )
| f(20)] ; rdr< o ) |f (20 +re)|"r dodr = o 1f 1 a2 (D(z0,0y) < > £ 1420
que, tras operar, nos lleva a la desigualdad del enunciado. O
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CAPITULO 2. APROXIMACIONES HOLOMORFAS: ESPACIOS DE BERGMAN

Un corolario inmediato del teorema 2.4 es que la convergencia en la norma de A?(Q) implica
la convergencia uniforme sobre compactos (y por tanto, la convergencia punto a punto).

Corolario 2.5. Sea (f,)n>0 una sucesion de funciones en A%*(Q) que converge a f € A%*(Q).
Entonces, f, converge a [ uniformemente sobre compactos de €); esto es:

n— oo

ix | fn(2) — — 0
maX | fn(2) = f(2)]
para todo K C Q compacto.

DEMOSTRACION. Sea K C € un compacto cualquiera y tomemos d := ml’g dist (z,092). Por ser
ze

K compacto tenemos que d > 0y, como f,, — f € A%(), aplicando el teorema 2.4 se obtiene la
cotas:

, B < —1/2-1 _ ) )
Izneal}({|fn(z) f)) < a7 || fn f||A(Q)n:;0

O

El segundo corolario que obtenemos es la prueba de que A%(f2) es un espacio de Banach (de
hecho, en este caso es un espacio de Hilbert).

Corolario 2.6. Para todo dominio Q@ C C, el espacio de Bergman A?(Q) es completo. Como
consecuencia se tiene que A% (Q) es un espacio de Hilbert con el producto escalar usual

(2 9) angeny = // F(2)9() dady. (2.4)

DEMOSTRACION. Recordemos de la proposicién 2.2 que basta con comprobar que A2(Q2) es
cerrado. Asi pues, sea (f,)n>0 una sucesion de Cauchy en A%(Q). Como (f,,)n>0 es de Cauchy,
se deduce de la siguiente desigualdad (consecuencia inmediata de la desigualdad de Minkowski)

||fn||A2(Q) - ||fm||A2(Q) < ||fn - meA2(Q)
que (Hf’I’LHAZ(Q))nZO es una sucesion de Cauchy en R. Apelando ahora al teorema 2.4, se infiere
que (|fn(2)])n>0 es asimismo una sucesion de Cauchy en R, de donde se concluye que f,(2)

converge para todo z € © cuando n — oco. Asi pues, definamos

f(z):= lim f,(z), parazeQ.
n— oo

Por otro lado, como (f,)n>0 es de Cauchy en la norma de A%(Q), se deduce a partir de
la siguiente desigualdad que (f,)n>0 converge uniformemente sobre compactos de §2: como f,
converge puntualmente a f, para m suficientemente grande se tiene

max [ £(2) = fu(2)| = méx| fn(2) = fa(2)| +& <772 d7H | = foll 2oy + &

Por tanto, en virtud del teorema de convergencia de Weierstrass (léase la nota 2.1.1), se
deduce que f es una funciéon holomorfa en €2, lo que concluye la demostracion del teorema. [
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2.1. ToPoOLOGIA DE LOS ESPACIOS DE BERGMAN

Nota 2.1.1 (El teorema de convergencia de Weierstrass): Por ser uno de los resultados tipicos
de cualquier curso de variable compleja, lo enunciamos sin demostracién; simplemente para que el lector
olvidadizo refresque su memoria:

Teorema 2.7 (Teorema de convergencia de Weierstrass). Sea (fn)n>0 una sucesion de funciones holo-
morfas en Q, tales que fn, —> f uniformemente sobre compactos de §2, entonces:
n—0o0

(1) feH(©);

(ii) fT(L]€> j) F&) uniformemente sobre compactos de 2, para todo entero k > 1.
n oo

\ 7

Hagamos una pequefia anotacién antes de pasar al caso p arbitrario: nétese que A?(€2) es un
espacio de Hilbert sobre C y por consiguiente no cumple las hipétesis del teorema de Pechersky.
Por tanto, necesitamos «maquillar» un poco A%(£2) para hacerlo un espacio de Hilbert real. Para
ello, definamos un nuevo producto escalar sobre A%(Q):

{29y =R (29 azen) (2.5

donde el producto escalar que aparece en el lado derecho de la igualdad es el definido en (2.4).
Veamos que con este nuevo producto escalar, A%(Q) se transforma en un espacio de Hilbert real:
para ello bastar& con comprobar que (, ) cumple las propiedades de un producto escalar real
(va que el resto de condiciones se satisfaran de inmediato). Sean f,g,h € A%(Q) y tengamos en
cuenta que ( , )42(q) cumple las propiedades de un producto escalar complejo; entonces:

(i) Definido positivo:
(f; ) =R{f, flaz) > 0.
Y ademas, <fvf> =0 <f7f>A2(Q) :O<:>f:O

(ii) Simetria:
(f,9) =R({f,9)a2i)) =R (WA%Q)) =R (9, /) az) = (9, f)-

(iii) Linealidad en la primera entrada: sea a € R:
(af,g9) = (<af» >A2(Q ) = a'%«f, >A2(Q)) =a-(f,9);
<f+g7 > = (<f+97 >A2(Q ) (<f, >A2 Q)) +R (< >A2(Q ) <f7 > < 9, >

Mas adelante, durante la prueba del teorema de universalidad de Voronin, usaremos este
nuevo espacio de Hilbert al que si podremos aplicarle el teorema de Pechersky.

Caso p arbitrario

Como discutiamos anteriormente, se puede demostrar, de manera practicamente analoga a
como lo hemos hecho para el caso p = 2, que AP(2) es para todo 1 < p < 400 un espacio
de Banach. La tunica diferencia que nos encontraremos respecto a la demostraciéon anterior se
encuentra durante la prueba de la siguiente proposiciéon:

Proposicion 2.8. Sea f holomorfa en un dominio Q y zo € Q0 un punto cualquiera. Fijado un
1 < p < +o0o cualquiera, se tiene que la funcion

1

my(20,7) := Py

es creciente para 0 < r < dist (29, 90Q).

2m
/ | f(z0 + 7€) [" df
0
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CAPITULO 2. APROXIMACIONES HOLOMORFAS: ESPACIOS DE BERGMAN

Claramente, el argumento que dimos en la proposicién 2.3 no sirve en este caso. Para demos-
trar la proposiciéon 2.8 es necesario apelar a que |f|” es subarménica para toda f holomorfa y
1 <p<+oo.

Los demaés resultados se demuestran repitiendo los mismos argumentos que dimos para el
caso p = 2. Asi pues, simplemente los enunciamos:

Teorema 2.9. Sea f € AP(Q) para 1 < p < 400, entonces
|f(2)] < 7~ YP . dist(z,0Q)72/P [l rq)» para todo z € Q.

Es decir, la evaluacion en un punto z €  es un funcional lineal y acotado en AP(Q2).

Corolario 2.10. Sea (f,)n>0 una sucesion de funciones en AP(Q)) que converge a f € AP(Q).
Entonces, f, converge a f uniformemente sobre compactos de ); esto es:

mix |fa(2) = f(2)] =3, 0

n—oo

para todo K C Q compacto.

Corolario 2.11. Para todo dominio Q@ C C y todo 1 < p < 400, el espacio de Bergman AP(S)
es completo; esto es, AP (§2) es un espacio de Banach.
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Las desigualdades de Markov y Bernstein

El origen de los teoremas que estudiaremos a continuaciéon es cuanto menos curioso: no es muy
comun que aparezca el nombre de uno de los padres de la Quimica moderna en un trabajo de
Mateméticas. Si, parece ser que Dmitri Mendeléyev! (1834-1907) le comenté a su colega Andréi
Andréyevich Markov (1856-1922) de la Universidad de San Petersburgo cémo resolvié un pro-
blema relacionado con la estimacion de la densidad relativa de disoluciones acuosas. Mendeleyév
resolvio el problema aproximando ciertas graficas mediante polinomios cuadréticos y demostran-
do que sus derivadas estaban acotadas en médulo por 4. Interesado en el problema, A.A. Markov
generalizo el resultado obteniendo lo que hoy conocemos como la desigualdad de Markov para
polinomios.?

Teorema 3.1 (Desigualdad de Markov, 1889). Sea p € Rlz] un polinomio de grado menor o
igual que n. Entonces
mé; '(z)| < n? ma z)|.
Jndx P’ ()] < [ hax [p()]
Afios més tarde, en 1912, el matematico ruso Sergei Bernstein (1880-1968) demostré una cota
similar para polinomios con coeficientes complejos para |z| < 1.

Teorema 3.2 (Desigualdad de Bernstein, 1912). Sea p(z) € C[z] un polinomio de grado menor
o igual que n. Entonces
, 12 ,
max [p'(z)| < nmax |p(z)|.
mix |p/(2)] < nmie p(2)
El principio del médulo méximo permite abordar la demostracién del teorema 3.2 exclusiva-

mente para |z| = 1, esto es, para z = ¢'’; por consiguiente, uno puede reescribir el enunciado de
la desigualdad de Bernstein en funcién de polinomios trigonométricos.

1Como sucede con todos los nombre rusos, uno puede encontrar mil transcripciones diferentes del cirflico:
Mendeléyev, Mendeleev, Mendeleiev,...

2No puedo evitar poner las referencias pertinentes de esta historia para el lector que desee leerlas:

D.MENDELEEV, Investigation on aqueous solutions based on specific gravity (Russian), St. Petersburg, (1887).

A.A.Markov, On a problem of D.I.Mendeleev (Russian), Zapishi Imp. Akad. Nauk, 62, (1889), pp. 1-24.
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Estos son los teoremas que vamos a probar durante el capitulo. Se expondran dos demostra-
ciones diferentes: la primera apelando a los polinomios de Chebyshev y la segunda apelando al
teorema de Gauss-Lucas.

3.1. Interpolacién de Lagrange y polinomios de Chebyshev

La primera demostracion que daremos de las desigualdades de Markov y Bernstein sigue la
propuesta por Polya y Szegs en [39]. Para ello necesitaremos estudiar brevemente una familia
famosa de polinomios: los polinomios de Chebyshev.?

Hay muchas maneras de presentar dicha familia de polinomios; no obstante, teniendo en
cuenta su papel durante la demostracién del teorema 3.1, la méas conveniente quizés sea aquella
relacionada con la interpolacién de Lagrange y con los polinomios que minimizan la norma L
en el intervalo [—1, 1]. Empecemos hablando sobre la interpolacion de Lagrange:

Sea f :[—1,1] — C una funcién continua y consideremos los puntos —1 < zg < z1 < ... <
zn, < 1, a los que llamaremos nodos de interpolacién. En lo que sigue, queremos encontrar
un polinomio L, f(z) de grado a lo sumo n y tal que p(z;) = f(z;) para todo ¢ = 0,...,n.

Consideremos los polinomios

T —x;
o J C_ )
li(x) = P -, parai=0,...,n;
0<j<n "t
J#i

conodidos como bases polinémicas de Lagrange. Es inmediato ver que /;(x) es un polinomio
de grado n que cumple /;(z;) = 1y l;(x;) = 0 para j # i. Por consiguiente, el polinomio
interpolador de f de grado n (o menor) sera

Lof(z) =Y f(a:)li(z)
=0
En caso de que se le imponga a f : [-1,1] — R, ademas de la continuidad, que sea n + 1

veces derivable; obtenemos una primera cota sobre cuanto difiere el polinomio interpolador de la
funcién original f:

Teorema 3.3. Sea [ : [—1,1] — R una funcion n+ 1 veces derivable y consideremos los nodos
de interpolacion —1 < xg < 21 < ... < x, < 1. Entonces para toda © € [—1,1], se cumple la
siguiente desigualdad:

1]

DEMOSTRACION. Probaremos el teorema demostrando que para toda x € [—1,1] existe § €
(—1,1) tal que

f(x) - Lnf(x) = (’I’L T 1)|
T =0

3En particular, hablaremos aqui de los conocidos como polinomios de Chebyshev de primera especie; hay
también otros de segunda especie.
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3.1. INTERPOLACION DE LAGRANGE Y POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Si ¢ = x; para algin ¢ = 0,...,n entonces ambos lados de la igualdad de (3.1) se anulan
y queda demostrado en este caso particular. Asi pues, fijemos x tal que no sea ninguno de los
nodos z;. Definamos la cantidad
f(x) = Lnf(x)

H?:o(x — ;)
y consideremos la funcion ¢(t) := f(t) — L, f(t) = A[[;—, (¢t — ;). Es inmediato ver que ¢(z;) = 0
paratodoi =0,...,ny que ademés ¢(x) = 0; es decir, la funcién ¢(t) tiene a lo menos n+2 ceros
en [—1,1]. Por consiguiente, derivando n + 1 veces y por el teorema de Rolle se tiene que existe
¢ € (—1,1) tal que (1) (&) = 0. Por tanto, teniendo en cuenta que L, f(t) es un polinomio de
grado a lo sumo n y que H?:O(t — x;) es un polinomio moénico de grado n + 1, tenemos que:

f(z) — Lnf(x)
Loz — i)

y despejando adecuadamente queda probado el teorema. O

A=

0="H(g) = F () ~ (n+1)!

Notese que en la cota del teorema 3.3, dada una f arbitraria que satisfaga las hipoétesis, lo
tinico que podemos controlar es la cantidad |[]}" ,(z — ;)|. Asi pues, es natural preguntarse cuél
serd la mejor eleccién de los nodos z; de modo que

it
1=0

sea minima en el conjunto de polinomios moénicos de grado n + 1 definidos en [—1,1]: es aqui
donde entran en juego los polinomios de Chebyshev.

(3.2)

‘L‘”([fl,l])

Teorema 3.4. Consideremos los puntos —1 < x, < ... < x1 <1 dados por

2i—1
T; = COS -m ).
2n

Entonces, el n-ésimo polinomio de Chebyshev

To(z) :=2""". H(a: — ;)

es el polinomio real de grado n con el mayor coeficiente principal posible cuyo valor absoluto estd
acotado por 1 en el intervalo [—1,1].

No probaremos el teorema: nos obligaria a dar un rodeo demasiado largo y a usar tecnologia
algo ajena al objetivo y a la tematica del trabajo (véanse las figuras 3.1 y 3.2 para visualizar
estas construcciones). No obstante, nétese que déandole la vuelta al enunciado del teorema 3.4 se
deduce que los nodos z; que minimizan la cantidad que aparece en (3.2) son justamente los ceros
del polinomio de Chebyshev T, 41 (x):

2+ 1 .
2;=cos| —— -7 |, parai=0,...,n.
2(n+1) P

A éstos se les conoce como nodos de Chebyshev. Dejemos este resultado también en forma de
teorema.:

Teorema 3.5. Sea p(z) un polinomio mdnico cualquiera de grado n en [—1,1]. Entonces, se

tiene
T, ()
2n—1

mix |p(z)] > méx

z€[-1,1] T ze[-1,1] on—1"
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o xrq xo
(O 2253 0,5 75 1
Figura 3.1: Nodos de Chebyshev para Ts(z). Figura 3.2: Polinomio Tg(x) de Chebyshev.
4 3

Nota 3.1.1 (Una expresion alternativa para los polinomios de Chebyshev): Otra manera de carac-
terizar a los polinomios de Chebyshev que nos sera de utilidad méas adelante es la siguiente: adelantandonos
a los hechos, consideremos la funcién Ty, tal que

Trn(cos0) = cos (nb) .

En virtud de las formulas de de Moivre puede verse que T, es de hecho un polinomio de grado n que se
anula en 0; = %w para ¢ = 1,...,n. Haciendo el cambio de variable x = cos6 llegamos a que T,
satisface la expresion

Tn(z) = cos (narccosx)

2i—1 . . .
para z € [—1,1] y que se anula en x; = cos (%ﬂ') para ¢ = 1,...,n. Por consiguiente, se deriva que
esta definicion de T, coincide con la dada en el teorema 3.4 salvo por una constante de proporcionalidad,
y bastara con evaluar en x = 1 para convencernos de que dicha constante es 1; esto es, hemos encontrado

una expresion alternativa para el n-ésimo polinomio de Chebyshev.
\ 7

Para acabar con esta breve introduccién a los polinomios de Chebyshev, calculemos el polino-
mio de interpolacion de Lagrange L,p(z) en [—1,1] para un polinomio p € Clz] cualquiera (si, un
polinomio) de grado n en los nodos de Chebyshev. Obviamente tendremos que L, p(x) = p(z), sin
embargo 1o que nos interesaré es la expresion explicita, ya que més adelante nos sera de utilidad
en la demostracion de la desigualdad de Markov. En primer lugar, nétese que

n

T/+1(.’1?i> = lim M = H(ml — l‘j).

n =T, T — T .
7=0
J#i
Por consiguiente, tenemos que
n n
L@ =1 r—z;  Thn(z) L Tn+1(f) _
o Ti T T =T g W= T (x— ;) - T (24)
J#i j#i
De donde deducimos la expresiéon
n
Tn+1($)
p(z) =) plk)
kZ:O (x — ) - Tv/z+1(35k)



3.2. LA DEMOSTRACION DE POLyA Y SzEGS

Ahora, derivando respecto de 6 en la igualdad T}, 11 (cos8) = cos ((n + 1)#) que obtuvimos en la
nota 3.1.1, llegamos a que

Tpa(eost) = Ltloeniln £ 00t senl 2 0

Finalmente, teniendo en cuenta que zj = cos (2%511) : 7r>, llegamos a
n+1
Ty (1) = 5

(D11 —af

Obteniendo asi, la expresion de la conocida como interpolacién de Chebyshev

znjp(xk) (cpt 12 T (3.3)

n—+1 rT—x
+ —o k

3.2. La demostraciéon de Pélya y Szegé

Presentamos a continuacién la demostracion de las desigualdades de Markov y Bernstein
propuesta por George Polya (1887-1985) y Gabor Szegs (1895-1985) en el libro [39]. Para hacer
la lectura mas fluida, en lo que sigue denotemos por P, y 7T, respectivamente al conjunto de
polinomios algebraicos y trigonométricos con coeficientes complejos de grado a lo sumo n.

Antes de probar las desigualdades de Markov y Bernstein, necesitaremos una serie de resul-
tados previos:

Lema 3.6. Sea p € P,_1, entonces se cumple

max < maX ‘ 1—22. )
z€[—1,1] Ip()] —1,1] ()
DEMOSTRACION DEL LEMA. Sean —1 < x, < ... < 21 < 1 los ceros del polinomio T),(z) y

denotemos por M := méx |n\/1 — a2 - p(x)|.
wel-

En primer lugar, sea x 6 [xl, Zy], en tal caso tenemos

1
V1i—a22>/1—-2%= 1/17C082 7sen —
(hn

donde en (1) hemos usado la desigualdad sen(t) > 2¢ para 0 < t < 7/2 (basta con esbozar ambas

=V

graficas para convencerse). Por tanto, para x € [z1, z,,] tenemos que |p(z)] < nv1 — 22 |p(z)] <
M, y queda probado el primer caso.

Para x ¢ [x1,x,] vamos a aplicar la formula de interpolacion de Chebyshev (3.3):

= T (z)
= 1—z2.
) = [ vt gt
1 & T (x)

< - 1= a2 ()] -

<3 ; n x7 - p(x;) s
M & M | T (z)

< = Znlt)

— n? Zl T — T (*) n? ;x—mi
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donde el paso (x) puede llevarse a cabo ya que todos los sumandos son del mismo signo. Teniendo
n  T,(x)

en cuenta la formula de la derivada logaritmica T} (z) = > ,_; 22,

s6lo nos queda probar que

|T! (x)| < n?: recordemos que T/, (cos ) = %n(ge), por tanto bastard con probar que
sen(nf
()‘ < n, para todo 6 € R.
sen 6

Lo probaremos rapidamente por induccién: para n = 1 es trivial y suponiéndolo cierto para n,
tenemos que para n + 1 se cumple

sen((n + 1)0) ‘
sen f

sen(n#) - cos 6

+ |cos(nd)| <n+ 1.

sen(nf) - cos + sen § - cos(nd) ‘

sen 6 sen 6

Y queda demostrado el lema. |

Empecemos ahora a trabajar con polinomios trigonométricos: veamos un corolario de este
altimo lema.

Corolario 3.7. Sea S € T, un polinomio trigonométrico impar. Entonces

S(6
méx () <n max [S(9)|.
6€0,27] | sen 6 0€[0,27]
DEMOSTRACION. Como S() es impar, tenemos que i(fg es par, y por tanto puede expresarse
como i(ng(), = p(cos ) para cierto p € P,,_1. Apelando al lema 3.6 en (%), tenemos
S(6
max ®) = max [p(cosf)| < max |np(cosf)send| =n max |S(0)|.
6€[0,2x] | sen 6 0€[0,27] (%) 0€[0,27] 0€0,2n]

O

Ya estamos en disposicion de probar la desigualdad de Bernstein. Probaremos la versiéon con
polinomios trigonométricos que, como apuntamos al inicio del capitulo, en virtud del principio
del m6dulo maximo para funciones holomorfas, implica la veracidad del teorema 3.2.

Teorema 3.8. Sea S € T, entonces:

max |S(0)] <n max |S(0)].

0€0,27] 0€[0,27]
DEMOSTRACION. Definamos la funcién auxiliar
S(a+60)—S(a—20
f(a,0) = ( )2 ( )

Claramente, para « fijo, la funciéon f(«, 6) es un polinomio en 7,, con simetria impar. Por consi-
guiente, en virtud del corolario 3.7 tenemos:

| fla,0) ) )
— < < .
9ef0,2x] | senf | — neé?oa};(w] [Fe,0)] < neg[}%(w] 15(0)]
Ahora, teniendo en cuenta en () que éﬁ% % = 1, obtenemos:
—

6—0 20 (x) =0 send
y por consiguiente |S’(a)] <n médx |S()]. Como la eleccion de a ha sido arbitraria, se deduce

0€0,27]
la desigualdad del enunciado y concluye la prueba del teorema. O
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Vamos ahora con la desigualdad de Markov. Probaremos una versién algo mas fuerte ya que
en el teorema que sigue se permite que p tenga coeficientes complejos:

Teorema 3.9. Sea p € P,,, entonces:

. / < 2 , )
S

DEMOSTRACION. Consideremos el polinomio trigonométrico S(6) = p(cosf). Como S'(0) =
—p/(cos 0) - sen 6 sigue siendo un polinomio en 7, como consecuencia del teorema 3.8 obtenemos:

max |p'(cos@)senf| < n mix cosf)|.
0€[0,27] |p ( ) | ~ 6€l0,27] |p( )|

En otras palabras, deshaciendo el cambio x + cos 6:

max | ‘p'(x)\/ 1—2?| <n mix [|p(z)],

ze[—1,1 ze[—1,1]

y apelando ahora al lema 3.6, como p’ € P,_; se infiere la desigualdad del enunciado:

max |p'(z)] <n max ‘p’(x)\/l - x2‘ <n? max |p(z)|.
z€[—1,1] z€[—1,1] z€[—1,1]

O

Para acabar con la primera de las demostraciones de las desigualdades de Markov y Bernstein
vamos a hacer un pequeno apunte: las desigualdades de Markov y Bernstein son 6ptimas en el
sentido de que hay polinomios para los que se satisface la igualdad. En el caso de la desigualdad
de Markov, esto sucede para los polinomios de Chebyshev: recordemos que T}, (cos ) = cos(n#),

entonces

9)
T o) — nsen(nf)
n(cos?) sen 6

por consiguiente, cuando 6 — 0 6 6 — 27 tenemos que 77 (cosf) — n?, o equivalentemente

IT! (z)] = n? en x = £1. En el caso de la desigualdad de Bernstein, encontramos los polinomios
como consecuencia del caso recién probado a partir del cambio x — cos6: S(6) = cos (n(6 — 6p))
para 6y arbitrario.

3.3. El teorema de Gauss-Lucas y una demostracién alter-
nativa

Daremos a continuaciéon una demostracién alternativa de la desigualdad de Bernstein a partir
de un bonito teorema: el conocido como teorema de Gauss-Lucas*. Puede decirse de este
teorema que es una versién compleja del teorema de Rolle; no obstante, como veremos en la nota
3.3.1 tras la prueba del teorema, aparecera una sorpresa adicional.

4A quien apela el nombre del teorema es a Félix Lucas y no a Edouard Lucas (1842-1891), bastante mas
conocido que el primero por sus resultados en primalidad, jdemostré en 1876 que 2'27 — 1 era primo!, o en
matematicas recreativas: inventé el juego de las Torres de Hanoi. La primera demostraciéon publicada del teorema
de Gauss-Lucas data de 1874, aunque Gauss lo habia utilizado anteriormente de manera implicita. El articulo
original puede encontrarse en:

FeLix Lucas, Sur une application de la mécanique rationnelle & la théorie des équations, C.R. Hebd. Séances
Acad. Sci., 89, (1879), pp. 224-226.
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Teorema 3.10 (Teorema de Gauss-Lucas). Sea p € C[z] un polinomio no constante. Entonces,
las raices de p’ pertenecen al cierre convexo de las raices de p.

DEMOSTRACION. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p es un polinomio ménico y sean
ai,...,a, sus raices (pueden estar repetidas); entonces p puede expresarse exactamente como

p(z) =l (z — ai).
Sea w un cero de p’, que no sea simultdneamente un cero de p (en tal caso no habria nada
que probar); entonces, tomando la derivada logaritmica obtenemos

n

0 equivalentemente:

1 a;
> 7 |w=>) 2
i=1 |w—a,| i=1 |w_a1|
Despejando w obtenemos su combinacién convexa en término de los ai,...,a, y concluye la
prueba del teorema.
O
{ '

Nota 3.3.1 (El teorema de Marden): A priori podria parecer que la combinacién convexa que obtenemos
mediante el teorema de Gauss-Lucas no tenga nada de especial; de hecho, no seria de extranar que el lector
arguyera, probablemente con razén, que no resulta una expresion muy atractiva. Sin embargo, sf guarda
un significado geométrico concreto: lo que se tiene no es sino una media baricéntrica. Esto hace que para
grados pequefios, por ejemplo 2 y 3, se tengan relaciones geométricas entre las raices de p y las de p’; dando
lugar a resultados realmente estéticos como el teorema de Marden:

Teorema 3.11 (Teorema de Marden, 1864). Sea p(z) € C[z] un polinomio de grado 3 cuyas raices a1, a2, a3
no sean colineales y denotemos por T al tridngulo formado por a1,a2 y a3. Entonces, las raices wi, w2 de
p’(2) son los focos de la inica elipse tangente al tridngulo T en las mediatrices de cada uno de sus lados.

Figura 3.3: Teorema de Marden para p(z) = 23 — 622 + 10z — 8.

Invito al lector a leer [25] para conocer mas en profundidad la historia detras de este teorema.
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Vamos ahora con la demostracién de la desigualdad de Bernstein a partir del teorema de
Gauss-Lucas. Antes, recordemos su enunciado:

Teorema 3.2 (Desigualdad de Bernstein, 1912). Sea p(z) € C[z] un polinomio de grado menor
o igual que n. Entonces
, / < , )
max [p'(2)] < nmax |p(2)|

DEMOSTRACION DE LA DESIGUALDAD DE BERNSTEIN ViA GAUSss-Lucas. En lo que sigue,
denotemos por M := lmléx |p(2)|- En primer lugar, es inmediato ver que 2" -p (1) es un polinomio
z|<1

de grado n y ademas, en virtud del principio del médulo maximo, tenemos que cumple

()

de donde se deduce directamente que

max
|z]<1

= mix
|z|=1

n 1 ’

z

p(2)

n

< M para todo |z| > 1.

Ahora sea |A| > M y definamos el polinomio ¢(z) := p(z) — Az™. Mediante una simple
acotacion, aplicando lo que hemos ido obteniendo, vemos que ¢(z) # 0 para todo |z| > 1:

lg(2)] = Ip(2) — A" = [Az"] = [p(2)| > M [z"| = M [2"] = 0.

Por consiguiente, todos los ceros de ¢(z) se encuentran en D. En virtud del teorema de Gauss-
Lucas se deduce que los ceros de ¢'(z) también se encuentran en D; esto es, ¢'(z) # 0 para todo
|z] > 1, lo que equivale, teniendo en cuenta que ¢'(z) = p/(z) — nAz"~1, a la relacion

p'(2)
nznfl

# A, para todo |z| > 1.

Pero noétese que la eleccién de A ha sido arbitraria, de donde deducimos que

p'(2)

nznfl

< M, para todo |z| > 1.

En particular, la desigualdad anterior para |z| = 1 se traduce en [p’(z)|] < nM. Ahora, a partir
del principio del médulo maximo por fin deducimos la desigualdad deseada:

max [p'(z)] < nmé 2)|.
‘zé\p( )| < |z|§§|p( )l
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Transformadas integrales holomortfas: los
teoremas de Paley-Wiener

En este capitulo se estudiaran las hipotesis bajo las cuales serd posible extender la transfor-
mada de Fourier de una funcién a ciertos dominios del plano complejo. Se empezaréd definiendo
y estudiando las principales propiedades de las transformadas de Fourier y Laplace; para, en la
segunda seccién enunciar los teoremas de Paley'-Wiener y demostrar el segundo de los dos, al que
posteriormente apelaremos durante la demostracion del teorema de universalidad de Voronin.

4.1. Transformadas de Fourier y Laplace

En la seccién que comienza llevaremos un somero estudio de la construcciéon y las propiedades
de las transformadas de Fourier y Laplace?. Nos centraremos exclusivamente en aquellos hechos
que nos seran de utilidad méas adelante en la prueba del segundo teorema de Paley-Wiener. Para
un estudio més exhaustivo, el lector puede acudir a cualquiera de las numerosas referencias que
existen; no obstante, en estas paginas hemos seguido principalmente [42].

Transformada de Fourier

Sea f € L'(R), definimos su transformada de Fourier como:

f(t) = %/Rf(x)e_”t dx. (4.1)

Claramente, dicha transformada est4 bien definida en cada punto, ya que:

=1 o= o [ 1) de < o

o=

LComo dato histérico, anotar que entre los dos protagonistas a los que apela el titulo destaca la tragica historia
de Raymond Paley (Raymond Edwand Alan Christopher Paley), quien muri6 en 1933 con 26 afios sepultado por
un alud de nieve mientras esquiaba en las Montanas Rocosas de Canada.

2A la transformada de Laplace también se la conoce como la transformada de Fourier-Laplace.

35



CAPITULO 4. TRANSFORMADAS INTEGRALES HOLOMORFAS: LOS TEOREMAS DE PALEY-WIENER

Queremos definir la transformada de Fourier sobre L?(R) ya que, por ser éste un espacio de
Hilbert tiene muy buenas propiedades. Sin embargo, puesto que R con la medida de Lebesgue no
es un espacio de medida finita, se tiene que L?(R) ¢ L*(R). Por tanto, con la definicién anterior
no podremos calcular directamente la transformada de Fourier de una funcién en L?(R): habra
que trabajar un poco maés.

No obstante si tenemos que L'(R)N L?(R) es denso en L?(R). Asf que, dada f € L?(R) existe

2 N
una sucesion de Cauchy (fx)r>1 C L'(R) N L?(R) tal que fy L% f. Asi pues, se define f como
el limite de la transformadas de Fourier de las f:

£ - et
0= i ) = Jim - | e

Resulta que la definicion anterior no depende de la eleccion de la sucesion de funciones
(fr); esto es, la transformada de Fourier estd bien definida sobre L?(R) y ademés para f €
LY(R) N L?(R) esta nueva definicion coincide con la que dimos en la ecuacion (4.1).

Finalmente, se tiene que la transformada de Fourier es un operador con muy buenas propie-
dades en L?(R), en particular es (casi) una isometria® con el producto escalar usual: el conocido
teorema de Plancherel lo pone en evidencia.

Teorema 4.1 (Plancherel, 1910). * Para todo par de funciones f,g € L*(R) se tiene la siguiente
relacion:

+oo . +oo R
()= [t g@de= o [ f0)-50d = o (7.9)

o 27
En particular || f||; . = %”f”m

Mas adelante, con los teoremas de Paley-Wiener a los que apela el titulo del capitulo, discu-
tiremos bajo qué condiciones se puede extender la transformada de Fourier a algunos dominios
del plano complejo. Antes, vamos a estudiar un primo hermano de la transformada de Fourier:
la transformada de Laplace.

Transformada de Laplace

Sea f : R — C una funcién medible en (0,+00), se define su transformada de Laplace
como:

—+o0
Ly (s) = / f(t)-e 5t dt, para s € R.
0

Vamos a intentar ampliar el dominio de definicién de la transformada de Laplace a los nimeros
complejos, se espera que bajo ciertas condiciones L (z) sea holomorfa en alguna region del plano
complejo. No hay més que fijarse en la definicién de la transformada de Laplace para imaginarse
que dichas condiciones estarén relacionadas con el crecimiento de f y la funciéon exponencial. Asi
pues, se dice que f (de variable real o compleja) es de tipo exponencial con constante A,
para cierta A real y positiva, si existe C > 0 de modo que

1f(2)] < Ce?ll.

3Lo serfa cambiando la constante que precede a la integral en la definicién de la transformada de Fourier.

4La referencia del articulo original es:

M.PLANCHEREL, Contribution a [’étude de la représentation d'une fonction arbitraire par les intégrales définies,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 30, no. 1, (1910), pp. 289-335.
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4.1. TRANSFORMADAS DE FOURIER Y LAPLACE

Acotando de manera sencilla, puede verse que en tal caso L) (z) estd bien definida en el
semiplano Hy := {z € C: R(2) > A}:

400 400
|Ls)(2)] < / |F@)] - |e = dt < c/ e tRE =Dt < 400
0 0
Pero claro, de ahi a la holomorfia todavia hay un paso que dar: probar la derivabilidad; algo que
nos llevard un poco méas de trabajo.

Proposicion 4.2. Sea f: R — C una funcion de tipo exponencial con constante A. Entonces,
su transformada de Laplace es una funcion holomorfa en el semiplano Ha y su derivada coincide
con —Lyy4). Ademds, si f € L?(R) se tiene que f es holomorfa en H := {z € C: R(z) > 0}.

DEMOSTRACION. Empecemos probando la primera parte de la proposicién: veamos que para
todo z € Hy se tiene que

c h) - L +oo
T (GIGRLD) f<t>(z)+/ tf(t)e*tdt = 0. (4.2)
0

h—0 h

Expresando todo en forma de integrales tenemos:

_ +oo +oo —(z+h)t _ ,—=
Ef(t) (z + h})L ﬁf(t)(z) Jr/0 tf(t)eitht _ /O £(1) (e +h;L e %t B (t)ezt> o

= /;OC ft)e = (e_hth_l + t) dt. (4.3)

Ahora, para acabar la demostraciéon, apoyémonos en el siguiente lema:

Lema 4.3. Para todo a € C existe € > 0 tal que para todo |h| < ﬁ se tiene

6ah o

2
< lal”|A].

—a

DEMOSTRACION DEL LEMA. Sustituyendo la exponencial por su serie de potencias y operando
se llega a la siguiente desigualdad

e“h —1 2 > nhn 2 > |(Lh|n
= hl - hl -
- af? Il [ | < a3 2
n=0 n=0
2 2
<lal”|h] - Z = [af* || - (e = 2) < |af*|A].
Con lo que se concluye la prueba del lema. |

Introduciendo médulos en la igualdad (4.3), en virtud del lema tenemos que para h suficien-
temente pequeno:

c h) — L oo oo -1
sz f)L 10 () +/ tf(t)e‘”dt‘ s/ ‘f(t)e‘“ <€h+t>’dt
0 0

—+o0
<C- |h|/ eAte R 2t
0

“+o0
=C- |h|/ eATREDL2 gy
0



CAPITULO 4. TRANSFORMADAS INTEGRALES HOLOMORFAS: LOS TEOREMAS DE PALEY-WIENER

Como R(z) > A esta tltima integral es finita, de donde se deduce la igualdad (4.2) cuando h — 0
y por tanto la holomorfia de L) en H4. Es més, hemos probado la siguiente identidad:

£(f’€(1) — (_1)k£tkf(t), para todo z € Hy.

Finalmente, si ademés f € L?(R), tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

Lol = [ ” roeal < ([ ” If(t)lzdtf (] ” ewdt)é < +oc

para todo z € H, mientras que la holomorfia se prueba de manera parecida al caso anterior. [

4.2. Los teoremas de Paley-Wiener

En la seccién anterior, dada f € L2(R) se definia la transformada de Fourier f como una fun-
cién de variable real. No obstante, bajo algunas condiciones, dicha transformada podré extenderse
de manera holomorfa a algunos dominios del plano complejo, por ejemplo: sea f(z) = x(—1,1)(z),

entonces 1 1
f(z) ! / e~ dg = 1 {_16—1‘3:2] _ sen(iz)

27 J_1 27 | iz 1 mZ

puede extenderse a ser una funcién entera con una singularidad evitable en z = 0. Sin embargo,
no siempre tendremos tanta suerte® y la transformada de Fourier s6lo podra extenderse a ser
meromorfa u holomorfa en algiin dominio menor, como por ejemplo, un semiplano. En lo que
sigue, nos centraremos fundamentalmente en el estudio de dos clases de transformadas holomorfas
que posteriormente seran protagonistas en los teoremas de Paley-Wiener:

(a) Sea F € L*(R) tal que supp(F) C (0,+0c0) y definamos para z € il = {z € C | S(z) > 0}

la funcion
—+00

+oo
f(z) = / F(t)e'**dt = F(t)e et qt.
0 0

A partir de la proposicion 4.2, con el cambio de variable z — iz, se ve que ciertamente f
es holomorfa en 7H. Ademas, del teorema de Plancherel se deduce que

1 [t

+oo —+oo
— |f(x+iy)|2dx:/ |F(t)|26’2tydt§/ |F(t)]? dt.
27 J_ o 0 0

Por tanto, tenemos que la familia {z — f(z + iy)} paray € (0, +0c0) es un conjunto acotado
en L2(dx).
(b) Sea F € L%*(R) tal que supp(F) C [—A, A], para cierto A > 0. En este caso tenemos que
A .
flz) = / F(t)e™=dt
—A

esta definida para todo z € C, ya que:

A ' A A

£(2)| < / |F(t)e| dt = / [F()] e~Vtdt < Al / [F()] dt = CeAl
—A A

5Claramente una funcién indicatriz no es un ejemplo muy emocionante. Aunque unidas hacen la fuerza...
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4.2. Los TEOREMAS DE PALEY-WIENER

donde la tltima igualdad se deduce de que f € L'[—A, A] por ser éste un espacio de medida
finita con la medida de Lebesgue. Por tanto, hemos demostrado que ademas f es de tipo
exponencial con constante A.

Analogamente a como procedimos para la familia (a) se demuestra que f es holomorfa,
aunque en este caso resulta que f es entera. Por dltimo, de nuevo por el teorema de
Plancherel tenemos que:

1 [ 2 A 2
— If(2)|" d= :/ |F(t)|* e~ 2! dt < +o0.
2m — 00 —A

Los teoremas de Paley-Wiener® estudian la existencia de F si consideramos el problema en
el sentido inverso. A veces, las cosas quedan maés claras sin més que ver los enunciados:

Teorema 4.4 (Primer teorema de Paley-Wiener). Sea f € H(iH) y sea

—+oo
C:= sup / |f(z + )| do < +o0.
y€(0,400) J —c0

Entonces, existe F € L?(R) con soporte incluido en (0,+00) y tal que:
o0 ) +o0 5
f(z)= / F(t)e'*dt, para todo z € iH; / |F'(t)|" dt = C.
0 0

Teorema 4.5 (Segundo teorema de Paley-Wiener). Sea f una funcion entera de tipo exponencial
con constante A > 0, tal que

+oo
/ 1F(2)]? dz < +00.

Entonces, existe F € L*(R) cuyo soporte estd incluwido en [—A, A], de modo que para todo z € C

A
£(z) = /_ F(ett

Se probaré soélo el segundo teorema, ya que es al que apelaremos en la prueba del teorema
de universalidad de Voronin. El lector interesado puede acudir a [42] donde se prueban ambos
teoremas.

DEMOSTRACION DEL SEGUNDO TEOREMA DE PALEY-WIENER. Uno esperaria que para probar
el teorema, bastase con definir

+oo
F(t):= / f(z)e " dx

— 00

y demostrar que F(t) = 0 para |t| > A. Sin embargo el argumento no funciona: hemos de dar un
pequeiio rodeo. Sea f.(z) := f(z) - e ¢!*| para e > 0, vamos a demostrar la siguiente igualdad

+oo )
lim f-(z)e " dz = 0, para todo |t| > A. (4.4)

e—0 o

SPara el lector interesado la referencia del articulo original es:
R.PaLeEy & N.WIENER, Fourier transforms in the complex domain, AMS Coll. Publ., 19, New York, (1934).
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CAPITULO 4. TRANSFORMADAS INTEGRALES HOLOMORFAS: LOS TEOREMAS DE PALEY-WIENER

Veamos que esto es suficiente para probar el teorema: como | f(z)|” - le—slel — 1|2 <|f(@)) e
L'(R) se tiene, en virtud del teorema de la convergencia dominada, que ||f- — f||;2 = 0. Por
e—

~ ~ N 2
tanto, el teorema de Plancharel implica que ||f. — f]|z2 = 0; esto es, f- L% F cuando £ — 0.
E—r

Por consiguiente, de cumplirse (4.4), como la convergencia en L? implica la convergencia en casi
todo punto, estarfamos demostrando que F(t) = 0 para casi todo |[t| > A. De la formula de
inversion de la transformada de Fourier se seguiria

A
flz) = /_A F(t)e*=dt

para casi todo z € R. Pero como ambos lados de la igualdad son funciones enteras, tendriamos
la igualdad en todo C. Y por tanto, queda demostrado que (4.4) basta para probar el teorema.

Por tanto, vamos con la prueba de (4.4): definamos para cada o € R
Lo(s) = {se’*:0 < s < 400}, H = {z€C:R(ze") > A},
v la funcién

+o0 .
Po(w) ::/r f(z)e_wzdz:em/o F(s6i)e=v"" ds.

Mediante un argumento analogo al de la proposicion 4.2 (de hecho, ¢,, es a fin de cuentas una
transformada de Laplace girada) se demuestra que ¢, € H([],), ¢o € H(H) y que ¢, € H(—H).
La importancia de las funciones ¢, para la demostracion radica en la identidad

+oo
/ fo(x)e ™ de = ¢o(e + it) — Pn(—c + it)

—0o0

que se comprueba sin mucho esfuerzo de manera operativa:
o0 ) 0 .
do(e +it) — dp(—e +it) = / f(x)e—(a-&-zt)wdx + / f(x)e—(—a-i-zt)wdx
0 —oo
o0 ] 0 4
= / f(x)e—sxe—ztxdx+ / f(m)esxe—ztxdx
0 —oo

+oo 0
:/ f(.r)e_€|x\e—itmdx+/ f(x)e—spc\e—itmdx
0 —o0
+oo 4
:/ fa(x)e_ltzda?.

— 00

Por consiguiente, el limite de la ecuacion (4.4) quedara probado si h’Ir(lJ(czSO(f—: +it) — ¢ (—e +
e—

it)) = 0. Probaremos este hecho, demostrando que las funciones ¢, son continuacién analitica
unas de otras; esto es, dos ¢, cualesquiera coinciden en la intersecciéon de sus dominios de
definicién. Supongamos que 0 < 8 — a < 7 y definamos

a+p o (5—a>
= 7 1= cos .

2 2
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4.2. Los TEOREMAS DE PALEY-WIENER

Figura 4.1: Un dibujo explicativo de la construccién que usamos durante la prueba del teorema de Paley-Wiener.

)_n|w|7
“)znm«

Por tanto, w € [, N]]s siempre y cuando |w| > A/n. Sea wo de la forma recién descrita y

consideremos el camino I'(t) = re® para o < t < 8; en virtud del teorema de Cauchy, por ser
f(2)e*** una funcion entera, se tiene para todo r > 0 que

Sea w = |w| e, entonces

R (we'*) =R (|w| ei(a_”) = |w|cos (a — ) = |w| cos (a

R (we') =R (|w| ei(ﬁ_'Y)) = |w|cos (8 — ) = |w| cos (B —

o

re 0
/ f(z)e™"%dz + / f(z)e ™ *dz + (2)e™™%*dz = 0. (4.5)
0 T reth
Vamos a acotar el segundo sumando de la expresiéon anterior:

R(—woz) = =R (r|wo| - e”e™) = —r Jwo| - cos (t — ) < —r |wo|n;

introduciendo esta cota en la integral que queremos acotar y teniendo en cuenta que f es de tipo
exponencial tenemos

/F f(z)e™%dz

< / CeA=lwolmr g — CelA=lwolmr (g _ o),
r
Finalmente, tomando el limite cuando » — 400, teniendo en cuenta que |wg| > A/ se tiene que

lim
T—00

< lim CeA~lwolmr(g _ o)r = 0.

=00

/1“ f(z)e7"%dz

Por tanto, tomando el limite cuando r — oo en la igualdad (4.5) se tiene que

rete

0
0= lim f(z)e™°*dz + /F f(z)ev°*dz + (2)e™"%*dz = ¢o(wo) + 0 — ¢p(wo).

=20 Jo reth
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Y queda demostrado que para todo w = |w|e™" con |w| > A/n, se tiene ¢, (w) = dg(w). Para
concluir la prueba, nétese que del principio de los ceros aislados se sigue que coinciden en todo
O
Como corolario, tenemos la siguiente proposiciéon que usaremos més adelante como lema en

la demostracién del teorema de universalidad de Voronin.

Proposicion 4.6. Sea f una funcion entera de tipo exponencial con constante A. Entonces,
para todo 6 > 0 existe una sucesion (t;) de nimeros reales positivos arbitrariamente grandes de

modo que:
1(t5)] > A2,

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario. Entonces, existe § y una constante B de modo que
|f(t)] < Be=(A+29)t para todo ¢t > 0. Si ademas tenemos en cuenta que f es de tipo exponencial,
operando en la desigualdad anterior deducimos que para cierta constante C' se cumple

A 1) < Ce! | para todo t € R.

Por consiguiente, ¢4t f(t) € L?(R) y en virtud del teorema 4.5 tenemos que existe g € L?(R)
con soporte en [—d, ] de modo que:

)
AT f(1) — / g(€)eiSvde.
-5

Aplicando la identidad de Plancherel, se sigue que para casi todo punto £ € R se tiene

“+o0
96 =5 [ SO

:% .

Como supp(g) C [—6, ], la integral anterior se anula para casi todo £ fuera de [—4, d]; por tanto,
se tiene que f(t) = 0 para casi todo ¢ € R. Finalmente, de la holomorfia deducimos que la
igualdad se cumple para todo ¢ € R entrando asi en contradiccién con la suposicién inicial de la
demostracion. O
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Sucesiones y curvas equidistribuidas

El objetivo final de este capitulo es ser capaces de aproximar la medida de ciertos conjuntos
en el toro a partir de integrales sobre curvas uniformemente distribuidas. Es probable que el
lector, haya considerado cuestiones anilogas con objetos mas elementales como, por ejemplo, las
sucesiones uniformemente distribuidas. Es por ello, que iremos introduciendo las ideas desde esta
perspectiva.

Empezaremos el capitulo considerando ideas y nociones mas béasicas como los teoremas de
aproximaciéon de Dirichlet y Kronecker; seguiremos con el estudio de las sucesiones equidistri-
buidas en el toro y enunciaremos un conocido criterio para determinarlas: el criterio de Weyl.
A continuacién, aplicaremos las sucesiones equidistribuidas para estimar la medida de conjuntos
en el toro; y por ultimo, trasladaremos todas estas ideas al mundo de las curvas equidistribuidas
para, al final del trabajo, aplicar algunos de los resultados que obtendremos en la demostracién
del teorema de universalidad de Voronin.

Para acabar con la introduccién, anotar que parte del capitulo puede estudiarse desde la
perspectiva de la teoria ergddica, léase [44]; aunque se ha decidido no hacerlo por razones de
espacio. El resto de referencias que se han seguido son [28] para las secciones 5.1 y 5.2, y [47]
para la seccién 5.3.

5.1. Aproximacién de ntimeros reales por racionales

Fl caso unidimensional

Empezamos el apartado con un teorema clasico de teoria de numeros: el teorema de apro-
ximacién de Dirichlet.

43



CAPITULO 5. SUCESIONES Y CURVAS EQUIDISTRIBUIDAS

Teorema 5.1 (Teorema de aproximacion de Dirichlet, 1840). Sean o € R y N un entero positivo
cualesquiera. Entonces, existen dos enteros p,q de modo que 0 < ¢ < N, para los cuales

| 1<
o — -—.
ga—p| <

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE APROXIMACION DE DIRICHLET. Consideremos los N + 1
ntmeros en [0, 1) dados por a; = ia— [icr] parai = 0,..., N. Por el principio del palomar, dos de
los a; anteriores caeran en alguno de los N intervalos de la forma [£4, Z£1) para j = 0,..., N -1,
digamos a., y a, donde, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que m < n. La prueba ya
es inmediata: teniendo en cuenta que |a, — an| < % se sigue que

(= m)a— (|na] ~ [ma))] <

y queda probado el teorema, puesto que 0 <n —m < N. O

Una manera apropiada de entender el teorema anterior e ir introduciendo lo que vendré més
adelante es considerandolo en el toro. El toro, al que denotaremos como T, no es otra cosa que
el conjunto de los reales modulo Z: es decir, definida la relacién de equivalencia x ~ y <=
x — 1y € 7Z, el toro es el conjunto cociente

T:= R / o~

Dado o € R cualquiera, su representante en el toro no es sino su parte fraccionaria, a la que
denotaremos por {a}; es por esto que al toro se le identifica con el intervalo [0, 1).

El toro con la suma adquiere estructura de grupo y ademas, la aplicacién

(T,+) — (S',")

2mia

ar—re

es un isomorfismo de grupos, donde S' := {z € C : |z| = 1}. Siempre con previo aviso, pero
trabajaremos indistintamente en cada una de las anteriores versiones del toro.

Interpretado en estos términos, el teorema de aproximacién de Dirichlet afirma que dado
« € R cualquiera, la sucesion a,, = {na} es densa localmente en 0 € T (o si se prefiere ver en la
version S!: la sucesion a,, = e>™"* es densa localmente en 1). Pensado detenidamente, el teorema
es trivial cuando a € QQ, ya que en tal caso bastaria con ir escogiendo multiplos del denominador
de « para probar el teorema; por lo que el caso «dificil» es cuando « es irracional. Sin embargo,
en ese caso sucede algo més fuerte: la sucesién es densa en todo el toro.

Teorema 5.2. Sea o € R. Entonces, la sucesion a, = {na} es densa en T si y sdlo si o es
irracional.

Para no alargar mas de la cuenta el capitulo con los preliminares, nos ahorraremos la de-
mostracién de este teorema. Mas adelante, lo deduciremos como un corolario del criterio de
Weyl.

Un par de dibujos en S' que ponen de manifiesto las discusiones anteriores hecho son los
siguientes:
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L
o
T
L

Figura 5.1: Puntos en S! de la forma ¢27inv2 Figura 5.2: Puntos en S! de la forma e2ming

Fl caso d-dimensional

Tanto el teorema de aproximacién de Dirichlet como su generalizacién posterior, el teorema
5.2, tienen su versiéon en mas dimensiones. En este caso el entorno en el que trabajaremos sera
el toro d-dimensional:

d _ d ~Ql . (d 1.
T=Tx @ xT~S"x @ xS

o si se prefiere, TY = R%/ ~ donde, para x,y € R? definimos la relaciéon de equivalencia
X~y <= x—yeZ

es decir, dado x € R? su representante en T? se obtiene tomando la parte fraccionaria de cada
una de sus coordenadas. Aprovecho para aclarar brevemente la notacién que seguiremos en
este capitulo: los elementos de R? y/o T¢ se representaran en negrita, {x} representa el vector
({z1},...,{za}), y por dltimo denotaremos al producto escalar usual en R¢ y /o T¢ como ( , ).

Por otro lado, es evidente que también debemos cambiar la hipétesis respecto a la irraciona-
lidad de a. Para evitar los «ciclosy en el toro, la hipotesis logica es imponer a las entradas de
nuestro vector independencia lineal sobre Q: decimos que «q,...,aq son linealmente depen-
dientes sobre Q si existen 71,...,74 € Q no todos nulos tales que ria; + ...+ rqaqg € Q (o
equivalente € Z); y linealmente independientes en caso contrario. Vamos con el primero de
los enunciados:

Teorema 5.3 (Teorema de aproximacién de Kronecker, 1884). ' Sean a,...,aq linealmente
independientes sobre Q. Entonces, para todo entero N > 0, existen enteros q y pi1,...,pq de
modo que

1
lgai; — pi| < N’ para todo i =1,...,d.

'Leopold Kronecker (1823-1891) probé una version algo mas general de este resultado, véase [27]; aunque para
nuestro proposito esta nos sera suficiente y més didactica.
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Entendamos de nuevo el enuciado del teorema sobre T¢. En primer lugar, nétese que del mismo
modo en que ocurria para el teorema de aproximaciéon de Dirichlet, el teorema de aproximacion
de Kronecker seria trivial en caso de que los «; fuesen linealmente dependientes sobre Q. Por
seguir con los paralelismos, resulta que de nuevo este teorema sélo estudia la densidad en entornos
del (0,...,0) € T?, ;qué ocurre con el resto de puntos de T%?

Teorema 5.4. Sea o € R?. Entonces, la sucesion a,, = ({ma1},...,{mag}) es densa en T? si
y solo si los a; son linealmente independientes sobre Q.

De nuevo, veamos un par de dibujos en el toro T? que nos ayuden a entender mejor qué esta
sucediendo.

004 e B B e e e B @ we We B M dU BH o .

0B W W % Rk ¥ O R B oW owm oW e oA
06 &
05 A

sl W s o
gL &S B O F B & B @ e om B R W

AR M AL s B R e me @ B M B B W B B o o

Figura 5.3: Puntos de la forma (mlog(3), mlog(5)). Figura 5.4: Puntos de la forma (m4-,m).

Nota 5.1.1 (Un conjunto linealmente independiente sobre Q): Al final del trabajo apelaremos a
alguno de los teoremas que estamos enunciando en este capitulo. En concreto, se los aplicaremos a la
siguiente familia de ntmeros reales: {log(p) : p primo }. Para ello, es imprescindible que sea linealmente
independiente sobre Q. Este hecho queda en evidencia en la siguiente proposicién:

Proposicién 5.5. El conjunto & := {log(p) : p primo } es linealmente independiente sobre Q. Ademds,
esta afirmacion es equivalente al teorema fundamental de la Aritmética.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una dependencia lineal no trivial sobre Q para el conjunto £, es
decir:

N
Zm‘ log(p;) =0, m € Q\ {0}
=

multiplicando por el minimo comtin multiplo de los denominadores de los r;, y pasando aquellos sumandos
que sean negativos al lado derecho, obtenemos una igualdad del tipo:

ka log(pk) = ij log(p;), m; € {1,2,...}

en la que los primos que aparecen a cada lado son distintos. Usando la propiedad suma-producto del

. . mj . . .
logaritmo, llegamos a la igualdad []p, * = Hpj 7 que contradice al teorema fundamental de la Aritmética.
O
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5.2. Sucesiones uniformemente distribuidas: el criterio de
Weyl

Como reza el titulo, el objeto principal de estudio en esta seccion son las sucesiones unifor-
memente distribuidas en el toro que, como iremos viendo, tienen propiedades muy interesantes.
Vamos con la definicion:

Definicién 5.6. Decimos que una sucesion (a,)p>0 C T estd uniformemente distribuida o
equidistribuida si para todo intervalo I C T se cumple

n<
lm #{a, €1 n_N}:

En primer lugar, nétese que equidistribucién y densidad topolégica son conceptos esencial-
mente diferentes: sin ir mas lejos, que una sucesion sea densa no depende del orden (lo es como
conjunto sin més), mientras que su equidistribuciéon si. De hecho existen sucesiones equidistri-
buidas en T que dejan de serlo al reordenarlas adecuadamente. Sin embargo, si hay una relacién
logica entre densidad y equidistribucién: toda sucesiéon equidistribuida es densa, pero no vicever-
saZ. Encontrar un contraejemplo del reciproco es una tarea trivial: basta con anadir términos a
una sucesion densa que impidan la equidistribucion; no obstante, dejaremos la primera de las afir-
maciones en forma de proposicién con su correspondiente demostracion, més por su importancia,
que por su dificultad.

Proposicion 5.7. Toda sucesion equidistribuida en T es densa.

DEMOSTRACION. Escojamos € > 0 y « € T cualesquiera. Por ser (a,), -, equidistribuida, tene-
mos que a
lm #{an € [-e+z,24+¢]:n <N}

=2 .
N —oc0 N e>0

De esto, se sigue que para N suficientemente grande existe a,, de modo que |z — a,| < €, y por
tanto queda demostrado que (ay), -, s densa. O

Por tanto, uno espera que las sucesiones equidistribuidas tengan propiedades mas fuertes que
aquellas que son densas exclusivamente. La diferencia estriba en el hecho de que la segunda es
una definicién meramente topologica mientras que la primera impone una distribuciéon métrica
muy restrictiva. Todo esto se pone en evidencia con la construccién que sigue: de manera trivial,
la definicion 5.6 es equivalente a pedir que

N
lim N Z x1(ay,) =m(I), para todo intervalo I C T. (5.1)

Aproximando mediante sumas superiores e inferiores y aplicando la igualdad (5.1); se obtiene la
siguiente proposicion:

Proposicion 5.8. La sucesion (an)n>0 C T estd uniformemente distribuida si y sdlo si para
toda funcion f integrable Riemann se cumple

2Mejor dicho: toda sucesién que admita alguna reordenacion equidistribuida es densa.
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CAPITULO 5. SUCESIONES Y CURVAS EQUIDISTRIBUIDAS

DEMOSTRACION.

(=): Supongamos que (a,)n>0 esta uniformemente distribuida. Como consecuencia de (5.1),
tenemos que para toda funcion simple; es decir, de la forma s(t) = Zf\io CiXbsbis1) (),
donde 0 = by < by < ... < by = 1; se cumple

N

o1 '
A}gnoo i Z s(an) = /0 s(t) dt.

n=0

Sea ahora f una funcién integrable Riemann cualquiera. Por la definicién de integral
de Riemann, existen para todo € > 0 dos funciones simples s; < f < s9 de modo que
fol (s2(t) — s1(t)) dt < €; de donde se deducen las siguientes desigualdades

1 1 N N
< o < Vi
/Of(t)dt 6_/0 s1(t) dt &grlm§51(an)_l}\%gf§f(an)
N N 1 1
< limsu ay) < lim sa(an, :/ So(t dtS/ t)dt +e.
s 3 flan) < Jim 3 salon) = [ty it< |50

Por ultimo, haciendo ¢ — 0 se deduce la primera implicacién.

(«<): Supongamos ahora que para toda funcion integrable Riemann se tiene

Sea ahora un intervalo cualquiera I = [b,¢] C T; en particular, tenemos que x(t) es una
funcién integrable Riemann, y por tanto

de donde se deduce que (an)n>0 estd uniformemente distribuida.

O

Con un poco mas de esfuerzo en la implicacion (<) se puede probar el analogo a la proposicion
5.8 para funciones continuas. El truco de la prueba es que para € > 0 arbitrario, existen f; <
x1 < f2 continuas de modo que fol (f2(t) — f1(t)) dt < g; y el argumento culmina con una cadena
de desigualdades similar a la llevada a cabo en la implicacién (=). Dejamos esta afirmacion en
forma de proposicién para apelar a ella en la demostracion del criterio de Weyl.

Proposicion 5.9. La sucesion (an)n>0 C T estd uniformemente distribuida si y solo si para
toda funcion f continua se cumple

Acabamos con un ultimo e importante criterio para buscar sucesiones uniformemente distri-
buidas. El teorema lleva el nombre de Hermann Weyl (1885-1955) quien lo prob6 en 1916, véase
[53].
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5.2. SUCESIONES UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS: EL CRITERIO DE WEYL

Teorema 5.10 (Criterio de Weyl, 1916). La sucesion (an)n>0 C T estd uniformemente distri-
buida si y solo si para todo entero k € Z\ {0} se cumple

im — E 27Tzkan —
N—oco N

DEMOSTRACION DEL CRITERIO DE WEYL.

(=): Esta implicacion es trivial. Supongamos que la sucesion (a,),>o estd uniformemente dis-
tribuida; en particular, por ser e?™*** continua para todo k € Z, se cumple la proposicién
5.9. Por tanto, teniendo en cuenta la férmula de de Moivre

>R — cos (27kt) + i sen (27kt)

basta con comprobar las siguientes integrales inmediatas para k € Z \ {0}
1 1
/ cos (2mkt) dt =0 y / sen (2rkt) dt = 0.
0 0

(«): Para la demostracion de esta implicacion usaremos el teorema de aproximacion de Weiers-
trass (léase la nota 5.2.1 méas adelante). Supongamos que

lim — g e2mikan — ()
N—oo N

para todo k € Z\ {0}. En particular tenemos que

I\}gnoo — nZ;Jcos (2rka,) =0y hrn — z%sen (2rkay) =

para todo k € Z \ {0}; de donde se deduce que para todo polinomio trigonométrico S se

satisface
5500 [ st

Apelamos ahora al teorema de aproximacion de Weierstrass: sean f continua y € > 0,
tenemos que existe S polinomio trigonomeétrico tal que |f(t) — S(t)| < € para todo ¢t € T,

entonces:
1 N
RS Zf (o) = Jin, ZS )+ i, 7 2 (o) = S(en)

:/ S(t) dt+0 (¢ /f dt+/( (£) = F(8)) dt+ O (¢)
:/ F(t) dt+ 0 (c)
0

y haciendo ¢ — 0 probamos que se cumple la proposicién 5.9, concluyendo asi la prueba
del teorema.
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Una bonita aplicaciéon del criterio de Weyl es la siguiente generalizaciéon del teorema 5.2:

O

Corolario 5.11. Sea o € R. Entonces, la sucesion a, = {na} C T estd uniformemente distri-
buida si y solo si a es irracional.

DEMOSTRACION. De nuevo, veamos cada implicacién por separado:

(=): Supongamos que « es racional; entonces existe r € Z\ {0} tal que ra € Z. Por consiguiente,

aplicando el criterio de Weyl tenemos

N N
1 , 1 : N+1
K 2mir{na} _ I 2mi(rna—|rnal) _ K -1
Noeo N ngoe N N ngoe NS N ’

de lo que se deduce que (a,)n>0 no estd uniformemente distribuida.

(«<): Para la implicacién opuesta vamos a aplicar de nuevo el criterio de Weyl. Supongamos que
« es irracional, en tal caso tenemos que {na} # 0 para todo n > 1. Por tanto, para todo

k € Z\ {0} se cumple
N N B
) ) , 1— eQWlk(N+1)()l
2rik{na 2mika\™ .
Ze { }:Z(e ) = 1 — e2mika ’

n=0 n=0

por lo que tomando limites y acotando se tiene que

1fm 1 i e2mik{natl < iy o2 0
N—soo N — ~ Nooco N ‘1—62ﬂ'iko“ ’

y apelando al criterio de Weyl queda demostrado el teorema.

O

Antes de seguir, lector, retroceda unas pocas paginas y compruebe que como corolario del
criterio de Weyl y la proposicién 5.7 obtenemos el teorema 5.2.

7

Nota 5.2.1 (El teorema de aproximacién de Weierstrass): Durante la demostracion del criterio de
Weyl apelamos a uno de los teoremas clasicos del andlisis, el teorema de aproximacion de Weierstrass.
Aprovechamos esta nota para recordarlo:

Teorema (de aproximacion de Weierstrass). Sea f € C([a,b],R). Entonces, para todo € > 0, existe un
polinomio p tal que |p(xz) — f(z)| < € para todo z € [a,b].

De paso, daremos una version algo mas fuerte que usaremos mas adelante, el conocido como teorema
de Stone-Weierstrass:

Teorema (de Stone-Weierstrass, 1937). ¢ Sea X un espacio de Hausdorff compacto y A una subdlgebra
de C (X,R) no trivial. Entonces, A es denso si y sdlo si separa puntos.

“M.H.STONE, Applications of the theory of boolean rings to general topology, Trans. Amer. Math. Soc.,
41, no. 3, (1937), pp. 375-481.
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5.3. CURVAS UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS

Medir conjuntos mediante sucesiones equidistribuidas

Una posible aplicacién de las sucesiones equidistribuidas es aproximar o calcular la medida
de un conjunto D C T contando el namero de puntos que caen dentro (una especie de método
de Montecarlo; de hecho, en la literatura puede encontrarse con el nombre de quasi-Montecarlo)
mediante la férmula N

1

NHinooN;XD(a") =m (D). (5.2)
Ya hemos visto en (5.1) que para intervalos la formula anterior si es valida; por tanto, es de
esperar que mediante uniones, intersecciones y el paso al limite seamos capaces de aproximar
la medida de una gran cantidad de conjuntos D. Y asi serd, aunque no tendremos todas con
nosotros... Para conjuntos Lebesgue medibles cualesquiera no podemos afirmar que se cumpla la
igualdad (5.2). Por ejemplo: sean Q el conjunto de ntimeros algebraicos y la sucesion a,, = {nv/2}
en el toro. Por un lado, tenemos que a, € Q para todo n > 0, por lo que

1 N
iy 2 xalan) =1

Sin embargo, por otro lado, tenemos que Q es un conjunto numerable, y por tanto m (@) =0.
Esto nos lleva a la siguiente pregunta: «jexiste una condicién suficiente sobre el conjunto D
para afirmar que la formula (5.2) se satisface?s La respuesta es afirmativa y un argumento
inmediato, teniendo en cuenta la proposicion 5.8, es el siguiente: «siempre que xp(t) sea una
funcién integrable Riemanny; pero esto es como decir que la medida del conjunto D pueda
aproximarse arbitrariamente mediante intervalos desde dentro y desde fuera:

Definicién 5.12. Sea D un conjunto de T. Se dice que D es medible Jordan? si para todo
e > 0 existen dos intervalos cerrados I; C D C I, tales que m (I3 \ I;) < €.

Con esta definicién y el parrafo anterior se deduce la siguiente proposicién:

Proposicion 5.13. Sean (a,,)n>0 C T una sucesion uniformemente distribuida y D un conjunto
medible Jordan. Entonces, se cumple

N
o
Jim = ;)XD(%) =m (D).

5.3. Curvas uniformemente distribuidas

Si en la secciéon anterior considerabamos sucesiones equidistribuidas en el toro, en ésta vamos
a estudiar curvas equidistribuidas. De nuevo, bajo ciertas hipotesis adicionales, deduciremos una
proposicién similar a la 5.8: el paso del discreto al continuo provocard que la suma que aparecia
en el lado izquierdo de la igualdad pase a ser una integral. Vamos con la definicién formal de
equidistribucién para curvas:

Definicién 5.14. Sea 7 : [0, +00) — T¢ una curva parametrizada y continua en el toro. Se
dice que () estd uniformemente distribuida o equidistribuida en T si para todo cerrado

simple C' = Hle[ai, b;] se cumple

lim %m({T €0, T):v(r) e C}) =m(C).

T—o0
3Nétese que nuestro contraejemplo, los niimeros algebraicos, no satisface esta condicién; ya que es numerable
y denso simultidneamente.
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CAPITULO 5. SUCESIONES Y CURVAS EQUIDISTRIBUIDAS

Notese que la velocidad de la parametrizacién es una hipoétesis necesaria: analogo a lo que
discutiamos al comienzo de la seccién 5.2 con la reordenacién de sucesiones, un cambio de para-
metrizacién adecuado puede transformar una curva equidistribuida en otra que no lo es (aunque,
por supuesto, el grafo de la curva seguira siendo el mismo). Como veremos, ésta no es la tnica
similitud entre este caso y el que estudiamos con las sucesiones equidistribuidas. En primer lugar,
la proposicién 5.7 también se cumple para curvas: toda curva uniformemente distribuida en T¢ es
densa. En segundo lugar, se puede remedar la construccién que culminaba con las proposiciones
5.8 y 5.9 para obtener los siguientes resultados analogos para el caso de curvas equidistribuidas.

Proposicién 5.15. Sea v(7) una curva en T?. Entonces, () estd uniformemente distribuida
st y sélo para toda funcion f integrable Riemann se cumple:
T

Jin 1o ar= [ fe0dx

Proposicién 5.16. Sea v(7) una curva en T?. Entonces, () estd uniformemente distribuida
si y solo para toda funcion f continua en T se cumple:
1 T

Jim [ ) dr= [ px)ax

Y mediante el mismo argumento que en el caso de sucesiones obtenemos como corolario la
versién continua de la proposiciéon 5.13:

Proposicién 5.17. Sean v(7) una curva uniformemente distribuida en T¢ y D C T un conjunto
medible Jordan. Entonces,

T
jlijnw%/(J xp (y(7)) dr =m (D).

Donde medible Jordan en este caso quiere decir que puede aproximarse desde dentro y
desde fuera mediante cerrados simples de T¢; es decir, D es medible Jordan si para todo & > 0
existen C; C D C Cy cerrados simples tales que m (Ce \ C1) < €.

El criterio de Weyl para curvas

Teorema 5.18 (Criterio de Weyl para curvas). Sea v(7) una curva en T¢. Entonces, v(7) estd
uniformemente distribuida si y sdlo si

1 (T
lfm —/ 21k dr = 0

T—oo T 0

para todo k € 74\ {0}.

DEMOSTRACION DEL CRITERIO DE WEYL PARA CURVAS. Como veremos, la prueba es muy
parecida a la que dimos para sucesiones:

(=): Supongamos que ¥(7) estd uniformemente distribuida en T¢. En particular, v(7) satisface
las hipotesis de la proposicion 5.16; por tanto, puesto que las funciones e2™*&7(7) son
continuas para todo k € Z?\ {0}, se comprueba que

1 T
lim 7/ 627Ti<k,~/('r)> dr :/ 627ri<k,x) dx =0
0 Td

y queda probada la primera de las implicaciones.
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5.3. CURVAS UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS

(<=): Supongamos que para todo k € Z¢\ {0} tenemos,

1 T
lim — / 2™ k(M) g = 0.

T—oo T 0

En particular, de aqui se deduce que

T T
lim %/0 sen (27 (k,y(7))) dr =0 y lim %/0 cos (27 (k,y(7))) dr = 0.

T—o0 T—o0

Sean f una funcién continua en T? y € > 0 cualesquiera; del teorema de Stone-Weierstrass
(léase la nota 5.2.1) se deduce la existencia de un polinomio trigonométrico S de modo que
|S(x) — f(x)| < ¢ para todo x € T?. Entonces,

T T
Cg&f/f mfhm%/'w<»dw+m374(ﬂwmfswm»m

— lim 7/ S(v(r) dr+0(e) = | S(x) dx+0(e)

:/Tdf(x) dx—l—/Td(S(X)—f(X)) dx + O (e)

[ 160 dx10()

y haciendo € | 0, como consecuencia de la proposicién 5.16, queda demostrado el teorema.

O

De nuevo, siguiendo con las analogias, obtenemos un corolario similar al 5.11.

Corolario 5.19. Sea o = (ay,...,aq) € R%. Entonces, la recta v(7) = {ra} estd uniforme-
mente distribuida en T si y sdlo si los o; son linealmente independientes sobre Q.

DEMOSTRACION. Otra vez, la demostracion es paralela a la del corolario 5.11:

(=): Supongamos que existe una dependencia lineal no trivial sobre Q de los «;, es decir:

d
Z ria; € Z, para ciertos r; € Q no todos nulos.
i=1
Sear = (ry,...,rq), entonces
. 1 T 2mi(r,y(7)) . 1 T 2miT(r, o) ‘ 1 T
lim — e TN dr = lim — e X dr = lim — ldr =1.
T—oo T 0 T—o0 0 T—o0 0

Por consiguiente, como 7(7) no satisface el criterio de Weyl se sigue que no es equidistri-
buida.

(«<): Supongamos que que los «; son linealmente independientes sobre Q. Demostraremos esta
implicacién comprobando que la curva v(7) satisface el criterio de Weyl: de la independencia
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lineal sobre Q se deduce que {(k, )} # 0 para todo k € Z?\ {0}; por tanto

e 1 [T .
lim _/ 2k (1) gr — 1fm — (ezm<k,a>> dr
T—oo T /g T—oo T [g
T

. 1 eQﬂiT(k,a}
Tl T |:2’/Ti (k, a)]o

1 eQTm’T(k,a) -1
= lim = (&),
7o T ( 27i (K, ) )

Acotando esta ultima expresion tenemos:

1 T ) 1 e27riT(k,o¢) -1 1 2
i LI [ emitenn gp| = g Lo [ETTEV S gL 2
700 T /0 N N ST | 2milka) |~ roee T 270 (k)]
Del criterio de Weyl deducimos que (7) esta equidistribuida.
O

Del mismo modo que hemos hecho durante todo el capitulo, veamos un par de dibujos en T2
que nos ayuden a visualizar qué esta ocurriendo:

o D"\ D‘Z DIJ 04 DI5 Dlﬁ 07 Dla D‘B 1
Figura 5.5: Recta de la forma (7log(11), 7log(2)). Figura 5.6: Recta de la forma (75, 74).

Convergencia uniforme de integrales mediante curvas equidistribuidas

Para este apartado es necesario repasar brevemente el estudio de familias de funciones rela-
tivamente compactas de C(X,R) y el teorema de Arzela-Ascoli. En lo que sigue (X, d) denotara
a un espacio métrico y consideraremos sobre C(X,R) la topologia compacta-abierta, que en
el caso que nos concierne, no es sino la que resulta de considerar la convergencia uniforme sobre
compactos de R.

Aunque las definiciones que vienen podrian darse en un contexto topologico mas amplio, nos
limitaremos en todas al caso que nos atane: (X, d) es un espacio métrico.
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Definicion 5.20. Se dice que A C X es relativamente compacto si toda sucesion en A tiene
una subsucesion que converge en X; esto es, A es relativamente compacto si cl (4) es compacto.

Definicién 5.21. Sea F C C(X,R). Decimos que la familia F es equicontinua en el punto
o € X si, para cada € > 0 existe § > 0 de modo que

f (D(x0,6)) C D (f(z0),€)
para toda funcion f € F. Decimos que F es equicontinua si lo es para todo punto de X.

Por ejemplo, para z € [—1,1] y n > 1 entero, la familia de funciones dada por f,(z) = nz no

es equicontinua en z = 0; mientras que la familia de funciones g, (z) = sen (£) sf lo es.
1 1
0,75 0,75
0,5 0,5
0,25 0,25
-1 -0,75 —-0,5 —0,25 0,25 0,5 0,75 1 -1 -0,75 -0 0,25 0,5 0,75 1

0.2 fl)== 0,25 f(z) =sen(z)

flx) =2z f(z) =sen (%)
L ols —0,5

d,75 f(z) =4z —0,75 f(=z) :SCH(%)
1 -1

Figura 5.7: La familia de funciones f,(z) = nz. Figura 5.8: La familia de funciones gn () = sen (£).

Definicién 5.22. Sea F C C(X,R). Decimos que la familia F estd uniformemente acotada
si para cierto M < +o0, se cumple |f(z)| < M para todo z € X y toda f € F.

Asimismo, notese que las familias (f,)n>1 ¥ (gn)n>1 10S sirven respectivamente como ejemplos
de una familia que no estd uniformemente acotada y otra que si lo esta.

Usaremos estas definiciones anteriores para obtener un criterio que nos permita distinguir
familias de funciones relativamente compactas y/o compactas en el espacio C(X,R): el teorema
de Arzela-Ascoli. Lo enunuciamos sin demostracion, puede encontrarse una en [1].

Teorema 5.23 (Teorema de Arzela-Ascoli). * Sea (X, d) un espacio métrico compacto y F una
familia de funciones en el espacio C(X,R). Entonces, F es relativamente compacta si y sdlo si
es equicontinua y uniformemente acotada.

Teorema 5.24 (Teorema de Arzela-Ascoli para compactos). Sea (X,d) un espacio métrico
compacto y F una familia de funciones en el espacio C(X,R). Entonces, F es compacta si y sélo
si es cerrada, equicontinua y uniformemente acotada.

4E] tiempo y el desarrollo del anélisis funcional han provocado que el enunciado seminal, demostrado por
los matematicos italianos Cesare Arzeld (1847-1912) y Giulio Ascoli (1843-1896) a finales del siglo XIX, se haya
generalizado en varias direcciones. La primera publicacion del teorema de Arzela-Ascoli con un enunciado similar
al que damos aqui quizas sea:

C.ARzELA, Sulle funzioni di linee, Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna Cl. Sci. Fis. Mat., 5, no. 5, (1895), pp. 55-74.
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CAPITULO 5. SUCESIONES Y CURVAS EQUIDISTRIBUIDAS

Ahora es momento de aplicar todas estas nociones a nuestro proposito: aproximar uniforme-
mente integrales sobre conjuntos en el toro T¢ a partir de curvas uniformemente distribuidas.

Teorema 5.25. Sea v(7) una curva uniformemente distribuida en T¢. Sea D C T¢ un conjunto
medible Jordan y F una familia de funciones complejas uniformemente acotada y equicontinua.

FEntonces
1 T

tm = [ £ () xp (1(7) dr = /D £(x) dx

T—oo T 0

uniformemente respecto de f € F.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 cualquiera. Como T? es compacto, el teorema de Arzela-Ascoli nos
dice que F es una familia relativamente compacta; de esto se deduce la existencia de f1,..., fxy €
F de modo que para toda f € F se tiene que

sup | £(x) = f;(x)] < =— (5.3)

x€eD 3- m(D)

para alguna de las f; con 1 < j < N. Por ser las f; continuas, de la proposicion 5.16 se infiere
la existencia de Ty de modo que para todo T > Tj se tiene

T
‘ [ peax—5 [ 566 w60 dr

<=
3

para cualquiera de las f;. Ya estamos en disposiciéon de probar el teorema: sean f € F cualquiera
y f; cumpliendo la desigualdad en (5.3), acotando se tiene:

I I
[ teax— g [ ooy arl < | [ -5 [ 56w 6e) o

1] /7
| [ = s+ 7| [ 06 - HaE) w6 i <5+ 55 e
de donde se deduce la convergencia uniforme. O

Durante la prueba del teorema de universalidad de Voronin, apelaremos a este ultimo resul-
tado.
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Series de Dirichlet

El objeto de estudio en este capitulo son las series de Dirichlet que son series de la forma
oo
f(Z) _ Z anefAnz’
n=1

donde (A,;),>1 es una sucesién creciente de ntimeros reales cuyo limite es +00, y (an)n>1 una
sucesion cualquiera de nimeros complejos. En particular, nos centraremos en las conocidas como
series de Dirichlet ordinarias que son aquellas tales que A,, = log(n); esto es, series de Dirichlet

de la forma
o0

fe) =3

n=1

Qnp

Esta vez la Historia si ha sido justa y consecuente y, como indica su nombre, las series de
Dirichlet fueron introducidas por Dirichlet (1805-1859); quien las aplicd en diversos problemas
de teoria de nimeros como el conocido teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones arit-
méticas.

Las referencias que se han seguido para el desarrollo de este capitulo han sido indistintamente
[23] y [49] para ambas secciones. Por supuesto, invito al lector a ojearlas y compararlas con lo
que aqui exponemos.

6.1. Teoria elemental de las series de Dirichlet: convergencia
y orden

El plano de convergencia uniforme

En esta primera seccién nos centraremos en el estudio de la convergencia de las series de
Dirichlet, asi como en las propiedades analiticas basicas que satisfacen. Enunciaremos todos los
resultados para series de Dirichlet ordinarias; no obstante, remedando cada una de las demos-
traciones que siguen, son igualmente vélidas para el caso general, véase [23].
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CAPITULO 6. SERIES DE DIRICHLET

Teorema 6.1. Sea f(z) = >, -, a,n™ " una serie de Dirichlet convergente para zo. Entonces,
f(2) converge uniformemente en todo el sector angular definido por

|[Arg(zo — 2)| < g -0,

para todo 0 < 0 < 3.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que zg = 0, ya que en caso con-
trario podriamos aplicar los cambios

a, = 2 =z-2
n n?o y - 0
!
y la serie de Dirichlet »_, -, a;n™* convergerfa para z' = 0.

Para comprobar que f converge uniformemente veamos que para todo z en el sector angular
descrito, la sucesiéon
N
Sy = Z apn_*
n=1

satisface el criterio de Cauchy. Antes de nada, veamos un par de relaciones que necesitaremos en
la demostracion: como por hipétesis ZnZl a, converge, se deduce que

oo
> an
n=N+1

tiende a 0 cuando N — +o0. Por tanto, para N > M y aplicando sumaciéon por partes en (%),
se tiene:

N N
Sy — Sy = Z ap,n F = Z (Rn_lfRn)niz
n=M+1 n=M+1
R R al 1 1
M N
— _ + R, - ( — ) . 6.1
Sy wer 2 G (o1
Ahora, acotando como sigue
— ——|= 7/ 2t Nt < |z|/ tREqt
(n+1)* n? n n
|| ( —R(z) —R( ))
= . 2 — 1 z 6.2
Ry (7" - )T (62)

ya nos encontramos en disposicion de probar que Sy satisface el criterio de Cauchy.
Sea £ > 0 cualquiera y Ny = Ny(¢) un entero tal que R,, < ¢ para todo n > Ny, tomando
N > M > Ny y considerando las ecuaciones (6.1) y (6.2) tenemos:

o RM N 1
\SNfSMl—(MH) 1) +n%:+1 (+1) n)

N
€ € e 2| —R(2) —R(2)
< . — 1
I+ (N+1F | RG) n;M:H @ (n+ 1))
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6.1. TEORfA ELEMENTAL DE LAS SERIES DE DIRICHLET: CONVERGENCIA Y ORDEN

2 |z|
R(z)
= 2¢ (1 + cosec (4)) .

< 2+

2e (1 4 sec (Arg(z))) < 2¢ (1 + sec (g - 5))

Con lo que concluye la prueba del teorema. O

Figura 6.1: Sector angular de la forma |Arg(zo — 2)| < § — 6.

Un corolario inmediato del teorema 6.1 es el siguiente:

Corolario 6.2. Sea f(2) = ), -, ann™* una serie de Dirichlet. Entonces, si ). -, a,n" > es
convergente para zo también lo es para todo z € C tal que R(z) > R(2o). -

Por consiguiente, con respecto a su convergencia, dada una serie de Dirichlet podria suceder
cualquiera de las siguientes tres posibilidades:

= La serie de Dirichlet converge para todo z € C, como por ejemplo:

oo

fy =3 U

= La serie de Dirichlet no converge para ningin z € C, como por ejemplo:
= n!

f(z) = nz

n=1
= Existe un namero oy, al que llamaremos abscisa de convergencia, de modo que f(z) es
convergente para todo R(z) > oy y divergente u oscilatoria para todo R(z) < 0¢. Es decir,
la abscisa de convergencia se define como:

oo :=nf{z € R:Vy € R, f(z + iy) converge}.
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En otras palabras, si en los dos primeros puntos convenimos oyg = —00 y 09 = +00 respec-
tivamente, de la discusion anterior inferimos que el plano de convergencia de una serie de
Dirichlet cualquiera es siempre un semiplano de la forma $(z) > op; a saber que en la recta
R(2) = 09, a la que llamaremos linea de convergencia, la cuestion sobre la convergencia ain
queda abierta.

No es posible dar un criterio general con respecto a la convergencia sobre la recta R(z) = oo,
por lo que seria necesario un estudio en cada caso concreto; por ejemplo, puede verse que las dos
series de Dirichlet

(=3 v gl = Y MR (63

tienen como abscisa de convergencia op = 1; sin embargo, mientras ¢g(z) converge para todos los
puntos de la recta R(z) = 1, {(z) no lo hace para ninguno. Pueden verse mas ejemplos de este
tipo en la seccion 3 de [23]. La discusion anterior queda parcialmente resumida en el siguiente
enunciado, al que apelaremos en el préximo apartado:

Teorema 6.3. Sea f(z) =) -, a,n"* una serie de Dirichlet. Entonces ésta puede converger
para todo z € C, no converger para ningin z € C o converger sélo para algunos z € C. En este
dltimo caso, existird un nimero real oy de modo que la serie es convergente para todo R(z) > og
y divergente u oscilatoria para todo R(z) < oy.

Otro corolario del teorema 6.1 es que el plano de convergencia hace también las veces de
dominio de holomorfia de f, es decir:

Corolario 6.4. Sea f(z) =), -, ann™? una serie de Dirichlet. Entonces, f(z) es holomorfa en
el plano de convergencia R(z) > 0.

DEMOSTRACION. Notese que para todo entero n > 1, la funcion n~% es entera. Asi pues, sea
R(z) > 00 y D(2,6) C {z € C: R(2) > 0¢p}. Como la serie ) ., a,n~* converge uniformemente
en el disco D(z,¢), f(z) define una funcion holomorfa en dicho disco. Por tltimo, puesto que la
eleccion de z ha sido arbitraria, se deduce que f(z) es holomorfa en todo el plano de convergencia.

O

El plano de convergencia absoluta

Si consideramos las mismas discusiones que en el apartado anterior para la serie de Dirichlet

dada por
o0
>
n=1 n

deducimos el siguiente enunciado, analogo al teorema 6.3 para el caso que estamos considerando.

Teorema 6.5. Sea f(z) =) - a,n"* una serie de Dirichlet. Entonces ésta puede converger
absolutamente para todo 2 € C, no converger absolutamente para ningin z € C o converger
absolutamente solo para algunos z € C. En este ultimo caso, existird un numero real ¢ de modo
que la serie es absolutamente convergente para todo R(z) > & y no hacerlo para todo R(z) < &.

Por lo que dada una serie de Dirichlet cualquiera podemos definir, ademas de su abscisa,
linea y plano de convergencia; su abscisa, linea y plano de convergencia absoluta. A la
abscisa de convergencia absoluta la denotaremos, como en el teorema 6.5, por . Ademas, como
la convergencia absoluta implica la uniforme, es evidente que oy < &. No es dificil dar ejemplos
de series de Dirichlet tales que 09 =7 y 0¢ < 7
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= La serie de Dirichlet dada por ((z) = >_,,~; n~ 7 cumple oy = ¢ = 1. Como ya sabra el
lector, este ejemplo no es otro que la célebre funcién zeta de Riemann. Estudiaremos a
fondo esta funcién en el siguiente capitulo.

» La serie de Dirichlet dada por n(z) := > o, (—=1)""'n~* cumple 0 = 0y < & = 1. A
esta serie de Dirichlet se la conoce como funcién 7 de Dirichlet y sera una herramienta
crucial en dos de las demostraciones centrales del trabajo.!

Notese ademés, que para R(z) > 1 se satisface la igualdad 7(z) = (1 — 217%)((2):

%) e’} oo _1\n+1
(=290 = (=0 3o = 3 o e = S =)

Posteriormente, esta observacion nos ayudara a extender analiticamente la funcién ¢ a dominios
mayores que R(z) > 1.

En general, para series de Dirichlet ordinarias puede comprobarse la desigualdad
09 20— 17

por lo que las abscisas ¢ y op no pueden estar arbitrariamente separadas. En este sentido, los
dos ejemplos vistos en la discusién anterior podrian considerarse como «extremalesy .

Series de Dirichlet de orden finito

En general, dada una funcién f(z), decimos que f tiene orden u € R si satisface la relacion
asintotica

f(z) =0(|2"). (6.4)

Razonando como venimos haciendo para determinar las abscisas de convergencia y convergencia
absoluta, tomando el infimo de los u € R para los que se satisface la ecuacion (6.4) (incluyendo
como posibilidades = —oo y p = +00), podemos hablar de el?> orden de una funcién.

Como veremos, en el caso de series de Dirichlet nos interesara conocer su orden exclusivamente
sobre rectas y bandas verticales. Asi pues, dada f(z) = anl an,n~? una serie de Dirichlet
decimos que tiene orden p en la abscisa o > oy si

fla+iy) =0 (ly").

Razonando como lo hicimos tras la ecuaciéon (6.4), podemos hablar de el orden de una serie de
Dirichlet en la abscisa @ > 0. En particular, estaremos interesados en las series de Dirichlet
de orden finito. Un ejemplo de una serie de Dirichlet de orden finito al que nos referiremos
posteriormente es el de la funcién n para toda abscisa a > 0, veamoslo: fijado o > 0, sea
0 < € < a cualquiera; claramente Y -, (—1)""'n"° es convergente, asi pues definamos para lo
que resta de discusion -

N N (_1)n+1
n=1 n=1

ISi tiene a bien, lector, lea la nota 1.1.1 que vimos en el primer capitulo y observe las relaciones que hay con
este ejemplo.
2Notese el articulo determinado.
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Sea z de la forma z = a — € + iy, aplicando sumacién por partes, tenemos para N > M

i“”‘f“uis-(l ! > Sw_ Sy
=i et kD)) (M1 (N1

n=M+1

como R(z) = o — e > 0, haciendo N — +o00 tenemos

. >, a, M an ad 1 1 S
o =3 =3 e 3 s () e

Ahora, tomando valores absolutos y acotando como en (6.2) tenemos:

M 00
. 1 C|z| 1 1 C
In(a +iy)| < nz::l no—c + R(2) ’ Z (nas - (n+ 1)a5> + (M + 1)o—=

n=M+1

M+1
1 Cly|
</1 =1 dt + = +C

< M=) Ly M9 1 C,

y finalmente, tomando M = [|y|] se deduce que 7 es de orden finito en la abscisa « > oy, pues:
In(a + i)l = O (|y/'~**9) , ve > 0. (6.5)

De hecho, reproduciendo la discusién anterior para una serie de Dirichlet ordinaria cualquiera,
se deduce el siguiente teoremas:

Teorema 6.6. Sea f(z) =), -, a,n"* una serie de Dirichlet y og su abscisa de convergencia.
Entonces, para todo og < a < 09 + 1 se tiene

[flatiy)| =0 (7)),

para todo € > 0.

6.2. La férmula del valor medio cuadratico

Nuestra intencién en esta seccién es probar una férmula del valor medio para series de Di-
richlet en la norma L? sobre bandas verticales. La seccién culminara con el teorema 6.9, al que
posteriormente nos referiremos en alguno de los teoremas centrales del trabajo. Un primer re-
sultado en la direccién que queremos tomar es el siguiente, aunque en este caso consideramos la
norma, L? exclusivamente sobre rectas verticales:

Teorema 6.7. Sean f(z) = < an,n * y g(z) = >, <, bun~7 series de Dirichlet. Sean G y
o4 sus abscisas de convergencia absoluta respectivamente. Entonces, para todo o> ¢ y 8> d,
se cumple

1 > anbn

T
TETM?/_Tf(“+Zy)'g(B_Zy) W=D s

n=1
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DEMOSTRACION. Haciendo el producto tenemos

oo

flatiy)-g(B—iy) = ZZ% + 2 ;ZZZ% ' (%>v

n=1 m¥#n

Ahora, como con «a y f fijos las series convergen uniformemente y absolutamente en todo intervalo
[—T,T)] para la variable y, podemos integrar término a término para obtener:

I . 1 (7 (X anby Ambn TN\
g [ fatin) o~ i) dy =5 (Zna+ﬁ+zmanﬁ-(m) )dy

n=1 m¥#n
T .
_ Ambn n\ %W
e s [ ()

_Z Z amby,  sen (T log(n/m))
na+ﬁ = menf 2T log(n/m)

El factor que involucra a T estd uniformemente acotado con respecto a T, m y n, y tiende a 0
cuando T' — +o00. La demostracién concluye apelando al teorema de la convergencia dominada.
O

Tomando f = g en el teorema 6.7, se deduce el siguiente corolario:

Corolario 6.8. Sea f(z) =), -, apyn™ 7 una serie de Dirichlet y ¢ su abscisa de convergencia
absoluta. Entonces, para todo o > & se cumple

Jim 1/T f(a+iy)[2d —i"’”'Q (6.6)
T=4o00 2T J_p w = — n2e '

Dos cuestiones a senalar surgen aqui: en primer lugar, la cota inferior dada para « en las
hipotesis del corolario, es decir a > @, puede mejorarse; aunque encontrar el infimo de los « para
los que se satisface el limite (6.6) no es tarea facil: en parte de la literatura que trata el tema
de las series de Dirichlet, como por ejemplo [49], a dicho infimo se le denomina como abscisa
de valor medio y al semiplano que deja a la derecha como semiplano de valor medio. En
segundo lugar, jqué tipo de convergencia se da en (6.6)7 El siguiente teorema, endureciendo un
poco las hipotesis, responde a esta tltima pregunta (véase la seccion 9.5 de [49]):

Teorema 6.9. Sean f(z) =), -, ann™* una serie de Dirichlet y o € R tal que f(z) es holomorfa
para R(z) > o, de orden finito en la abscisa o y la cantidad

L o il d
— o+i
o7 |, y)I© dy
permanece acotada cuando T — +oo. Entonces, para o > o
2

tm L[ |f(a+ iy)|* dy = i 2]
T—+oo 2T T n2a

n=1

uniformemente en toda banda vertical o < 07 < a < 3.
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Este teorema pone en evidencia la existencia de un ntmero real o,,, que no es sino el infimo
de los o para los que el teorema 6.9 se cumple, y un «semiplano de valor medio». Ademaés, aunque
no lo demostraremos, Titchmarsh prueba la siguiente cota para o, (véase de nuevo la secciéon

9.5 de [49]):
, _ 1
O = Max (UO,U — 2) .

Antes de empezar con la prueba del teorema, es necesario que enunciemos el siguiente lema:

Lema 6.10. Sea f(z) = ), -, ann™* una serie de Dirichlet y ¢ su abscisa de convergencia
absoluta. Entonces, para todo 6,\,c >0 y c> & — R(2) se tiene la formula®

= a N 1 etico
an —m&)* _ (= t)o~t dt.
n;nz c 2m’>\/c (A)f(z+ )

—100

DEMOSTRACION DEL LEMA. Para probar el lema, expresemos el lado derecho de la igualdad

como
1 ctico t a
(=)t ) dt.
2\ /C ( ()\) nz+t>

—100

Puesto que la serie del integrando converge absolutamente, podemos permutar el orden de su-
macién e integracién para obtener:

| C+mr(3)(n5)—tdt. (6.7)

~ .
—n® 2N oo

Vamos a aplicar ahora, el teorema de los residuos para el célculo de la integral en (6.7):
teniendo en cuenta que los polos (simples) de la funcion I'(z) se encuentran en 0, —1, -2, -3, ...
y sus residuos son

Res (T'(z); —n) = o > 05
obtenemos:
! /CHOO P (%) o)t = e i Res (I'(z/A) (nd)~%; —An)
2N J oo A )\n:0 ’
1 & S ) L PR
:XZ)\(né))‘ ( n!) =7,
n=0

Y concluye la prueba del lema. |

3Léase la nota 6.2.1 que habla de la funcién T'(z) tras la prueba del lema.
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Nota 6.2.1 (La funcién I'): La funcién gamma es una funcién meromorfa que interpola al factorial y
lo «define» en el resto del plano complejo. Se define mediante la féormula:

—+oo
T'(z) := / t*~le~t dt.
0

Asi pues, usando integracion por partes puede comprobarse la identidad I'(z 4+ 1) = 2I'(z), de donde se
deduce que I'(n) = (n — 1)! para todo entero n > 1. Usaremos fundamentalmente dos propiedades de la
funci6n I': en primer lugar, sus polos se encuentran en 0, —1, —2, —3, ... con residuo Res(T', —n) = (—1)"/nl;
en segundo lugar, satisface la estimacion asint6tica para toda constante a € C dada por (véase 4.42, ejemplo
(i) en [49]):®
1 1 1
log (T(2 +a)) = (z +a— 5) -log(z) — z + 5 log(27) + O (g) (6.8)

cuando |z| — oo y uniformemente para —7m + ¢ < Arg(z) < 7w —e.

“FEsta estimacion es una consecuencia de la conocida como férmula de Stirling para la funcién
gamma.
\ 7

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.9. Fijemos T y sea z de la forma z = o + iy con |y| < T.
Empecemos la prueba del teorema aplicando a f(z) el lema 6.10 para los valores c =0 —a 'y
A > a — o; en tal caso, s6lo dejamos a la derecha del camino de integracion al polo simple z = 0
cuyo residuo es A\f(z), por lo que

5o o—a+100
In =m0 _ pyy = L / r(t —t
;nz ¢ 1@ =90 | (,\)f(ZH)(S dt
_1/+°°r<°"0‘”3>f( iy + 8))6* 77 ds
“omn ) ) 7T
+oo
< 5H/ A9l [ f(o + iy + 5))| ds (6.9)

para cierta A € R positiva, y donde en (%) hemos apelado a la estimacion asintotica para la
funcion T que vimos en la ecuacion (6.8) de la nota 6.2.1. Ahora, vamos a estimar la integral que
aparece en la ecuacion (6.9): en primer lugar, como |y| < Ty f es por hipotesis de orden finito
en la recta R(z) = o, tenemos

+o0 +oo
/ e Al f(o+i(y+9))| ds < / e AslsAds =0 (e747T),
2T 2T

y una acotacion analoga se satisface para s € (—oo, —2T'). Aplicando ahora la desigualdad de
Cauchy-Schwarz tenemos:

2T 2 2T 2T
/ e flo+i(y+9) ds | < / s ) / e (o +ily + ) ds

—2T —2T —2T
9 2T Al . )
<3 e flo+ily +5))I" ds.

A Joor

Por consiguiente, considerando las cotas que hemos obtenido hasta el momento tenemos:

9] 2 oo ’
Z ;LTZ () _ )| < §20—20 (/ e~ Als| |f(o+i(y +s))] ds)
n=1 o
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4 2T
< 452020 ,—2AT | 5 6204—20/ e—Alsl |f(o+i(y + s))|2 ds.
—2T

E integrando con respecto a y € (=T, T) llegamos a la acotacion

.

2
dy

oo

3 In =m0 _ #(y)
n=1 n

4 2T T
< 8620720 72AT 4 1 52a—2"/ e~ Alsl / |f(o +i(y + ) dyds,
=27 -T

que si tenemos en cuenta que
T 9 T+s 9
[ serigr sl a= [ o+l ay=o()
-T —T+s
uniformemente para |s| < 27'; dividiendo entre 27 se llega a la estimacion asintotica

2

T | o0
iy e )| ay =0 (5
- n=1

uniformemente con respecto a T'. Aplicando cuidadosamente la desigualdad de Minkowski para
p = 2 (véase la ecuacion (2.2)), se tiene

2 3 1
1 /T [e’e} a, _( 5)* 1 /T ) 2
— — e\ dy| — | = f2)]" dy
2 3
1 T | o an 7(n5)>\ a—o
< ﬁ - Z; *f(Z) dy :O((; ) (6'10)
- =1

uniformemente con respecto a 7T

Ahora, si tenemos en cuenta que para ¢ > 0 la serie > -, a,n es absolutamente
convergente, siguiendo el mismo argumento que el usado en el teorema 6.7 o el corolario 6.8
tenemos

7,267(715)’\

2
1 (TS a A = |a |2 A
lim — N = (O gy = nl L em2(nd)” 11
7Yoo 2T /_T ;nz © Y 7;1 n2a € (6.11)

Fijando, por ejemplo, 6 = 1 y teniendo en cuenta las ecuaciones (6.10) y (6.11) se observa que
I 17

2 . L N2
o7 | MEP d=gp [ et ay<c

para cierta constante C' > 0 cuando 1" — +o00; por consiguiente, atendiendo a la estimacién que

. —9e — B . )
aparece en (6.10), se deduce que la aplicacién § — ) -, |an|> n2%72(n0)" e creciente y esté
acotada superiormente cuando ¢ | 0, de donde se deduce la existencia del limite

o] | 2

. |Cln|2 —2(né)> = |an
i D e =2 (612
n= n=
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Ya estamos en disposicién de concluir la demostracion del teorema. El argumento es el si-
guiente: dado € > 0, se deduce de (6.10) que podemos escoger 6 > 0 de modo que para todo

T>0 , )
T 2 T
‘(;T /_T dy) - (;T /_TIJ”(OHr@'y)\2 dy)

fijado dicho 4, en consecuencia de la estimacion que aparece en (6.11), podemos escoger Ty

suficientemente grande de modo que
2 3 3
Z |an| —2(né)*
n2()l

(/.

para todo T > Ty. Por tanto, considerando las dos tdltimas acotaciones y el limite en (6.12) se

deduce )
T 2
(;T [ i ) (Z oo )

para T > T, con lo que concluye la prueba del teorema. O

1
o} 2

Z %n o= (nd)

n=1

<

)

w| ™

oo

Z %ﬂ =)

n=1

<<
3
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La funcion zeta de Riemann

El objeto de estudio de este capitulo serd, como reza el titulo, la funcion zeta de Riemann.
En primer lugar, daremos las claves de su construcciéon y su continuacién analitica a todo el
plano complejo; en segundo lugar, estudiaremos la relaciéon entre la posicién de sus ceros y
la distribuciéon de los ntimeros primos que, inevitablemente, culminara con los enunciados del
teorema de los ntimeros primos y la Hipétesis de Riemann. Por dltimo, estudiaremos cotas
efectivas sobre la densidad de los ceros de la funcion zeta en la banda critica; més concretamente,
enunciaremos y demostraremos el teorema de Bohr-Landau que posteriormente aplicaremos en
la demostracion del ultimo teorema que aparece en este trabajo: el teorema de equivalencia de
Bagchi.

Las referencias principales en este capitulo han sido para la secciéon 7.1 los libros [24], [15] ¥
[50]; mientras que para la seccion 7.2 los articulos originales de Bohr y Landau: [9] y [10].

7.1. La funcién zeta de Riemann y su relacién con los nii-
meros primos

La funcién zeta de Riemann: construcciéon y definiciones

Definicién 7.1. Se define la funcién zeta de Riemann como la funcién de variable compleja
dada por:
= 1
= — R 1.
(=) =3 para () >

n=1

En virtud del teorema de convergencia de Weierstrass (léase la nota 2.1.1), puede comprobarse
que ésta define una funcion holomorfa en el semiplano R(z) > 1. Ademas, desarrollando cada
factor en su serie de potencias en p~" y apelando a la factorizacién unica de los enteros; puede
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comprobarse la siguiente identidad; conocida como identidad de Euler! o producto de Euler

e} 1 1 —1
> ==]](1-=) . paraR(z) > 1, (7.1)
n=1 n P p

donde el producto infinito se toma en todos los nimeros primos.

Aunque a priori hayamos definido ¢ en el semiplano R(z) > 1 mediante una serie de Dirichlet,
lo cierto es que puede extenderse de manera meromorfa a dominios mayores del plano complejo:

Teorema 7.2. La funcion ¢ puede extenderse analiticamente a una funcion meromorfa en el
semiplano R(z) > 0 con un unico polo simple en z = 1.

DEMOSTRACION. Sea z fijo tal que R(z) > 1. Teniendo en cuenta la identidad

() = 1= ()

y que 7(z) define una funcién holomorfa en $(z) > 0; se infiere la existencia de una continuacién
analitica de ¢ al semiplano R(z) > 0 con posibles polos en los puntos g = 1 +ilg’g“zr2l) para k € Z.

Ahora, procedamos de manera anéloga con la funcién 73(z) := (1 — 3'7%)((2), que conside-
rando su expresion como serie de Dirichlet (del mismo modo que lo haciamos para 7(z) en la
seccion 6.1) se demuestra que define una funciéon holomorfa para R(z) > 0. Por tanto, teniendo

en cuenta la identidad

)= T3

se infiere la existencia de una continuacién analitica de ¢ al semiplano $(z) > 0 con posibles polos
en los puntos ¢; = 1+ ilgég‘) para j € Z. Ahora, recordando que el conjunto {log(p) : p primo}
es linealmente independiente sobre Q (léase la nota 5.1.1), se deduce que el tnico polo posible

de ( en R(z) > 0 es z = 1. Veamos que z = 1 si es un polo calculando su residuo:

-n3(2),

, , Z_l _ s 1 _
Res((:1) = lim (= = 1) ((2) =l = - n(z) = log(D) - M o oy = 1.

O

El teorema anterior puede mejorarse para obtener una extensién analitica a todo el plano
complejo salvo, claro estd, el polo simple que ya hemos calculado en z = 1. Ademés, considerando
algunas propiedades de la funcién I', se comprueba que la funcién ¢ satisface la siguiente ecuacién
funcional:

(2m)*¢(1 — z) = 2cos (gz) T'(2)¢(2).

De la ecuacién funcional se observa la existencia de cierta simetria en la funcién ¢ respecto
de la recta R(z) = % de la que nos valdremos para localizar los ceros de la funcién ¢: por un lado,
recordando que ((z) no se anulaba para R(z) > 1, se deriva la presencia de ceros en los puntos
—2,—4,—6,... evaluando la ecuacién funcional en z = 2n + 1 para todos los enteros n > 1; a
éstos se les denominan ceros triviales. El resto de los ceros de la funcion zeta, los denominados

ceros no triviales, deben encontrarse en la banda 0 < R(z) < 1 simétricamente posicionados

LEl primero en probar dicha identidad, como el nombre indica, fue Leonhard Euler (1707-1783) en 1737, aunque
tratando a ¢ como una funcién de variable real exclusivamente. La referencia original, si se atreve con el latin, es:
L.EULER, Variae observationes circa series infinitas, Comment.Acad.Sci.Petropol, 9, (1737), pp. 160-188.
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respecto de la recta R(z) = % Por tanto, la bisqueda de los ceros no triviales de la funcién ¢
puede restringirse a la conocida como banda critica: % <R(z) < 1.

En la celebérrima memoria que Bernhard Riemann (1826-1866) presenté a la Academia de
Ciencias de Berlin, léase [40]?, analizaba la relacion existente entre la posicion de los ceros de ¢
y la distribucion de los niimeros primos. Aquel estudio daba lugar a la archiconocida Hipétesis
de Riemann y que siglo y medio después ain sigue sin demostrar.

HiPOTESIS DE RIEMANN:

Los ceros no triviales de ¢ estdn situados en la recta R(z) = 3.

El teorema de los nimeros primos y la Hipétesis de Riemann

En el apartado que comienza daremos un breve argumento heuristico para poner en evidencia
la relacion que hay entre la posicion de los ceros de ¢ y la distribucion de los ntimeros primos.
Hemos seguido como referencia el articulo [20]; no obstante, invito al lector a consultar los libros
[24] y/o [15] si desea completar formalmente todos los detalles de la discusion posterior:

En lo que sigue, sea x una variable real. Definamos la funcién 7w contadora de primos

m(z) ;== #{p <z :pprimo} = Z 1.

p<z

Sorprendentemente, otras funciones contadoras de primos resultan mas convenientes para
probar el teorema de los niimeros primos. En particular, definamos la funcién 1) de Chebyshev:

b(a) = 3 log(p)

pm <z

y veamos que t(xz) ~ 7w(x)log(z) cuando © — +oo. Por un lado, con un sencillo andlisis se
obtiene la primera de las cotas:

0w = 3 tosw) = 3 |55 | 1osr) < 3 toxte) = loga) - n(o):

pm <z p<z p<z

esto es, dividiendo por z y suponiendo que el siguiente limite existe:?
< lim

. Y(z) < m(z)log(x) .

T—00 I T—00 T

Por otro lado, para todo 0 < a < 1 tenemos que

G(x) =Y log(p)+ > log(p)+ Y log(p)+...> > log(p)

p<w p<axl/2 p<zl/3 p<z
> Y log(p) > (w(x) — w(x®)) - log(z);
z*<p<z

2Existen numerosas traducciones del texto original al inglés y/o al castellano en internet o en libros que no
son dificiles de encontrar.
3Créame que existe, no pretendo engafarle.
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ahora, teniendo en cuenta que w(z%) < 2%, operando llegamos a la siguiente desigualdad

@) (ﬂ(m)log(x) - log(aj)) .

T T gl-o

Manteniendo « fijo y haciendo x — oo, puesto que lzlgﬁ? — 0, se deduce

lim MZ&- lim M.
r—o0 I T—00 €T

Y haciendo « 1 1 finalmente se deduce lo que queriamos demostrar: ¥ (z) ~ 7(z)log(z) cuando
T — +00.

Usemos ahora la funcién v para nuestro propoésito: en primer lugar, tomando la derivada
logaritmica de ¢ tenemos para R(z) > 1 que

¢'(2) 3 log(p)

C(Z) p primo pmz
m>1
Valiéndonos de la siguiente integral

" 0, si0<y<l;
+ b 9,

i czooyz@: 1 Sly:l

2mi c—100 < 2 . ’

1, siy>1;

que se comprueba facilmente mediante el teorema de los residuos, tenemos las siguientes igual-
dades: en primer lugar, para ¢ > 1 tenemos:

1 ct+i00 / z 1 c+ioco 1 z
i —CC((ZZ))JUZdz:h (;gngf)xzdz
Q0 c—100 ™ c—100 rim
p7Ir)1210
B Z log(p) /c+ioo (m)zdz
p primo 2mi c—ico P z
m>1
= Y log(p)+ 0 (1) =¢(z) + O (1).
pm<z

Mientras que, haciendo el célculo de la integral directamente por residuos y teniendo en cuenta
que el polo en z = 1 contribuye como z; se tiene la igualdad:

L c+ioo_</(z).£z L o _C/(Z)Jj e ﬁ
2 () =T LR ( ) z’g)‘ 2 5

€—1i00 R(0)<c ¢(e)=0

De donde se deduce la identidad

T
Ya)=z— Y ?+0(1). (7.2)
((0)=0
Esta ultima identidad pone en evidencia la relacién existente entre los ceros de ¢ y la distri-

bucién de los nimeros primos: en primer lugar, nétese que los ceros triviales —2, —4, —6, ... dan
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lugar a una cantidad despreciable; por lo que sélo resta analizar los ceros no triviales. Si damos
por hecho que ¢ no se anula en la recta ®(z) = 1 y que ademaés sus ceros no se condensan cerca
de dicha recta (algo que veremos posteriormente en la nota 7.2.2), de la ecuacion (7.2) llegamos
a la conclusion de que

P(z) ~

que, atendiendo a la relacion asintotica ¢ (z) ~ 7(x)log(x), es equivalente al teorema de los

nimeros primos:
x

mle) ~ log(z)

Jacques Hadamard (1865-1963) y C-J. De la Vallée Poussin (1866-1962) completaron de
manera independiente en 1896 los detalles de la «demostraciény anterior, véanse las referencias
[22] y [51]. Un andlisis asintotico mas preciso de las funciones 7 y 9 nos permite mejorar la
estimacion dada en la ecuacion (7.3) y asi obtener la siguiente version del teorema de los nimeros
primos, a la que apelaremos durante la demostracién del teorema de universalidad de Voronin. En
particular, la versién que aqui enunciamos del teorema fue demostrada por De la Vallée Poussin
en 1899.

: (7.3)

Teorema 7.3 (Teorema de los nimeros primos, 1896). Para cierta constante absoluta ¢ > 0 se

cumple:*
Y —cy/log(x)
m(z) = /2 0 +0 (xe ) .

Ademas, si en la ecuacion (7.2) asumimos que todos los ceros de ( se encuentran sobre la
recta R(z) = % es posible llegar a la siguiente conclusion:®

Teorema 7.4 (Von Koch, 1901). Si la Hipdtesis de Riemann es cierta, entonces:

7(z) = /; locglzt) + O (Vzlog(z)) .

7.2. Distribuciéon de los ceros de la funcién zeta

Pese a sonar algo desesperanzador, lo cierto es que después de 150 anos no se ha avanzado
demasiado hacia una prueba de la Hipotesis de Riemann; es més, la mayor parte de la informacion
que conocemos sobre la localizacion de los ceros de ¢ es de principios o mediados del siglo XX. En
la seccién que comienza veremos uno de esos resultados clasicos: el teorema de Bohr-Landau;
pero esto nos obliga a estudiar anteriormente algunas herramientas clasicas para contar ceros de
funciones holomorfas. Vamos con ello.

Conteo de ceros de funciones holomorfas

En el apartado que comienza, estudiaremos alguna herramienta analitica para el conteo de los
ceros de una funcién holomorfa arbitraria en su dominio de definicion. Empecemos estableciendo
algo de notacién: sea f una funcién holomorfa en un dominio 2 C C, entonces denotaremos el
conjunto de sus ceros contados con multiplicidad por

Zp={z€Q: f(z) =0}.

4A la funcién @ — [ 1/log(t) dt se la conoce como logaritmo integral.
5Es decir, si asumimos como cierta la Hipotesis de Riemann.
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En particular, dado un subconjunto ' C Q, Z; N Q' denota el conjunto de los ceros de f que
pertenecen a (Y. El simbolo # denota la medida de contar; por ejemplo, # (Z; N €Y') denota el
namero de ceros de f que pertenecen a 2’ (de nuevo, contados con multiplicidad).

Una de las herramientas més utilizadas para el conteo y el estudio de la distribucién de los
ceros de funciones holomorfas es la conocida formula de Jensen, que relaciona el crecimiento
de la funcién con su ntimero de ceros:

Teorema 7.5 (Formula de Jensen, 1899). ¢ Sea f holomorfa en D (0, R) y tal que f(0) # 0.
Entonces, para todo 0 < r < R se tiene

27
Z log™ (|g|) +log |f(0)] = %/0 log |f (Tew)’ do.

0EZy

Lo enunciamos sin prueba, puede encontrarse una en [1]. En lo que sigue, deduciremos de la
férmula de Jensen y algunos resultados bésicos de variable compleja, varios enunciados que nos
seran de utilidad més adelante para la estimaciéon de ceros de (.

Lema 7.6. Sea f holomorfa en D y continua hasta la frontera. Si f cumple
/ F(2) = 11 dady < 7 (1 —1)°
lzI<1

para algin r < 1; entonces, f no se anula en D (0, r).

DEMOSTRACION DEL LEMA. Supongamos que f tiene un cero g en el circulo |z| < r; entonces:

[ 1@ -1 aay =[] 15 - dsdy

|z]<1 |z—o|<1—r

1—r 27 1—r
:/ / |f(g+pei0)_1‘2pd9dp227r/ Pd/)=7r(1—r)27
0 0 (*) 0

donde en (x) hemos aplicado la formula de Cauchy a la funcion holomorfa (f(z) — 1) para llegar
dicha desigualdad, mas detalladamente:

1 ORI
/2—9—1 !

1 zZ—0

2

27
/ (f (o +pe’®) —1)° do’ g/ If (o4 pet?) — 1| de.
0 0

2 =

8El articulo original de Johan Jensen (1859-1925) es en realidad una carta a Mittag-Leffler, editor de Acta
Mathematica por aquel entonces; puede encontrarse en:

J.L.W.V.JENSEN, Sur un nouvel et important théoréme de la théorie des fonctions, Acta Mathematica, 22, 1,
(1899).
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Nota 7.2.1: Remedando la demostracion, puede generalizarse el lema anterior en varias direcciones: en
primer lugar, puede tomarse como dominio de definicién D(0, R) y r < R; en segundo lugar, el exponente
del valor absoluto que aparece en el integrando podria ser cualquier entero p > 1 (y con algo mas de maiia,
cualquier 1 < p < oo real); y por altimo, el sustraendo que aparece dentro del valor absoluto podria ser
cualquier complejo no nulo:

Lema 7.7. Sean f holomorfa en D (c, R) y continua hasta la frontera y 1 < p < 4+o00. Si f cumple

|f(2) — bP dady < wbP (R — )2

l=—c|<R

para algunos b € C\ {0} y r < R; entonces f no se anula en D(c, R).

\ 7

Usaremos el lema 7.6 y la formula de Jensen para obtener la siguiente proposicion, enunciada
a medida para la posterior demostracién del teorema de Bohr-Landau:

Proposicion 7.8. Sea f holomorfa en D (0, R) y continua hasta la frontera y tal que f(0) # 0.
Entonces, existe una constante K = K (r, R, |f(0)|) tal que para todo 0 <r < R se cumple

#(2;0D0,1) < K - // F(z) — 1 dudy.

|z|I<R

DEMOSTRACION. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f tiene infinitos ceros en D (0, R);
ya que en caso contrario la demostracion seria trivial. En este caso, es necesario que los ceros
de f se acumulen en 9D (0, R); pues de no ser asi, f seria constantemente nula en virtud del
teorema de los ceros aislados.

Aplicando la formula de Jensen para % en (x) y apelando a la proposicion 2.3 para
p < R en (), tenemos que para todo 0 < r < R se tiene:

T’JrR <

(2 0D(0.0) g (57 ) +10g (0] < 3 tos” (") + 1wl 0

0EZy
27 ] 1 27 )
7/ log <r+R,ew>‘d0§2/ log<1+‘f(T+R.eze>_1Dd9
™ Jo

1 r+R 1 r+R ?
< — o) — <7 0 _
<5 ( 5 e) 1‘d9_4ﬂ_ ( ‘f( e) 1 df
< 1+i o |f(pew) . 1|2 do
M2 4m /o '

De donde se deduce la existencia de un ro = ro(R, f(0)) y una constante K = K(R, 1o, f(0)) de
modo que para todo r > rg se tiene

R 2m )
#(Z;ND(0,7)) - log (r;) < K/O ‘f(pew) - 1]2 de.

Integrando en polares para “’;R < p < Ry aplicando el lema 7.6 para rg se deduce finalmente

la prueba de la proposicion.
O

Como veremos posteriormente, esta versiéon de la proposiciéon nos es suficiente para nuestro
propoésito; no obstante, damos las claves para llevar a cabo una generalizacién similar a la de la
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nota 7.2.1. Enunciar la proposiciéon anterior en L? simplifica notablemente las cosas, ya que en
(1) nos basta con apelar a la proposicion 2.3 que a fin de cuentas es un resultado que depende
de la estructura de L? como espacio de Hilbert. Sin embargo, esto no sucede en general para LP.
Remedando el argumento anterior con la norma L? llegariamos a:

f(r+R~é§—4’w

r

2
#(21D(0.1) 1o (51 ) + o700 < 5 |

r
P
) .

1 27 R )

e ()
2mp Jo 2

Para continuar con el argumento y aplicar el analogo de (1), necesitamos apelar al hecho de que

la funcién

2

1 2m O\ (P
:%/|mﬁwnd9
0

es creciente en la variable r. Este resultado ya lo enunciamos en la proposicién 2.8 y para su
prueba, necesitdbamos aplicar resultados referentes a funciones subarmonicas. Enunciamos el
teorema en el caso general:

my(20,7) :

Proposicion 7.9. Sea f holomorfa en D (0, R) y continua hasta la frontera y tal que f(0) # 0.
Entonces, existe una constante K = K (r, R, |f(0)|) tal que para todo 0 < r < R se cumple

#(z o) <K [ 176 -1 dudy

|z|<R

Ceros de la funciéon zeta: el teorema de Bohr-Landau

Antes de empezar con el estudio de la distribucién de los ceros de ( en la banda critica,
establezcamos algo de notaciéon para hacer la lectura mas fluida:

N(o,T):=#{¢(0) =0:0 <R(0),0<S(e) <T}.
También nos seré practica la siguiente notacién para rectangulos en el plano complejo
R(0,5;6,T):={2€C:0<R(2) <%, t<S(2) <T}.

En particular, tenemos que N (0,T) = #2Z: NR(0,1;0,T).

A lo largo de las siguientes paginas estudiaremos el comportamiento asintético de N (o, T)
para o fijo y cuando T' — 4o00; méas concretamente, al final de la seccion habremos demostrado
que (0.T)

., N(o,T

A =y =0 (7.4)

para cualquier o > % fijo; es decir, que la densidad de los ceros en la banda critica no puede

ser muy grande. Como escalon previo, probaremos una version méas débil: N(o,T) = O (T') bajo

las mismas hipotesis; y después, a partir de un magnifico truco obtendremos la estimacién que

aparece en la ecuacion (7.4). Sendos resultados fueron demostrados conjuntamente por Harald

Bohr” (1887-1951) y Edmund Landau (1877-1938) en 1914 siguiendo los argumentos que aqui se
exponen (daremos las referencias originales de cada uno de los teoremas).

7Aunque la historia le ha dado la fama a su hermano Niels Bohr, fisico y premio Nobel en 1922; lo cierto es que
la vida y obra de Harald Bohr no merecen menos atencion: un dato curioso es que Harald Bohr gané la medalla
de plata con la seleccion de futbol danesa en los Juegos Olimpicos de Londres 1908. jSeguro que esa madre no
podia estar méas orgullosa de sus hijos!
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Teorema 7.10 (Teorema de Bohr-Landau, version débil). Sea € > 0. Entonces, para todo o >
% + ¢ se tiene que

N (o, T)=0(T).
DEMOSTRACION. Puesto que ¢ no tiene ceros en R(z) > 1, podemos suponer que £ < % Valien-

donos de la proposiciéon 7.8, cubriremos el rectangulo R (% +¢,1;0, T) mediante discos, como se
describe a continuacién, para estimar el nimero de ceros de ¢ que se encuentran en dicha regién:

» CONSTRUCCION GEOMETRICA:

Escojamos 2’ > 2 tal que la diferencia R := 2’ — (% + %) sea entera y la circunferencia de

centro ¢; = 2’ +1 (’T + %) que pasa por los puntos %—l—E-‘ri’T y %—i—a—l—i (7 + 1) se encuentre a
la derecha de la recta R(z) = 1 + £. Denotemos por 7 < R el radio de dicha circunferencia.
Ahora, por construccion, se puede cubrir el rectangulo de la siguiente manera:
|T)
1 1
R 5+&L0,T)CR(S+eL0,R+1)U U Derr).
T=R+1

Véase la figura 7.1 para visualizar un diagrama explicativo con la construcciéon que se ha
descrito.

7i

43

31

21

Tte<R(=) <1
-

A
Vv

_
o
w
I
ot

Vv

Figura 7.1: Construccién geométrica.

Traducido en las desigualdades que obtuvimos en la proposicién 7.8 y teniendo en cuenta que
I¢(er)] = |¢(2)| " > 0 para todo T € R (nétese la necesidad de que dicha constante sea absoluta
para todo 7 € R en el argumento dado a continuacién), podemos acotar el ntiimero de ceros de ¢
en el rectangulo como sigue:

(7]
N(@T)<N(o,R+1)+ Y #(ZND(c,,7))
T=R+1
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7]
N(o,R+1)+K - 1¢(2) — 1) dady
T:;LI //

|z—er|<R
iT) TFIR g
N R+D)+E- S / ()~ 11 dady
T=R+1 .- 313
T+ +R
N(o,R+1)+2KR / / 2) — 1 dady. (7.5)
.

Por consiguiente, la prueba del teorema pasa por estimar adecuadamente la integral que
aparece al final de la ecuacion (7.5). Lo haremos en dos pasos:

» PAso 1: Seala funcién Y(z) := (1 —2'7%)-({(2) — 1) cuya serie de Dirichlet, a diferencia
de lo que sucede para (, si converge para $(z) > 0. Sea Y(z) = > -, a,n~* dicha serie
de Dirichlet. No es dificil comprobar que |a,| < 1 para todo n > 1; por consiguiente, por
ser T de orden finito para la abscisa 3 + £ (véase la ecuacion (6.5) y/o el teorema 6.6), en

virtud del teorema 6.9 se tiene el siguiente limite:

z'+R T"" +R

|an|
Th_r};oﬁ / / Y(z +iy)|° dyds < 2R- Z GE < 2R¢(1+e).
3+5 —T—-3-R

De donde se deduce la existencia de un Ty de modo que para todo T' > T se cumple

#'+R T+3+R
T (z +iy)|* dyde < 6RTC(1+¢). (7.6)

1+ -T-i-R

Ahora, como la funcién 1 — 2'~% se anula en los puntos g, = 1 + Zlog(2) para m € Z,

excluyendo todos los discos D (gm, §) del dominio de integracion de la ecuacion (7.6) se
obtiene un conjunto R*(T) para el que existe una constante absoluta b > 0, de modo que
b < |1 —2'7%| para todo z € R*(T). Por tanto, para todo T > Ty se tiene:®

/|< )= 17 dudy < ~ -//\r 2 fody

R*

'+R T+3+R
6RTC¢(1+¢)

1 .
=B / (z +iy)|* dydz < 72
1

3~

<

—T—

vlo \

N\»—A

» PASO 2: Ya hemos logrado una cota de la integral (7.5) fuera de los discos D (0, §); por

8Se utilizar4 un argumento muy similar durante la demostracién del teorema de universalidad de Voronin.
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tanto, ahora es menester acotarla dentro: sea m # 0, como ¢ € H ( (gm, 9)) tenemos:

i 2
// —1| dxdy = /09/0 ’C (Qm+pei9) —1|2pd9dp
lz—om|<%
% 2m " 9
(s/l |l en ey =1 pasay

// “1? dady

% Z lef%

donde en (x) hemos apelado a la proposicién 2.3. Por consiguiente, sumando para todas
las m € Z \ {0} tales que |S(om)| <T + 1+ R se deduce:

> // 2) — 1| dady < > // 2) — 1% dady

meZ\{0} 1 meZ\{0} <2
[S(em)|<T+1+R 1270mI<0 [S(om)|<T+1+R T<I7memI<5

// 2) = 1" dady < R(T+;2)<(1+a>.

R*(T+1)

Por consiguiente, sumando las dos cotas obtenidas en los pasos 1 y 2, se deduce la prueba
del teorema:

T+3+R
N(0,T) < N(0,R+1) + 2KR / / C(2) — 12 dady
+E

GRC(l +¢)

N(o,R+1) +2KR - =

2T +1)=O(T).

O

Como discutiamos antes de comenzar con la demostracién anterior, variando ligeramente el
razonamiento seguido puede mejorarse la estimacion recién conseguida para obtener N(o,T) =
o(T). El argumento que expondremos, ideado por H. Bohr y E. Landau en [10], nos lleva a definir
los productos de Euler parciales:

Definiciéon 7.11. Sea M un conjunto cualquiera de numeros primos. Entonces, se define el
producto parcial de Euler como

n(z) =] (1 - 1>_1, para R(z) > 1

v4
pEM p

De manera similar a cémo procediamos para la funcién ¢ pueden probarse la convergencia y
holomorfia de {3/(2) para R(z) > 1; asimismo, es posible encontrar una suerte de formula (7.1)
que exprese () mediante una serie de Dirichlet. Ademas, del mismo modo en que lo haciamos
para ( en el teorema 7.2, también es posible extender analiticamente (y; al semiplano R(z) > 0.

No obstante, siendo un poco més restrictivos con M, pueden deducirse propiedades mas
interesantes para algunos casos concretos: como las funciones 1 — p~* s6lo se anulan en los

puntos ¢, = ligfﬁ) para k € Z, tenemos:
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(i) En caso de que M sea un conjunto finito, (s es holomorfa y no se anula para R(z) > 0.

(ii) En caso de que el complementario de M sea un conjunto finito, se tiene la igualdad

=< IT (1-2).

Z
peEM*® p

por lo que (s es holomorfa en todo C\ {1} y para £(z) > 0 se anula en los mismos puntos
que (.

Durante la demostracién del teorema de Bohr-Landau apareceran productos de Euler par-
ciales como los descritos en el punto (ii); més concretamente, repetiremos la demostracion del
teorema 7.10 para un producto parcial de dicho tipo en vez de para la funcién (. De este modo,
conseguiremos pasar de una O a una o. Pese a su evidente paralelismo, se han separado las
pruebas de los teoremas 7.10 y 7.12 para que resalte y el lector pueda localizar sin problema «el
truco» del que discutiamos ahi arriba; créanme que es de provecho este orden: aunque simple, es
una idea magnifica y potente. Vamos con el enunciado y su demostracion:

Teorema 7.12 (Teorema de Bohr-Landau, [10]). Sea & > 0. Entonces, para todo o > % + ¢ se
tiene que

N(o,T)=0(T).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE BOHR-LANDAU. Puesto que ¢ no tiene ceros para R(z) > 1,

podemos suponer que € < % Consideremos el siguiente conjunto de ntmeros primos My :=

{p primo :p > pi} donde p; denota al k-ésimo nimero primo, y atendamos a la funcion

o) =c- I (1- )

Z
P<pk p

Notese que (py, pertenece a las descritas en el punto (ii) de la discusion anterior al teorema; por
tanto, (ys, tiene los mismos ceros que ¢ en el semiplano $(z) > 0.

Teniendo en cuenta este tltimo hecho, si repetimos la construccién geométrica que llevamos
a cabo durante la demostracién del teorema 7.10 y razonamos como entonces, a partir de la
proposicién 7.8 llegamos a la desigualdad:®

N(o,T) = # (Zch AR (0,150, T))
T+3+R

’

' +R
< N(o,R+1)+2RK - / / oz, (2) — 17 dady
b+s
1

para todo entero k > 1. Por lo que, de nuevo, basta con estimar adecuadamente esta ultima
integral. Como antes, lo haremos en dos pasos:

9Notese que la constante K que aparece en la desigualdad no depende de k.
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= PAso 1: Fijado un k, vamos a imitar la cota anterior a partir de la funcion T (z) =
(1 —2'2) - (Cas, (2) — 1), cuya serie de Dirichlet de nuevo converge para R(z) > 0. En este
caso, los coeficientes de su serie de Dirichlet satisfacen:

{an = 07 para n < pry1;

lan] <3, paran > pgi.

Por lo que, teniendo en cuenta que Y es de orden finito, apelando al teorema 6.9 se deduce
la siguiente acotacion asintética:

o+R T+i+R af?
Qn
:Flgrloo ﬁ / / 1Te(z + iy)|* dyde < 2R- Z 09

7T777 N=pPk+1

1l,e
2+3

<18R- Z —c = 18RCy,

N=pk+1

donde nétese que C, es tal que limy_, . Cr = 0. Finalmente, repitiendo punto por punto el
resto de argumentos y construcciones que dimos durante el PAso 1 del teorema 7.10, se
deduce la existencia de Ty y b > 0 tal que para todo T > T} se tiene:

ART
// Can, (2) — 1% davdy < %20’“

R(T)

= PAso 2: Este paso es, trasladando las cotas pertinentes, completamente analogo al ante-
rior. Por consiguiente, deducimos

> // (Can, (2) — 1? dady < M(Tb—jlm

meZ\{0}

— 1
S(om)I<T+14+R 1#70mI<o

De nuevo como antes, sumando ambas cotas obtenidas en los pasos 1 y 2, se tiene:

T+3+R
N(o,T) < N(o,R+1)+2KR / / Car,, (2) — 1) dady
3+5

5 RCk

< N(o,R+1)+2KR- (2T + 1).

Expresemos la desigualdad anterior en forma de cociente para llegar a la conclusion:

i N(a, T) 216K R2C},
lim sup <
T—o0 T b2

para todo entero k. Finalmente, haciendo k — 400 se concluye la prueba el teorema

i N T) _
T— o0
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Nota 7.2.2 (Estimaciones asint6ticas mas refinadas): Aunque en lo que sigue no precisaremos de
estimaciones asintéticas tan ajustadas, lo cierto es que se conocen cantidades mas refinadas sobre la densidad
de los ceros de ¢ sobre la banda critica que la dada por el teorema de Bohr-Landau.

Teorema 7.13 (F.Carlson, 1920). Para todoe >0 y % <o <1 se tiene:
N(o,T) = O (T40'(1—o')+€) )
Teorema 7.14 (A.E.Ingham, 1940). ¢ Para todo % <o < % se tiene:
n(o,T) < T>(1=9)/(2=9) . (1og T .
Por ultimo, hasta la fecha la mejor estimacioén que se conoce es:
Teorema 7.15 (S.A.Gritsenko, 1994). b Para % <o <1 se tiene:

N(O', T) < T12/5(1—o') . (10gT)91/5 .

*A.E.IngHAM, On the estimation of N(o,T), Quart. J. Math., 11, (1940), pp. 291-292.
bS.A.GRITSENKO, Sharpening a constant in a density theorem, Mat. Zametki, 55, (1994), pp. 59-61.
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Universalidad en espacios de funciones

Probablemente, el primer ejemplo histérico que puede encontrarse del fenémeno de univer-
salidad trae como protagonista a Mihaly Fekete (1886-1957) que demostré en 1914 el siguiente
teorema, véase [35]:

Teorema 8.1 (Fekete, 1914). Eziste una serie de potencias real 220:1 anx™ con la propiedad de
que para toda funcion f € C ([—1,1]) con f(0) = 0, existe una sucesion de enteros positivos (my)
tal que

mg
Zanx" — f(x), uniformemente en [—1,1].
k—o0

n=1

Personalmente, creo que la filosofia tras el fenémeno de universalidad queda bastante cla-
ra a partir del teorema 8.1. No obstante, puede darse una definicién formal del fenomeno de
universalidad en general:

Definicién 8.2. Sean X,Y espacios topolégicos y T; : X — Y una familia de aplicaciones
continuas para ¢ € I. Se dice que € X es universal para la familia (T;);c; si el conjunto
{Ti(z) :i €1} esdensoenY.

En el resto del capitulo veremos otros teoremas de universalidad con su respectiva demostra-
cién para familiarizarnos con el concepto. Las referencias que se han seguido para el desarrollo de
las siguientes paginas han sido el magnifico ensayo [21] escrito por Grofse-Erdmann (recomiendo
empezar leyendo este ensayo al lector interesado en estudiar méas en profundidad el fenémeno de
universalidad); las notas [47]; y los articulos originales de los teoremas que veremos [5], [31] y
[35].

8.1. Ejemplos de teoremas de universalidad

El primer ejemplo con demostracién que veremos de un teorema de universalidad es una
variante del teorema 8.1 debida a W. Luh, véase [31]:
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Teorema 8.3. Fxiste una serie de potencias real Zzo:l anx™ con la propiedad de que para todo
intervalo [a,b] tal que 0 & [a,b] y toda funcion f € C([a,b]), existe una sucesion de enteros
positivos (my,) tal que

mg
Zanx” — f(x), uniformemente en [a,b].
ot k—o0

DEMOSTRACION. Sea (Qk)r>0 una ordenacién cualquiera del conjunto de los polinomios con
coeficientes racionales que se anulan en 0 (que, por si acaso dudara el lector, le confirmo que es
un conjunto numerable). Para encontrar la serie de potencias que buscamos, vamos a construir
por induccién una sucesion de polinomios (Py)r>0 como sigue:

Escogemos Py = @y, y supongamos que para n € N conocemos Py, P, ..., P,_1. Denotemos
por dy, := deg(P,_1). Sea ¢, una funcién continua en [—n, n| tal que:

(1) ¢n(0)

(ii) Para todo x € Z,, := [-n, -] U [ L, n]:

n

0;

Qn(@) = 3j2g Pi(@)

pn () = 2dnt1

Ahora, del teorema de aproximacion de Weierstrass (lea la nota 5.2.1 si le falla la memoria),
se deduce la existencia de un polinomio F,, tal que:

) 1
max |F,(z) — pn(2)] < ndnt2°

z€[—n,n]

Si definimos P, (x) := F,(z)- 2% %! encontramos el siguiente término de la sucesion; que ademas,
satisface la desigualdad

n

dn+1
, , nn 1
mdx > Pj(x) = Qu(a)| = mdx |(Fu(2) = pn(@))a®™ | < g = — (8.1)
y ademaés, es obvio que distintos P,, no tienen potencias en comun, por lo que
oo oo
Z anz” = Z P, (z) (8.2)
n=0 n=0

es una serie de potencias bien definida.

Sea f € C([a,b]) cualquiera, veamos que se cumple la tesis del enunciado para la serie de
potencias que aparece en la ecuacion (8.2): aplicando de nuevo el teorema de aproximacion de
Weierstrass, se infiere la existencia de una sucesion creciente de enteros (ny)r>1 tendiendo a
infinito de modo que

max |f(z) — Qn,(x)] < % (8.3)

z€la,b]

para todo k > 1. Puesto que para k suficientemente grande se tiene que [a,b] C Z,, se sigue de
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las desigualdades (8.1) y (8.3):

dnj+1 Nk
max T) — anx™| = max T) — P;i(x
5 10— 3 one”| = iy ) -3 )

N

< méx |f(z) — Qn, ()] + méx ZPj(x) — Qn, (2)

" z€la,b] z€Ja,b]

=0
ng 1 1
< ;él[?;‘?z] |f(x) — an($)| + zlél%i JXZ:OPJ(Z') - an(x) < % + niky

que tiende a 0 cuando k — oo. Por consiguiente, tomando my = d,, +1 concluye la prueba del
teorema. O

Tras el descubrimiento de Fekete surgieron numerosos resultados relativos al fenomeno de
universalidad; uno de éstos, el segundo teorema de universalidad que demostraremos en este
trabajo y que lleva consigo el nombre de George David Birkhoff (1884-1944), ya empieza a estar
algo més relacionado con el teorema de universalidad de Voronin. Su enunciado es el siguiente:

Teorema 8.4 (Birkhoff, 1929). Eziste una funcién f € H(C) con la propiedad de que para toda
funcion g € H(C) eziste una sucesion creciente de nimeros reales (cy)n>1 tal que

méx |f(z + ¢,) — g(2)] <e.
|z|<n
Note, lector, que esto es como decir que f(z + ¢,,) converge uniformemente sobre compactos
de C a g(z). El articulo original de Birkhoff puede encontrarse en [5].

DEMOSTRACION. Sea (Q;);>1 una sucesién de polinomios densa en #(C) en la que cada polino-
mio aparece un ndmero infinito de veces. Sea (D;);>1 una sucesiéon de discos cerrados disjuntos
de radio j y tales que sus centros (c;);>1 forman una sucesién creciente en R. Finalmente, sea
(E;)j>1 una sucesion de discos cerrados centrados en el origen y tal que D; C E; y Dj 1NE; = 0.

Vamos a construir una sucesién de polinomios (P,),>1 del siguiente modo: escogemos P; =
Q1. En virtud del teorema de Mergelyan (léase la nota 8.1.1 posterior a la demostracion), existe
un polinomio P, tal que m%X |P2(2)] < 1/2 y tal que

zeln

mix [Py(2) — (Qa(z — 2) = Ai()] < 5.

De nuevo, del mismo modo que en el paso anterior, existe un polinomio Ps tal que méx |Ps(z)| <
z€FE>

1/2% y tal que
1

gel%f [P3(2) = (@32 —e3) = Pa(2) = P2(2))] < o5

Repitiendo este proceso, tenemos para todo n € N un polinomio P, tal que n}séx |P.(2)] <
z€kn 1
1/2771 y tal que
n—1

znel%}i Pn(z) - (Qn(z_cn) - 1Pj(z)) < on—1"

<.
Il

Afirmamos que f(z) := Zj’;l P;(z) nos vale para demostrar el teorema:

85



» En primer lugar, se deduce directamente del criterio M de Weierstrass que f € H(E;) para
todo 7 > 1, lo que implica que f es entera.

= En segundo lugar, dados g una funcion entera cualquiera y ¢ > 0; como hemos cogido
(Qj);>1 densa en H(C) y tal que todo Q); aparezca infinitas veces en la sucesion, podemos
escoger un k suficientemente grande tal que:

. _ e.
L mix l9(2) — Qr(2)| < 53

[ k .
2. ?é%f f(z)*Z]:le(Z) <5
. k
3. mix |, Py() = Qulz — )| < 5.

Y considerando las tres cotas anteriores concluye la prueba del teorema:

max | f(z + ¢x) — g(2)] = méax |f(2) — g(z — )|

|z|<k 2€D},
k k
= méx | f(z) — D Pi(2)+ Y Pi(2) — Qi(z — x) + Qulz — k) — g(z — cx)
k j=1 j=1
< 9 T 3 i 3
—+ -+ =¢
3 3 3
O
{ '
Nota 8.1.1 (El teorema de Mergelyan): Durante la demostracion del teorema 8.4, apelamos al siguiente
resultado:
Teorema 8.5 (Teorema de Mergelyan). Sean K un compacto en C con complementario sea conezo y f una
funcion holomorfa en int(K) y continua hasta la frontera. Entonces, para todo € > 0 existe un polinomio
p € C[z] tal que
mix () - p(2)| < =
Puede encontrarse una demostraciéon en [42].
\ 7

Pese a que nos conformaremos con los ejemplos anteriores, pues considero que el concepto
de universalidad ya ha quedado suficientemente claro para nuestro proposito, atun podriamos
seguir enunciando un montén de teoremas de universalidad. Sin embargo, si creo conveniente
mencionar algunas referencias importantes sobre el tema: el primero en dar nombre a la nocion
de universalidad fue Jozef Marcinkiewicz en el articulo [32]; ejemplos mas modernos de teoremas
de universalidad son por ejemplo el de V. Nestoridis (1éase [34]) o C. Blair y L. Rubel (léase
[6]). También, algunos autores’ han enmarcado parte de los teoremas que hemos enunciado y
citado en un contexto mas general: los llamados operadores hiperciclicos; para conocer mas
informacion sobre el tema, el lector puede leer el ensayo [21] anteriormente citado.

L Algunos ejemplos y referencias son los siguientes: C. Kitai [26], G. Godefroy y J. Shapiro [19] y R. Aron y D.
Markose [2].

86



PARTE I1:

LA UNIVERSALIDAD DE LA FUNCION
ZETA DE RIEMANN

87






El teorema de universalidad de Voronin

Podemos afirmar sin remilgos que éste es el capitulo central del trabajo: por un lado es el
objetivo principal que venimos buscando desde que empezamos estas paginas y por otro lado
es el punto de partida del iltimo capitulo en el que probaremos el teorema de equivalencia de
Bagchi.

Ya en 1914 y mediante técnicas similares a las que describiremos aqui, Harald Bohr y Richard
Courant (1888-1972) demostraron el siguiente teorema, véase [8]:

Teorema 9.1 (Teorema de Bohr-Courant, 1914). Sea a € (%,1) fijo. Entonces, el conjunto
{C(a+iy) :y € R} es denso en C.

Este teorema pone en evidencia que el comportamiento de la funcién ¢ sobre la banda critica
es notablemente diferente al que tiene sobre su semiplano de convergencia absoluta R(z) > 1.
Las siguientes cotas elementales muestran que para a > 1 fijo, el conjunto {¢ (a +iy) : y € R}
no escapa del anillo
1
—— < [¢(a+iy)| < ((a).
(@)

Por un lado obtenemos la cota superior como sigue:

oo
|¢(a+iy)| E n“+1y| ¢(a);
mientras que, por otro lado, usando la férmula de inversién de Md6bius, tenemos la cota inferior:
o0 oo 1
Z a+z Z _a -

TL:
Véase la figura 9.1, en la que se visualizan muy bien los hechos descritos en el teorema 9.1 y
en la discusién anterior.

-
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Figura 9.1: Comparacién de las graficas de ¢ (2 + iy) y ¢ (2 + iy) para y € [0,5000].

El siguiente protagonista en esta historia es Sergei Mikhailovitch Voronin (1946-1997) quien
generaliz6 notablemente el teorema de Bohr-Courant en 1975 en el articulo

[52] S.M.VORONIN, Theorem on the “universality” of the Riemann zeta-function, Math. USSR
Izvestija, 9, (1975), no. 3, pp. 443-453.

Mas concretamente, Voronin demostr6é que mediante traslaciones de la funcién ¢ sobre la ban-
da critica es posible aproximar uniformemente cualquier funcién holomorfa en un pequeno disco
y que no se anule; es decir, la funcién ¢ es universal en el conjunto de las funciones holomorfas
que no se anulan (en la topologia compacta-abierta) realizando traslaciones en la banda critica.
Es por esto, que a este resultado se le conoce con el nombre de teorema de universalidad de
Voronin. Este teorema supuso, de alguna manera, el primer ejemplo explicito! de teorema de
universalidad. El enunciado es el siguiente:

Teorema 9.2 (Teorema de universalidad de Voronin, 1975). Sean 0 <r < I y f(2) una funcion
holomorfa en D(0,7) y continua hasta la frontera que no se anula en ningin punto. Entonces,
para todo € > 0 existe un nimero real T =T (e) de modo que

max
|z]<r

F(2) = ¢ (z+§+iT>‘ <e. 9.1)

Llegados a este punto, cualquier mente suficientemente despierta se preguntaria sobre la
posibilidad de aproximar mediante traslaciones de ¢ en la banda critica funciones que si se

INotese que todos los ejemplos sobre los que discutimos en el capitulo 8 demuestran exclusivamente la existencia
de un elemento universal.
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anulen; de hecho, una respuesta afirmativa o negativa a dicha pregunta probablemente tendria
consecuencias definitivas con respecto a la veracidad o falsedad de la Hipotesis de Riemann. En
el préoximo capitulo, discutiremos sobre este tema en profundidad.

A continuacion, demostraremos el teorema de universalidad de Voronin siguiendo la demos-
tracién original; para ello, apelaremos a muchos de los teoremas que hemos ido demostrando
durante los capitulos anteriores, es por ello que la dificultad de la prueba no proviene en si tanto
del plano teorico, sino en saber juntar y cocinar adecuadamente y en el momento preciso cada
uno de los ingredientes que deben aparecer.

Las referencias que hemos seguido en todo el capitulo han sido el articulo original de Voronin
[52], muy bien escrito y traducido al inglés; las notas de J. Steuding [47] que, aunque justamente
la exposicion del teorema de universalidad de Voronin es (en mi opinién) mejorable, demuestran
un gran dominio sobre el tema e introducen muy ordenadamente cada una de las herramientas
necesarias para afrontar la demostracion del teorema de Voronin (pese a la critica negativa,
recomiendo al lector encarecidamente esta referencia); y los libros [29] y [48] que son un excelente
punto de partida para el lector interesado en ampliar su conocimiento sobre este tema.

211

Figura 9.2: Esquema representativo del teorema de universalidad de Voronin.

9.1. El lema fundamental

La demostracion del teorema de universalidad de Voronin estd dividida principalmente en
dos partes: la primera a la que, respetando la nomenclatura seguida en el articulo original, le
pondremos el sobrenombre de lema fundamental; es segiin palabras del propio Voronin el
«corazon de la demostraciony. Antes de enunciarlo, precisamos de la siguiente definiciéon que
generaliza en cierto sentido a la definicién 7.11:
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Definicién 9.3. Sean w = (w,) una sucesién de nimeros reales indexada en los primos y M un
conjunto finito de niimeros primos. Se define el producto de Euler asociado a M como

—2miwy -1
Cv(z,w) = H (1 - e) , para z € C.

4
peEM p

En las demostraciones que siguen a continuacién, los dos ejemplos de sucesiones con los que

trabajaremos serdn: A := (3,2,2,...) y 0:= (0,0,0,...). En cada caso, tendremos respectiva-

17 47 Z’ e
mente:

Cor (2, A) = ﬁ <1—in>_1 y Cu(2) = Cu (2,0) = [] <1_1)_1

=l Pn peM p*
donde, como es usual, p,, denota (y denotara en lo que sigue) al n-ésimo namero primo.
Aunque cambiemos los M y w, hay una caracteristica de los productos finitos de Euler que
permanece invariante: como la cantidad 1 — 672?% se anula exclusivamente para algunos puntos
del eje imaginario, se tiene que (y/(z,w) es siempre una funcién holomorfa en los semiplanos
R(z) > 0y R(2) < 0. Sin més demora, vamos con el enunciado y la prueba del lema fundamental:

Proposicién 9.4 (Lema fundamental, [52]). Sean 0 < r < 1 y g(z) una funcién holomorfa en
D(0,7) y continua hasta la frontera. Entonces, para todo € > 0 y todo entero positivo N, existe
un conjunto finito de primos M que contiene a todos los primos p < N de modo que

max <e.
2| <r

log (s (Z + i,A> —9(2)

Para el lector mas exigente, aclarar que el logaritmo log (y/(2,w) se define de la manera
«logicay: para cada p € M tomamos la rama principal del logaritmo; esto es, con —7 < Arg(z) <

m; y consideramos
—2miw -1
e P
s (122
p

que es holomorfa, por ejemplo, en D. Por consiguiente, aprovechando las propiedades del loga-
ritmo, para definir log (s (2, w) basta con tomar la suma

—2miwy 1
log Car(z,w) := ) log (1 - ez) , para z € D.
peM p

DEMOSTRACION DEL LEMA FUNDAMENTAL. Sea ¢ > 0. Como g(z) es continua en |z| < r, existe
/<;>1dem0d0que/<;2r<%y
max — | — z
|z|<r g K2 g

< % (9.2)

Por ser continua en |z| < r, la funcién g (%) esta acotada en |z| < R := kr, y por consiguiente
pertenece al espacio de Bergman A2(D(0, R)) (tomado como un espacio de Hilbert real?).

Denotemos por pg al k-ésimo ntimero primo, y consideremos la serie

> e—27ri/\p,c -1
Zuk(z), donde ug(z) :=1log | 1 — — . (9.3)
k=1 :

Py,

2Leéase la discusion en la pagina 23.
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Como veremos al final de la prueba, si probamos que para todo v € A?(D(0, R)) existe una
reordenacion de la serie que aparece en la ecuacion (9.3) que converge a v, habremos probado la
proposicién. Para ello comprobaremos que la serie ), -, uy(2) satisface las hipotesis del teorema,
de Pechersky, teorema 1.10, en el espacio de Bergman A?(ID(0, R)).

Ahora, teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Taylor de la funcion log(1—z) para |z| < 1,
se tiene que ), ., uy difiere de la serie

Z Yr(z), donde Ti(z) := e ~p,:(z+3/4)

una serie absolutamente convergente; y por consiguiente, es suficiente con probar que la serie
> w>1 Yr(2) satisface las hipotesis del teorema de Pechersky:

(i) Veamos que ), Ti(z) satisface la primera de las hipotesis del teorema de Pechersky:

ST P oy = > // T4 (2 dedy
k=1 k:1|2|<R

2 N\~ —(3-2R)
<7R .Zpk 2 < 400,

yaqueR<iyp0rtant0%—2R>1.

(ii) Veamos que ) ,., Ti(z) satisface la segunda hipotesis del teorema de Pechersky; esto
es, necesitamos ver que para toda ¢ € A%(D(0, R)) tal que el a2(po,ryy = 1, la serie
> ne1(Tk, ¢) es condicionalmente convergente. Para ello, en virtud de la proposicién 1.6,
basta con demostrar que:
I (Tg, ) — 0 cuando k — +oo.
II. Existen dos subseries de > (T, ) de términos positivos y negativos respectiva-

mente y tales que una diverge a +oo y la otra a —oo

Comprobar que se satisfacen los dos puntos anteriores nos llevard unas cuantas paginas;
asi que sea paciente, lector. Vamos con ello:

Recordando de la pagina 23 cémo estaba definido el producto escalar, tenemos:

(Tr,p) = <// ::j-go(z)dxdy> ( = // (4 )dxdy) (9.4)

[z|<R |z]I<R

Definamos ahora la funcién de variable real

// M dzxdy

[z|<R

que claramente cumple
(T, ) =R (6(7%%)/4 : ‘I’(logpk)) .

93



CarPiTULO 9. EL TEOREMA DE UNIVERSALIDAD DE VORONIN

Ahora, por ser ¢ holomorfa en el disco D(0, R), tenemos que ¢(z) = Y-, o, 2" para ciertos a,;
ademas, podemos expresar ¥(¢) en funcion de los «,, como sigue:

U(t)=e 7 - // e . o(2) dady

[z|<R
e 7 i (=t2)" ia Z" dxd
= m' n Y
|2]<R m=0 n=0
Lo e (—t)Man
LSS
m.
m=0n=0 |z]<R
_ 3t = e —t mm o mtn i0(m—n
—e 422% // +n,i0( ) pdfdp
m=0 n=0
;& R
ot ST 5
—  (n+1)

donde 8, = (—-1)" - 0‘; . Ahora, como ||¢|| = 1 tenemos que

2 p2
n|” R7"
1= // dgcdy— |an| // -z dxdy—wR2E %.
n

|z|<R |z|<R

Y por consiguiente, tenemos que
N
vt " (n+1)2 ~ 4= n+l T ARY
En particular, esto prueba que |3,| < ﬁ para todo n > 0, lo que a su vez demuestra que la
funcién
=3 b

que cumple la igualdad ¥(¢) = 7TR2€7%F(75R), es entera y de tipo exponencial con tasa de
crecimiento 1, ya que:

1
= el?l
2)l < Z |B” ! = Rﬂl/Z )
Con esto, ya podemos comprobar que se satisface el punto I, ya que:
_s3 _s3 _341
(T o)l < [W(og pu)] = mR2e™ o8P | F(Rlogpe)| < py - pff <yt TF 5 0.

Vamos con la demostracién del punto II.

Es el momento de apelar a la proposicién 4.6: como F' es de tipo exponencial con tasa
de crecimiento 1, se tiene que para todo 6 > 0 existe una sucesién (z;) de reales positivos
arbitrariamente grandes tales que

|F(z;)] > e~ (1420)z;
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Podemos traducir esta tltima cota para ¥(¢) de la manera siguiente: sea t; = ﬁ, entonces

3t
W(t;)| = mR2~ 7 - |F(t;R)| > nR2e (i +R(1+20))

y para ¢ suficientemente pequefio, podemos reescribir la cota anterior del siguiente modo: para
cierto ¢’ > 0 suficientemente pequeiio, existe una sucesion (¢;) de nameros reales arbitrariamente

grandes, tales que )
W (t;)| > e (1704, (9.5)
Ya tenemos controlada la funcion ¥(¢) en los puntos ¢;, ahora queremos controlarla también en
ciertos intervalos alrededor de dichos t;. Para ello, aproximaremos ¥ por polinomios y aplicaremos

la desigualdad de Markov, teorema 3.1. Sean Nj := [t;|[+1y t;—1 <t < t;+1, como |B,| < 7273
tenemos:

%) o) n N J
N M

N2 _ N2
n—Nj n_Nj
N? 2 )
N; N, _ e —2t;
< 7]\7 e = W Le J,
(%) (NJQ) J N J
e

donde en la comparaciéon () hemos usado la formula de Stirling. Realizando una acotacion

analoga, obtenemos
o0

1 3t\"
3 (_) < e,
e n! 4

Aplicaremos estas comparaciones asintoticas para obtener que

N?-1 -
F(tR) = %“R>”+ ) %(tR)n:Pj(t)JrO(e_%");
n=0 ' :

n:N]?
21
s ~ 1 3t\" = 1 3t\" - o
e 4 = Z_;)n'<_4> + ZN2n|(—4> :Pj(t)+0(€ ]);

J

donde, noétese que P; y P denotan cada uno un polinomio de grado a lo sumo N7 2 1. Con
esto, multiplicando ambas cantldades inferimos que ¥(t) se puede aproximar umformemente en
el intervalo [t; — 1,¢; + 1] mediante un polinomio Q; = P; - P de grado® N4 con un error de
orden menor que e t]‘.

En vista de la desigualdad en (9.5), se tiene que:?

1 ’
‘ RO > Le—(=8t 4 ‘ o~ (1=t
e IR(Q )] > e 0 e max | IS(Q; S0 > = 5¢

Asi pues, sin pérdida de generalidad, supongamos que es cierto para la parte real. Definamos

pe= _ max |R(Q;(1))],

teft;—1,t;+1]

3En realidad es de grado menor, pero nos bastara con esta estimacién en lo que sigue.
4Para j suficientemente grande si hiciera falta.
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entonces existe cierto £ € [t; — 1,t; + 1] tal que p = |R(Q;(§))|. Apelando al teorema del valor

medio se tiene que para todo t € [t; — 1,t; + 1] existe 7 en el mismo intervalo de modo que:
R(Q;(6) — R(Q;(0))] = [R(Qj(7))] 1€ — 1.

Ahora, acotando la cantidad |§R Q’ | a partir de la desigualdad de Markov deducimos que

R(Q;(€) — R(Q;())] < uN7 |€ — 1.

Y por consiguiente, si | —¢] < despejando adecuadamente se tiene que

2N8’
7 u L s
R = [R@5(€)] — & = £ > Jem1=o0m
Esto es para j suficientemente grande existen intervalos [0}, 0, + v;] de longitud mayor o igual
que 2N8 dentro de [t; — 1,t; + 1], tales que todos sus puntos satisfacen:

IR(U ()| = 7R? |R(Q;(t))| + O (%) > ie—(l—a’)tj.

Por el teorema de los nimeros primos, teorema 7.3, tenemos que para cierta constante ¢ > 0

eaj+1/
oj+v; oj
(€Y — m(e%) = / dt 40 (ermevm) = ” 0 (emme/m)
10 t O'j+Vj (Tj
e
e%i el
> (e = 1)+ e%em VT >
0j +vj tj

Notese que dicha cantidad tiende a infinito cuando j — +00. Vamos a usar esta estimacion para
demostrar la existencia de las subseries de >, -, (Y%, ¢) que buscamos como sigue:

Para encontrar la subserie de >, ,(Yy, ¢) divergente a +o0o escogeremos los primos py €
[e77,e?it7i] tales que k = 0 (mdd 4):

—2mik 1 ' eti ed'ts
T = ( (1 ) T~ (=8Nt 2
S (The) > R{e™ 1 Vllogpk) ) > e 5 >
k=0 (méd 4) k=0 (méd 4) J j
pr€[e”d e7iHi] pr€led e i)

que diverge a 400 cuando ¢; — 4o00. Andlogamente, para encontrar la subserie que diverge a
—o0 escogeremos los py, tales que k = 2 (méd 4).

Por consiguiente, en virtud del teorema de Pechersky se deriva la existencia de una reorde-
nacién de la serie ), -, ur(2) tal que

z
Z uk m—+00 g (?)
en la norma del espacio de Bergman A%(D(0, R)).
Acabamos la demostracion del lema fundamental razonando de la manera siguiente: apela-

mos al corolario 2.5, lo que nos da la convergencia uniforme sobre compactos (y por ende, la
convergencia puntual) en (0, R), esto es:
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para m suficientemente grande y tal que N < méxo<;<m k;; nétese que en tal caso, el conjunto
M = {pg; : 0 < j < m} satisface las hipotesis del enunciado, pues contiene a todos los primos

p < N, y por definicién
3 m
log s (z - 4,A> = Zlukj<z).
=

De donde teniendo en cuenta la desigualdad en (9.2), con una simple acotacién concluimos la
demostracion:

. 3 = z , z
miix |log Cas <z+ 4,A> —9(2)| < méx J;Ukj(Z) —9g (;) + méx|g(=) — g (,{2)’
< méx zm:uk(z) -9 <i> + méx [g(z) — ¢ (i)’
TSR K? |2|<r K2
< 3 + g
—+=-=c
22

Es evidente que podemos deshacernos del «molestoy» logaritmo que acompana a la funcion
(u en el enunciado del lema fundamental. Para ello, apelaremos a un conocido hecho en variable
compleja: toda funcion f(z) holomorfa en un simplemente conexo D y que no se anula, tiene un
logaritmo holomorfo; esto es, existe g(z) holomorfa en D tal que

f(2) = €9, para todo z € D.
Apelaremos a este hecho para demostrar el siguiente corolario del lema fundamental:

Proposicién 9.5. Sean 0 < r < i y f(2) una funcién holomorfa en el disco D(0,r) y continua
hasta la frontera que mo se anula en ningin punto. Entonces, para todo € > 0 y todo entero
positivo N existe un conjunto finito de primos M que contiene a todos los primos p < N, de
modo que

max
|z| <7

3
f(z) —Cumr <z+ 4,A>’ <e.
DEMOSTRACION. Fijado € > 0, sea k > 1 tal que kr < i y

-5 (2)]<5

max
[z|<r

Sea g(z) la funciéon holomorfa tal que f(z) = e9(*) para todo z € ID(0,7). Teniendo en cuenta que
e*—1=0(|z]) y que

f(z) = Cu <Z + i,A> = f(2) - (1 ~ elogCM(z%A)fg(z)) ’

se deducen las siguientes cotas:

3 z
mix 1)~ (o )| < x| 10 =7 () g7 (5) (1 eeentri =)
<< + méx | f (EN - méx |elog ¢ (=+§.4)—9(%) _ 1‘
-2 |z|<r K |z|<r

€ .
< 7 + max ,
2 |z|<r

log Cpr <z+ i,A) —g (%)

que puede hacerse arbitrariamente pequeno en virtud del lema fundamental. O
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9.2. El final de la demostracion

Recordemos el enunciado del teorema de Voronin:

Teorema 9.2 (Teorema de universalidad de Voronin, 1975). Sean 0 <r < 1 y f(2) una funcién
holomorfa en D(0,7) y continua hasta la frontera que no se anula en ningin punto. Entonces,
para todo € > 0 existe un nimero real T = T(e) de modo que

max
|z|<r

f(z)—¢ <z+i+iT>‘ <e. (9.1)

Notese que el teorema de Voronin es en cierto sentido una continuacién del lema funda-
mental; de hecho, veremos que si somos capaces de aproximar adecuadamente la funcién ¢ por
truncamientos de la forma (s con M finito, algo que a priori no parece muy descabellado, ha-
bremos probado el teorema de Voronin. Es por esto que como deciamos el lema fundamental es
el «corazon de la demostracion» del teorema de universalidad Voronin.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE UNIVERSALIDAD DE VORONIN. Sea ¢ > 0 cualquiera; para
demostrar el teorema de Voronin probaremos el siguiente lema:

Lema 9.6. Sea 0 < r < i. Entonces para toda g holomorfa en D (0,r) y continua hasta la

frontera que no se anula en ningin punto, existe un nimero real T = T(e) de modo que

Jloo-ee+30m)

|z|<r

2
dzxdy < e. (9.6)

En primer lugar, veamos que la veracidad del lema anterior implica la del teorema de Voronin:

DEMOSTRACION DE QUE EL LEMA 9.6 IMPLICA EL TEOREMA DE VORONIN. Supongamos cierto
el lema 9.6. Por ser f continua en cl (D (0,7)), escojamos £ > 1 de modo que rr < § y

max
[z|<r

z
1 -1 (2)]<e
Ahora, para todo 7 > 0 tenemos la siguiente desigualdad:

max
|z]<r

lzl<r O (%)‘ + \nzﬂ\?i

f(z)—((z—i—i—!—h)‘gméx

f(i)—((z—i—i—!—zﬁ')‘.

Apelando al teorema 2.4, acotamos el segundo sumando del lado derecho de la desigualdad del

siguiente modo:
5 1/2
dxdy) .

f(i)—((z+i+i7)‘< T (//’ <z+i+w)

Por ultimo, notese que f (%) cumple en |z| < kr < i las hipétesis del lema 9.6; de donde se
deduce que el lema implica el teorema de Voronin. |

max
|z|<r

Probaremos el lema 9.6 demostrando que el conjunto de los 7 € [0, T] para los que se satisface
la desigualdad (9.6) tiene densidad positiva. La demostracion constara de varias aproximaciones
que se iran indicando segin vayan apareciendo con el objetivo de la buena orientacion del lector.
La primera de dichas aproximaciones es justamente la que llevamos a cabo en el lema funda-
mental, para ser méas precisos, la de la proposicién 9.5: dado N > 0 cualquiera (més adelante
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precisaremos su eleccién), escojamos un conjunto finito de primos M que incluya a todos los
primos p < N de modo que

3
méx |g(z) — (v <z + -, A) ‘ <e. (9.7)
|z]<r 4
Apelando ahora a la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma
la+ b <2 (laf* + b)), (9.8)

tenemos para |z| < r:

- (s 2)

2 2

3 2 3 3
SQ‘g(z)—(M (Z+47A) +2‘§M (Z+4,A> —C(z+4+ir>

2
Y <z+i,A> —C(z—ki-ﬁ-zﬁ')

+0 (%).
Por lo que, como afirmabamos antes de comenzar con la demostracion, necesitamos aproximar
adecuadamente la funcion ¢ por sus truncamientos (s: esa va a ser nuestro objetivo en lo que
resta de demostracion:
Para ello, en primer lugar, debido a la continuidad de {3/(z,w) en la variable w, se infiere la
existencia de § > 0 de modo que:

Cm (Z+i,wl> —Cm <Z+i,w>’ <e

siempre que Hw]’g — wp| ’T < 4 para todo p € M. Ahora, teniendo en cuenta la igualdad

3\ 1 L 71— 1 e 71_. 3
(o4 3 4ir) = T “ o) I = (2+ §.800).

pEM peM

<2

max
|z|<r

log 2 log 3 log 5
27 27 2 0

definamos @(7) := (T . ) y consideremos el conjunto

log p
21

BTZ:{TG[O,T]Z’T - A,

<9, VpEM};
T

cuya densidad en [0,7], como consecuencia de la nota 5.1.1 y la proposicién 5.17, tiende al
volumen de la bola de radio d en el toro #M-dimensional. Por tanto, si 7 € By se cumple

3 3
|r;1|2>£ Cv (z+4+i7') — (z+4,A> <e. (9.9)
Para demostrar el lema 9.6 estimaremos la siguiente integral
1 3.\
Ip:= T g(z)—=Clz+ 1 +ir || dxdydr;

Br |z|<r

que teniendo en cuenta todas las estimaciones que hemos ido obteniendo, resulta:

ITS;///’C(Z+i+i7'>—CM(Z+i7A>

Br |z|<r

A [ le(erten)a(eren)

Br |z|<r

2
dxdydr + O (52)

2
dzdydr + O (52) . (9.10)
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Por lo que para demostrar el lema 9.6, bastara con estimar la integral que aparece en la ecuacién
(9.10).

Aproximaremos ¢ por sus truncamientos (y; en dos pasos; para ello, consideremos el conjunto
Q. := {p primo :p <k} conk > mz’}a[( p (de modo que M C Qy); entonces, aplicando de nuevo
pe

la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma (9.8) se tiene:

T <é/// ¢ z+§+i7' —( z+§+i7 2da:d dr
T=F 1 M 1 Y
Br |z|<r
8 3 3 \[
Sf Cou Z‘f‘Z‘HT — (M Z+Z—HT dxdydrt
Br |z|<r

2
dxdydr =: 857 + 8955.

+<;///‘C(z+i+i7>-(gk(z+i+i7>
Br |z|<r

(1) Estimacion asintotica de S;: en primer lugar, reordenemos la integral de la manera siguiente:

2
e o 3]
Br |z|<r
2
(3l 1) ) o)
Zl<r \ Br
1 3 . 3 \[

|z|<r Br

Ahora, teniendo en cuenta que la curva @(7) estd uniformemente distribuida (de nuevo,
léase la nota 5.1.1) y que la familia de funciones

2

Coy (z + z,&:(r)) —Cm <z+ i,&:(r))

es equicontinua y uniformemente acotada en la variable |z| < r; se sigue del teorema 5.25
que, uniformemente para z se tiene

it !

m —

T—oo T
B

T

2
dr

T I

:/D Cox <z+z,w> — (i <z+i,w>

donde D = {w : Vp € M, ||lw, — Apl|; < 0}. Ademés, en virtud de la igualdad

Co, (z+ i,w) =M <Z+ Zf—d) “CQi\M (Z+ i#‘-’) J
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se deduce

D

2 2 2

dw

dw:/ Cu (z—i—i,w) Cop\Mm (z+i,w)
D

, 2 3
< x|l + 22 [ oo (54 3.
|z]<r D 4

pero como D esta definida por restricciones en los p € M, puede cambiarse el orden de

integracion para obtener:
1
3
0

2
dw;

2 2

dw

3
oo (++ )

donde, cuidado lector, dw en esta ultima integral indica que estamos integrando exclu-
sivamente con respecto a los p € Qi \ M. Ahora, considerando la serie de Dirichlet de
Cao\M (z + %,w) y acotando mediante la desigualdad triangular, obtenemos:

11

3 1 o gt 1
= dw < E =0 .
0/0/ Conr <Z+4’w> “ n2G-1) _/N (t—1)3-% <N52r>

n>N n?
Por consiguiente, llegamos a la primera de las estimaciones asintéticas:

/// CQk<Z+2‘HT> CM<Z+Z+ZT) dmdydr—O(m(D))_

Nl_QT
|z|<r
De donde se deduce que podemos fijar IV de modo que para T suficientemente grande se

tenga:
/ // ‘{gk <z+i+w) Cmr (z—i—i—i—w)

Br |z|<

O\H

dxdydr < 3(;)) -, (9.11)

Fijemos dicho NV, en la estimacién que viene fijaremos la k.

(ii) Estimacion asintética de Si: vamos a valernos de un truco similar al que usamos para los
teoremas 7.10 y de Bohr-Landau aprovechando la representacién como serie de Dirichlet
de la funcion 7 en 0 < R(z) < 1. Para ello, cambiemos de nuevo el orden de integracion:

_%/// 'C(z+i+i7)—(gk <Z+i+i7>2
Br |z|<r

= // ;/‘C(z—ki—l—h)—ggk <z—|—i—|—i7’)
Br

|z|<r
3 . 3 .
Z-‘rZ—FZT — (o, Z+1+ZT

< J (=L

dxdydr

2
dr | dxdy

2
d7'> dxdy.

|z|<r
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Como 1 — 2172 se anula exclusivamente en algunos puntos de la recta R(z) = 1; multipli-

N2
cando por (1 — 217(Z+%+”)) y apelando al teorema 6.9 obtenemos, uniformemente para

lim Tc 23 pir) —cop (242 i
e 2T | [P\F T T ) T \ T T

o1t 1— (54 3+ir) | 3 3.
ST B L I o GRS R BN RS Ry

2
dr

2
dr

y de esta manera llegamos a la segunda de las estimaciones asintéticas:

///‘C<Z+ +ZT> Cgk(z+ +z7> dxdyd7_0<k>_

|z|<r
De donde se deduce que podemos fijar k, de modo que M C Q. y para T suficientemente
grande se tenga:

_%/ // ’((z—l—i—i—iT)—CQk (z—l—i—i—z'T) i

Br |z|<r

D
dzxdydr < m3(2 ) ‘€ (9.12)

Fijemos dicho k y pasemos a usar las dos estimaciones obtenidas.

Considerando las cotas obtenidas para S; y S2 en las ecuaciones (9.11) y (9.12), deducimos
que para T suficientemente grande:

w1 [loe(riee)

Br |z|<r

2

dadydr < @ e

Aplicando ahora la desigualdad de Chebyshev® en (x) y la cota de la ecuaciéon anterior en (),

vemos que:
2
dxdy < E})

o fremm [ oe(+340)
> {resr //\ (e n)] war<c})
_m(BT)—m<{ e [0,7]: |/</‘ (z+i+z7')2da:dy25}>

2

>mBT—f ///‘ (Z—‘ri—l—ZT) dxdydr
Br |z|<r
m (D)

>m(Bp)—-T - ——.

() (Br) 2

5Léase la nota 9.2.1 posterior a la demostracion.
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Finalmente, teniendo en cuenta que Th’m 7m (Br) = m (D), tomando el limite cuando T' — 400
— 00

se tiene
1 3 ?
lTlglJlrrng T€[0,T]: //‘g(z)<<z+4+m’> dxdy < e
|z|<r
o m(Br)  m(D) m(D)
> — = _
2 liminf —7 y —mP) - >0

con lo que concluye la demostraciéon del lema 9.6 y por descontado la del teorema de universalidad
de Voronin. O

Notese que hemos demostrado un enunciado algo mas fuerte que el del teorema 9.2, y que
estamos teniendo en cuenta la densidad de los 7 € [0,7] para los que se cumple el teorema
de universalidad de Voronin. jSorprendentemente, hemos demostrado que dicha densidad es es-
trictamente positiva!l Dejamos esta version ergdodica del teorema de universalidad de Voronin en
forma de teorema:

Teorema 9.7 (Teorema de universalidad de Voronin, version ergodica). Sean 0 < r < i Y

f(2) una funcién holomorfa en D(0,r) y continua hasta la frontera que no se anula para ningun

|z| < r. Entonces, para todo € > 0
3
f(z)—C<Z+4+ZT>’ <5}) > 0.

Nota 9.2.1 (La desigualdad de Chebyshev): Durante la demostracion del teorema de universalidad
de Voronin apelamos a la conocida desigualdad de Chebyshev:

1
liminf —-m ({T € [0,7T] : max
T—+oo T |z|<r

Teorema 9.8 (Desigualdad de Chebyshev). Sean (X,X,pn) un espacio de medida y f : X — R una
funcion medible. Entonces, para todo X > 0 y todo 0 < p < 400 se tiene:

pEeX @I 2N < 5 / 17 dps.
[FI>A

Para p = 1, que es el caso que aplicamos en la demostracion del teorema de universalidad de Voronin,
se la conoce como desigualdad de Markov (no confundir con la desigualdad de Markov sobre la que
discutimos en el capitulo 3).

Vistos el enunciado y la demostracién del teorema de universalidad de Voronin es natural
plantearse algunas cuestiones sobre el tema.

En primera instancia, detengdmonos momentaneamente y reflexionemos sobre la naturaleza
de cada una de las hipétesis del teorema 9.7. Quizés el lector esté de acuerdo conmigo en que hay
dos hipétesis que a priori pudieran parecer algo «raras» o «artificialesy: en primer lugar, ;existe
alguna razon para que el teorema sélo pueda enunciarse para discos, o acaso puede extenderse a
alguna otra familia de conjuntos?; y en segundo lugar, ;por qué es necesario que estén centrados
en % y no cualquier otro valor entre % y 17 Bhaskar Bagchi (1954-) generalizé en su tesis doctoral
(véase [3]) el resultado de Voronin usando herramientas probabilisticas. Antanas Laurin¢ikas
(1948-) complet6 y generalizo los resultados obtenidos por Bagchi en varias direcciones, véase
[29]. En particular, a dia de hoy la version mas fuerte que se conoce del teorema de universalidad
de Voronin es la siguiente, a la que apelaremos en el siguiente capitulo.
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CarPiTULO 9. EL TEOREMA DE UNIVERSALIDAD DE VORONIN

Teorema 9.9. Sea K un compacto en & < R(z) < 1 con complementario conexo y sea f(z) una
funcion holomorfa en int (K) y continua hasta la frontera que no se anula. Entonces, para todo
e >0 se tiene

1
liminf — - € [0,7] : ma iT) — <e > 0.
liminf — -m ({T [0, 7] : méx[¢ (2 +47) — f ()] })

Otra cuestion que es natural plantearse es si el teorema de universalidad de Voronin puede
generalizarse a otras funciones similares a la funcién (. La respuesta es afirmativa: hay una gran
cantidad de funciones que satisfacen la propiedad de universalidad y todas ellas estan intimamente

relacionadas con la funcion (; para ejemplos més concretos el lector puede ojear los libros [29] o
[48].
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Universalidad e Hipotesis de Riemann: la
autosemejanza de la funcion zeta

Como indica el titulo, en este capitulo estudiaremos a fondo las relaciones entre algunos temas
afines a la universalidad de la funcién ¢ y la Hip6tesis de Riemann. En particular, la nocién que
explotaremos en mayor medida es la de autosemejanza y deduciremos de esta nocién y de los
teoremas de Bohr-Landau y de universalidad de Voronin un resultado equivalente la Hipotesis
de Riemann: el teorema de equivalencia de Bagchi.

Las referencias principales para el desarrollo de este capitulo han sido [47] y [48] y ademaés
para la secciéon 10.3 se ha acudido también al articulo [33].

10.1. La autosemejanza de la funcién zeta y el teorema de
equivalencia de Bagchi

Enunciado el teorema de universalidad de Voronin, es natural hacerse la siguiente pregunta:
jes posible aproximar funciones con ceros mediante traslaciones de la funcién (? Noétese que
el teorema de universalidad de Voronin no nos da ninguna informaciéon sobre esta posibilidad:
ni a favor, ni en contra. La respuesta a esta pregunta es en general negativa (veremos una
demostracion formal més adelante) y lo estudiaremos a conciencia para un caso muy concreto:
la mismisima funcién ¢ de Riemann. Llegados a este punto es necesaria la siguiente definicion:

Definicién 10.1. Sea f una funcién holomorfa en una banda vertical B. Diremos que f satisface

la propiedad de autosemejanza en el compacto K C B si puede aproximarse por ella misma en
el siguiente sentido:

1
l{m inf Tm ({T €10,7]: mea})(df(z +i1) — f(2)| < 5}) >0, paratodoe>0. (10.1)

T—o0
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CapriTuLo 10. UNIVERSALIDAD E HIPOTESIS DE RIEMANN: LA AUTOSEMEJANZA DE LA FUNCION ZETA

En particular, en las siguientes péaginas estaremos interesados en la autosemejanza de la
funcioén ¢ y en las consecuencias que esto pudiera tener; mas concretamente, en vista del teorema
9.9, estudiaremos la autosemejanza de  para compactos de la banda critica y las relaciones que
esto guarda con otros problemas referentes a la funcién ¢, como por ejemplo, la Hipotesis de
Riemann.

Si la funcién ¢ es autosemejante o no en la banda critica es una cuestion que continta abierta
hoy en dia, aunque si se ha avanzado en algunas direcciones con respecto a este tema: uno de
los resultados més interesantes en esta direccién es el teorema de equivalencia de Bagchi.
Dicho teorema afirma que ¢ es autosemejante en la banda critica si y sélo si es cierta la Hipotesis
de Riemann, poniendo en evidencia la relacién entre la posicién de los ceros de ( y su propiedad
de universalidad que anunciamos anteriormente.

Teorema 10.2 (Teorema de equivalencia de Bagchi, 1981). La Hipdtesis de Riemann es cierta
st y solo si para todo K compacto en % < R(z) < 1 con complementario conezxo y para todo £ > 0
se tiene:

lim inf %-m ({T €1[0,T] : max |((z +iT) — ((2)] < 5}) > 0.

T—o0 zeK
DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE EQUIVALENCIA DE BAGCHI.

(=): Si la Hipotesis de Riemann es cierta, entonces la funcién ¢ no tiene ningtn cero en % <

R(z) < 1y por tanto, podemos aplicarle el teorema de universalidad de Voronin en su
version mas fuerte, teorema 9.9; obteniendo de esta manera:

l{m inf ;-m<{76 [0,T] : méx | (z + i) — ((2)] <€}) >0

T—o0 zeK

donde K denota cualquier compacto de la banda % < R(z) < 1 cuyo complementario sea
conexo.

(«<): Supongamos que la Hipotesis de Riemann no es cierta; entonces, existe un cero g € % <
R(z) < 1. Veamos que es imposible que se satisfaga la siguiente desigualdad asintotica:

lim inf % -m ({T €[0,7): rznea;(df(z +it) —((2)| < 5}) >0 (10.2)

T—o0
donde K es cierto compacto en % < R(z) < 1tal que p € K,y que méas adelante definiremos
explicitamente.

Supongamos que si se satisface la desigualdad de la ecuacion (10.2): entonces, dado € > 0,
definamos

§:= inf{r>0:€< min |C(z)}7

lz—el=r

del teorema de los ceros aislados deducimos que é > 0. Por otro lado, por hipotesis se sigue
la existencia de 7 > 0 de modo que

max [C(z41i7) —C(2)] = mix [((z+iT)—((2)] <e< min [¢(2)]. (10.3)

[z—0|<6 [z—o|=6 [z—o|=6
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10.1.

LA AUTOSEMEJANZA DE LA FUNCION ZETA Y EL TEOREMA DE EQUIVALENCIA DE BAGcHI

Ahora, en virtud del teorema de Rouché!, tenemos que ¢ (z +i7) y ((z) tienen el mismo
niamero de ceros en D(p,d); por lo que existe g € {z+ it € C: |[z—9| < §} = {z €
C: |z —1i1 — 0| < ¢} donde se anula la funcion ¢. Localmente, cerca de p, el desarrollo de
Taylor de la funcién ¢ debe ser del tipo

() =c (=" +0(lz=o™")

para ciertos ¢ € C no nulo y m > 1 entero; por lo que, en vista de (10.3) tenemos la
siguiente cadena de desigualdades:

e > 16(8) = (@~ i) = K@ —im)| = |l |o — ir — o + O (jo — ir — o)
=|c|-|o—it— o™+ O ((5m+1) .

Lo que, despejando, nos lleva a la siguiente estimacién sobre la distancia entre los ceros o

y 0 )
s-ir—d < (5) o (),
C

Comod =o (5’”“), se sigue de esta ultima desigualdad que para § suficientemente pequeno,

se cumple
1

<R(0)-2()" <R@:
S0 - (r-S@l<2(g)".

Veamos como toda esta construcciéon contradice al teorema de Bohr-Landau, teorema 7.12.
Hagamos la siguiente estimacion sobre el ntimero de ceros de (: puede ocurrir que diferentes
valores de 7 que satisfagan (10.3) den lugar al mismo cero; no obstante, las desigualdades
(10.4) acotan dicha region en la que distintos 7 pueden dar lugar al mismo cero. Usando la

siguiente notaciéon
1
6 m
amzmm—2(d),

del parrafo anterior se deduce la siguiente cota inferior para el nimero de ceros de (:

N<00,T+%(g)+2<|i|>’l">

> i ('C>'1” .m({Te 0,7]: méx |¢(z+i7) — ¢ (2)] <a}>,

€ [z2—o|<é

[

(10.4)

y pasando al limite, obtenemos:
lminf =N (o0, T+S (o) +2 (= g
iminf — - o R —
Thee T 0 ¢ Ic]

Zi(|c|)m~liminf ;-m<{TG[O,T]: max |C(z+z’7)—((z)<€}> > 0.

e T—o0 |z—o|<8

Entrando en contradiccion con el teorema de Bohr-Landau que afirma: N (0,7T) = o(T)
para todo o > %

O

ILea, lector, la nota posterior a esta demostracion si tiene mala memoria.
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CapriTuLo 10. UNIVERSALIDAD E HIPOTESIS DE RIEMANN: LA AUTOSEMEJANZA DE LA FUNCION ZETA

Nota 10.1.1 (El teorema de los ceros de Rouché): Sumando y restando adecuadamente, pueden
enunciarse varias versiones equivalentes del teorema de Rouché. La que damos aqui es la siguiente:

Teorema 10.3 (Teorema de Rouché). Sean f, g funciones holomorfas en un dominio Q; y sea C C Q un
subconjunto con frontera OC continua. Entonces, si se cumple

|f(2) +9(2)| < |f(2)| + |g(2)|, para todo z € OC,

f y g tienen el mismo numero de ceros en C.
\ v

10.2. Autosemejanza y casi periodicidad de la funcién zeta

Quizas sorprenda al lector conocer que ya en 1922 Harald Bohr demostré un enunciado
intimamente relacionado con el del teorema de equivalencia de Bagchi, véase [7]. Para enunciarlo,
es necesario que vamos algunas definiciones previamente:

Definicién 10.4. Sea x : Z/qZ —> C un caracter multiplicativo modulo ¢. Se define su funcién
L de Dirichlet como la funcién de variable compleja dada por:

oo EX(2)

Las funciones L de Dirichlet tienen un comportamiento muy similar al de las funciones ¢ de
Riemann o 7 de Dirichlet; de hecho, ambas pueden verse como casos particulares de funciones
L. Al igual que para la funcién ¢, se conjetura que para todo caracter y médulo ¢ la funcion
L(z,x) no se anula en el semiplano £(z) > %; a dicha conjetura se la conoce como Hipétesis
de Riemann generalizada.

El interés por toda esta historia radica en la siguiente nocién, introducida por Bohr y pro-
fundamente relacionada con la propiedad de autosemejanza:

Definicién 10.5. Diremos que la funcion L(z) := L(z, x) es casi periédica en el compacto K
si para todo ¢ > 0 existe una sucesion ... < 7o <71 <0< 71 <7 <...tal que

. 7. T
lminf (701 — 7o) >0y limsup — < 400
m—+oo m—s+oco M

y para la cual
|L(z +i7m) — L(2)| < €, para todo z € K.

Reflexionemos en primer lugar sobre las relaciones que hay entre las nociones de autosemejan-
za y casi periodicidad: es evidente que toda funcién autosemejante en cierta region es asimismo
casi periédica, sin embargo el reciproco no es cierto; por lo que en ningin caso son definiciones
equivalentes.

Entre otras cosas, Bohr demostré que todas las funciones L de Dirichlet eran casi periddicas
en su plano de convergencia absoluto. Aunque sin demostracion, dejemos el enunciado en forma
de teorema, véase [7].

Teorema 10.6. Sea x un caracter cualquiera y L(z, x) su funcion L asociada. Entonces, L(z,x)
es cast periddica en su plano de convergencia absoluto.

Aplicando este teorema a la funcién ¢ se deduce:

Corolario 10.7. La funcién ¢ de Riemann es casi periddica en el semiplano R(z) > 1.
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10.3. ;QUE SE SABE DE LA AUTOSEMEJANZA DE LA FUNCION ZETA?

Pero ademés, Bohr descubrié una interesantisima equivalencia entre la Hipotesis de Riemann
y la propiedad de casi periodicidad:

Teorema 10.8. Sea x un caracter no trivial. Entonces, la Hipdtesis de Riemann generalizada
es cierta para L(z,x) si y solo si L(z,x) es una funcion casi periddica en el semiplano R(z) > %

Notese que las hipotesis del teorema 10.8 impiden al caracter y ser el homomorfismo trivial,
por lo que éste no puede aplicarse a la funcién . En ese sentido, el teorema de equivalencia de
Bagchi y la propiedad de autosemejanza rellenan ese caso que no tenia cabida en las hipotesis
del teorema 10.8.

10.3. ;Qué se sabe de la autosemejanza de la funcion zeta?

En esta secciéon enunciaremos sin demostrar algunos resultados que se conocen sobre la au-
tosemejanza de la funcion ¢. El primer resultado que enunciaremos recuerda (y generaliza) al
que vimos en el corolario 10.7 y afirma que la funcién ( satisface la propiedad de autosemejanza
en su plano de convergencia absoluta f(z) > 1. Aunque no lo demostraremos, puede darse una
prueba usando algunas de las herramientas que Bohr empled ya en 1922 en su articulo [7] para
demostrar el teorema 10.6.

Teorema 10.9. Sea K un compacto cualquiera en el semiplano R(z) > 1. Entonces, para todo
e > 0 se tiene

l%’Frgioréf % -m <{7’ €1[0,7]: Igg%d{(z—kh) —((2)| < 5}) > 0.

Mi afan no es restarle mérito a la demostracién del teorema anterior; sin embargo, teniendo
en cuenta que para $(z) > 1 podemos valernos de la representacion de la funcion ¢ como serie
de Dirichlet, no es de extranar que la prueba del teorema 10.9 sea, a fin de cuentas, un ejercicio
(complicado) de Analisis. Sin embargo, para probar la autosemejanza en % < R(z) < 1ya
no podemos valernos de esta herramienta explicita. Es por ello que las ideas que se usan para

demostrar el teorema 10.9 no son extrapolables a la demostracion del siguiente teorema:

Teorema 10.10 (Nakamura, 2012). Para todo v € R no nulo, € > 0 y K un compacto de
3 < R(z) < 1, se tiene que

I%ioréf % -m <{T €10,7]: rznesif(q((z—f—h) —((z4irT)| < 5}) > 0.

Aunque citemos a Takeshi Nakamura como autor del teorema, lo cierto es que varios autores
han colaborado en su demostracién: el primero de estos nombres es el de Lukasz Pankowski,
quien probo el teorema 10.10 para el caso en que r € R fuese un namero irracional, véase [36];
el segundo de estos nombre es el de Ramunas Garunkstis, quien prob6 de manera independiente
a Takeshi Nakamura, el teorema 10.10 para el caso en que r € R fuese un numero racional no
nulo, véase [18].

Asi pues, lector, estamos a tan s6lo un numero de demostrar la Hip6tesis de Riemann: pruebe
por esta via si lo tiene a bien, quizés llegue a buen puerto.
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