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Resumen

En el presente Trabajo de Fin de Master se realiza una propuesta didactica que consiste
en dos sesiones de sintesis y refuerzo de contenidos de geometria analitica de la asignatura de
Matemaéticas orientadas a las ensefianzas académicas para el cuarto curso de la Educacion
Secundaria Obligatoria. La propuesta es una Clase de GeoGebra que cuenta con cinco actividades
digitales que cubren los contenidos del curriculo: operaciones con vectores; propiedades de
puntos, vectores y segmentos; combinacion lineal de vectores; ecuaciones de la recta, y

paralelismo y perpendicularidad.

Asimismo, para justificarla se realiza una revision bibliogréafica en tres direcciones: el
significado, implicaciones y dificultades de la competencia de aprender a aprender; la
problematica del estudio de la geometria analitica en Educacion Secundaria, y las ventajas y

soluciones que aporta la introduccion y empleo del software de GeoGebra.

Palabras clave: GeoGebra, Geometria analitica, competencia de aprender a aprender,

niveles de van Hiele.

Abstract

The present work aims to make a didactic proposal consisting in two sessions of synthesis
and reinforcement of the contents of analytic geometry, from the subject of Mathematics directed
towards the academic teachings in the fourth year of Secondary Mandatory Education. The
approach consists in a GeoGebra Lesson containing five exercises that cover the curriculum’s
subject matter: operations with vectors; features of points, vectors, and segments; linear

combination of vectors; equations of the line, and parallelism and perpendicularity.

For the proposal’s justification, a bibliographic review is carried out in three directions:
the meaning, implications, and difficulties of the learning to learn competence; issues concerning
the study of analytic geometry in Secondary Education, and the advantages and solutions that the

implementation and use of GeoGebra software involves.

Key words: GeoGebra, Analytic geometry, learning to learn competence, van Hiele

levels.
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1. INTRODUCCION

Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) han ido permeando
practicamente todos los ambitos de las vidas de las personas en las ultimas décadas. Es
complicado imaginar nuestra realidad sin ellas, tanto es asi, que la omnipresencia de las
TIC se ha convertido en una de las caracteristicas de la sociedad actual. En educacion, el
desarrollo digital ha podido contemplarse significativamente tanto en las infraestructuras
destinadas a ella como en el impacto que tienen sobre las personas que la desempefian y

las que la protagonizan, es decir, los estudiantes.

La edad en la que los nifios comienzan a hacer uso de ellas es cada vez més baja,
y son los adolescentes y los jovenes los que mas las emplean. Asi, segun datos del INE
(2020) el 69,5% de los nifios de 10 a 15 afios ya disponen de teléfono movil, el 91,5% de
ellos hace uso frecuente del ordenador, y el 94,5% navega usualmente por Internet.

La influencia de las TIC es tan significativa que los estudiantes de este siglo, que
han nacido y crecido en la era digital, han sido denominados Nativos Digitales (Prensky,
2010). El autor, en consecuencia, describe a las personas que no han nacido en esta era'y
que han tenido que aprender el lenguaje digital como Inmigrantes Digitales. Algunas de
las caracteristicas que se podrian destacar de los primeros que les diferencian de los
segundos son su deseo de recibir informacion dinamica e inmediata, su tendencia a
realizar varias tareas simultaneas, su preferencia por los graficos ante los textos, la mejora
de su rendimiento cuando trabajan en la Red o su preferencia por aprender de forma

l0dica.

En consecuencia, la brecha generacional entre profesores y alumnos ha adquirido

una dimensidn tecnoldgica extra que es necesaria tener en consideracion.

El TFM esta enmarcado en la utilizacion de las TIC en el aula, por lo que se cree
necesario motivar la propuesta didactica y esbozar los objetivos que se pretenden en el

trabajo, tanto a nivel docente como a nivel de aprendizaje propio.



1.1. Motivacion

Pese a que con la introduccion de las TIC en el curriculo en Espafia y su avance
en aplicaciones y recursos se esperaria que el rendimiento académico del alumnado
mejorara, los resultados del Programa para la Evaluacion Internacional de los Estudiantes
(PISA) (OCDE, 2018) nos sitlan tanto en matematicas como en ciencias varios puntos
por debajo de la media de los paises de la OCDE. En este aspecto, la tendencia de nuestro

pais no es de retroceso, pero tampoco se ha logrado avanzar.

Enlo que a las TIC respecta, por tanto, es necesario plantear su introduccién y uso
como recurso educativo efectivo y no como una réplica digital de los recursos
tradicionales. Se debe comprender el contexto educativo y los requisitos para que las TIC
se puedan llevar al aula como una herramienta de mejora. En esta linea, de Pablos et al.
(2010) investigan sobre los factores facilitadores de la innovacién con TIC en los centros
escolares y los comparan en diferentes comunidades auténomas esparfiolas. Entre ellos
destaca la actitud positiva hacia las TIC por parte de los docentes y equipos directivos, la
disponibilidad de espacios y recursos informéticos y la preparacion y habilidad en estas

tecnologias de los responsables de innovacion de los centros.

Por lo tanto, se tienen que producir tres avances simultaneamente para un
desarrollo de las TIC significativo y transformador en educacién: dotacion de recursos
tecnoldgicos a los centros educativos, formacion docente para que las personas
encargadas de llevar las TIC a las aulas tengan conocimiento de su uso adecuado, y
elaboracion de materiales educativos. El primero de ellos es competencia de las politicas
educativas del Estado y de las Autonomias, pero en los dos ltimos, el papel del docente

cobra vital importancia.

A nivel mas personal, a lo largo de este afio he desarrollado un gusto por las
propuestas de innovacidn docente mediante el empleo de GeoGebra, con origen en una
de las asignaturas que he cursado en el Master. Ademas, durante el periodo de practicas
he podido llevar a cabo dos intervenciones con TIC en el aula y comprobar que los
estudiantes se divertian y adquirian mayor protagonismo en su aprendizaje. En
consecuencia, he sentido de gran utilidad iniciarme en ellas y he tratado de formarme de

cara a la elaboracion de nuevos recursos matematicos digitales.



1.2. Objetivos

Los objetivos del trabajo se enfocan, ademés, en un estudio tedrico de algunos
conceptos asociados al aprendizaje de la materia de interés, la geometria analitica, y del
aprendizaje en general de los estudiantes adolescentes. Los objetivos finales son los

siguientes:

- Realizar una breve introduccion de las competencias clave mediante las que se

trabaja en el curriculo espafiol.

- Realizar un estudio de las implicaciones de la competencia de aprender a aprender,
ya que esta representa el conjunto de habilidades, actitudes y aptitudes mas
relacionadas con la autonomia del alumno, ya no solo a nivel educativo y de
desarrollo de sus propios mecanismos de aprendizaje, sino a nivel personal, para
que en el futuro pueda ser autosuficiente en su entorno social y sea capaz de

desenvolverse en diferentes contextos.

- Realizar un estudio de las dificultades en el aprendizaje de la geometria analitica

y comprender las formas de razonamiento que se dan en los estudiantes.

- Sacar conclusiones de un recurso didactico llevado al aula y que sirva de

experiencia para mejorar su disefio.

- Perfeccionar los conocimientos propios sobre GeoGebra para poder plantear
actividades dindmicas que aporten otra dimensién a las sesiones de aprendizaje,
ahondando en el funcionamiento de las diferentes herramientas que facilita el

software.

2. MARCO TEORICO

Los tres primeros objetivos establecidos para el presente trabajo se trataran de

desarrollar en este apartado.



2.1. Las competencias clave

Las politicas educativas nacionales e internacionales han tratado de incentivar el
proceso de ensefianza-aprendizaje basado en competencias en los centros escolares desde

principios de siglo (Rocosa, Sangra y Cabrera, 2017).

El proyecto DeSeCo de la OCDE (2005), vinculado a PISA, reunio a expertos de
diferentes disciplinas y paises para esbozar un marco teérico y conceptual de referencia
con el fin facilitar el establecimiento de las competencias clave necesarias para el
desarrollo de los individuos y las sociedades democraticas. EI marco agrupaba tres
categorias amplias que intersecan entre si: el empleo de herramientas de manera
interactiva, que abarca el empleo del lenguaje, simbolos, informacién y tecnologias; la
interaccion en grupos heterogéneos, que incluye la capacidad de relacién, de cooperacion
y de resolucién de conflictos con otras personas; y el desarrollo autbnomo, que
comprende la capacidad de actuar en un contexto, de conducir proyectos personales y de

afirmar derechos, limites, necesidades e intereses.

Uno de los puntos importantes que motivaban el proyecto era el hecho de que las
competencias clave, pese a que abarcan mas que solo conocimiento instruido, pueden ser

aprendidas en un entorno educativo favorable.

La Comision Europea (2006) recomendé a los Estados miembros desarrollar la
oferta de las competencias clave para todos en sus estrategias de aprendizaje permanente.
Dichas competencias se establecieron en base al marco de referencia previamente
mencionado y se definieron como “aquellos conocimientos, capacidades y actitudes [...]
que todas las personas precisan para su realizacion y desarrollo personales, asi como para
la ciudadania activa, la inclusion social y el empleo” (p. 14). Las competencias se

especifican en el anexo de ese documento y son las siguientes:
1. Comunicacion en la lengua materna
2. Comunicacion en lenguas extranjeras
3. Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia
4. Competencia digital

5. Aprender a aprender



6. Competencias sociales y civicas
7. Sentido de la iniciativa y espiritu de empresa

8. Conciencia y expresion culturales

El Sistema Educativo Espafiol introdujo las competencias basicas en su curriculo
por primera vez en la Ley Organica 2/2006 de Educacion (LOE) con los objetivos de
integrar los aprendizajes formales, informales y no formales, permitir a los estudiantes
ponerlos en relacion con sus contextos y situaciones de la vida cotidiana, y concretar los
contenidos y criterios de evaluacion imprescindibles para orientar la ensefianza
académica (Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre, por el que se establecen las

ensefianzas minimas correspondientes a la Educacion Secundaria Obligatoria).

En la LOE se definen 8 competencias bésicas similares a las propuestas por la
Union Europea (2006), que mediante la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre para la
mejora de la calidad educativa (LOMCE) quedan sintetizadas en 7 competencias casi
idénticas a las mencionadas previamente. La LOMCE las sitGa en un eje principal del
proceso de ensefianza-aprendizaje y del curriculo y menciona que dicho proceso
competencial debe abordarse desde todas las areas del conocimiento debido a su caracter
transversal, dindmico e integral (Real Decreto 1105/2014, de 6 de diciembre, por el que

se establece el curriculo basico correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria).

En la Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se describen las relaciones
entre las competencias, los contenidos y los criterios de evaluacion de la educacion
primaria, la educacidon secundaria obligatoria y el bachillerato, se describen dichas
competencias en detalle y se incluyen herramientas con las que no se contaba en la LOE,
como el planteamiento de estrategias metodoldgicas para trabajar por competencias en el

aulay el desarrollo de su evaluacion.

Las competencias por las que se trabaja actualmente en el Sistema Educativo

Espafiol son las siguientes:
a) Competencia lingiistica

La competencia en comunicacion linguistica es el resultado de la accion

comunicativa dentro de practicas sociales determinadas, en las cuales el individuo actla
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con otros interlocutores y a través de textos en multiples modalidades, formatos y
soportes. Para su adecuado desarrollo se debe atender a los cinco componentes que la
constituyen y a las dimensiones en las que se concretan: el componente linguistico, el
componente pragmatico-discursivo, el componente sociocultural, el componente

estratégico y el componente personal.
b) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia

La competencia matematica implica la capacidad de aplicar el razonamiento
matematico y sus herramientas para describir, interpretar y predecir distintos fendmenos
en su contexto. Requiere de conocimientos sobre los numeros, las medidas y las
estructuras, asi como de las operaciones y las representaciones matematicas, y la
comprension de los términos y conceptos matematicos. Para su adecuado desarrollo
resulta necesario abordar cuatro areas relativas a los nimeros, el algebra, la geometria y

la estadistica, interrelacionadas de formas diversas.

Las competencias basicas en ciencia y tecnologia son aquellas que proporcionan
un acercamiento al mundo fisico y a la interaccién responsable con él desde acciones,

tanto individuales como colectivas.
c) Competencia digital

La competencia digital es aquella que implica el uso creativo, critico y seguro de
las tecnologias de la informacién y la comunicacion para alcanzar los objetivos
relacionados con el trabajo, la empleabilidad, el aprendizaje, el uso del tiempo libre, la
inclusion y participacion en la sociedad. Para su adecuado desarrollo resulta necesario
abordar el andlisis e interpretacion de la informacion, el conocimiento de los diferentes
medios de comunicacion, la creacion de contenidos digitales, las estrategias de seguridad

y conocimiento de riesgos tecnoldgicos y la resolucion de problemas tedricos y técnicos.
d) Aprender a aprender

La competencia de aprender a aprender es fundamental para el aprendizaje
permanente que se produce a lo largo de la vida y que tiene lugar en distintos contextos
formales, no formales e informales. Esta competencia se caracteriza por la habilidad para
iniciar, organizar y persistir en el aprendizaje e incorpora el conocimiento que posee el

estudiante sobre su propio proceso de aprendizaje.
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e) Competencias sociales y civicas

Las competencias sociales y civicas implican la habilidad y capacidad para utilizar
los conocimientos y actitudes sobre la sociedad, entendida desde las diferentes
perspectivas, en su concepcion dinamica, cambiante y compleja, para interpretar
fendmenos y problemas sociales en contextos cada vez mas diversificados; para elaborar
respuestas, tomar decisiones y resolver conflictos, asi como para interactuar con otras
personas y grupos conforme a normas basadas en el respeto mutuo y en convicciones

democraéticas.
f) Sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor

La competencia sentido de iniciativa y espiritu emprendedor implica la capacidad
de transformar las ideas en actos. Ello significa adquirir conciencia de la situacion a
intervenir o resolver, y saber elegir, planificar y gestionar los conocimientos, destrezas o
habilidades y actitudes necesarios con criterio propio. Para su adecuado desarrollo resulta
necesario abordar la capacidad creadora y de innovacion, la capacidad proactiva para
gestionar proyectos, la capacidad de asuncion y gestion de riesgos, las cualidades de

liderazgo y trabajo individual y en equipo y el sentido critico y de la responsabilidad.
g) Concienciay expresiones culturales

La competencia en conciencia y expresion cultural implica conocer, comprender,
apreciar y valorar con espiritu critico, con una actitud abierta y respetuosa, las diferentes
manifestaciones culturales y artisticas, utilizarlas como fuente de enriquecimiento y

disfrute personal y considerarlas como parte de la riqueza y patrimonio de los pueblos.

De esta manera, las competencias deben ser trabajadas en las asignaturas y areas
del curriculo desde los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje
evaluables (Real Decreto 1105/2014).

El vinculo requerido de estos aspectos con el trabajo por competencias ha
generado una serie de dificultades tanto en los aspectos elementales, metodoldgicos y
evaluativos de las programaciones didacticas (Toribio, 2010; Vazquez-Cano, 2016),
como en el profesorado a la hora de planificar, coordinar y evaluar competencias claves
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(Vazquez-Cano, 2016). Este autor estudia y concreta estas dificultades en una
investigacion cuyos principales resultados indican que la mayoria de los centros no
disponen de un “Plan de Centro” ni un “Plan de Accion Tutorial” donde se concrete el
desarrollo de las competencias clave, no notifican formalmente de la adquisicion de
competencias de los alumnos a sus familias, ni a nivel interno, ni realizan reuniones de
coordinacion docente para ello. En cuanto a los profesores, la mayor parte no saben como
relacionar los criterios de evaluacion con las competencias, no se coordinan con sus
compafieros de departamento ni de otros departamentos para unificar criterios de
programacion competencial, no realizan proyectos que involucren a la comunidad
docente ni han realizado cursos de formacion especifico para el trabajo por competencias
y consideran dificil encontrar estrategias, contenidos y métodos de evaluacién para las

competencias mencionadas en el curriculo.

2.2. La competencia de aprender a aprender y las matematicas

Para el propésito de este trabajo y a modo de motivacién de la propuesta, se ha
considerado de utilidad recorrer brevemente las caracteristicas e implicaciones de la
competencia de aprender a aprender, asi como las dificultades que presenta de cara a la

labor docente y su vinculo con las matematicas.

Esta competencia se articula bajo el funcionamiento de dos ejes (Orden
ECD/65/2015): el primero, la capacidad para la motivacién por el aprendizaje, que
requiere que se genere interés y curiosidad por lo que se aprende, y el segundo, la
organizacion y gestion del aprendizaje, que incluye el autoconocimiento sobre los
procesos mentales involucrados en el aprendizaje y su ajuste a los tiempos y las demandas

de tareas y actividades requeridas para llevarlo a cabo.

Este conocimiento se vuelca en destrezas de autorregulacion y control que se
concretan en estrategias de planificacion, estrategias de supervision y estrategias de
evaluacion. Schunk y Zimmerman (1997) explicaban esta autorregulacion como un
proceso de cuatro niveles: por una parte, la observacion y la emulacion, con fuertes
influencias sociales; por otra, el autocontrol y el autodesarrollo, con mayor dependencia

del aprendiz o estudiante.
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Engranando estas caracteristicas estudiadas se podria definir esta competencia
como un proceso mediante el que los estudiantes obtienen nuevos conocimientos sobre
su gestion del aprendizaje y su motivacion por él a través de experiencias vividas que
producen algin cambio en su manera de elaborar estrategias de planificacion, supervision

y autoevaluacion.

Teixido (2011) desarrolla e ilustra un esquema de los aspectos primordiales de la
competencia de aprender a aprender y los divide en siete:

a) Conocimiento y formulacion de los objetivos de aprendizaje. Si el alumno
tiene claro lo que espera aprender le serd& mas facil tomar conciencia de los

resultados de su aprendizaje.

b) Desarrollo de habilidades cognitivas bésicas que lo hagan posible. Entre ellas
destaca el pensamiento comprensivo, el pensamiento critico, el creativo y la

memorizacion.

¢) Conocimiento de las propias capacidades y limitaciones, es decir, la conciencia
sobre qué cosas sabe el alumno, qué cosas no sabe, qué cosas no comprende,

cudles de ellas estan a su alcance, etc.

d) Conocimiento de técnicas y estrategias. Algunas de ellas son los mapas
conceptuales, los diagramas de flujo, el aprendizaje cooperativo, el dossier, etc.
Es preciso que el alumno se plantee qué procedimientos conoce para aprender lo

(ue se propone.

e) Reconocimiento y regulacién de aspectos emocionales. Tiene un vinculo muy
estrecho con la motivacion. El aprendizaje genera emociones como la satisfaccion
ante éxitos, temor al fracaso, busqueda de reconocimiento, celos, aversion,
admiracion, etc., y son diferentes para cada estudiante, pues son inherentes a la

condicion humana.

f) Aprendizaje con los otros. Pese a que el aprendizaje es en esencia un proceso
individual, se produce en un contexto social donde profesores, grupo de clase,
miembros del equipo de trabajo, familia y amistades tienen un papel importante.

Es preciso que el alumno
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g) Creacion de ambientes de aprendizaje. El aprendizaje tiene lugar tanto en el
aula como en casa, con el grupo de iguales, de amigos e incluso en la calle. En
estos espacios se generan ambientes que pueden favorecer el aprendizaje o
coartarlo, de modo que es una practica relevante y enriquecedora del alumno el

hecho de ser capaz de construirlos adecuadamente.

Asimismo, cabe destacar el trabajo de Martin (2008), que, por un lado, incide en
que es prioritario que el desarrollo de esta competencia se produzca desde la Educacion
Infantil, por otro afirma su caracter contextual asegurando que en los propios recreos,
pasillos y salidas del centro educativo esta competencia se desarrolla también, y, por
ultimo, expone una serie de principios metodoldgicos similares a los descritos
previamente, con propuestas interesantes en temas como el lenguaje empleado para cada

etapa, la atribucion adecuada de éxitos y fracasos al alumnado y la metacognicion.

Como se puede entender de estas descripciones, la accion docente y la figura del
profesor pueden influir en todos estos aspectos en mayor o menor medida, lo que motiva
a realizar propuestas didacticas que los potencien. En ultimo término, el objetivo de estas
propuestas no deberia ser exclusivamente la adquisicion de conocimientos de la materia,
sino que deberia subyacer en él una intencién facilitadora del aprendizaje y que permita
al alumnado tomarse un tiempo y una reflexion acerca de sus procesos mentales para la

adquisicién de conocimientos nuevos.

En esta linea, se establecen en el curriculo las orientaciones de las propuestas

metodoldgicas para ensefiar por competencias (Orden ECD/65/2015):

“Para potenciar la motivacion por el aprendizaje de competencias se
requieren, ademas, metodologias activas y contextualizadas. Aquellas que
faciliten la participacion e implicacion del alumnado y la adquisicion y uso de
conocimientos en situaciones reales, seran las que generen aprendizajes mas

transferibles y duraderos.

[...] La seleccion y uso de materiales y recursos didacticos constituye un
aspecto esencial de la metodologia. El profesorado debe implicarse en la
elaboracion y disefio de diferentes tipos de materiales, adaptados a los distintos
nivelesy a los diferentes estilos y ritmos de aprendizaje de los alumnos y alumnas,

con el objeto de atender a la diversidad en el aula y personalizar los procesos de

15



construccién de los aprendizajes. Se debe potenciar el uso de una variedad de
materiales y recursos, considerando especialmente la integracion de las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion en el proceso de ensefianza-

aprendizaje que permiten el acceso a recursos virtuales.” (p. 7003).

Es preciso sefialar que, pese a que el docente puede prestar ayuda al alumno y
favorecer su autonomia a través de sus propuestas y metodologias, su capacidad de
influencia tiene limitaciones tal y como las tiene la capacidad de aprendizaje del alumno
(Teixidd, 2011).

Paralelamente, introduciéndonos en el dmbito de las matemaéticas, Gutiérrez,
Martinez y Nebreda (2008) estudiaron los vinculos entre los objetivos del curriculo de
matematicas en la ensefianza secundaria obligatoria y las competencias basicas
introducidas en la LOE (Real Decreto 1631/2006). De los once objetivos, los que tienen

relacién estrecha con la competencia de aprender a aprender son los siguientes:

- Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar

los resultados utilizando los recursos mas apropiados.

- Utilizar de forma adecuada los distintos medios tecnoldgicos (calculadoras,
ordenadores, etc.) tanto para realizar calculos como para buscar, tratar y
representar informaciones de indole diversa y también como ayuda en el

aprendizaje.

- Actuar ante los problemas que se plantean en la vida cotidiana de acuerdo con
modos propios de la actividad matematica, tales como la exploracién sistematica
de alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto

de vista o la perseverancia en la basqueda de soluciones.

- Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién

del analisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

- Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar

confianza en la propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito y adquirir un
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nivel de autoestima adecuado, que le permita disfrutar de los aspectos creativos,

manipulativos, estéticos y utilitarios de las Matematicas.

Las dificultades que se plantean en relacion con el desarrollo la competencia de
aprender a aprender se generalizan de las mencionadas en el punto anterior sobre las

competencias clave.

2.3. La geometria analitica

Una vez se han introducido los objetivos de matematicas de interés es preciso

ahondar en el objeto de estudio concreto de este trabajo, es decir, en la geometria analitica.

Entendemos por geometria a la ciencia del espacio y rama de las matematicas que
estudia las figuras, ya sean planas o tridimensionales, sus elementos, posiciones y
transformaciones (Arce, Conejo y Mufioz, 2019). Nos referimos a la geometria analitica
cuando el estudio de estas figuras planas o tridimensionales y sus propiedades se realiza
mediante técnicas algebraicas y de analisis matematico bajo un sistema de coordenadas y

sus variables.

Como expone Gonzalez (2008), los fundamentos de la geometria analitica fueron
desarrollados simultaneamente por Descartes (La Géométrie) y Fermat (investigaciones
enviadas al Padre Merssene) en 1637, que introdujeron aspectos analiticos como las
coordenadas y la operatoria algebraica en el estudio de curvas, lo cual permitia resolver
numerosos problemas historicos con facilidad. Euler, un siglo mas tarde, recogio los
métodos analiticos mas importantes desarrollados por los matematicos de su época para

completar las ideas de Descartes y Fermat en su obra Opera Omnia.

Aparte del anélisis y el algebra, la geometria tiene numerosos vinculos con otros
objetos matematicos como la estadistica, la probabilidad, los nimeros y las medidas,
ademas de con otras disciplinas como el arte, la arquitectura y la naturaleza, lo que hace

de ella un area interesante y necesaria de desarrollar.

La introduccion en el curriculo de la geometria analitica tiene lugar en
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas de 4° de la ESO, en el Bloque 3 de
Geometria (Real Decreto 1105/2014). Para este proposito, se recoge la necesidad de
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estudiar elementos ya introducidos en los cursos previos de matematicas como las
coordenadas cartesianas y los puntos, e introducir otros nuevos como los vectores, que
seran el elemento vehicular para el desarrollo de las ecuaciones de la recta y, por tanto,

para las propiedades de paralelismo y perpendicularidad de estas.

La Tabla 1 recoge los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de
aprendizaje evaluables del curriculo asociados a los conocimientos de interés para este

trabajo:

) Criterios de Estandares de aprendizaje
Contenidos »
evaluacion evaluables

Blogque 3. Geometria

3.1. Establece correspondencias analiticas

entre las coordenadas de puntos y vectores.

3.2. Calcula la distancia entre dos puntos y
el modulo de un vector.

3.3. Conoce el significado de pendiente de

3. Conocer y utilizar los una recta y diferentes formas de calcularla.

Iniciacion a la geometria | conceptos y procedimientos 3.4. Calcula la ecuacion de una recta de

analitica en el plano: bésicos de la geometria varias formas, en funcién de los datos
Coordenadas. Vectores. analitica plana para conocidos.
Ecuaciones de la recta. representar, describir y 3.5. Reconoce distintas expresiones de la
Paralelismo, analizar formas y ecuacion de una recta y las utiliza en el
perpendicularidad. configuraciones geomeétricas estudio analitico de las condiciones de
sencillas. incidencia, paralelismo y

perpendicularidad.
3.6. Utiliza recursos tecnoldgicos
interactivos para crear figuras geométricas
y observar sus propiedades y

caracteristicas.

Tabla 1. Contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables del bloque de geometria para
Matemadticas orientadas a las ensefianzas académicas de cuarto de la ESO. Fuente: Real Decreto 1105/2014.
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2.3.1. Dificultades en el proceso de enseflanza-aprendizaje de la

geometria analitica

El paso de la geometria sintética estudiada hasta el nivel de 3° de la ESO, mas
elemental e intuitiva, a la abstraccion requerida por la geometria analitica del curso
posterior supone un desafio para la docencia (Arce, Conejo y Mufioz, 2019). Estos autores
sostienen que, por lo general, el alumnado no comprende las necesidades matematicas
que justifican la introduccion de expresiones algebraicas de dos o tres variables para
resolver problemas mas complejos, y que lo entienden como un nuevo mecanismo que se
estudia con el objetivo de resolver otro tipo de problemas. De esta manera, ambas

geometrias se entienden como diferentes y sin conexion.

Gascon (2002) aboga por una transicion continua desde la primera hasta la
segunda mediante problemas adecuados que evidencien las limitaciones de la geometria

sintética y descubran la necesidad didactica de la introduccion de técnicas algebraicas.

Bajo esta premisa y bajo la investigacion sobre la falta de problematizacion de la
geometria analitica, Gaita (2014) disefia en su Tesis doctoral una serie de situaciones que
funcionan como hilo conductor entre estas dos geometrias. Asimismo, realiza un trabajo
de documentacion en el que investiga aspectos como la ausencia de geometria sintética
en los disefios curriculares, el empleo de entornos tecnoldgicos para la ensefianza de la
geometria y otros problemas en el aprendizaje de geometria. Entre ellos destaca el trabajo
de Radillo et al. (2005), que muestra el obstaculo que supone la traduccién de problemas
matematicos desde el lenguaje cotidiano al lenguaje matematico, entendiendo a este
ultimo como el conjunto de simbolos que estructura el conocimiento sobre las relaciones

entre los objetos reales y sus propiedades.

Por tanto, afiadido al primer problema mencionado, nos encontramos con el hecho
de que, por lo general, los alumnos no llegan a adquirir un nivel comprensivo del lenguaje
matematico, con el problema que ello supone: “Si un estudiante no comprende el
significado de todas las palabras empleadas para plantear un problema matematico,
posiblemente tampoco entendera qué es lo que debe hacer y sera dificil que logre la meta

de aprendizaje prevista con tal actividad.” (Radillo et al, 2005, p.5).
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Con el objetivo de ilustrar en mayor profundidad otros posibles obstaculos en los
procedimientos mentales para la adquisicion de conocimientos sobre geometria, se va a

hacer referencia a los niveles de van Hiele.

2.3.2. Los niveles de van Hiele

Pierre Marie van Hiele y Dina van Hiele-Geldof sugirieron que el progreso en el
razonamiento sobre la geometria de las personas tiene lugar a través de cinco niveles
secuenciados y jerarquizados (Mayberry, 1983), de manera que se espera que los
estudiantes que se encuentran en un nivel de razonamiento determinado sean competentes
en las tareas de ese nivel y todos los anteriores, pero no sean capaces de desarrollar todas

las tareas de niveles superiores a ese.

De los escritos de van Hiele (1957, 1958-59, 1959, 1976, tomado de Mayberry,
1983, p.58) y van Hiele-Geldof (1957, tomado de Mayberry 1983, p.59) y el trabajo de
Arce, Conejo y Mufioz (2019), se pueden describir los niveles de van Hiele de la siguiente

manera:

- Nivel 1 (de visualizacion). En este nivel se reconocen las figuras por su apariencia
visual, pero sus propiedades no se perciben adecuadamente. Un estudiante en este

nivel deberia poder reconocer y nombrar figuras y distinguirlas de otras similares.

- Nivel 2 (de andlisis). En este nivel se identifican propiedades de manera
descriptiva, pero aisladas y sin conexion entre ellas, por lo que no se producen
relaciones entre figuras. Un estudiante en este nivel deberia reconocer y nombrar

propiedades de figuras geométricas.

- Nivel 3 (de clasificacion). Las definiciones sobre las figuras son correctas y se
establecen relaciones entre ellas y entre sus propiedades. Los estudiantes en este
nivel no son capaces de realizar demostraciones, aunque pueden seguirlas si se

explican paso por paso.

- Nivel 4 (de deduccion formal). El grado de deduccion es completo: en este nivel
se entienden y realizan razonamientos I6gicos formales como el significado de

condiciones necesarias y suficientes. Una persona en este nivel comprende la
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estructura axiomatica de las matematicas, pero no es capaz de analizarla ni

comparar diferentes sistemas axiomaticos.

- Nivel 5 (de rigor). En este nivel se puede prescindir de un soporte concreto para
realizar los razonamientos deductivos. Una persona en este nivel puede analizar y
comparar diferentes sistemas axiomaticos. No se espera ni se pretende que un
estudiante de secundaria alcance este nivel, ya que estd reservado para

matematicos profesionales.

El transito de un nivel a otro se realiza de forma continua, aprendiendo a realizar
tareas vinculadas al nivel siguiente y consolidando las del nivel actual. Por tanto, es labor
del docente conocer alrededor de qué niveles se encuentran sus alumnos y realizar
propuestas didacticas acordes ajustando su metodologia y sus técnicas de ensefianza para
este propdsito, superando ademas la dificultad que supone la docencia desde un nivel de

razonamiento superior.

Trabajos recientes como los de Yudianto et al. (2018) y Khalil et al. (2017),
clasifican las caracteristicas de la geometria analitica en diferentes etapas educativas
segun los niveles de van Hiele. Este sera uno de los objetivos de cara a la propuesta

didactica, que permitira a su vez ejemplificar la carga teorica de este apartado.

2.4. Las TIC como herramienta educativa

Las TIC han ido permeando practicamente todos los &mbitos de la sociedad en las
ultimas décadas, llegando a consolidarse como un recurso imprescindible en el sistema
educativo. Los estudiantes buscan informacion en la web, realizan trabajos escritos
mediante software como Word, crean presentaciones con PowerPoint, comprueban sus
operaciones con la calculadora, se preguntan las tareas mediante aplicaciones de
mensajeria instantanea y socializan con su grupo de iguales mediante otras redes sociales.
A todo esto, se ha de afiadir el impacto esencial que han adquirido a lo largo de este Gltimo
afio y medio a causa de los escenarios que se han tenido que plantear a raiz de la pandemia
por Covid-19, donde plataformas de videollamadas y aulas virtuales se han convertido en

las herramientas mas viables para la docencia.

21



Tal y como menciona Garcia (2011) en su Tesis doctoral, a lo largo de este tiempo,
el nimero de docentes e investigadores que han estudiado y debatido el empleo, utilidad
y potencialidad de las TIC en el campo de la educacion matematica se ha incrementado

notablemente.

Leung (2006) explora en su trabajo el beneficio didactico de la representacion de
las matematicas de multiples formas, concretamente de la representacion visual vinculada
a otro tipo de representaciones mediante la introduccién de las TIC. Asimismo, asigna a
las TIC las capacidades de promover la interaccion entre el estudiante y las matematicas

y de servir eficientemente a su manipulacion y comunicacion.

La primera de estas conclusiones permite relacionar el empleo de herramientas
tecnoldgicas con otras caracteristicas tedricas mencionadas previamente: Por un lado, con
las estudiadas en los niveles de van Hiele acerca del razonamiento geométrico, ya que
una metodologia adecuada en la que se trabajen paralelamente diferentes representaciones
matematicas de un elemento (incluyendo la visual) podria favorecer a la relacion entre
sus propiedades, con el objetivo de facilitar a los estudiantes herramientas que les
permitan desarrollar tareas asociadas al nivel 3 (de clasificacién). Por otro lado, con las
estudiadas sobre la competencia de aprender a aprender, pues fomenta el desarrollo de
habilidades cognitivas béasicas y el conocimiento de técnicas y estrategias diferentes
(como requeria Teixidd, 2011) y favorecen la labor de reconocer tareas susceptibles de
ser planteadas en términos matematicos, la exploracion sistematica de alternativas y la
elaboracion de estrategias personales utilizando distintos recursos (como apuntaban
Gutiérrez, Martinez y Nebreda, 2008).

Se pueden organizar algunas de las funciones y beneficios que se esperan de las
incorporacion de metodologias didacticas que incluyan adecuadamente las TIC como
recurso matematico a partir de las investigaciones ya mencionadas y de otras como las de
Garcia y Romero (2007), Arias y Maza (2005), Preiner (2008, citado en Garcia, 2011),
Cuesta et al. (2015), y Bakar et al. (2010):

- Funcionan como recurso innovador, ya que introducen elementos multimedia y
permiten crear contenidos digitales tanto a docentes como a alumnos, dando

mayor protagonismo a los tltimos en el proceso de aprendizaje.
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- Funcionan como elemento motivador y de mejora del comportamiento en relacion

con las metodologias tradicionales de ensefianza de las matematicas.

- Mejoran la actitud hacia las matematicas y las actitudes matematicas, generando

mayor interés en la ciencia y su método, asi como en el espiritu critico.
- Mejoran el rendimiento académico matematico en los estudiantes.

- Permiten el disefio de actividades personalizadas e individualizadas en las que los
estudiantes pueden recibir retroalimentacion inmediata sobre sus procedimientos

y resultados y pueden equivocarse en privado.

- Favorecen la atencién a la diversidad, aumentando el razonamiento logico
matematico y verbal en alumnos con dificultades desde los niveles educativos mas

bajos.

Paralelamente, desde el NCTM (2003, citado en Garcia, 2011) se sefiala la que “el
uso eficaz de la tecnologia en clase de matematicas depende del profesor” y que “como

cualquier herramienta, puede ser usada bien o deficientemente” (p. 27).

Desde el punto de vista docente, es preciso conocer los usos mayoritarios y las
percepciones que tienen los estudiantes adolescentes sobre las TIC, significativamente
alejados de la practica matematica y mayormente vinculados al ocio y las relaciones
sociales. Tal y como explica Plaza de la Hoz (2017), las principales influencias negativas
que perciben estos sobre su uso de las TIC tienen que ver con el tiempo que les quita su
uso de realizar tareas prioritarias y la capacidad de generar distracciones; la adiccién y
obsesion por lo que dicen y hacen los demas, asi como la imposibilidad de estar sin el

movil; y la inseguridad tecnolégica debida a la exposicion publica.

2.5. GeoGebra

De la multitud de software disponible como recurso tecnoldgico para la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas hay dos sistemas predominantes: los sistemas de algebra
computacional (CAS, por sus siglas en inglés), como Derive, Maple, Mathematica o

Matlab, que operan mediante calculo simbdlico; y los software de geometria dinamica
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(DGS, por sus siglas en inglés), como Cabri, Sketchpad o Cinderella, que se enfocan en
las relaciones entre elementos geométricos (Hohenwarter y Jones, 2007). Muchos de ellos
han evolucionado con el tiempo y han incluido aspectos de los otros sistemas para

completarse.

De entre ellos, destaca GeoGebra, que es un software matematico de codigo
abierto y libre que reine dindmicamente geometria, algebra, estadistica y calculo en
registros graficos, de analisis y de organizacion en hojas de célculo, es decir, incorpora
las funciones del CAS y del DGS.

GeoGebra ofrece representaciones diversas de los objetos desde todas sus
perspectivas: vistas graficas, algebraicas, estadisticas y de organizacion en tablas, y hojas

de datos vinculadas dindmicamente:
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Figura 1. Captura de pantalla del software de GeoGebra y su Vista Algebraica, CAS, Grdfica y Grdfica 3D (de
izquierda a derecha). Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 1 se muestra, a modo de ejemplo, un problema de discusién de un
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas en funcion de un parametro. En la pantalla
se muestran cuatro de las vistas que ofrece el software y que complementadas dan una
idea de la solucidn del problema de forma gréfica y analitica: de izquierda a derecha, la
Vista Algebraica, la Vista de Calculo Simbdlico (CAS), la Vista Gréfica y la Vista Gréafica
3D.
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En cada una de ellas se puede operar independientemente: en la Vista Algebraica
se introducen las expresiones y operaciones en el espacio de entrada de la parte inferior
mediante el teclado del ordenador o mediante un teclado que puede aparecer en la
pantalla; en la Vista CAS, ademas de la manera anterior, se habilita una serie comandos
especificos como la factorizacion o el célculo de derivadas para facilitar el analisis
matematico; los objetos declarados en estas dos ventanas se vinculan a las vistas graficas
(Vista Gréfica, Vista Grafica 2 y Vista Grafica 3D) y se pueden visualizar
geométricamente; estas tres ventanas cuentan con un abanico de creadores de elementos
y de transformaciones para poder crearlos a partir de otros que también son vinculados a
la Vista Algebraica; por ultimo, cuenta con una ventana de Hoja de Calculo, otra de
Calculadora de Probabilidad y otra de Protocolo de Construccion, que posibilitan el

trabajo en estos ambitos, pero que para lo que interesa en este trabajo no son de utilidad.

GeoGebra ofrece también la posibilidad de crear un perfil para poder guardar en
linea los trabajos realizados y compartirlos con la comunidad en formato Applet.
Asimismo, permite agrupar varias Applets en Libros y crear Clases a partir de ellos. Los
Libros plantean actividades y dan opcion de introducir elementos como textos, imagenes
0 preguntas complementarias. Las Clases de GeoGebra permiten propuestas didacticas
muy interesantes, ya que en ellas se da acceso a las actividades preparadas a las personas
mediante un enlace, y desde el perfil del creador de dicha Clase se pueden monitorizar

los avances de cada estudiante en cada actividad.

En resumen, este software nos da la posibilidad de conectar las diferentes
representaciones de objetos geométricos como puntos, vectores, segmentos y rectas, que,
a lo largo de la exposicion del marco tedrico ha surgido en diferentes ocasiones y se ha
abordado desde distintas perspectivas, pero con objetivos didacticos de enorme

relevancia.

3. EXPERIENCIA PREVIA MEDIANTE INTERVENCION EN
EL AULA

La idea primaria de la propuesta de este trabajo surgio a raiz de la intervencién

didactica en las préacticas asociadas al médulo especifico con un grupo de 4° de la ESO
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en Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas. En base a la parte de la materia
que estaba impartiendo la tutora, que habia terminado de explicar la unidad de geometria
analitica, y el interés hacia GeoGebra, se planted la posibilidad de realizar una sesion de
sintesis de contenidos en el aula de informatica que les sirviera a los estudiantes como
recurso para comprobar algunos conceptos mediante resolucion grafica. Le convencio el
hecho de poder manipular elementos como puntos y vectores de forma visual para
observar los cambios que tenian lugar en otros elementos y propiedades.

El planteamiento de la propuesta original consistia en una Unica sesion para
desarrollar en el aula de informatica con la idea de recoger en un Applet de GeoGebra los
contenidos de la unidad didactica de geometria analitica sintetizados, es decir, reservar la
ultima sesion programada de la unidad didactica para reforzar los contenidos que ya se

habian visto en las sesiones previas.

La actividad propuesta se pudo llevar al aula, y, tras un andlisis cualitativo
posterior del transcurso de la sesién, fue perfilada, reestructurada y dividida en cinco
actividades. A ellas se afiadieron contenidos que completaron la unidad didactica, se
acompariaron con la teoria involucrada en cada contenido, y se incluyeron una serie de

preguntas que permiten registrar las respuestas de los alumnos de la clase.

3.1. Propuesta didéactica inicial

La actividad inicial fue programada en GeoGebra y preparada como un Applet que

puede encontrarse en el siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/m/xntcwdcz

El Applet esté estructurado de la siguiente manera (Figura 2):

- La vista principal es la correspondiente a la Vista Grafica, cuenta con unos ejes
de coordenadas con fondo blanco y sin cuadricula. Estos ejes pueden ser
arrastrados con el cursor y se pueden alejar y acercar con el raton del ordenador.

En el origen de coordenadas hay dos puntos Ay B.
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- En la zona izquierda hay situados cuatro deslizadores y dos casillas de control
(botones). Los deslizadores son barras con un circulo que se puede arrastrar sobre
ella, y tienen asociados valores que varian con el deslizamiento. En este caso, los
deslizadores representan las coordenadas x e y de los puntos A y B. Las casillas
de control programadas permiten mostrar y ocultar el vector de posicion asociado
a los puntos definidos mediante los deslizadores de las coordenadas. El rango de

valores que recorren es desde -10 hasta 10 de unidad en unidad.

- Enla parte derecha de la vista se observa un menu con siete opciones asociadas a
varios de los contenidos de la unidad didactica de geometria analitica: suma de
vectores, resta de vectores (dos restas diferentes), punto medio de un segmento,

maodulos de un vector, combinaciones lineales y rectas.

Q

A=0 - D Mostrar
- .
A =0 (] Moster
@
D Mostrar (JA .
Bt OB — 0OA D Mostrar
L 2
B,=0
. .
punto medio [ v
D Mostrar OB

26 24 -2 20 18 16 -4 -2 -1 -3 -2 -4 -2 0 2 3 s : 12 14 1 @ 2 22 2« 2 2 w0 2 3 B

modulos [ ] moser

combinacion lineal [ s

Figura 2. Vista inicial del Applet llevado al aula. Fuente: Elaboracion propia.

Los contenidos de la actividad se desarrollan pulsando las casillas de control

asociadas a cada uno de ellos:

- Al pulsar la suma de vectores se muestra graficamente la regla del paralelogramo,
que implica desplazar uno de los vectores a continuacion del otro para obtener el
vector suma resultante. Este vector (que aparece de color verde) tiene su origen
en el origen de coordenadas, de modo que para comprobar el resultado de la suma
basta con acercar el plano hasta visualizar el punto final del vector suma (Figura
3.a).
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Las casillas amarilla y negra habilitan la resta de vectores. Al pulsarlas se muestra
la misma regla del paralelogramo que sirve en este caso para obtener el vector
diferencia. Asimismo, aparece un deslizador que permite trasladar este vector
hasta el origen de coordenadas para comprobar graficamente sus coordenadas
(Figura 3.b) Esta herramienta se puede emplear para reforzar el concepto de vector

libre y vector equipolente.

La casilla de punto medio muestra en marrén el punto medio del segmento AB

(Figura 3.c)
Lo
E j Mostrar
(7] s [#) voea
o
{ OB — OA [ven s OB — OA [
\ X
\ IS \ e
\' punto medio [ ] e \ punto medio
.\\ \\\
v ‘\.‘ - - \.\
modulos [ e 7 modulos
combinacion lineal [ | 1 combinacion lineal [ ===
[ mostar scuaconss i el (] mostarscuaciones
o .
U Minstrar A ’: Mostrar
‘ OB — OA [w s * OB — OA [
{ <
\ \
\\\“ punto medio [ wew \ punto medio [ wes
\\ \.;\
modulos [ ] mew modulos  [f] mess OB = 7.6
) 18] = 11.4
combinacion lineal [ ] ) combinacion lineal [ ]
[ e O

Figura 3. a) Arriba a la izquierda, suma de vectores. b) Arriba a la derecha, resta de vectores. c) Abajo a la izquierda,
punto medio de un segmento. d) Abajo a la derecha, mddulos de los vectores. Fuente: Elaboracion propia.

Al pulsar los médulos, se ha programado que aparezca el valor de los mddulos de

los vectores 04, OB y AB (Figura 3.d).

Al clicar sobre la casilla de combinacién lineal desaparece el resto de los
contenidos para dejar la pantalla vacia y poder destinarla al trabajo de este
contenido concreto debido a su complejidad. Se habilitan dos deslizadores nuevos
asociados a la creacién de un nuevo punto P, con su correspondiente casilla de
control que permite mostrar el vector de posicion asociado (en color naranja). El

objetivo de esta actividad es expresar este nuevo vector OP como combinacion

lineal de los vectores 04 y OB, de modo que hace falta encontrar los valores a y
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b que satisfacen OP=a-0A+b-0B. Para ello, se disponen otros dos
deslizadores que representan las cantidades de a y b en turquesa y fucsia
respectivamente (Figura 4). El célculo analitico pretende ser comprobado
graficamente con esta herramienta, ya que se representan también en el plano dos

vectores correspondientesaa - OAyab - OB de estos mismos colores, y un vector

suma de estos dos de color negro, que debera coincidir con el vector OP para que

los valores de a y b sean los correctos.

)
Ao . OP=a.0A+b.0B
°
A=2 o)
. =17
. [ ]
mosar OA
B =-3
L 2
B - .
- -
wosrar O
-28 =24 ] 4 28 ]
~
[
@ - - .
combinacion lineal [/] s
Mostrar O]»’

Figura 4. Combinacion lineal de vectores. Fuente: Elaboracion propia.

La Gltima casilla es la de las ecuaciones de la recta (Figura 5). Al pulsarla, vuelven

a desaparecer los demas contenidos para limpiar la pantalla debido a la extensién

de este apartado. Asimismo, se oculta el vector 0B y se muestra el vector AB, ya
que con un vector de posicion y uno de direccion es suficiente para determinar
una recta. En la parte derecha, aparecen todas las ecuaciones de la recta: la
vectorial, las paramétricas, la continua, la general y la explicita. También se
habilita una casilla de control que permite mostrar la recta, que aparece de color
naranja, un deslizador asociado al parametro t, presente en las ecuaciones
vectorial y paramétricas, y una casilla de entrada que pide el valor de la pendiente

de larecta y da un feedback si es correcto el calculo. Al modificar el parametro ¢,

se observa que el vector t - AB también varfa y, por tanto, asi lo hace el vector
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u

Vectorial (v,y) = (4,-2)+ t 7,9)
x=4+t-(-T)

24t-(9)

™ Paramétricas { .
0l y=

N E 1 ) x— (4) y—(—2)
LY Continua -

\] General —9xz —Ty = —22 Explicita y= —1.29z + (3.14)

¢Cual es la pendiente de la recta? =0

J mostrar ecuaciones

Figura 5. Ecuaciones de la recta. Fuente: Elaboracion propia.

0X = OA + t - AB (ecuacion vectorial), que tiene como punto de origen en el

origen de coordenadas y como punto final un punto (x, y) sobre la recta.

La ventaja didactica que aporta esta actividad reside en poder observar
geométricamente todas las operaciones mencionadas mientras se van variando los puntos
mediante sus coordenadas de manera instantdnea. Modificar valores y parametros
dindmicamente permite a los estudiantes interactuar directamente con las matematicas,
situandose como protagonistas de su propio aprendizaje. Ademas, de esta forma
conseguimos vincular las representaciones graficas y las analiticas de la geometria en esta
unidad didactica, proveyendo al alumno de diferentes herramientas para dar solucién a

un mismo problema o una misma cuestion.

Para asegurar esto, se prepar0 una hoja de ejercicios para la resolucién analitica
de las operaciones estudiadas en este Applet por parte de los alumnos con el objetivo de
recogerla para su posterior evaluacién (Figura 6). De esta manera, se podria garantizar
que el alumno es capaz de realizar los calculos analiticamente y que los ha comprobado

mediante las herramientas TIC que se le han facilitado.
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Actividad Geometria Analitica
Escoge 2 puntos A v B variando sus coordenadas:
A=1{ . 1

B = [ |

Calenla el punto meedio del segmento AB:

M =

Calenla los siguientes vectores:
JA+ 0B =
AR =

BA=

Calenla Ioa mddulos siguientes:

04| =

0B| =

AB| =

Expresa el vector (0P = (—4,—9) como combinacién lineal de los vectores
04 =(-32vOBR=(-13)

OP=a-0A+b-08

Obitdn razonadamente las ecoaclones de la recta que pasa por los puntos A
v B {vectorlal, paramétricas, continea v explicita):

Figura 6. Hoja de ejercicios para la actividad de GeoGebra. Fuente: Elaboracidn Propia.

3.2. Contexto

Contando con que la sesion dura 50 minutos, la distribucion programada consistia

en lo siguiente:
- Llegada al aula de informatica y encendido de ordenadores (5 minutos).

- Explicacion de los conceptos tedricos asociados a la actividad (5 minutos).
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- Guia paso a paso de los siete apartados desde el ordenador del profesor,

proyectandolo para toda la clase (10 minutos).

- Realizacion de la actividad por parte de los alumnos individualmente en su

ordenador (30 minutos).
- Entrega de la hoja de ejercicios al final de la clase.

El grupo con el que se llevo a cabo la sesion contaba con 25 alumnos, muchos de
ellos de diferentes procedencias. En el grupo habia 5 repetidores, y el nivel general en
matematicas era bastante bajo. En la primera evaluacion aprobaron la asignatura 6
personas (24%) y en la segunda evaluacion lo hicieron 7 (28%). Debido a la situacion
sanitaria por la pandemia generada por la Covid-19, el escenario 2 que marcaba el
protocolo determinaba que la docencia debia tener lugar de forma semipresencial para
este grupo de alumnos, de tal manera que la mitad de la clase acudia al centro desde
primera hora hasta cuarta (tras la cual habia recreo y se marchaban a casa), y la otra mitad
acudia desde quinta hasta séptima. La semana siguiente las mitades se alternaban y
acudian complementariamente. Los alumnos que no atendian presencialmente lo hacian
a través de la plataforma de Classroom, desde la que se grababa la clase en el aula en

directo.

La distribucion de horas semanales de matematicas en este grupo era extrafa, ya
que las cuatro sesiones asignadas a este curso, se decidi6 establecer dos los lunes y dos
los martes, todas antes del recreo, de modo que todas las semanas las horas de

matematicas eran impartidas integramente a una mitad de la clase.

Debido a esta configuracion, se decidid llevar primero a cabo la sesién con una de
las mitades, y la semana siguiente con la otra. Finalmente, por cuestiones de falta de
tiempo para realizar exdmenes conjuntos en aulas grandes y por cuestiones de falta de
aulas de informatica libres para la segunda mitad del alumnado, s6lo fue posible realizar

la propuesta didactica con una de las mitades.
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3.3. Puesta en practica

Al inicio de la sesion, los alumnos se mostraron muy contentos de acudir al aula
de informatica, ya que en varias asignaturas esto era recurrente, pero en matematicas era

la primera vez que lo hacian.

Las explicaciones tedricas que realicé ya habian sido detalladas por mi tutora
durante las dos semanas anteriores; no obstante, requeri de un tiempo mucho mayor al
esperado para hacerlas, ya que la base de la que partian era casi nula, y la mayoria no se
acordaba apenas de como hallar las coordenadas de un vector a partir de dos puntos. Las
explicaciones fueron simultaneas a la exposicion de la actividad con GeoGebra,
demostrando que el proyector sirve como una herramienta muy buena para realizar

apuntes.

A lo largo del tiempo que estuvieron manipulando el Applet autbnomamente, les
surgieron bastantes dudas, casi todas asociadas a conceptos tedricos que se habian

puntualizado previamente, a las que se fue respondiendo mesa por mesa.

La mayoria de los alumnos no terminaron la hoja de ejercicios que se habia
planteado en el tiempo que durd la sesion, de modo que se les dejo terminarla en casa
como tarea para ser recogida en la sesion siguiente. Finalmente, como no se realizo6 la
sesion con la segunda mitad, y el objetivo principal era dar una herramienta de
comprobacion de calculos de manera grafica, no se pidio la hoja para su correccion, por
lo que la intervencion didactica no se ha podido evaluar de una forma rigurosa, y las
conclusiones parten del analisis cualitativo que se realizo tras el transcurso de la sesion,

asi como del feedback que dio la tutora.

3.4. Analisis de la sesion y conclusiones

Tras haber programado y haber llevado al aula la propuesta con el grupo
mencionado previamente, vislumbré una serie de errores en la actividad y de estrategias

didacticas que podian ser mejoradas:

- La Vista Grafica del Applet es bastante caotica: tanto los textos asociados a los

contenidos que se pretenden trabajar como los deslizadores de la parte izquierda,
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que estan presentes en todos los apartados, estan flotando sobre los ejes. Cuando
se activa la casilla de recta, la recta se puede llegar a solapar con los textos

causando confusion y malestar visual.

La resta de vectores no se estudia normalmente mediante la regla del
paralelogramo, es mas Util explicar que consiste en sumar el vector opuesto al

vector sustraendo, de modo que ese apartado podria mejorarse.

En el punto medio del segmento seria conveniente graficar el segmento AB y

ocultar los vectores 04 y 0B, ya que no aportan nada en este apartado.

La casilla de los mddulos sirve exclusivamente como una calculadora, podria ser
atil realizar alguna animacion que comparara los tamarios de los vectores con un

patron de medida horizontal o vertical.

En el apartado de combinacién lineal, al llevar la actividad programada a la web

como Applet, desaparecen los vectores equipolentes a a - 04 yab - OB que hacen
de guia para la regla del paralelogramo, de modo que no se termina de visualizar

correctamente la idea que tenia para esto.

En el apartado de recta, quizés seria de utilidad comenzar mostrando la ecuacion
vectorial y a partir de ahi habilitar una casilla de control mediante la que se acceda

a las ecuaciones paramétricas, etc.

Hay bastantes contenidos de la unidad didactica que no se refuerzan o no se hace
explicitamente, como el producto de un nimero por un vector, el simétrico de un
punto respecto de otro, el paralelismo y la perpendicularidad, las rectas paralelas
al eje x y al eje y, y la ecuacion de la circunferencia. Por consiguiente, seria
interesante agrupar contenidos en varias actividades en lugar de juntarlos todos en

una sola.

Los estudiantes precisan mayor orientacion para poder comprender en todo
momento qué estan haciendo y cudl es el objetivo de cada apartado. Ademas,
reexplicar los contenidos durante la sesion quita demasiado tiempo, con el peligro
de convertir la sesion TIC en una sesion tradicional expositiva. Por tanto, seria

conveniente incluir la teoria como texto en cada una de las actividades mediante
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la posibilidad que ofrece el software. De este modo, se lograria incluso vincular
mejor los elementos de la geometria analitica con sus representaciones

geomeétricas.

- Dado que GeoGebra permite a su creador afiadir preguntas en las actividades, seria
conveniente plantear la evaluacion de esta manera y eliminar la hoja de ejercicios
que se habia planteado originalmente para que se pueda realizar todo el trabajo en
el ordenador.

4. PROPUESTA DIDACTICA

La investigacion realizada en las tres direcciones expuestas en el marco tedrico
del trabajo y las conclusiones extraidas de la experiencia piloto explicada en el apartado
anterior han tenido como fin dotar a la propuesta de una justificacion teorica y practica
que validara y orientara la programacion de las actividades, asi como los recursos

empleados y las ideas perseguidas.

Tras los cambios realizados a posteriori en la actividad, la propuesta final es
similar, ya que pretende sintetizar los contenidos mediante el empleo de las TIC, pero, en
lugar de desarrollarse en una sesion, se programara para ser desarrollada en dos debido a

la extension de los contenidos.

4.1. Contenidos

Para la programacion de la propuesta se han utilizado los contenidos explicados
en el libro de texto de Anaya (Colera et al., 2016). La siguiente tabla (Tabla 2) muestra
qué contenidos se sintetizan y se pretenden reforzar en cada una de las cinco actividades

de la clase de GeoGebra:
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Actividad

Contenidos

1 Operaciones con vectores

Coordenadas de un punto
Concepto de vector
Coordenadas de un vector
Direccion y sentido de un vector
Suma y resta de vectores
Vectores que representan puntos (vectores de posicion)

Producto de un nimero por un vector

Propiedades de puntos,

vectores y segmentos

Coordenadas de un vector
Punto medio de un segmento
Médulo de un vector
Simétrico de un punto respecto de otro

Puntos alineados

3 Combinacion lineal

Coordenadas de un vector
Producto de un ndmero por un vector
Suma de vectores

Combinacion lineal de vectores

4 Ecuaciones de la recta

Coordenadas de un vector
Producto de un nimero por un vector
Suma de vectores
Ecuacién vectorial de la recta
Ecuaciones paramétricas de la recta
Ecuacién continua de la recta

Ecuacién explicita de la recta

Paralelismo y
perpendicularidad

Coordenadas de un vector
Ecuaciones de la recta
Paralelismo y perpendicularidad
Rectas paralelas al eje de abscisas

Rectas paralelas al eje de ordenadas

Tabla 2. Contenidos cubiertos en cada actividad. Fuente: Elaboracion propia.

Como es de esperar, algunos de ellos se repiten en varias actividades debido a que

su complejidad y la de los contenidos va en progresion, y elementos que se introducen en

los primeros apartados se requieren para el desarrollo de los siguientes.
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4.2. Objetivos finales de la propuesta

La propuesta de intervencion didactica tiene tres objetivos que estan relacionados
y confluyen en el objetivo comun de conseguir que los alumnos a los que esta dirigida
sean competentes en matematicas al nivel de esta etapa, es decir, que tengan éxito en la

adquisicion de los contenidos propuestos en el curriculo.

4.2.1. Programar dos sesiones de sintesis para reforzar los contenidos

estudiados en la unidad didéactica

Una conclusion de la sesion en el aula llevada a cabo fue la observacion de la
necesidad de los alumnos de orientacion recurrente del profesor. Por tanto, un requisito
fundamental para la programacion de la nueva propuesta es dotarla de una estructura méas
solida mediante las herramientas que dispone GeoGebra, de modo que se facilite la
navegacion por las cinco actividades en las que se tiene pensado distribuirla, y se adjunte
en cada una de ellas un texto orientativo con la teoria necesaria. Como se ha mencionado,
el software permite elaborar texto e incluirlo junto al Applet, de modo que se han
aprovechado los conceptos tedricos mas importantes del libro de texto para trasladarlos a

nuestra herramienta digital.

Es crucial para el éxito de la propuesta programar actividades en GeoGebra que
puedan ser utilizadas autbnomamente, es decir, sin necesidad de estar acompafiada del
libro de texto al que acudir cada vez que surge una duda, y que cubra los contenidos de
una forma dindmica y concisa. Esto se consigue, también, programando la evaluacion de
las sesiones dentro de las propias actividades con la herramienta de inclusion de preguntas

que habilita el software.

Por tanto, la estructura de cada una de las cinco actividades consistird en una

apartado teorico, un apartado practico y manipulativo, y otro evaluativo.

Otro de los aspectos que se persiguen en las sesiones de sintesis de contenidos es
el de cubrir la mayor parte del espectro de contenidos de la unidad didactica, de modo
gue esto sera un proposito importante de la programacion. Asimismo, es necesario pensar
qué preguntas son las mas adecuadas dentro del contexto sintético de la propuesta para

evaluar los conocimientos adquiridos.

37



La distribucidn de las actividades se realizara de la siguiente manera:

- Primera sesion: se explicara el funcionamiento y los objetivos de las dos sesiones,
asi como la forma de entrar a la Clase de GeoGebra y la navegacion por las
actividades. Si no tuvieran creada una cuenta de GeoGebra seria necesario crearla
para que los resultados se guarden de un dia a otro. Se realizaran las tres primeras
actividades sobre operaciones con vectores (1), propiedades de puntos, vectores
y segmentos (2) y combinacion lineal (3). Con todo el tiempo de la sesion deberia
ser suficiente para responder a todas las preguntas propuestas, sin embargo, si para

algun alumno no lo hubiera sido, estas podrian completarse en casa como tarea.

- Sequnda sesion: a modo de continuacion, se realizaran las dos actividades

restantes: ecuaciones de la recta (4) y paralelismo y perpendicularidad (5).

4.2.2. Contribuir al desarrollo de la competencia de aprender a

aprender

De acuerdo con lo visto en el marco tedrico, uno de los propdsitos de la
intervencion didactica es fomentar la autonomia del alumnado y evidenciar su
autoconocimiento en relacion con su método de aprendizaje. El horizonte de esta
propuesta deberia expandirse mas alla de un ejemplo concreto ubicado en una unidad
didactica y establecerse como proyecto a lo largo de toda la programacion del curso para
contribuir realmente al desarrollo de la competencia de aprender a aprender.

Con todo ello, las dos sesiones preparadas y las cinco actividades digitales que las
conforman deben realizar diferentes aportes a esta competencia de manera que se pueda
apreciar su potencialidad como metodologia docente sélida y comprometida con el

proceso de ensefianza-aprendizaje.

Por tanto, un proposito fundamental es establecer un foco sobre las sesiones de
sintesis en una unidad didactica y de darles la relevancia que merecen, trasladando el
protagonismo y la agencia en el aprendizaje al alumno en lugar de limitarse a exponer
resumidamente los contenidos estudiados en las sesiones de aprendizaje y desarrollo.

Esto, unido a la programacion digital de la actividad, favorecera seis aspectos clave de
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los siete que mencionaba Teixido (2011) para el desarrollo de la competencia de aprender

a aprender:

El conocimiento y formulacién de los objetivos de aprendizaje (2.2.a), ya que la
estructuracion de la actividad sera clara y acorde a la secuenciacion de contenidos

durante las sesiones de aprendizaje y desarrollo.

El desarrollo de habilidades cognitivas basicas que lo hagan posible (2.2.b), pues
se reforzaran los conceptos geométricos elementales de forma visual (puntos,

vectores, segmentos y rectas), y se recordara su expresion algebraica correcta.

El conocimiento de las propias capacidades y limitaciones (2.2.c), para lo que sera
fundamental formular preguntas adecuadas que permitan plantearse al alumno si
con las herramientas matematicas y verbales que tiene es capaz de darles

respuesta.

El conocimiento de técnicas y estrategias (2.2.d), puesto que se propondra
acompariar los métodos analiticos estudiados con resoluciones y comprobaciones

graficas.

El reconocimiento y regulacion de aspectos emocionales (2.2.€), en tanto que el
trabajo mediante metodologias diferentes a la tradicional previene la monotonia
en la ensefianza. El trabajo tendra como propoésito potenciar la motivacién por el
aprendizaje mediante una metodologia activa y contextualizada, hecho que se
sugiere en la Orden ECD y que se ha podido corroborar durante la puesta en
practica previa en el aula con los estudiantes. Asimismo, al realizarse de forma
individual, permite a los alumnos desarrollar la actividad a su ritmo y cometiendo
errores en privado eliminando las posibles barreras originadas entre la resolucion

de problemas y el miedo al error.

La creacion de ambientes de aprendizaje (2.2.9), ya que, al programar Clases de
GeoGebra online, el recurso podra ser utilizado fuera de las aulas, permitiendo a

los alumnos emplearlo en otros espacios como sus casas o0 en bibliotecas.
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4.2.3. Alcanzar el tercer nivel de razonamiento de van Hiele

Para este objetivo es preciso elaborar una clasificacion segin los niveles de

razonamiento de van Hiele de las diferentes tareas y problemas que se plantean en

relacién con el contenido expuesto para esta propuesta. Para ello, se ha recurrido al

apartado 2.4.2 del marco teorico y se ha explorado la propuesta de Khalil et al. (2017),

tratando de asociar las tareas pensadas con sus ideas (Tabla 3):

Tareas esperadas

Identificar la representacion geométrica de puntos, segmentos, vectores
y rectas como tales elementos (0 mediante definiciones mas vagas,
como flechas para vectores o lineas para rectas), sin mayor descripcién

de sus propiedades.

Identificar la representacion analitica de puntos P (P,, P,), vectores
i (uy, uy) y rectas y = mx + n como tales elementos, sin mayor

descripcidn de sus propiedades.

Nivel de razonamiento
de van Hiele
1 Visualizacion
2 Analisis

Comprender el significado de las coordenadas de un punto y un vector

en su forma geométrica y analitica.

Comprender el significado de modulo, direccion y sentido de un

vector.
Identificar los elementos geométricos de las ecuaciones de una recta:

En su forma continua y = mx + n, m es la pendiente, n la ordenada en

el origen y el par (x, y) es un punto de esa recta.

En su forma vectorial (x,y) = (py, p2) + t(d;, d), el primer
paréntesis representa un vector de posicion que lleva a un punto
cualquier sobre la recta, el segundo, un vector de posicion hacia un

punto concreto, y el tercero, un vector de direccion.

En la misma linea sucederia con las ecuaciones paramétricas y la

continua.
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Comprender las diferencias entre vector de posicion, vector fijo y

vector libre.

Asociar el concepto de vector de posicion a vector que representa un

punto.

Comprobar si tres puntos estan alineados.

Comprobar si un vector es combinacion lineal de otros dos.

3 Clasificacion
Deducir todas las ecuaciones de la recta a partir de dos elementos

concretos que la definan, como dos puntos, un punto y un vector de

direccion, o un vector de posicion y uno de direccion.

Comprender con ayuda gréafica que dos rectas con la misma pendiente

son paralelas o coincidentes.

Comprender con ayuda grafica que el producto de las pendientes de

dos rectas perpendiculares es mym, = —1.

Comprender y demostrar que es equivalente deducir las ecuaciones de
la recta a partir de dos puntos, a obtenerlas de un punto y un vector

director, y a hacerlo de un vector director y un vector de posicion.

Obtener la pendiente de una recta y su ordenada en el origen en

4 | Deduccion formal B )
funcion de dos puntos A(A,, 4,) Y B(By, B,) cualesquiera.

Emplear los conceptos trigonomeétricos estudiados en este curso para
demostrar que dos rectas son perpendiculares a partir de sus vectores

directores, o de dos puntos de cada una.

) No se plantean tareas para este nivel, pues esta fuera del alcance de los
5 Rigor

alumnos de secundaria.

Tabla 3. Tareas esperadas para cada nivel de razonamiento de van Hiele. Fuente: Elaboracion propia.

Por tanto, el Ultimo de los objetivos radica en conseguir que los alumnos sean

capaces de realizar todas las tareas asociadas al tercer nivel de razonamiento de van Hiele.
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4.3. Competencias involucradas

Aunque la propuesta didactica es breve y esta orientada a abarcar Unicamente dos
sesiones, promueve el trabajo significativo de cuatro competencias clave de las siete
contempladas en el curriculo: la competencia matematica y competencias basicas en
ciencias y tecnologia (CMCT), la competencia linglistica (CL), la competencia de

aprender a aprender (CAA) y la competencia digital (CD).

La contribucion a la CMCT es mas que evidente observando los contenidos que

se van a cubrir. Aun asi, tal y como se explica en el curriculo (RD 1105/2014):

“La competencia matematica [...] se desarrolla especialmente gracias a la
contribucion de la asignatura de Matematicas. Esta competencia [...] engloba los
siguientes aspectos y facetas: pensar, modelar y razonar de forma matematica,
plantear y resolver problemas, representar entidades matematicas, utilizar los
simbolos matematicos, comunicarse con las Matematicas y sobre las Matematicas,

y utilizar ayudas y herramientas tecnolégicas.” (p. 389).
Todas estas son facetas que se desarrollaran durante las sesiones de sintesis.

Acerca de la CL, en la misma referencia se afirma que “en este proceso de
resolucion e investigacion estan involucradas muchas otras competencias, ademas de la
matematica, entre otras la comunicacion lingiistica, al leer de forma comprensiva los

enunciados y comunicar los resultados obtenidos.” (p. 389).

Por tanto, se incluirdn preguntas que requieran algun tipo de razonamiento verbal

por parte de los estudiantes.

Sobre la CAA ya se ha escrito en el apartado anterior: la contribucion a ella se ha
desarrollado y tratado como uno de los objetivos fundamentales de la propuesta.

La contribucién a la CD es también evidente, ya que el recurso vehicular de la

intervencion serd GeoGebra, al que se accede mediante el ordenador.
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4.4. Criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables

Los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables que

contempla el curriculo vigente asociados a la asignatura de Matemaéticas orientadas a las

ensefianzas académicas para 4° de la ESO para el espectro de conocimientos que se

pretende abarcar con la propuesta se dividen en dos bloques. En la Tabla 1 del apartado

2.3. de este trabajo estan aquellos incluidos en el bloque 3 de geometria. En la Tabla 4, a

continuacidn, se recogen aquellos incluidos en el bloque 1 de procesos, métodos y

actitudes en matematicas que tienen relacion con la propuesta:

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Estrategias y
procedimientos puestos
en préctica: uso del
lenguaje apropiado:
(grafico, numérico,
algebraico, etc.),
reformulacion del
problema, resolver
subproblemas, recuento
exhaustivo, empezar por
casos particulares
sencillos, buscar
regularidades y leyes,
etc. Reflexion sobre los
resultados: revision de
las operaciones
utilizadas, asignacién de
unidades a los resultados,
comprobacion e
interpretacion de las
soluciones en el contexto
de la situacién, busqueda

de otras formas de

1. Expresar verbalmente, de forma
razonada el proceso seguido en la
resolucién de un problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento
y estrategias de resolucion de
problemas, realizando los céalculos
necesarios 'y comprobando las

soluciones obtenidas.

4. Profundizar en problemas
resueltos  planteando  pequefias
variaciones en los datos, otras

preguntas, otros contextos, etc.
6. Desarrollar  procesos  de
matematizacién en contextos de la
cotidiana

realidad (numéricos,

geomeétricos, funcionales,
estadisticos o probabilisticos) a
partir de la identificacion de
problemas en situaciones
problematicas de la realidad.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes
personales inherentes al quehacer

matematico.

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso
seguido en la resolucién de un problema, con el rigor y la
precision adecuada.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).
2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los
resultados de los problemas a resolver, valorando su utilidad
y eficacia.

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucién y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucion o
buscando otras formas de resolucién.

4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto:
variando los datos, proponiendo nuevas preguntas,
resolviendo otros problemas parecidos, planteando casos
particulares 0 mas generales de interés, estableciendo
conexiones entre el problemay la realidad.

6.1. Identifica situaciones probleméticas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real
y el mundo matematico, identificando el problema o
problemas matematicos que subyacen en él y los

conocimientos matematicos necesarios.
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resolucién, etc.
Confianza en las propias
capacidades para
desarrollar actitudes
adecuadas y afrontar las
dificultades propias del
trabajo cientifico.
Utilizacion de medios
tecnoldgicos en el
proceso de aprendizaje
para:

a) la recogida ordenada y
la organizacion de datos.
c) facilitar la
comprension de
propiedades geométricas
o funcionales y la
realizacién de célculos
de tipo numérico,
algebraico o estadistico.
f) comunicar y
compartir, en entornos
apropiados, la
informacion y las ideas

matematicas.

9. Superar blogqueos e inseguridades
ante la resoluciéon de situaciones
desconocidas.

10. Reflexionar sobre las decisiones
tomadas, aprendiendo de ello para
situaciones similares futuras.

11. Emplear las herramientas

tecnoldgicas adecuadas, de forma

auténoma, realizando  céalculos
NUMEricos, algebraicos 0
estadisticos, haciendo

representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con
sentido critico situaciones diversas
que ayuden a la comprension de
conceptos matematicos o a la
resolucién de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la
informacion y la comunicacion de
modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando y
seleccionando informacion
relevante en Internet o en otras
fuentes, elaborando documentos
propios, haciendo exposiciones y
argumentaciones de los mismos y
compartiendo éstos en entornos
facilitar la

apropiados  para

interaccion.

6.4. Interpreta la solucion matematica del problema en el
contexto de la realidad.

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matematicas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y
aceptacion de la critica razonada.

8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la
actitud adecuada para cada caso.

8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion, junto
con habitos de plantear/se preguntas y buscar respuestas
adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos como en la
resolucién de problemas.

10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los
procesos desarrollados, valorando la potencia y sencillez de
las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras
similares.

11.1. Selecciona herramientas tecnolégicas adecuadas y las
utiliza para la realizacion de célculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.

11.2.  Utiliza

representaciones graficas de funciones con expresiones

medios  tecnolégicos para  hacer
algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con
herramientas tecnoldgicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas

de mejora.

Tabla 4. Contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables del bloque de procesos, métodos
y actitudes matemadticas para Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas de cuarto de la ESO. Fuente:
Real Decreto 1105/2014.

4.5. Propuesta didactica final

Las dos sesiones definitivas se estructuran en una Unica Clase de GeoGebra con

cinco actividades y se puede encontrar en el siguiente enlace:
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https://www.geogebra.org/classroom/ty9egkza

Para que los progresos de las sesiones se guarden sera necesario acceder a la Clase
con una cuenta de GeoGebra. De lo contrario habra que entrar como invitado cada vez

que se quiera utilizar la actividad.

El primer menu ofrece una vista dindmica por los cinco apartados de la Clase por

los que se puede navegar (Figura 7).

Sesiones de sintesis de contenidos. Geo... Ac‘t|\/|d ades de SllnteSiS
Actividades de sintesis
Gperaciones con vectores
Propiedades de puntos, vectores y s.
Combinacién lineal
Ecuaciones de la recta Operaciones con Propiedades de Combinacién lineal Ecuaciones de la
vectores puntos, vectores y recta

Paralelismo y perpendicularidad

Paralelismo y
perpendicularidad

Figura 7. Menu principal de las actividades de sintesis de la Clase de GeoGebra. Fuente: Elaboracion propia.

En esta ocasion se ha optado por programar todos los Applets de la Clase con dos
vistas graficas (Vista Gréfica, a la izquierda, y Vista Gréafica 2, a la derecha) para evitar
que los elementos geomeétricos se solapen con las casillas de control, textos y deslizadores

que se van desplegando.

La teoria que se ha incluido en cada una de las actividades se adjunta en el anexo

de este trabajo.

4.5.1. Operaciones con vectores

En esta seccion se incluyen los mismos deslizadores asociados a las coordenadas
de los puntos A y B que se habian utilizado en la propuesta inicial, con sus
correspondientes casillas de control para mostrarlos. Los apartados para la representacion

geométrica de operaciones son:
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- Suma del vector 04 y el 0B, enla gue se muestra la regla del paralelogramo, tal

y como se mostraba en la idea inicial.

- Resta del vector OA menos el OB, en la que ya no se muestra la regla del

paralelogramo, sino que se dispone el vector —OB a continuacion del OA para

mayor sencillez y ajuste al modo explicado normalmente.

- Resta del vector OF menos el 04, en la que ya no se muestra la regla del

paralelogramo, sino que se dispone el vector —0A a continuacion del OB.

- Producto de un escalar k por el vector 04, que al seleccionarse habilita un

deslizador en representacion del valor de k. El vector k - 04 se muestra en azul

claro en la Vista Grafica y varia con el desplazamiento del deslizador (Figura 8).

CONSTRUYE LOS VECTORES

A =-4

COMPRUEBA LAS OPERACIONES

* B Mostrar
o
Mostrar (A
D Mostrar
p T 72 ! i B2
-
B,=1
) ® O_. — O_. D Mostrar
Mosrar O3

L-OA Mostrar

Figura 8. Producto de un escalar por un vector. Fuente: Elaboracion propia.

El enunciado de la actividad pide a los estudiantes observar y manipular todo lo
posible, asi como responder a las siguientes cuestiones, que han sido disefiadas para que

comprendan la utilidad de las herramientas manipulativas que se ofrecen (Figura 9).
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Escoge un punto AfAxAy) a tu eleccidn y escribelo a continuacion:

Ingresa aqui tu respuesta...

Escoge un punto B(B,,By) a tu eleccidn y escribela a continuacisn:

Ingresa aqui tu respuesta...

Escribe el resultads de la suma OA+O0B:

Ingresa aqui tu respuesta...

Escribe el resultado de la resta OA-08B:

Ingresa aqui tu respuesta...

Escribe el resultado de la resta OB-0A:

Ingresa aqui tu respuesta...

;Qué vector obtienes al multiplicar OA por -2,57

Ingresa aqui tu respuesta...

Escoge dos puntos A y B nueves de tal manera que la suma OA-OB resulte un vector horizontal. Después, varia las coordenadas Ax y By ;Qué le sucede al
vector suma? ;Porgué?

Ingresa aqui tu respuesta...

;Cue vector representa el 0A-OBT

Marca todas las gue correspondan

O ervector a8
I:‘ Elvector BA

10ue vector representa el OB-0A7

Marca todas las gue correspondan

[] eivectaraB
[ @ivector BA

~" REVISATUR

Figura 9. Preguntas de la actividad de Operaciones con vectores. Fuente: Elaboracion propia.
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4.5.2. Propiedades de puntos, vectores y segmentos

Junto a las coordenadas para la definicion de los puntos A y B se contienen los

siguientes apartados:

Punto medio del segmento AB, que, al seleccionarlo, oculta los vectores de

posicion 04 y 0B, y muestra en marron el segmento AB, sobre el que sitda su

punto medio (Figura 10).

CONSTRUYE LOS VECTORES COMPRUEBA LAS OPERACIONES
9 ® punto medio AB Mostrar
L 2
o . modulos (] Mostar
s i Mostrar OA
////
s
/‘ L 2
s 10 g 0 5
/ ®
2 Mostrar OB
- Arespecto de B D Mostrar

simetricos
B respecto de A D Mostrar

puntos alineados [ vosa

Figura 10. Punto medio de un segmento. Fuente: Elaboracion propia.

Modulos de los vectores 04, OB y AB. En esta ocasion se despliegan tres
deslizadores que generan una animacion que muestra los segmentos OA, OB y
AB, respectivamente, rotando y desplazandose hasta caer sobre el eje positivo de
las x con origen en el (0,0) (Figura 11). Esto permite medir visualmente su valor
y comparar sus longitudes (mddulos de los vectores). Asimismo, cuando se
desplaza el deslizador totalmente, aparecen los valores exactos de los modulos

con dos cifras decimales en la Vista Grafica.

Punto simétrico de A respecto de B y de B respecto de A, que oculta los vectores

04 y 0B por claridad y muestra los puntos SimAg y SimB, en verde oscuro sobre
la Vista Grafica (Figura 12).
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Puntos alineados. En este apartado se habilita otro punto C mediante sus

coordenadas y se muestra una recta con trazo discontinuo para comprobar si C

esta alineado con Ay B (Figura 13).

CONSTRUYE LOS VECTORES COMPRUEBA LAS OPERACIONES
15
A =10
® punto medio AB (] Mostar
10 A =4
°
8 . modulos Mostrar
. Mostrar QA
@® (04
B,=5
B b ® 05
T 5 10 15 20 B.=6
A o @ (4B
- " Mostrar OB
OA| =10.77 ) ) A respecto de BD Mostrar
T stmetricos
o 0B| =181 B respecto de A [ Mostar
AB| =18.03
15 puntos alineados  [_] wosw

Figura 11. Mddulos de los vectores. Fuente: Elaboracion propia.

CONSTRUYE LOS VECTORES COMPRUEBA LAS OPERACIONES
25
A =-10
e punto medio AB (] Mostar
20 A =4
i °
&y B modulos (] Mosar
15 Mostrar O A
B,=5
10 L 2
B,=6
: :
e L 2
5
Mostar OB
i i A respecto de B [f| Mostrar
s % 5 T = = A simetricos
B respecto de A [ Mostar
&
-5
puntos alineados ] wessar
-10
Figura 12. Simétrico del punto A respecto de B. Fuente: Elaboracion propia.
» CONSTRUYE LOS VECTORES COMPRUEBA LAS OPERACIONES
25 A, 10
. punto medio AB (] mestar
A =4
20 y
3
. Tnodulos D Mostrar
15 Mostrar OA
B, =5
© °
B,=6
.B
5 .C .
Mostrar OB
i . Arespectode B D Mostrar
= e o : T s ] s Res simelricos
A _6_ B respectode A D Mostrar
® 5
C’ =4
—’_
» puntos alineados Mostrar

Figura 13. Puntos alineados. Fuente: Elaboracion propia.
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Las cuestiones asignadas a esta actividad para que sean completadas por los
alumnos son las siguientes:

Escoge un punto AfAyAy) a tu eleccién y escribelo a continuacion:

[ tu respuesta...

Escoge un punto B{B,B)J) a tu eleccidn y escribelo a continuacisn:

aqui tu respuesta...

:Cudl es el punto medio M del segmento AB?

aqui tu respuesta...

Obtén el valor del vector OA con tres decimales y escribelo a continuacién:

aqui tu respuesta...

Obtén el valor del vector OB con tres decimales y escribelo a continuacian:

i tu respuesta...

Obtén el valor del vector AB con tres decimales y escribelo a continuacidn:

i tu respuesta...

+Cudl es el punto simétrico de A respecto de BY

aqui tu respuesta...

+Cudl es el punto simétrico de B respecto de A7

aqui tu respuesta...

Figura 14. Preguntas de la actividad de Propiedades de puntos, vectores y segmentos. Fuente: Elaboracion propia.
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45.3. Combinacién lineal

La principal diferencia con el contenido de la propuesta inicial es que se ha
incluido la regla del paralelogramo para una comprension mas sencilla del significado de
combinacion lineal. Los colores asignados a los deslizadores de los valores a y b son los
mismos que los que se han utilizado para representar los vectores a .04 yb- OF con el

objetivo de una visualizacién cromatica del concepto (Figura 15).

CONSTRUYE LOS VECTORES COMPRUEBA LAS OPERACIONES
6 A =2
® . . .
A= combinacion lineal
°
. ) Mostar
> Mostrar O A .

OP=a-0A+b-0B

: L 2
B =2 o
\_‘ ®
-6 -4 -2 ‘u 2 4 & Mostrar O3 (o]
o
©
A Mostrar O

Figura 15. Combinacion lineal de vectores. Fuente: Elaboracion propia.

Las preguntas planteadas al final de la actividad son las siguientes:

Escoge un vector OB(By,By) cuyas coordenadas sean distintas a 0 y escribelo a continuacion:

Escoge un vector OP(Py, Py) cuyas coordenadas sean distintas a 0 y escribelo a continuacién

Escribe el vector OP como combinacién lineal de los vectores OA y OB elegidos y compruébale en gréficamente,
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Queremas expresar el vector OP(4,-10) como combinacion lineal de los vectores 0A(1,0) y OB(0,2), es decir OP=a - OA+b - OB. ;Cuénto vale a?

:Cuanto vale b?

Escoge un vector OA{AxA,) cuyas coordenadas sean distintas a 0 y escribelo a continuacion:

Escoge un vector OB(By,By) cuyas coordenadas sean distintas a 0 y escribelo a continuacion:

Figura 16. Preguntas de la actividad de Combinacion lineal. Fuente: Elaboracion propia.

45.4. Ecuaciones de la recta

Esta actividad ha sido reestructurada para dotarla de caracter deductivo y

secuenciado.

Presenta en la seccion izquierda de la Vista Gréfica 2 cuatro casillas de control
para que sea el estudiante el que decida cual de los dos vectores 04 u OB desea utilizar

como vector de posicion, y cual de los dos vectores AB 0 BA desea utilizar como vector
director (Figura 17). Esto se ha habilitado para que comprendan que no hay un Unico
vector director ni un Unico vector de posicion y no encasillarles didacticamente en un
procedimiento exclusivo. En funcion de esta seleccion se muestran esos vectores sobre la

Vista Gréfica.

A la derecha de los deslizadores de las coordenadas hay otras dos casillas de
control, una para mostrar la recta que pasa por los puntos A y B, y otra para comenzar a
visualizar analiticamente la ecuacion vectorial de la recta. Al activar esta casilla se
despliega la ecuacién algebraica junto con un deslizador que representa el pardmetro ¢, y

una nueva casilla de control que permite mostrar las ecuaciones paramétricas. Variando
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este parametro t se observa como el punto de la recta al que se llega mediante la ecuacion

vectorial se desplaza sobre la propia recta.

Escoge dos puntos Ay B

Elige un vector de posicion

oa [ JoB

Elige un vector director

AB ()B4

Comprueba las ecuaciones de la recta

Mostrar recta
Mostrar ecuacion vectorial

Vectorial (z,y)=(3,1)+¢-(—6,3)
t=15
_._

D Mostrar ecuaciones paramétricas

Figura 17. Actividad de Rectas con la ecuacion vectorial desplegada. Fuente: Elaboracion propia.

Se han incluido como rétulos de los vectores de interés y del punto generado por

la ecuacidn vectorial sus coordenadas, de modo que se establece un vinculo directo entre

la expresion gréfica y la algebraica.

Al seleccionar las ecuaciones paramétricas, estas se muestran en la pantalla y

aparece una nueva casilla de control para mostrar la ecuacion continua (Figura 18.a). Al

seleccionar esta ultima, se muestra en la pantalla y se habilita la Gltima casilla que muestra

la ecuacidn explicita (Figura 18.b).

Escoge dos puntos Ay B Comprueba las ecuaciones de la recta

Ast
@ Vectorial (z,y) = (3,1)+ t-(—6,3)
t=15
B.=3 S e
L
° L x=3+1-(-6)
Paramétricas -
y=1+1t-(3)
Elige un vector de posicion U Mo siey ot

oa [ JoB

Elige un vector director

A []Ba

Escoge dos puntos Ay B
4

o

°

Elige un vector de posicién

oa [JoB

Elige un vector director

WaB  []Ba

Comprueba las ecuaciones de la recta

¢ Mostrar recta
Vectorial (z,y) = (3,1)+t-(—6,3)
t=15
e

Mostrar ecuaciones paramétricas

z=3+1-(-6

Paramétricas q !
y=1+¢t-(3)

/| Mostrar ecuacién continua

Continua = (8)_v=1)
6 3

Mostrar ecuacion explicia

Ezplicita y = —0.5z + (2.5)

Figura 18. a) Izquierda, actividad de Rectas con las ecuaciones paramétricas desplegadas. b) Derecha, ecuacion
continua y explicita de la recta desplegadas. Fuente: Elaboracion propia.
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Uno de los objetivos es que visualicen todas estas ecuaciones de una misma recta
seleccionando todas las combinaciones vector de posicion-vector de direccion posibles y
que observen que todas difieren en funcion de la combinacion, pero que al llegar a la

explicita esta expresion es independiente de los vectores utilizados.

Las cuestiones asociadas a esta actividad son las siguientes:

Escribe dos punt:

o

s A{Ax,Ay) v B(Bx,By) que determinen una recta con pendientem = 0.

Escribe dos punt:

o

s A{Ax,Ay) v B(Bx,By) que determinen una recta con pendiente m = -1

Escribe dos puntos A{Ax, Ay) v B(Bx,By) que determinen una recta con pendiente m = -0.5.

Dados los puntos A{-13,12) y B(-5,8), escribe un vector director que determine una recta gque pase por esos puntos:

Escribe la ecuacion vectorial de |a recta que pasa por Ay B.

Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por Ay B.

Escribe la ecuacion continua de la recta gue pasa por Ay B

Escribe la ecuacion explicita de |a recta que pasa por Ay B.

Figura 19. Preguntas de la actividad de Ecuaciones de la recta. Fuente: Elaboracion propia
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4.5.5. Paralelismoy perpendicularidad

Un apartado importante que habia quedado sin ver en la propuesta original era el
paralelismo y perpendicularidad de las rectas. La actividad que se ha programado para
cubrirlo tiene un componente ludico que la diferencia de las otras cuatro. En ella se
plantea un problema de enunciado con el objetivo de motivar la ensefianza de estos
contenidos y asociarlos a un problema real. Asimismo, se contemplan las ecuaciones de
las rectas paralelas al eje x y las paralelas al eje y. El enunciado del problema es el

siguiente:

El alcalde de la ciudad argentina de La Plata esta hecho un lio. Desde su gabinete
de urbanismo han trazado las rectas correspondientes a las avenidas principales sobre
el mapa de la ciudad para hacer un estudio de la iluminacion nocturna. Ahora necesita
escribir las ecuaciones de dichas rectas en un informe y te lo ha pedido a ti, que encima
te estds jugando el contrato. Por suerte, el becario anterior programoé un Applet de
GeoGebra que te puede resultar muy atil para tu trabajo. Encuentra las familias de rectas
paralelas entre si y sus vectores directores para desbloquear unos analizadores. Escribe
a continuacion las ecuaciones de cada recta y responde a las preguntas siguientes.

En la Vista Grafica se observa la imagen del mapa de la ciudad de La Plata

(Argentina) sobre unos ejes coordenados, de modo que el centro de la ciudad se

corresponde con el origen de coordenadas.

Mostrar las rectas ¢Cuantas familias de rectas paralelas entre si hay’

¢Cudl es el vector director de cada familia?

Figura 20. Mapa de la ciudad con las rectas y las casillas de los vectores desplegadas. Fuente: Elaboracion propia.

En la Vista Grafica 2 se observa una casilla de control que nos permite mostrar

todas las rectas asociadas a las avenidas principales, y una casilla de entrada en la que se
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pregunta por el namero de familias de rectas paralelas de entre todas ellas y los alumnos

deben escribirlo numéricamente (Figura 20).

En funcion del nimero que se escriba se despliegan tantas casillas de entrada. En
ellas se piden los vectores directores de cada una de las familias. Este concepto es util, ya
que se esté indicando y reforzando que todas las rectas paralelas estan originadas por el
mismo vector director. El resultado correcto es 6, aunque si un alumno se equivoca y

escribe menos comprobara a posteriori que le falta alguna familia por contar.

Para calcular dichos vectores directores es necesario encontrar dos puntos de cada
recta de una familia, y una vez calculado, se escribirdn sus coordenadas en las casillas
que aparecieron previamente. Debajo de estas aparecerd un texto con el valor de la
pendiente m del vector que se acaba de escribir.

Cada vez que uno de estos vectores sea correcto, se mostrara en el mapa una recta
blanca paralela a este vector director y se desplegara en la Vista Gréafica 2 un deslizador
que desplaza a dicha recta a lo largo de todo el mapa (Figura 21). Esta recta blanca es la
que en el enunciado se ha denominado analizador, y es muy Util, ya que permite hacerla
coincidir con todas sus rectas paralelas (seleccionando la casilla de control “Mostrar sélo
rectas paralelas”, para no confundirse con las demas rectas) y comprobar su ecuacion

explicita asociada, que es la que se pide en las preguntas

D Mostrar las rectas ¢Cuantas familias de rectas paralelas entre si hay?| 6

¢Cudl es el vector director de cada familia?

{3) 0] 0) 403 &) e

m=12

. y=0 D Mostrar solo rectas paralelas

+ y=x D Mostrar sélo rectas paralelas

_..._. y=-z D Mostrar sélo rectas paralelas
6

+ y== Mostrar sélo rectas paralelas
5

6
+ = —— 40 Mostrar sélo rectas paralelas
& 5 v 3

Figura 21. Deslizadores de cada analizador de rectas desplegado. Fuente: Elaboracion propia.
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Las cuestiones finales consisten en escribir las ecuaciones explicitas de las

diecisiete rectas que hay sobre el mapa y otras tres preguntas sobre perpendicularidad:

Recta 17

;Hay alguna recta perpendicular a la Recta 17;Cuéles?

¢Hay alguna recta perpendicular a la Recta 107;Cuéles?

;Hay alguna recta perpendicular a la Recta 117;Cuales?

Figura 22. Preguntas de la actividad de Paralelismo y perpendicularidad. Fuente: Elaboracion propia.

4.5.6. Menu del profesor

Al finalizar todas las actividades respondiendo a todas sus preguntas, el profesor
dispondré en su perfil de GeoGebra de las respuestas registradas de todos los estudiantes

que la han realizado. EI mena que observa el profesor se muestra en la Figura 23.

a I
vista genera Tarea 10 Tarea 8 Tarea 9 Tarea 2

Operaciones con vectores A Todo ok A B Aqui otra vez...
T
Propiedades de puntas, vectores y seg...

Combinacion lineal

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4
Ecuaciones de la recta pr— - - 1
10 de 56 H 3 de 56 H 4 de 56 : 1 de 56
Paralelismo y perpendicularidad
Tarea 8
8 8 El vector resultante es
horizontal
Las tareas no han iniciado atn Las tareas no han iniciado atin
Estudiante 5 Estudiante 6 Estudiante 7
-—

0de56

Figura 23. Respuestas registradas de los alumnos en el perfil de GeoGebra del profesor. Fuente: Elaboracion propia.
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Desde aqui puede evaluar las respuestas de cada alumno individualmente, o bien
seleccionar cada actividad para ver las respuestas que se han dado a cada una de sus
preguntas. Asimismo, puede monitorizar las preguntas durante el desarrollo de las

sesiones para comprobar el progreso de sus alumnos.

5. CONCLUSIONES

La propuesta didactica inicial y la intervencion en el aula con el grupo de 4° de la
ESO durante el periodo de practicas, expuesta en el tercer apartado del TFM, han
delimitado las lineas principales del trabajo. Con la conviccién y la comprobacion de que
el proceso de ensefianza-aprendizaje es mas complejo de lo que se imagina, se han
realizado tres investigaciones confluyentes que estructuraran los principales obstaculos,
dificultades, caracteristicas y mecanismos del razonamiento matematico geométrico y del
proceso de aprendizaje en general de los estudiantes. Las primera de ellas ha perseguido
mostrar que la docencia de las asignaturas abarca mas competencias que las dictadas por
los contenidos de las unidades didacticas, en especial, se ha remarcado la relevancia de la
competencia de aprender a aprender. La segunda de ellas ha tenido como fin explorar qué
aspectos de la geometria analitica pueden resultar conflictivos a la hora de introducirse
en la etapa de interés. La tercera de ellas ha tratado de dar un soporte tecnolégico a modo

de solucion a las problematicas estudiadas previamente.

Se ha destacado la importancia de ajustar los procesos educativos al mundo
tecnoldgico actual, para lo que es crucial que se disponga en los centros de
infraestructuras TIC adecuadas, asi como que los docentes se formen para crear

contenidos que se ajusten a las necesidades de su alumnado.

La propuesta didactica pretende ser una referencia de esto mismo. Se han
elaborado cinco actividades que cubren casi la totalidad de los conceptos del temario y se
ha decidido programarlas para dos sesiones de sintesis. Aprovechando la posibilidad de
compartir el Libro asociado a la Clase que se ha creado, se ha publicado en la red para

que el resto de la comunidad de GeoGebra pueda utilizarlo siempre que quiera.
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El proceso llevado a cabo ha servido para indagar en el funcionamiento de este
software, que se ha escogido por sus ventajas y sus prestaciones a nivel geométrico y
algebraico, ademas de ser gratuito y accesible a todo el mundo.

En relacion con el razonamiento geométrico estudiado, se ha realizado una
correspondencia entre las tareas esperadas para cada nivel de van Hiele que tuvieran
cabida en el marco de criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables
fijados por el curriculo.

Asimismo, para completar el trabajo seria conveniente disefiar una evaluacién de
la actividad que asignara una correspondencia entre las respuestas de los alumnos a las
actividades digitales y a las actividades en otras pruebas escritas de la unidad didéctica al
grado de logro de las tareas vinculadas con cada nivel de van Hiele.

El objetivo ultimo de la propuesta final es llevarla al aula para observar y analizar
las dificultades que tienen lugar el transcurso de las dos sesiones. De esta manera se
podria valorar si es necesaria la inclusion de elementos extra como una cuadricula en los
ejes coordenados, o casillas de control para mostrar los resultados de algunas operaciones
para facilitar visualmente las tareas y el proposito de comprobacién de resultados

graficamente.

Por altimo, seria de enorme utilidad plantear una evaluacion para que los alumnos
valoren en qué medida las propuestas de este estilo les motivan en su aprendizaje y para

que evallen cuanto uso hacen de ellas de cara a las pruebas escritas.

5.1.  Lineas de investigacion futuras

Con el objetivo de desarrollar una continuacion préxima del trabajo y establecer
un marco didactico que pudiera englobar la propuesta, asi como perfeccionarla, se han

establecido una serie de lineas de investigacion de cara al futuro:

- Plantear la propuesta en el marco de una unidad y una programacion didacticas
que desarrollen una metodologia en la linea de esta propuesta, en la que se trabaje

con TIC y se incida en la importancia de las diferentes representaciones de las
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matematicas para facilitar a los estudiantes la adquisicion de conocimientos y de

la percepcion de su aprendizaje.

Disefiar y programar sesiones de sintesis mediante GeoGebra y otros software
matematicos en la linea de las que han sido propuestas aqui para el resto de las

unidades didacticas de este curso.

Disefiar y programar sesiones de sintesis mediante GeoGebra de geometria
analitica para Matematicas | y Matematicas Il, de 1° y 2° de Bachillerato
respectivamente. En este Gltimo curso se utilizaria la Vista Gréafica 3D,

explorando otra herramienta mas de GeoGebra.

Determinar si algunas caracteristicas de esta propuesta como la de consistir en
trabajo individual y féacil de evaluar por el propio alumnado, asi como su

estructuracion clara y sencilla, promueve la atencion a la diversidad.

Estudiar las alternativas que se les puede ofrecer a alumnos que no dispongan de

ordenador o conexidn a Internet en sus casas.

Siendo mas ambicioso, se podria plantear una investigacion similar a la que
realizaron Khalil et al. (2018), para medir el grado en que una metodologia en la
que se disefien y programen recursos digitales con GeoGebra y otros software
orientados a la ensefianza mediante TIC mejora el rendimiento académico en esta

materia en relacion con el aprendizaje mediante una metodologia tradicional.
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ANEXO

Aqui se muestran los apartados teéricos contenidos en el libro de texto (Colera et

al. 2016) que se han incluido en las actividades de la Clase de GeoGebra:

Operaciones con vectores

Autor: Miguel

En un sistema de ejes cartesianos, cada punto se describe mediante sus coordenadas: A(AxAy), B(BxB)).

La flecha gue une dos puntes se denomina vector. El vector que va desde A hasta B es el vector AB.

Las coordenadas de un vector se obtienen restando las coordenadas del punto inicial a las del punto final: AB=(By-Ax, By-Ay).

Siun vector tiene su origen en el punto O (origen de coordenadas), entonces sus coordenadas coinciden con las del extremo y se denomina vector de posicion:
(coordenadas del vector OA) = (coordenadas del punto A)

SUMA DE VECTORES

Para sumar dos vectores, OA y OB, se procede del siguiente modo: se sitia OB a continuacion de OA, de manera que el crigen de OB ceincida con el extremo
de OA. La suma OA + OB es el vector cuyo origen es el de 0A y extremo, el de OB.

Las coordenadas del vector OA + OB se obtienen sumando las coordenadas de OA con las de OB.
RESTA DE VECTORES

Para restar dos vectores, OA y OB, se le suma a 0A el opuesto de OB:
QA-0B=0A=+(-0B)

Las coordenadas del vector OA — OB se cbtienen restandole a las coordenadas de OA las de OB.
PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO

El preducto de un nimera k por un vector OA es otro vector k- QA gue tiene la misma direccion que 0A, el mismo sentido que OA si k es positivo o sentide

opuesto si k es negativo, y su longitud es la longitud de OA multiplicada por el valor abseluto de k.

Las coordenadas del vector k- QA se obtienen multiplicando por k las coordenadas de OA.
Figura 24. Teoria relativa a la actividad de operaciones con vectores. Fuente: Elaboracion propia.

Propiedades de puntos, vectores y segmentos

Autor: Miguel
PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio, M, de un segmento AB scn la semisuma de las coordenadas de sus extremos.

Ax+ Bx Ay+ BY)

Es decir, si AfA,A ) v B(B,BJ — M ( 2 . 2

MODULO DE UN VECTOR

El médulo de un vector OA es la distancia de O a A. Se designa asi: [OA].

Silas coordenadas de OA son (A Ay, entonces |OA] = \.."II(A,Y)? + (}ly]z

Figura 25. Teoria relativa a la actividad de propiedades de puntos, vectores y segmentos. Fuente: Elaboracion
propia.
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Combinacion lineal

Autor: Miguel
COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Dados dos vectares, OA, OB, y dos nimeros, a, b, el vectora-0A + b - OB se dice
que es una combinacidn lineal de OA y OB.

Dados dos vectares, OA, OB, nos pueden preguntar si otro vector OP es combinacion lineal de los otros dos, Para averiguarlo tenemaos gue igualar las

coordenadas x e y en funcidn de los pardmetros a y b:

(PuPJ)=(a-Ac+b-By,a-A,+b-B)

Obtenemos asi un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (@ y b)

Figura 26. Teoria relativa a la actividad de combinacion lineal.

Ecuaciones de la recta

Autor: Miguel
ECUACIONES DE LA RECTA

Pretendemos describir los puntos de una recta, r, mediante vectores que tengan su origen en O y su extreme en la recta.
Para describir todos estos vectores, OX, es suficiente partir de dos:

Un vector OP = p que "nos lleva” a la recta (vector posicidn).

Un vectar d, paralelo a r, que nos desliza sobre la recta (vector director).

El vector OX = p + t- d tiene su origen en O y su extremo sobre la recta, cualquiera que sea el nimero t.

La ecuacion (x,y) = (pepy) + t- (dydy) se denomina ECUACION VECTORIAL de |a recta.

Sien la ecuacién vectorial igualamos cada coordenada de OX obtenemos las ECUACIONES PARAMETRICAS d= |3 recta:

X=py+t-dy
y=py+t-dy

Sustituyendo el parametro t de ambas ecuaciones e igualdndolo, derivameos la ECUACION CONTINUA de a recta:

Eepx ¥y

dy d}'
Si en la anterior ecuacion se despeja la y, obtenemos la ECUACION EXPLICITA de |3 recta, que ya conocemos de cursos anteriores:
y=mx+n

Donde m representa la pendiente de la recta y n la ordenada en el origen (corte con el gje y).

Figura 27. Teoria relativa a la actividad de ecuaciones de la recta. Fuente: Elaboracion propia.
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Paralelismo y perpendicularidad

Autor: Miguel
PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD DE RECTAS

dy

La direccion de una recta viene determinada por su vector director d{dyd)), © bien, por su pendiente m = P
2y

Sidos rectas rq y rz tienen igual pendients, es decir, my = my, entonces las rectas son paralelas.

Silas el producto de las pendientes de las rectas es igual a mencs 1, es decir my -mz = -1, entonces las rectas son perpendiculares,

Figura 28. Teoria relativa a la actividad de paralelismo y perpendicularidad.
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