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Resumen y Palabras Clave

El presente trabajo esta dividido en dos partes. En la primera, se estudia mate-
méaticamente el problema clasico de la torre de Hanoi y algunas de sus variaciones.
En la segunda, se realiza una propuesta educativa para utilizar el clasico rompe-
cabezas en el aula en contextos educativos vulnerables. Esta propuesta educativa
se llevo al aula y obtuvo resultados positivos. La conclusiones refuerzan las ideas
existentes en la literatura de que la gamificacion es una propuesta educativa muy
versatil con un gran potencial y que los docentes en contextos vulnerables deben
conocer las caracteristicas de estos contextos e implementar estrategias didacticas

orientadas a los estudiantes.

Palabras Clave

Contexto vulnerable, Gamificacion, Educacion Secundaria y Torre de Hanoi.
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Capitulo

Introduccion

Se propone utilizar el rompecabezas de la Torre de Hanoi en aulas en contextos
vulnerables. Para ello se divide el trabajo en dos partes. En la primera parte (Ca-
pitulo 2), se estudia en detalle el problema clasico de la Torre de Hanoi y algunas
de sus variaciones. Se demuestra el nimero minimo de movimientos que se han de
utilizar (2" — 1) y se trabaja el Algoritmo de Olive, el cual nos indica como resol-
ver el problema. Las variaciones que se estudian son dos: el problema clasico con
4 palos, en lugar de con 3 y de “posicion regular a perfecta”. Esta tultima variacion
hace referencia a cuando se inicia con los discos colocados no todos en el mismo
palo, pero respetando que no se puede poner un disco grande sobre uno pequeno.
Este problema se puede estudiar mediante unas representaciones graficas llamadas
Graficas de Hanoi. En la propuesta educativa se utiliza principalmente el problema
clasico, sin embargo estas variaciones es interesante estudiarlas por si los alumnos
muestran una alta motivaciéon por el problema planteado y queremos proponerlas.

En la segunda parte (Capitulo 3), se detalla la propuesta educativa. Lo que ca-
racteriza esta propuesta es el contexto vulnerable en el que se quiere implementar.
Por lo que se realiza un recorrido por la literatura existente sobre contextos vulnera-
bles. Para comenzar este recorrido se analiza el concepto de vulnerabilidad entendido
como:

“Condicion dindmica que resulta de la interaccion de una multiplicidad de fac-
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tores de riesgo y protectores, que ocurren en el ciclo vital de un sujeto y que se
manifiestan en conductas o hechos de mayor o menor riesqo social, econémico, psi-
coldgico, cultural, ambiental y/o0 bioldgico, produciendo una desventaja comparativa
entre sujetos, familias y/o comunidades” (Cornejo, Céspedes, Escobar, Nunez, Reyes

& Rojas, 2005, p. 14).
Y el concepto de exclusion social entendido como:

“Un proceso social de pérdida de integracion que incluye no solo la falta de in-
gresos y el alejamiento del mercado de trabajo, sino también un descenso de la par-
ticipacion social y por tanto una pérdida de derechos sociales” (Laparra, Obradors,

Pérez, Pérez, Renes, Sarasa, Subirats & Trujillo, 2007, p. 27).

Después, se presentan una serie de tensiones y desafios observados por docentes
en formaciéon que realizan sus practicas académicas en centros con contextos vulnera-
bles (Seccion 3.3.2, (Yancovic-Allen & Escobar-Gonzalez, 2022)). Estas aportaciones
suponen un buen punto de partida ya que la puesta en préictica de esta propuesta
didéctica tiene lugar en unas practicas académicas en un centro con aulas en con-
textos vulnerables. Por otro lado, en la seccién 3.3.3, se ven una serie de ajustes
que proponen docentes que imparten docencia en contextos vulnerables y tienen
un alto logro de rendimiento académico (Villalta Paucar, Martinic Valencia & Guz-
méan Droguett, 2011). En la seccion 3.3.4, se presentan estudios que relacionan las
variables socioemocionales con el rendimiento académico en contextos vulnerables.
Esto es un aspecto fundamental ya que estos contextos se caracterizan por tener
alumnos completamente desmotivados o con un pésimo autoconcepto matemético
(Vera Sagredo, Cerda Etchepare, Aragon Mendizabal & Pére Wilson, 2021; Cer-
da Etchepare & Vera Sagredo, 2019). Ademaés, estos estudios pueden ser de utilidad
para los centros educativos altamente vulnerables, ya que abre espacios para incidir
favorablemente en las posibilidades de mejorar los niveles de logros académicos al
cautelar algunos elementos desde perspectivas mas transversales, o que involucren
a toda la comunidad educativa (Vera Sagredo et al., 2021). Por tltimo, en la sec-

cion 3.3.5, se describen algunas practicas observada que obstaculizan los procesos
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de transposicion didactica en contextos vulnerables (Beltran Véliz, Navarro Aburto
& Pena Troncoso, 2018), donde se afirma que el personal docente debe ser capaz de
emplear disenos instruccionales, flexibles y dialégicos donde se considere al estudian-
tado un actor principal en la construccion de su propio aprendizaje (Beltran Véliz
et al., 2018). Por lo que se presenta la propuesta de la gamificacién como posible
solucion a algunos de estos problemas, ya que: “la puesta en prdctica de nuevas for-
mas de aprender jugando ayudan a pensar de manera critica y estratégica, fomentan
la escucha, la atencion, la creatividad y la 1maginacion, y se detecta una mayor
flexibilidad a la hora de enfrentarse a situaciones desconocidas” (Pastor Seller &
Martin Hierro, 2020).

Tras este recorrido por la literatura existente y teniéndola en consideracion se
propone una propuesta didéactica utilizando el problema clasico de la Torre de Hanoi.
Para ello, se describen las sesiones y se presentan una serie de fichas (Capitulo 4)
que facilitan la implementacién de la propuesta en el aula. Esta propuesta se llevo
a cabo en un centro de Colmenar Viejo (Madrid) y obtuvo resultados positivos. Las
conclusiones del trabajo refuerzan afirmaciones existentes en la literatura como:

“Docentes que se desempenan en contextos vulnerables deben poseer un conoci-
maento disciplinar, diddctico y del contexto, a fin de movilizar procesos de transpo-
sicion diddctica eficaces. Entonces, surge el desafio de la superacion de una ense-
nanza centrada en el profesorado, de tal forma que esta se oriente a estudiantes”
(Beltran Véliz et al., 2018).

O como: “El juego, como propuesta educativa innovadora, se configura como un
recurso diddctico muy versdtil que presenta un gran potencial para desarrollar cual-
quier temdtica relacionada con el contenido curricular, posibilita analizar las elec-
ciones y decisiones que los estudiantes han ido tomando a lo largo del juego, conocer
y comprender la evolucion a nivel socioeducativo y cognitivo de cada uno de ellos;
y conectar emocionalmente desde una relacion educador—educando mds de ti a ti,

mds cercana y horizontal” (Pastor Seller & Martin Hierro, 2020).
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Capitulo 1. Introduccion
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Capitulo

La Torre de Hanoi

2.1. Del Mito al Juego. Historia de la Torre de Ha-

noi

2.1.1. La Torre de Brahma

Segiin una antigua leyenda india, en el gran templo de Benarés, bajo la cupula
que marca el centro del mundo. Descansa una placa de laton en la que estan fijadas
tres agujas de diamante, cada una de un codo de alto y tan gruesas como el cuerpo
de una abeja. En una de estas agujas, en la creacién, Dios colocod sesenta y cuatro
discos de oro puro. El disco méas grande descansando sobre la placa de bronce y los
demés cada vez més y més pequenos hasta el de arriba. Esta es la Torre de Brahma.

Dia y noche incesantemente los sacerdotes transfieren los discos de una aguja de
diamante a otra de acuerdo con las leyes fijas e inmutables de Brahma. Requieren
que el sacerdote no mueva mas de un disco a la vez y que debe colocar este disco en
una aguja para que no quede ningtin disco mas pequeno debajo.

Cuando los sesenta y cuatro discos hayan sido asi transferidos de la aguja en la
que Dios los coloco en la creaciéon a una de las otras agujas, torre, templo, y los brah-
manes por igual se desmoronaran en polvo, y con un trueno el mundo desaparecera

(Hinz, Klavzar, Milutinovi¢ & Petr, 2013).
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2.1.2. La Torre de Hanoi

La Torre de Hanoi es un rompecabezas o juego matemético inventado por el ma-
tematico francés Edouard Lucas en 1883. Es, segtin el autor, un juego de combinacio-
nes para aplicar el sistema numérico binario, cuyas ventajas describe en (Edouard,
1882). El juego original se conserva en el museo de Artes y Oficios de Parfs.

Este juego de mesa individual consiste en un nimero de discos perforados de
radio creciente que se apilan insertindose en uno de los tres postes fijados a un
tablero. El objetivo del juego es trasladar la pila a otro de los postes siguiendo
ciertas reglas, como que no se puede colocar un disco mas grande encima de un

disco més pequenio (a la que llamaremos regla divina, RD).

2.1.3. Historia de la Torre de Hanoi

Ya tenemos una fecha de nacimiento de la Torre de Hanoi, pero, ;por qué el
nombre de La Torre de Hanoi? No pensariamos en la capital de Vietnam de hoy
en relacion con los brahmanes que mueven 64 discos de oro en el gran templo de
Benarés. Sin embargo, cuando Lucas comenz6 a comercializar el rompecabezas en
su modesta version con sélo ocho discos de madera, los peridédicos franceses estaban
llenos de informes desde Tonkin. De hecho, Hanoi habia sido tomada por los franceses
en 1882, pero durante el verano de 1883 estuvo bajo constante asedio por las tropas
de los chinos provincia de Yunnan por autoridad del tribunal local de Hué, donde
el 25 de agosto 1883 el tratado de Harmand estableci6 el dominio de Francia sobre
Annam y Tonkin. Asi que Lucas seleccion6 el nombre de Hanoi porque estaba en los
titulares en ese momento. Lucas nunca viajé a Hanoi. Sin embargo, era miembro de
la comision que edito las obras completas de Pierre de Fermat y fue enviado a una
misiéon en Roma para buscar en la famosa biblioteca Boncompagni inéditos papeles
de su ilustre compatriota. Se cree que fue en este viaje en el que Lucas invent6 la TH.
En 1883, Lucas offrecié una gran cantidad de dinero para la persona que resolviese,

a mano, la TH con 64 discos y revel6 el nimero de movimientos necesarios:
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2.1. Del Mito al Juego. Historia de la Torre de Hanoi 9

18446744073709551616 (2.1)

junto con la afirmacion de que son necesarios més de cinco mil millones de siglos
para realizar la tarea realizando un movimiento por segundo. El nimero en (2.1)
se explica, junto con las reglas del juego y la famosa solucién recursiva, establecida
para un nimero arbitrario de discos, pero demostrado con un ejemplo: si uno puede
resolver el rompecabezas de ocho discos, uno puede resolverlo por nueve transfiriendo
primero los ocho superiores a la clavija de repuesto, luego moviendo el noveno disco
a la clavija final y finalmente los mas pequenos también a ea clavija. Asi que al
aumentar el nimero de discos en uno, el nimero de movimientos para la transferencia
de la torre se duplica mas una jugada del disco més grande.

Este nimero (2.1) evoca otro mito indio que viene en atin més versiones que la
Torre de Brahma. La mas bonita, pero no la primera, de estas leyendas es la de J.
F. Montucla, quien nos dice, al citar el magnifico nimero, que el indio Sessa, hijo de
Daher (Sissa ben Dahir), inventé (un prototipo de) el juego de ajedrez que presento
al rey indio (Shirham). El cual le ofrecié a Sessa lo que desease. Sessa pronunci6 un
deseo “modesto™ un grano de trigo (arroz en otras versiones) en el primer cuadrado
del tablero de ajedrez, dos en el segundo, cuatro en el tercero y asi sucesivamente
hasta el tltimo, el 64. El ministro del rey, sin embargo, descubrié que era imposible
acumular tal cantidad de trigo y Montucla nos dice que el rey admiraba a Sessa
atin mas por esa sutil peticion que por la invencion del juego. (En versiones menos
roméanticas, Sessa fue decapitado por su impertinencia.)

La TH se extendi6 inmediatamente fuera de Francia. Se repite la solucion recur-
siva y la observacion revel6 que durante esta solucion cada disco mueve una potencia
de 2 veces, segiin su tamano. Ademas, se describi6 el patron ciclico de los movimien-
tos. Schoute (1882-1884) ideo la variante de la TH con los discos coloreados en negro
y rojo alternados. En esta variante no puedes colocar un disco negro sobre otro ne-
gro (analogo para discos rojos) y no puedes deshacer un movimiento recientemente

hecho.
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10 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

Practicamente todos los primeros articulos sobre el tema de la TH reproducen
la solucién recursiva clasica junto con el nimero de movimientos involucrados. Sin
embargo, lo que hacen es solo proporcionar un limite superior para el nimero mi-
nimo demostrando que la tarea puede lograrse utilizando tantos pasos. Es uno de
los misterios de las matematicas de la teoria de la TH que aparentemente nadie
sinti6 la necesidad de dar un limite inferior, es decir, probar que no hay mejor solu-
cion. Hasta 1981, cuando D. Wood present6 la primera prueba de minimalidad. El
punto crucial es la suposicion de que el disco mas grande se moveré, en una solu-
cion 6ptima, directamente desde su origen hasta su destino o, en otras palabras, se
mueve precisamente una vez. Incluso si esto parece ser evidente, una demostracion

matemaética de minimalidad no puede basarse en una suposiciéon injustificada.

Después de eso, no hubo progreso en el problema clasico de TH durante aproxi-
madamente sesenta anos. Hasta que R. S. Scorer, P. M. Grundy y C. A. B. Smith
agregaron algo de estructura matematica al juego mirdndolo de forma grafica, lo que

ahora llamamos graficos de Hanoi.

La primera extensién explicita del rompecabezas clésico a cuatro clavijas fue
escrita por Dudeney (1908) al que llam6 Puzzle de Reve. Sin embargo no logra
probar la minimalidad de su procedimiento. Esta situacién no cambi6é cuando B.
M. Stewart asumid6 el problema como un desafio para los lectores de The American
Mathematical, porque su propia solucion (Stewart, 1941) y la de J. S. Frame (Frame,
1941) se basaron ambos en cierta suposicion no comprobada que el editor del diario,
O. Dunkel, enmarcado en un lema al que llamamos la conjetura de Frame-Stewart.
Esta conjetura se puede probar facilmente para los primeros casos a mano. Para casos
hasta n = 30 se proporcionaron pruebas con ordenador (Korf & Felner, 2007). Hasta
que finalmente, tras 73 anos abierta, la Conjetura de Frame-Stewart fue probada por

Thierry Bousch (Bousch, 2014).
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2.2. Analisis del problema clasico

La Torre de Hanoi (TH) consiste en tres palos verticales anclados en una base
horizontal y un cierto nimero de discos de diferentes didmetros. Los discos estan
perforados en el centro, por lo que pueden colocarse en cada uno de los palos.
Cualquier distribucion en los tres palos con ningin disco de mayor didmetro sobre
uno de menor didmetro se llama posicién regular del puzle. Diremos que tenemos
una posicién perfecta del puzle si tenemos una posiciéon regular con todos los
discos en un mismo palo. Ver Figura 2.1 para ejemplos de una posiciéon perfecta y

regular.

Figura 2.1: Posicion perfecta y posiciéon regular no perfecta

Definamos la terna 7' = {0, 1,2} y denotemos cada palo por 0, 1 y 2. Sea n el
niumero de discos y denotemos los discos de 1 a n en orden creciente de didmetros (i.e.,
el disco més pequenio se denota por 1y el mas grande por n). Entonces, toda posicion
regular se puede representar de manera tnica por un elemento s = s,,...5, € T"
donde s4 es el palo en el que estd el disco d. Por ejemplo, la posicion perfecta y

regular de Figura 2.1 se representan como 00000 (o 0°) y 02012 respectivamente.

Observacion 2.2.1. Para 0 <m <n ys € T™ definimos sT" ™ = {st|t € T"™}.
Obviamente |sT"™| = |T™™|. Ademds,
™= ) s
seTm™

El caso mds importante es m = 1. El cual muestra la descomposicion natural de T™
en los tres conjuntos disjuntos: 0T, 17" 1 y 2T"~1 caracterizados por la posicion

del disco de mayor tamano.

Un disco se puede mover desde la parte superior de un palo hasta la parte superior

de otro palo (posiblemente vacio) siempre y cuando se respete la Regla Divina (RD).

Trabajo Fin de Master - M?* Elena Martinez



12 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

El problema, clasico es pasar de un estado perfecto a otro estado perfecto mediante
una secuencia de movimientos legales. El objetivo final, seria encontrar la solucion
més corta, es decir, el minimo nimero de movimientos. Veamos una prueba sencilla

de este problema.

Teorema 2.2.2. Una solucion optima para la TH de n € N discos, se puede conse-

guir en M,, = 2™ — 1 movimientos (y no pueden ser menos).

Demostracion. Veamos el resultado por induccion.

El caso base es trivial.

También es claro que si se puede hacer para n discos con M, movimientos, se
podra hacer para n + 1 discos en M, + 1+ M, = 2M, + 1 = M, ; movimientos
transfiriendo la n—torre de los discos pequenos al palo intermedio, después el disco
n + 1 al palo objetivo y finalmente los otros n discos al palo objetivo.

Para mover por primera vez el disco n + 1 en cualquier solucién, la torre de n
discos se ha tenido que transferir del palo inicial a otro, lo cual toma al menos M,
movimientos por HI. Después del altimo movimiento del disco n + 1 nuevamente la
n—torre tiene que cambiar de posicion al palo objetivo, consumiendo de nuevo M,
movimientos. Como el disco n + 1 se tiene que mover al menos una vez, la soluciéon

necesita al menos M, 1 movimientos. O

En la Figura 2.2 se puede ver una representacion de la solucion para el problema
con 4 discos. En la columna del medio de la Figura 2.2 se indica el niimero del disco

que se estad moviendo.

Observacion 2.2.3. Es claro que en una solucion optima el disco 1 tiene que mover-
se en el primer paso y después de eso en cada movimiento impar. Los movimientos
pares son impuestos por la RD, ya que el disco superior mds pequeno que no es
el disco 1 debe moverse. Es mas los discos 2 a n forman una solucion doptima con
respecto a la misma tarea pero con solo n — 1 discos. Esto se debe a que el disco 1

stempre se puede sacar de manera que puedas mover otro disco.
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Figura 2.2: Solucién de la TH perfecta de 4 discos.

Veamos una prueba de la soluciéon a nuestro problema basada en la observacion

anterior. La cual nos permite determinar qué disco estamos moviendo en cada paso.

Teorema 2.2.4. El problema cldsico de la TH para n € N discos, tiene solucion
optima y unica de longitud 2" — 1. Fl k—ésimo movimiento en la solucion es del

disco gy con k € {1,2,...,2" — 1}, donde:

1 st k es impar,
Ik =
ge + 1 sik es par

Demostracion. Vamos a demostrarlo por inducciéon en n. En el paso de inducciéon de
n a n + 1 sabemos que los movimientos impares son del disco 1 y los movimientos
pares k, los cuales forman una soluciéon 6ptima para la n—torre de discos 2 a n + 1,

son del disco gs + 1 = gs.
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14 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

Ademés, por hipoétesis de induccion la direccion de los movimientos pares esta
univocamente determinada. De hecho, la direccién de los movimientos pares esta
univocamente determinada también por que el disco 1 tiene que moverse adecuada-
mente y va al palo objetivo directamente en el iltimo paso. Por lo tanto, la solucion
Optima es Gnica.

Para el nimero de movimientos, nuevamente por hipétesis de induccién los n
discos grandes se mueven 2" — 1 veces y el pequeno se mueve el mismo numero de

veces mas el ltimo movimiento. Por lo que tenemos 2(2" — 1) +1=2""' —1. [

La Observacion 2.2.3 dice que el disco 1 se mueve en cada movimiento impar y
que los movimientos pares son impuestos por la RD. Por ello, es interesante observar
la direccion de los movimientos del disco 1. Si consideramos nimeros pequenos de
discos podemos ver que el disco 1 se mueve de manera ciclica entre los palos. Si n es
impar, se mueve del palo inicial, al final y al intermedio. Si n es par el ciclo es del

inicial, al intermedio y al final. Esta observacion nos lleva al Algoritmo de Olive.

Algoritmo 1. Algoritmo de Olive.

Parametro n: numero de discos {n € N}.
Parametro i: palo inicial {i € T’}

Parametro j: palo objetivo {j € T'}

Sin=0o01=7 entonces FIN
Si n es impar entonces
mueve el disco 1 del palo ¢ al palo j.
En otro caso
mueve el disco 1 del palo ¢ al palo 3 —i —j
Mientras no todos los discos estan en el palo j
haz movimientos legales de los discos distintos de 1.
haz un movimiento del ciclo del disco 1 en su direccién apropiada.

Cuando todos los discos estan en el palo 7 FIN

Por tanto, si el palo inicial es 0 y el final es 2. Tenemos que el ciclo que sigue el

disco 1 si n es impar seria 0 =+ 2 — 1 — 0 y si n es par seria 0 - 1 — 2 — 0.
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2.3. Variaciones del problema clasico 15

2.3. Variaciones del problema clasico

Veremos tan solo dos variaciones del problema clasico: pasar de una posicion

regular a una perfecta y aumentar el niimero de palos a 4.

2.3.1. De posiciéon Regular a Perfecta

Comencemos viendo como pasar de una posiciéon regular a una posicioén perfecta,
en el caso particular de que la solucion optima se haya detenido en algin paso.

Para resolver este problema podemos observar que los discos impares se mueven
ciclicamente en la misma direccién que el disco 1. Por otro lado, los discos pares
se mueven ciclicamente en el otro sentido. Por tanto, diremos que la direccién
correcta (DC) de un disco es la que sigue este patron.

Por tanto para decidir cual sera el primer movimiento y poder aplicar el Algorit-
mo de Olive para resolver el problema debemos observar qué movimientos se van a
poder hacer. Ademas del disco 1 (que siempre se puede mover), tendremos un disco
d # 1 que también se puede mover. La clave para determinar si debemos mover
el disco 1 o el disco d es ver si el movimiento que podemos hacer con d sigue la
direcciéon correcta o no. Veamos una ilustracion de este problema en la Figura 2.3.
En ambos casos tenemos 6 discos, por lo que la direccion del disco 1 en ambas es la
misma: 0 — 1 — 2 — 0. Por tanto, esa es también la DC de los discos impares y la
DC de los discos pares sera: 0 — 2 — 1 — 0.

En la situacion 012002, el movimiento legal del disco 2 estd en la direccion
incorrecta. Por tanto, el siguiente movimiento 6ptimo es el movimiento del disco 1
en su DC. Por otro lado, en la situacion 012000, el movimiento legal del disco 4 esté
en la DC, por lo que este serd el movimiento 6ptimo.

Veamos en forma de algoritmo, el procedimiento para decidir el primer movimien-
to en una solucién 6ptima del problema clasico detenida. Para ello necesitaremos la
siguiente notaciéon: Si tenemos una direccion D = py — p1 — ps — po denotaremos

por —D la direccion contraria, es decir, —D = pyg — ps — p1 — Po-
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s=012002 5=012000
direccion de movimiento

) direccidn de movimiento
de los discos pares

de los discos pares

2 movimiento legal en
. B . “ direccion correcta

—>

0 movimiento legal en ]
direccion incorrecta

Figura 2.3: Determinacion de direcciones correctas en dos situaciones regulares.

Algoritmo 2. Algoritmo para detectar el primer movimiento

en una solucién 6ptima detenida.

Parametro n: numero de discos {n € N}.
Parametro i: palo inicial {i € T}

Parametro j: palo objetivo {j € T'}

Si n es impar entonces DCy =1 —j —3—1—j — 1
Si n es par entonces DC} =1 —3—i—7 —j —1
Sea d = min{k|sy # s1}.

Si d es impar DCy = DC4

Si d es par DCy; = —DC4

Cuando el movimiento de d esté en la direccion DCy
mueve el disco d
En otro caso

mueve el disco 1 en la direcciéon DC.

Observamos que d es el disco mas pequeno situado en la parte superior de un palo
distinto del disco 1.

Para poder aplicar el Algoritmo 2 a una situaciéon regular s, tenemos que saber si
representa una posiciéon detenida de la solucién del problema clasico o no. Para ello,

utilizaremos un algoritmo que va comprobando si los discos estan en una posiciéon
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incorrecta, a la que llamaremos k, desde el disco mas grande al mas pequeno. Este
algoritmo se basa en que si estamos trasladando la torre de n discos de ¢ a j el disco

n no puede estar nunca en la posicion k=3 — i — j.

Algoritmo 3. Algoritmo para detectar si la posiciéon

pertenece a la solucion 6ptima del problema clasico.

Parametro n: numero de discos {n € N}.
Parametro i: palo inicial {i € T’}
Parametro j: palo objetivo {j € T}
Parametro s: situacion regular
k=3—i—j

d=n

Mientras d > 2

Si s; = k entonces

FIN, s no esta en la solucién optima
En otro caso

k=3—k—sq4

d=d-1

Si s; = k entonces
s no esta en la solucion 6ptima
En otro caso

s esta en la solucion 6ptima

Teorema 2.3.1. FEl Algoritmo 3 detecta si la situacion s estd en la solucion dptima

del problema cldsico del palo v al palo j.

Demostracion. Sea k = 3 —1 — j. Procederemos por induccion en n. Obviamente, el
algoritmo funciona para el cason = 1. Sean € Ny s € T'*". Si s,,.1 = k, entonces
s no esta en la solucién 6ptima del problema clasico. Ya que el disco més grande
solo se mueve de ¢ a j. Si s,.1 = i, entonces k = j. Ahora la n—torre se tiene que

mover de ¢ a k y entonces los roles de i, 7, kK han cambiado a ¢, k, j. Por hipotesis
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18 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

de induccién el algoritmo funciona para n y por tanto funciona para n -+ 1. Analogo

81 Spt1 = J- O

Para aplicar el algoritmo 3 podemos ayudarnos de la Figura 2.4. En la cual
tenemos representados los posibles valores de la k en los circulos y en funcion del
valor de s; nos movemos al siguiente k£ en una direcciéon u en otra. Veamos un ejemplo

en la Figura 2.5.

Figura 2.4: Representacion auxiliar para aplicar el Algoritmo 3.

Tenemos el caso s = 212210 que debe pasar del palo 0 al palo 2, por tanto,
empezamos en k = 1y d = 6 (ya que comprobamos los discos del méas grande al méas
pequenio). Como vimos anteriormente el disco 6 solo realizaréa (en el problema clasico)
un tinico movimiento, del palo inicial al palo final. Por lo que el disco 6 no puede
estar en el palo 1 (k). Al no estar en el palo k = 1, de momento la posicién parece
adecuada. Como el disco 6 esté en el palo final, se deberia estar moviendo la 5—torre
del palo 1 al palo 2. Por lo que el disco 5 no debe estar en el palo 0 que, como indica
nuestra Figura 2.4, es kK = 0 nuestra siguiente posicion. Observamos que s; = 1 por
lo que al no estar en el palo 0 la posicién continua pareciendo correcta. Ademés,
como aln no estd en el palo de llegada, tendriamos que ain estamos moviendo la
4—torre al palo auxiliar actual (0), del palo inicial actual (1). Por lo que debemos
mover la 4—torre del palo 1 al palo 0 y el disco 4 nunca podra estar en el palo 2

(que sera ahora nuestro k = 2). Pero observamos que el disco 4 se encuentra en el
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palo 2. Por tanto, s no es una posiciéon detenida de la solucién del problema clasico.

s=212210, n=6 (par), i=0, j=2, Empezamos en k=3-i-j=

d=6, s,=2

2
0 1 ) 0
2/ KD
1 | 2
0 0
0
1 d=4, s, =2 I
0

s,~ Posicion Actual

s no esta en la solucién optima

Figura 2.5: Ejemplo del Algoritmo 3 detectando una situacién que no esta en la

solucién optima del problema clasico.

Ahora veremos un algoritmo que nos permite determinar el primer movimiento
de cualquier posicion regular. Ademés, nos dice la cantidad de movimientos 6ptimos
para concluir el problema. Sin embargo, no nos proporciona, inmediatamente, una
forma de saber todos los movimientos que hay que realizar para llegar a la solucion.

Para ello, es posible que se tenga que aplicar el algoritmo en varias ocasiones.
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20 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

Algoritmo 4. Algoritmo para detectar el primer movimiento

en cualquier posiciéon regular y el nimero de movimientos.

Parametro n: numero de discos {n € N}.
Parametro j: palo objetivo {j € T'}

Parametro s: situacion regular {z € T"}

k=j
0=0
pw=20
d=n

Mientras d > 1

Si sy # k entonces

po=p 42"
o=d
k=3—k—sq4
d=d—1

En otro caso

d=d—-1

Teorema 2.3.2. El algoritmo 4 nos da p que es la cantidad minima de movimientos
necesarios para mover la posicion reqular s al palo final 7. Para s # j", el disco ¢ es el
que debe moverse en el primer movimiento. Ademds, el palo que no estd involucrado
en el movimiento de 0 viene dado por k, es decir, el movimiento es de § desde ss a

3—]€—85.

Demostracion. Procederemos por induccion, es claro que para n = 0 el algoritmo
funciona. Sea s = 5,415, § € T™. Si 5,41 = j, entonces el disco n 4+ 1 no necesita
moverse, ya que esta en el palo objetivo, y la hipotesis de induccion puede aplicarse
a s. En cualquier otro caso, § tiene que colocarse en el palo 3—s,,1 —j para permitir
que n+1 se mueva de s,11 a j. En ese caso, tras mover 5 a 3—s,,11—7J, se tendran que
hacer otros 142" —1 = 204")~1 movimientos para completar la solucién. Ademas el

disco n+ 1 solo se puede mover si § esta en una posicion perfectaen 3—s, 1 —j. O
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2.3. Variaciones del problema clasico 21

En la Figura 2.6 podemos ver un ejemplo de los conocidos como graficos de Hanoi
(Scorer, Grundy & Smith, 1944; Hinz et al., 2013). Que son representaciones gréficas
de todos los posibles s € T" colocadas de forma que: en los vértices del tridngulo,
tenemos las posiciones perfectas 0", 1™ y 2" y en las aristas que los unen, la solucién
del problema clasico para pasar de una posicion perfecta a otra. La representacion
se completa con todos los posibles movimientos legales. Que dan lugar a todas las
situaciones regulares que, no son posiciones donde se ha detenido la soluciéon del

problema clasico.

0000

0002 0001

0010 0020

0220 0202 0101

n222

0221 0201 0200 0100 0102 0112

\ 2111
1221 1220 2112

1201 31210 2120

1200

1211 2122 C e

2121 2101

b
—
3

1202 1
1100 1011

1102 1101 1010 1012 2202

IIIE':,“\ {2] 10/-2?(;

e 1o 11200 1122 1022 1021 1001 1000 2000 2002 2012 2011 2211 2210 2220 2222

2212

2001 C

Figura 2.6: Grafica de Hanoi para n = 4.
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22 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

2.3.2. La Torre de Hanoi de 4 palos

En esta seccidon veremos la extension clasica de la TH a 4 palos que es conocida
como el Puzzle de Reve y la conjetura de Frame—Stewart.

Para una situacion regular s = s,...s; ahora la posicién s; del disco d €
{1,...,n} es un elemento de @ = {0,1,2,3}. Nos centraremos en el problema de
pasar de una situacion perfecta a otra perfecta, del palo 0 al 2. Entonces, el palo 3
serd el extra, al que llamaremos el palo del diablo.

Es claro que no vamos a necesitar mas movimientos que para el problema con
3 palos, ya que simplemente ignorando el palo del diablo podriamos resolverlo. Sin
embargo, también es claro que para n > 2 necesitamos estrictamente menos mo-
vimientos que para el caso de los tres palos, simplemente moviendo el disco 1 al
palo del demonio y resolviendo el problema como si se tratase del caso de n — 1
discos. Esto llevarfa 1 + (21 — 1) +1 = 2" + 1 < 2" — 1 movimientos. Pero,
,por qué no transferir una subtorre digamos de m discos pequenos al palo del de-
monio, después transferir la subtorre de m + 1 a n al palo final, ignorando el palo
3 vy posteriormente transferir de nuevo la subtorre de m discos al palo final? Esto
llevaria 2 f(m) 42"~ — 1 movimientos, si conseguimos saber como transferir m dis-
cos usando los cuatro palos en f(m) movimientos. En ese caso, podriamos optimizar
con respecto al parametro m y definirifamos asi los conocidos como los niimeros de

Frame—Stewart:

Definicién 2.3.3. Vn € Ny : F'S§ = 2" — 1.
FS)=0;VneN: FS} = min{2FS7" + FS; ™ |m € {0,1,...,n—1}}

Obviamente, F'S} < FS}, con FS} = FSysiysolosin<2,y FS}=5<7=
FS3 con m = 1.

El nombre de estos niimeros deriva de la solucion propuesta por Frame (Frame,
1941) y Stewart (Stewart, 1941) al problema de buscar una solucién 6ptima para
el caso de p-palos. Sin embargo, las soluciones de Frame y Stewart son diferentes.

Mientras la de Steward lleva a la definiciéon anterior, Frame introdujo un método
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recursivo basado en la idea de analizar la mitad de la solucion, es decir, la distribucion

de los n discos justo antes del inico movimiento del disco mas grande.

& Y

gl gl
&l 2l
Lill alld
Lall  LLl4

Figura 2.7: Dos soluciones 6ptimas para 4 discos

Si denotamos por d(s,t) el minimo nimero de movimientos para llegar de la
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24 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

posicion s a la posicion t de @™, la siguiente afirmacion ha estado abierta desde

1941:
Conjetura de Frame—Stewart 2.3.4. Vn € Ny: d(0™,2") = F'S}

La conjetura se puede probar ficilmente para los primeros casos a mano. Para
casos hasta n = 30 se proporcionaron pruebas con ordenador (Korf & Felner, 2007).
Hasta que finalmente, tras 73 anos abierta, la Conjetura de Frame-Stewart 2.3.4 fue
probada por Thierry Bousch (Bousch, 2014).

Un algoritmo recursivo que realice la solucion dada por Frame y Stewart se puede
basar en niimeros de particion de la n—torre, m,,, en los cuales se alcance el minimo
de la Definicion 2.3.3. Podemos observar que dado n € N los ntimeros de particiéon
no tienen por que ser inicos. Por ejemplo, para n = 4 tenemos my = 1y my = 2. Los
cuales nos llevan a soluciones 6ptimas (ambas con longitud F'S} = 9) esencialmente
distintas, ver Figura 2.7. Por supuesto, no se consideran soluciones diferentes las que
difieran simplemente en cambiar los roles de los dos palos auxiliares.

Es facil obtener una manera de asignar los ntimeros de particion y el valor de
F'S} para un n dado, directamente de la Definicion 2.3.3 (ver Tabla 2.8). Para ello

utilizaremos los numeros triangulares.

Observacion 2.3.5. Los numeros triangulares A, vienen dados por:

v(iv+1)

A, =
2

y cada n € Ny se puede escribir de manera unica como n = A, + x, con indice

L\/8n+1—1
V= |———"7#868#Z-——

2
Teorema 2.3.6 (Demostracion en (Hinz et al., 2013)). Para todo v € Ny y
re{0,1,...,v}:

| € Ny y exceso x € {0,1,...,v}.

FSEvte = (v —1+2)2" +1

Ademds, para v € N, A,_1 + x es un numero de particion para /\, + x. De hecho
2 J 2
es el inico nimero de particion si x = 0 y en otro caso hay un solo nimero de

particion mds dado por A,_1 +x — 1.
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v| A, = n|FSy|m | FS}
0 0 0 0 01]0 0
1 1 0 1 110 1
1 1 1 2 3 11,0 3
2 3 0 3 7|1 5
2 3 1 4 15 |21 9
2 3 2 5 31 | 3.2 13
3 6 0 6 63 | 3 17
3 6 1 7| 127 |43 25
3 6 2 8| 255|5H4 33
3 6 3 9| 511165 41
41 10 0 10| 1023 |6 49
41 10 1 11| 2047 | 7,6 65

Figura 2.8: Numeros de Frame-Stewart (A, nimeros triangulares, x exceso y m

particiones)

Veamos como se aplicaria para resolver un caso concreto. Sea n = 10, observamos
en la Tabla 2.8 que el nimero de particion para n = 10 es 6, por lo que debemos
trasladar la 6—torre utilizando los 4 palos a un palo auxiliar, después trasladar la
4—torre restante al palo final utilizando 3 palos y finalmente trasladar, de nuevo, la
6—torre utilizando los 4 palos al palo final (Ver Figura 2.9). Sabemos que mover la
4—torre usando 3 palos lleva 2 — 1 = 16 — 1 = 15 movimientos y mirando la tabla

sabemos que mover la 6—torre usando 4 palos lleva F'S{ = 17 movimientos.

|l | &

Figura 2.9: Soluciéon para el caso 10 discos, solo se muestran los movimientos de las

subtorres.
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26 Capitulo 2. La Torre de Hanoi

Sin embargo, esto no nos dice como mover la 6—torre usando 4 palos. Para ello
tenemos que mirar en la tabla su niimero de particiéon que es 3. Por lo tanto debemos
dividir la 6—torre en una 3—torre y otra 3—torre. La primera 3—torre debera moverse
usando 4 palos, la segunda usando 3. Por lo que nuevamente debemos mirar el
ntimero de particiéon de una 3—torre en la Tabla, que es m = 1. Finalmente, para
mover la 10—torre, debemos dividirla en 1—torre, 2—torre, 3—torre y 4—torre (ver

Figura 2.10).

Figura 2.10: Soluciéon para el caso de 10 discos, en el que se muestran los movimientos

de todas las subtorres.

Podemos observar que con esta representacion si que somos capaces de reprodu-
cir la solucion del problema. Ya que los movimientos de los discos que no se estan
mostrando son movimientos de la solucién del problema clésico, es decir, utilizando
tan solo 3 palos. Dicho de otra forma, todos los movimientos de derecha a izquier-

da de la Figura 2.10 son movimientos de 2, 3 o 4 discos utilizando 3 palos y los
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movimientos de izquierda a derecha son los movimientos del disco 1.

Por ultimo veremos una representacion grafica (analoga a la de la Figura 2.6

pero mucho més compleja) tomada de (Hinz & Movarraei, 2019).

100
102 103
101
112 113
111
132 123
131 121
110
122
120
021 022
233 001 322
030 020
032 023
231 230 003 L %0 320 321
232 010 323
21 22 13 331
555 012 013 T
201 210 310 301
202 212 313 303
223 011 332
200 203 213 211 311 312 302 300

Figura 2.11: Gréfico de Hanoi para n = 3 y 4 palos.
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Capitulo

La Torre de Hanoi, propuesta educativa

3.1. Analisis del contexto

Esta propuesta educativa se disend para desarrollarse en un centro educativo,
ubicado en una zona industrial de Colmenar Viejo. Este centro dispone de mucho
terreno exterior con zonas ajardinadas y varios edificios de aulas. Ademas, se im-
parten ensenanzas de ESO, bachillerato, FP basica, FP de grado medio y FP de
grado superior. Por lo que es un centro con alumnado heterogéneo y de edades muy
dispares.

Respecto a la ensenanza de la especialidad en el centro, se pueden destacar las

siguientes fortalezas:

= Gran esfuerzo por entrelazar y mostrar las conexiones entre todas las unidades

didacticas que se estudian.

= Atencién a la diversidad de niveles en el aula mediante la propuesta de bloques

de dificultad creciente.

= Propuesta de actividades diferentes relacionada con las unidades didacticas
(una por unidad o bloque), con la intencién de motivar y sacar de la rutina de

clase magistral y problemas.

Sin embargo, se pueden destacar las siguientes debilidades:

29



30 Capitulo 3. La Torre de Hanoi, propuesta educativa

» Predominio del empirismo. Los alumnos aprenden lo que el docente explica.

Ausencia del aprendizaje por descubrimiento.

= Dificultades para relacionar los contenidos con la vida cotidiana y el uso que

estos puedan tener para el dia a dia.

= Solo en ciertos grupos: dificultades para lidiar con la falta de motivacion, el
pésimo auto-concepto matematico que da lugar a un fuerte rechazo hacia las

matematicas y el mal comportamiento en el aula.

3.2. Analisis del reto

El reto principal consiste en: demostrar que la FP Bdsica no solo es una clase
para hacer practicas, st no que también es una clase para hacer un proyecto de fin de
mdster. El primer dia que acudi a las practicas y fui al grupo de FPB (para el cual va
dirigido el proyecto) un alumno dijo: “Este no es un grupo para hacer prdacticas”. Ese
momento demuestra las grandes dificultades de autoconcepto y autoestima con las
que nos encontramos. Pero el reto no solo trata de aportar en mejorar el autoconcepto
de un grupo de alumnos de 1° de FP Basica de electricidad. Si no que también trata
de solventar las debilidades observadas en la secciéon anterior.

Por todo ello, se trat6 de buscar una actividad mediante la cual se pudiesen
trabajar conceptos o contenidos matematicos sin que se percibiesen a priori por
los alumnos, de manera que no mostrasen un rechazo a la actividad sin siquiera
intentarlo. También, se tratard de utilizar un enfoque constructivista en el que los
alumnos descubran por su cuenta los resultados matematicos. Ademaés, se intentara
relacionar el problema planteado con la vida cotidiana para que los alumnos puedan
verle algtin tipo de utilidad.

Por tultimo, mencionar que el grupo al que va dirigida la propuesta, es un grupo
de 21 chicos de distintas nacionalidades y diversas y muy complejas situaciones

personales. Muestran un gran problema de absentismo y de comportamiento en el
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aula, llegando a presentarse situaciones de violencia. Por lo que, el manejo del aula

serd un reto a mayores, para el correcto desarrollo de la actividad.

3.3. Fundamentacion teodrica

La propuesta didactica que se presentara en este trabajo va dirigida a un contexto
muy especifico y a priori complejo como son los contextos vulnerables. Por lo que es

conveniente hacer un recorrido por la literatura de este contexto.

3.3.1. Sobre el concepto de vulnerabilidad y exclusién social

Al analizar el concepto de vulnerabilidad podemos observar cémo ha ido variando
segln los contextos sociales y épocas en los que se ha trabajado. Podemos encontrar
que a partir de la década de los setenta se intenta que se entienda desde una pers-
pectiva mas social. Sin embargo, se restringe a lo socioecon6mico (Fernandez, 2017).
Esto se asienta y profundiza durante la década de los ochenta, donde la vulnerabi-
lidad se entiende como un concepto que se relaciona con las condiciones de vida de
los grupos poblacionales, lo que reduce el concepto a una vision meramente econo-
micista y directamente asociado a las desventajas economicas (Helleiner & Frances,
1987). A finales de la década de los noventa, el concepto de vulnerabilidad se abordé
desde una perspectiva mas critica, en donde se da relevancia al eje del empleo y su
precarizacion, los derechos humanos o las propias desigualdades producidas por el
neoliberalismo y su forma de concebir el desarrollo (Castel, 1992). De esta forma, se
propone considerar vulnerables a los sectores pobres que tienen o buscan alternati-
vas de inclusion y a los sectores medios empobrecidos que han ido perdiendo canales
de inclusion (Minujin, 1999). Sin embargo, ya durante la primera década del nuevo
milenio, se aprecia como el concepto ha evolucionado hacia una mayor complejidad,
con un mayor niimero de factores asociados. Como lo definen Cornejo et al.:

“Condicion dindmica que resulta de la interaccion de una multiplicidad de fac-

tores de riesgo y protectores, que ocurren en el ciclo vital de un sujeto y que se
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manifiestan en conductas o hechos de mayor o menor riesqo social, economico, psi-
coldgico, cultural, ambiental y/0 bioldgico, produciendo una desventaja comparativa

entre sujetos, familias y/o comunidades” (Cornejo et al., 2005, p. 14)

Esta definicién trata el concepto de vulnerabilidad desde una perspectiva rela-
cional, donde la supremacia de la perspectiva econémica trata de ser superada con
el objetivo de complejizar y poner en dinamismo al concepto, tal como lo propone
Chambers (Chambers, 1989) al explicitar que la vulnerabilidad no es equivalente a
la pobreza, ni significa que existan carencias o necesidades, sino que la componen

caracteristicas de riesgo, inseguridad e indefension.

En la actualidad, se propone que la vulnerabilidad permite entender la hetero-
geneidad dindmica de las desigualdades sociales, lo que pone en juego la relacion
Activos, Vulnerabilidad, Estructura de Oportunidades (Ramos, 2019). Lo anterior
apunta a un analisis sobre el rol que ocupan las politicas sociales, pero también da
espacio para cuestionar la gestion emancipadora de las individualidades, hogares y

comunidades en el proceso de la movilidad social.

Relacionado con el concepto de vulnerabilidad tenemos el concepto de exclusion
social, caracterizado como afirma Laparra et al. (2007) por su origen estructural,
su caracter multidimensional y su naturaleza procesual frente al clésico y estatico
analisis de la pobreza que contemplaban el fenémeno tinicamente como un problema

de bajos ingresos.

El término exclusion pasa a ser entendido por las diferentes tradiciones sociolo-
gicas como “un proceso social de pérdida de integracion que incluye no solo la falta
de ingresos y el alejamiento del mercado de trabajo, sino también un descenso de
la participacion social y por tanto una pérdida de derechos sociales” (Laparra et al.,
2007, p. 27).

Segtn el 9° Informe Anual de seguimiento del indicador AROPE (European Anti
Poverty Network, 2019), un total de 12.188.288 personas (26,1 %) en Espafia estaba
en riesgo de pobreza o exclusion social. La cifra supone el mantenimiento practi-

camente exacto de los datos del ano inmediatamente anterior, tanto en términos
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porcentuales como absolutos. Los datos evidencian un claro empeoramiento de las
condiciones de vida de las personas més pobres, principalmente por el aumento de

la brecha de pobreza y de la tase de pobreza severa.

Existe un amplio consenso respecto del caracter multidimensional de los pro-
cesos de vulnerabilidad que afectan a un alto porcentaje de los hogares espanoles
(Fundacion ADECCO, 2019; Fundacion Fomento de Estudios Sociales y de Socio-
logia Aplicada (FOESSA), 2019). El ambito sociosanitario, el contexto familiar y
relacional, tanto a nivel de vecindad como comunitario y la situacion laboral de los
padres influyen de manera directa en la pérdida de bienestar de la unidad de con-
vivencia. Pero si centramos el interés en la infancia, no podemos pasar por alto que

la educacion es una dimension fundamental, puesto que:

“La educacion estda considerada hoy en dia como uno de los factores mds influ-
yentes a la hora de construir las trayectorias vitales de los individuos. La adquisicion
de «saberess y la cualificacion que logran las personas tras su paso por los diversos
sitstemas de formacion determinan, en buena medida, cudl va a ser la posicion que
alcanzaran en el mercado laboral y, en consecuencia, los niveles de calidad de vida

a los que accederdn” (Lopez de la Nieta, 2008, p. 125).

Esta idea de que la educacion es fundamental tiene reflejo en nuestra Constitu-
cion Espanola, ya que aparece recogido en el articulo 27 como un derecho funda-
mental. Sin embargo, a pesar de este reconocimiento constitucional, la experiencia
nos muestra las desigualdades a la hora de recibir una educaciéon de calidad en de-
terminados contextos, porque si bien “la escuela naci6 como una institucién unitaria
y uniformizadora y sigue siéndolo, su indiferencia ante las diferencias traduce la
desigualdad social en desigualdad escolar y convierte la diversidad en desigualdad”

(Fernandez Enguita, Mena & Riviere, 2010, p. 28).

Por tanto, podemos concluir que la exclusiéon social y la pobreza no son realidades
ajenas a los centros educativos, todo lo contrario. Segin la UNESCO:

“Los patrones de desigualdad y exclusion en la sociedad suelen determinar los

patrones de desigualdad y exclusion en la educacion, y esta ultima, puede reforzar la
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exclusion social. Sin embargo, la educacion también puede ser un medio para reducir
las desigualdades y la exclusion en la sociedad.” (UNESCO, 2012, p. 1)
Por lo que es conveniente hacer un recorrido por la literatura existente sobre

educacién en contextos vulnerables.

3.3.2. Tensiones y desafios observados por docentes en for-
macién

Comenzaremos analizando las tensiones y desafios percibidos por docentes en
formacion durante la realizacion de sus practicas pedagogicas, las cuales se realizaron
en establecimientos que presentan un alto indice de vulnerabilidad (Yancovic-Allen
& Escobar-Gonzalez, 2022). Estas tensiones y desafios marcan un buen punto de
partida para las indagaciones posteriores en la literatura existente sobre contextos
vulnerables.

Dentro de las tensiones se encuentran las siguientes (Yancovic-Allen & Escobar-

Gonzalez, 2022):

= Trabajar en contextos de violencia: En los establecimientos educativos con
alto indice de vulnerabilidad, era comin y recurrente ver conductas violentas
en el estudiantado, las cuales se materializaban en peleas, amenazas, gritos o

menoscabos.

= Relaciéon docente—estudiante: Otra tension senalada hace referencia a la
relaciéon que se establece entre el profesorado de escuelas vulnerables y sus
estudiantes. Para intentar tener un dominio o manejo sobre el curso, se perci-
be que los profesores establecen estrategias basadas en el control y el poder,
las que mayormente tienen baja efectividad con el estudiantado. Esta dina-
mica establecida por docentes de aula hace que su relacion con el grupo de
estudiantes sea compleja y tensa, lo que construye una imagen de la persona
docente como alguien a quien el alumnado no puede acceder ni emocional ni

académicamente.
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= Curriculum oficial versus curriculum implementado: El trabajo rela-
cionado con el proceso de ensenanza-aprendizaje se percibe como una tension
permanente. Los docentes en formacion advierten una dualidad en el profeso-
rado de aula, la que se materializa en cumplir con los planes establecidos para
el curriculum oficial que choca con el ritmo real que deben llevar para promo-
ver y alcanzar el aprendizaje en la totalidad de sus estudiantes. De lo anterior,
se senala que visualizan en los docentes de aula una preocupaciéon relacionada

al nivel de logro que sus estudiantes tengan en pruebas estandarizadas.

= Desesperanza aprendida: La tltima tension percibida se relaciona con la
desesperanza aprendida que experimentan fuertemente sus estudiantes. Ad-
vierten una ausencia de proyeccion en el alumnado, en donde no hay mayores
aspiraciones que seguir en el barrio o tener un trabajo similar al de sus proge-

nitores o cuidadores.

Para el grupo de docentes en formacion, la familia es uno de los agentes que
juega un rol clave en la desesperanza aprendida que presentan los estudiantes.
Advierte que el alumnado valida los comentarios emitidos por sus familiares,
por lo que cuestiona sus capacidades. Lo anterior se materializa en una limita-
cion de los esfuerzos a nivel académico, en una disminuciéon de la perseverancia

y en un desvanecimiento de los suenos sobre el futuro.

Finalmente, los docentes en formacién presentan una sensacion de impotencia
frente a esta realidad; manifiestan sentirse impotentes a la hora de enfrentar

esta desesperanza en sus estudiantes:

“Es una sensacion entre rabia, pena y angustia y yo no sé qué decirles, si lo
que diga estard bien o no? no estoy preparada para esto? pero es duro escuchar
a un nino chico decir: si pongo atencion me va mal y si no pongo, me va igual
de mal. Entonces, spara qué me esfuerzo si da lo mismo? Ademds, en la casa

ya ni me pegan si me va mal” (Yancovic-Allen & Escobar-Gonzalez, 2022).

Respecto a los desafios identificados encontramos los siguientes (Yancovic-Allen
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& Escobar-Gonzalez, 2022):

= Interaccién con sus estudiantes: El grupo menciona haber experimentado
dificultades para relacionarse con el alumnado debido a que no se les considera

profesores, les ven como profesores en practicas.

= Promocién de valores y actitudes en el aula: Los futuros docentes repor-
tan que los actos violentos, de hurto y poco respeto son conductas que estan
presentes de manera frecuente en estos contextos. Consideran que es importan-
te su desarrollo y promocién en el aula por parte del profesorado. Senalan que
esto no debe ser realizado solo cuando ocurre un hecho puntual, sino que debe

ser de manera transversal, en las distintas instancias de la jornada escolar.

= Manejo de las emociones: Los docentes en formacion advierte dificulta-
des para poder comprender las historias de vida de sus estudiantes. Declaran
sentirse afectadas y afectados, no solo dentro de la escuela al momento de su
practica, sino también una vez que estan fuera de ella. Advierten la necesidad
de contar con herramientas que les ayude a poder manejar apropiadamente
sus emociones, para poder ser un apoyo para sus estudiantes. Sin embargo, el

profesor de aula les brindaba apoyo para enfrentar estas situaciones:

“No sé como, esto no me lo han ensenado? la profesora jefa me decia... ti
no puedes llorar, no puedes salir llorando todos los dias de prdctica... tienes
que entender que no les puedes solucionar la vida, pero si les puedes entre-
gar herramientas para mejorar? y eso me daba dnimos” (Yancovic-Allen &

Escobar-Gonzalez, 2022)

s Frustraciéon en la lecciéon: Con respecto al proceso de ensenanza, los do-
centes en formacion declaran experimentar dificultades al momento de realizar
sus clases. Senalan que uno de los aspectos més complejos tiene relaciéon con la

motivacion de los estudiantes, ya que era dificil que participaran y trabajaran
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en clases, independiente de las estrategias que se utilizaran para lograr este

fin.

Otro aspecto complejo advertido por los docentes en formacion se relacionaba
con las metodologias de ensenianza que utilizaban en sus précticas educativas.
Mencionan que llegaban con ideas innovadoras y clases disenadas con uso de
materiales que promovieran una mejor comprension de lo trabajado, pero que,
sin embargo, el profesorado de aula no les permitia realizarlas debido a la

cantidad de tiempo que utilizaban.

De lo anterior se puede concluir que el docente es un agente clave y determinante
en el proceso de aprendizaje de sus estudiantes en estos contextos, por lo que requiere
de herramientas que le permitan desenvolverse de manera 6ptima en el proceso de
ensenanza-aprendizaje (Yancovic-Allen & Escobar-Gonzélez, 2022).

En las sucesivas secciones nos centraremos en consejos de manejo de aula (seccion
3.3.3), estudios sobre variables socioemocionales (seccion 3.3.4) y, finalmente, vere-
mos practicas que dificultan los procesos de transposicion didactica y la gamificacion

como propuesta educativa (seccion 3.3.5).

3.3.3. Ajustes a la propuesta educativa en contextos vulne-

rables

Podemos encontrar una serie de innovaciones que realizan los profesores, que
introducen algunas novedades a la propuesta educativa que reciben los alumnos en
contextos vulnerables, como parte del proyecto Fondecyt 1095049: “Interacciones
diddcticas innovadoras en contextos de vulnerabilidad social”. Este proyecto tiene
como uno de sus objetivos comprender en profundidad los elementos distintivos de
la participacion del docente en la interacciéon didéactica en el aula en centros munici-
palizados de contextos sociales vulnerables que tienen un alto logro de rendimiento
académico (Villalta Paucar et al., 2011). Los docentes entrevistados valoran y les

preocupa la disciplina y el orden en el aula: “Tal como lo confirman los profesores
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en las entrevistas, tener “el control de la clase” es el primer consejo que darian a
los docentes nuevos en estos contextos” (Villalta Paucar et al., 2011).

Ademas, el tipo de innovacién que se puede constatar en estos contextos son
ajustes, es decir cambios de baja extension y profundidad (Villalta Paucar et al.,

2011):

» Estructurar: orden y seguimiento en clase. Esto confirma el estudio de la
Unicef (Unicef, 2004) ;Quién dijo que no se puede? Los profesores reiteran que
necesitan, textualmente, “guiar” a los alumnos paso a paso en las actividades
de la clase. Saben que el espacio escolar es, posiblemente, el tnico que los
alumnos tienen para estudiar. Entonces potencian el trabajo en la clase, la

ejercitacion de actividades y la revision de tareas.

= Ensenar: afecto y conocimiento. Algo que los docentes sostienen insis-
tentemente en las entrevistas y grupos focales refiere al vinculo afectivo que
establecen con sus alumnos. De hecho, sobre ese transfondo es que se sostie-
nen las estrategias de aula. Los profesores consideran que el punto de inicio
del proceso educativo es la contencion afectiva. Y eso significa contacto, estar
presente, manifestar interés, incluso controlar y exigir. Las estructuras de in-
tercambio siguen una secuencia donde se intercalan exigencias cognitivas! con

cuidado y control de las relaciones interpersonales.

= Ser pertinente: conocer y respetar a los alumnos. Esto tiene que ver
con el manejo de los conflictos y la dinamica de exigencia cognitiva en el
aula. Es alto el porcentaje de tiempo e intercambios simples de baja exigencia

cognitiva. Pero la mirada de conjunto de la clase indica que las estructuras

! Diversos autores organizan y describen la ensefianza en términos de los objetivos educativos
de Bloom; (Anderson, Krathwohl, Airasian, Cruikshank, Mayer & Pintrich, 2001) la taxonomia se
organiza en dos dimensiones: tipo de conocimiento escolar (factual, conceptual, procedimental y
metacognitivo) y proceso cognitivo (que va desde recordar hasta crear, en un proceso de complejidad

creciente).
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de intercambio de mayor exigencia son en realidad resultado de un proceso

iterativo de intercambios de baja exigencia cognitiva.

= Darse a conocer: vincular ensenanza y experiencia del docente. En
las entrevistas y en la respuesta a los cuestionarios se pone en evidencia el
aprecio que los estudiantes tienen por sus profesores. En las clases observadas
se encuentra que cuando el docente relaciona los contenidos de ensenanza con
situaciones cotidianas y personales aumenta la participacion de los alumnos

en la clase y mejora el clima afectivo.

s Definir limites: dejar claro lo que se debe y no se debe hacer. Los
profesores observados tienen buena relacion con los alumnos dentro y fuera del
aula. Las estructuras de enmarcamiento? de la clase funcionan precisamente
porque los estudiantes respetan la autoridad del profesor en el aula. El tras-
fondo afectivo es construido en la vida cotidiana de la escuela. Respecto de
ello se puede afirmar que lo que sucede en la sala de clase es tan importante

como lo que ocurre fuera de ella.

= Trabajo reflexivo: el saber pedagdgico se renueva en la practica.
La planificacion de la clase es un ejercicio de prevision, que orienta pero no
define la practica pedagogica. La atencion reflexiva al interlocutor estudiante
es importante. La reflexion de las disonancias entre el saber tedrico de la
ensenanza y los acontecimientos reales del aula convierte la frustracion inicial

en saber pedagogico?.

’Tipos de intercambio cuya funcién es crear las condiciones de orden para que sea posible la

clase. No tienen un propésito explicito de ensenanza de contenidos escolares.
3El “saber pedagogico” es sintesis de dominio disciplinar y competencias comunicativas para

construir el orden necesario y funcional para la ensenianza y el aprendizaje.
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3.3.4. Variables socioemocionales en contextos vulnerables

En estos contextos es interesante estudiar como afectan las distintas variables
socioemocionales respecto del rendimiento académico. El autoconcepto académico
surge como aquel factor con mayor significacion estadistica, seguido de la estrate-
gia de autorregulacion. Ademés, destaca la influencia negativa de la indisciplina y
de las atribuciones de fracaso escolar por causas externas respecto al rendimiento
académico en contextos vulnerables (Vera Sagredo et al., 2021).

El autoconcepto académico seria la percepcion y evaluacion que tiene un sujeto
de su propia competencia académica (Cazalla-Luna & Molero, 2015). Gran parte
de las dificultades que presentan los adolescentes respecto del rendimiento acadé-
mico esta relacionado con la autopercepcion que estos tengan sobre si mismos, lo
cual se ve potenciado por las particularidades propias de la adolescencia (Gonzalvez,
Inglés, Vicent, Lagos-San Martin, Sanmartin & Garcia-Fernandez, 2016). Un estu-
diante autopercibido como competente, valorara el desafio de la tarea y favorecera
sentimientos de autoeficacia y de control sobre su propia conducta, sintiéndose por
tanto directamente responsable de sus logros y aprendizajes (Morales, 2017). Hay
que considerar que el autoconcepto académico esta vinculado, no solo al compromiso
con la tarea, sino también al modo de afrontar los problemas, y las relaciones con los
iguales y el profesorado (Gonzalez, Leal, Segovia & Arancibia, 2012). Este tltimo
aspecto se relaciona con la indisciplina y las conductas disruptivas en el aula, ya que
parece ser que una relaciéon profesor-alumno basada en el uso constante de etiquetas
negativas por parte de los profesores repercutiria en el autoconcepto, especialmente,
de sujetos procedentes de contextos vulnerables (Ngwokabuenui, 2015).

Las estrategias de autorregulaciéon han sido definidas por distintos autores como
habilidades complejas que integran pensamientos y comportamientos que facilitan la
adquisicion, almacenamiento y utilizacién de informacion desde la propia experiencia
a través de componentes cognitivos, metacognitivos y afectivo-emocionales (Garcia-
Ripa, Sanchez-Garcia & Risquez, 2016). El uso de estas estrategias es importante

a la hora de experimentar nuevos conocimientos, ya que permiten actuar estraté-
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gicamente al utilizar procedimientos, habilidades y técnicas eficaces para aprender
(Suérez, Fernandez, Rubio & Zamora, 2015). En este sentido, el estudiante sera ca-
paz de desarrollar una conciencia metacognitiva que le permita regular las acciones
a realizar, conociendo de qué forma aprende, reconociendo sus propias dificulta-
des, y sistematizando las acciones a través de procesos de planificacidon, supervision
y revision de sus practicas para el cumplimiento de sus metas (Arias & Aparicio,
2020). Ademaés, estas estrategias permiten la supervision del avance en el proceso
de aprendizaje del estudiante y la evaluacion constante de las acciones que utilizan
para enfrentar sus retos académicos; esto implica un proceso de ensayo y error, que

busca dar soluciones a las tareas (Castrillon, Morillo & Restrepo, 2020).

Las atribuciones hacen referencia a las causas a través de las cuales las personas
explicarian sus fracasos y éxitos escolares. las dimensiones atribucionales serfan es-
quematizadas en funciéon de tres parametros: en primer término, segin el nivel de
causalidad “interna-externa”; en segundo término, relacionada con la estabilidad en
el tiempo “estable-inestable”; y en tercer término, segtn la funciéon de controlabili-
dad “controlable-incontrolable” (Weiner, 1979). Desde esta perspectiva, se podrian
atribuir los éxitos o fracasos a cuatro causas principales: el esfuerzo de la persona,
la dificultad de la tarea, la suerte y la capacidad del individuo. En este contexto, los
estudiantes con locus de control interno creen que son responsables de su conducta y
de sus resultados, atribuyendo sus logros a factores como la capacidad o esfuerzo. En
cambio, los estudiantes con locus de control externo creen que su desempeno se debe
a la suerte, a la dificultad de la tarea u a otras circunstancias que se encuentran fuera
de su control (Padua, 2019) . Las consecuencias derivadas respecto a las atribuciones
realizadas por los estudiantes, podrian conformar un estilo atribucional que puede
favorecer o desfavorecer su aprendizaje (Barca-Lozano, Montes-Oca-Baez & Moreta,
2019). En esta linea, en (Cerda Etchepare & Vera Sagredo, 2019) se destaca el im-
pacto negativo de la predisposicion desfavorable hacia las matematicas, la atribucion
de fracaso basada en el profesor y la atribucion de éxito basada a causas externas

en contextos vulnerables. Este resultado es especialmente preocupante pues se rela-
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ciona con el hecho de que aquel estudiante que tiene una actitud negativa hacia las
matematicas, que manifiesta un importante nivel de animadversion hacia las tareas
y actividades de esta disciplina escolar, tiende a tener un muy mal desempeno en
la asignatura. Lo mas probable es que esta disposicion afectiva inhiba y bloquee su
interés por realizar algtn tipo de tarea en dicho &mbito, incluso antes de intentarlo
(Cerda Etchepare & Vera Sagredo, 2019). Del mismo modo, si el estudiante atribu-
ye su rendimiento académico a factores externos e incontrolables, determinados, por
ejemplo, a la suerte o porque culpa de su fracaso al docente, pues considera que éste
no estd preparado para ensenar, puede significar que en el futuro este estudiante no
esperara resultados positivos, pues su autopercepcion atributiva implica que él no
tiene control ni responsabilidad clara en su mal rendimiento (Cerda Etchepare &

Vera Sagredo, 2019).

Estos estudios pueden ser de utilidad para los centros educativos altamente vul-
nerables, ya que abre espacios para incidir favorablemente en las posibilidades de
mejorar los niveles de logros académicos al cautelar algunos elementos desde perspec-
tivas mas transversales, o que involucren a toda la comunidad educativa (Vera Sa-
gredo et al., 2021). Asi por ejemplo, estos centros podrian fortalecer sus apoyos hacia
los estudiantes a través de programas orientados al desarrollo de habilidades cogni-
tivas y motivacionales, desde donde se pueda potenciar y fortalecer el autoconcepto
académico y la correcta utilizacion de estrategias de autorregulacion, ya que existe
actualmente una serie de herramientas y técnicas para su fortalecimiento (Sanabria,

Valencia & Ibanez, 2017).

3.3.5. Practicas que obstaculizan los procesos de transposi-
cion didactica
Para finalizar, puede ser interesante analizar las practicas que obstaculizan los

procesos de trasposicion didactica que desarrolla el profesorado en el aula en escuelas

situadas en contextos vulnerables (Beltran Véliz et al., 2018) y alguna estrategia

Trabajo Fin de Master - M?* Elena Martinez



3.3. Fundamentaciéon teodrica 43

que haya dado buenos resultados en estos contextos (Pastor Seller & Martin Hierro,
2020).

Chevallard define la transposiciéon didactica como:

“Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensenar, sufre a partir
de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a hacerlo apto para
ocupar un lugar entre los objetos de ensenanza. El “trabajo” que transforma de un
objeto de saber a ensenar en un objeto de ensenanza, es denominado la transposicion
diddctica.” (Chevallard, 1991, p. 45)

Beltran et al. (2018) identifican algunos procesos que dificultan los procesos de

trasposicion didactica:

= Diseno de la planificacién de ensenanza: los modelos observados son
rigidos y con una légica predeterminada, puesto que los docentes no utilizan
instancias para realizar adecuaciones durante su aplicacién orientadas a la
practica reflexiva, de modo que el alumnado ocupa un rol mas bien pasivo. De
igual modo, se observa un desconocimiento del contexto y de las habilidades,
capacidades, estilos y ritmos de aprendizajes de los estudiantes a la hora de

planificar.

Otro obstaculo que se observa es la ausencia de trabajo colaborativo y refle-
xion pedagogica entre docentes, caracterizado por la falta de condiciones de
organizacién 6ptimas por parte del personal directivo. Por todo ello, se puede
concluir que no se observan disenos de planificacion orientados en torno al es-
tudiantado que est& en situacion de vulnerabilidad educativa, dado que no se
visualiza un trabajo articulado, colaborativo ni reflexivo entre el profesorado,
debido a la falta de condiciones de organizacion 6ptimas, lo que dificulta el
proceso de ensenanza y aprendizaje. En tal sentido, el diseno de la planifica-
cion no debe dejar espacios para la improvisacion y las creencias (Beltran Véliz

et al., 2018).

» Estrategias didacticas: se observa que las estrategias didacticas que emplea
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el profesorado, obstaculizan la generacion de aprendizajes en estudiantes, dado
que se focalizan mayoritariamente en el enfoque tradicionalista, centradas en
clases expositivas, las cuales carecen de una estructura didactica enmarcada en
paradigmas actuales de ensenanza y aprendizaje. El profesorado tiene figura
de autoridad, posee el conocimiento y la verdad absoluta y, el estudiantado se
considera un actor pasivo. En tal condicion, no existen espacios para la refle-
xion, didlogo y de retroalimentacion de los aprendizajes durante el desarrollo
de la clase; estas se alejan del modelo de transposicion didactica contextuali-
zada y se acerca mas a un modelo de transferencia de informacion de forma
mecanica, puesto que no considera el amplio bagaje de estrategias didacticas
centradas en el aprendizaje. En este plano, el personal docente debe generar
practicas pedagogicas innovadoras focalizadas en estrategias de aprendizaje, y
recursos didacticos centrados en potenciar el desarrollo del pensamiento refle-
Xivo, critico y divergente y la capacidad de autonomia. Ademas, debe atender
las caracteristicas y necesidades de sus estudiantes en condiciones de vulnera-
bilidad, con la finalidad de que estos grupos se apropien de los aprendizajes

(Beltran Véliz et al., 2018).

Dominio del contenido disciplinario: se evidencia debilidad del profesora-
do en el dominio del conocimiento del contenido en las disciplinas que ensena,
donde se vale del uso excesivo del texto y proyecciones (Power Point). Ade-
mas, se constata su falta de perfeccionamiento en las disciplinas que ensena.
El personal docente, al no tener un dominio del conocimiento erudito de una
materia, dificulta los procesos de ensefianza y aprendizaje y, por tanto entor-
pece el rendimiento y el desempeno educativo, la formaciéon y educacion de

estudiantes que presentan diversas carencias en el aspecto social y cultural.

Concepciéon de evaluacién: en el discurso docente no aparece el concepto
de evaluacion como un todo, sino fragmentado en los términos de “recogida

de informacion” para luego “medir y calificar los aprendizajes”. Entonces, el
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razonamiento de la accion evaluativa se reduce a actos técnicos y al control.
Esto es ocasionado por un desconocimiento disciplinar y débil manejo de los
tipos de evaluacion, sumado a lo cual se visualiza la falta de vinculacién de
la evaluacion respecto de la consideracion de las necesidades educativas y ca-
racteristicas de estudiantes en condiciones de vulnerabilidad. En tal sentido,
se concluye que la concepcion de la evaluacion que posee el profesorado es
fragmentada y descontextualizada, por tanto, desfavorece, de forma directa,

los aprendizajes estudiantiles (Beltran Véliz et al., 2018).

» La practica evaluativa: se puede concluir que se focaliza en los resultados y
en el control, y no en la continuidad y permanencia del proceso de ensenanza
y aprendizaje; ademaés, se presenta como un proceso deshumanizador. En tal
sentido, la evaluacion se realiza como una necesidad docente, y no como un
proceso continuo, retroalimentador, programado, dinamico, dialégico, centra-
do en las capacidades, estilos de aprendizajes, valores, y en la afectividad del
alumnado. En consecuencia, la practica evaluativa dificulta la formacion de
estudiantes que presentan dificultades en el rendimiento y el desempeno edu-
cativo desde un aspecto, tedrico, practico, reflexivo, critico, valérico, social,

cultural y afectivo (Beltran Véliz et al., 2018).

= El liderazgo pedagoégico: la mayoria de docentes declara no poseer algin
tipo de liderazgo que le permita solucionar problemas y llevar a cabo eficaz-
mente acciones pedagogicas encaminadas al logro de aprendizajes de calidad
en el aula. Ademaés, la ausencia de la practica de un liderazgo pedagogico en
contextos vulnerables no favorece al desarrollo de la confianza, reflexion critica
y la capacidad de trabajo en equipo entre profesorado, docente-estudiante y
entre estudiantes. Por lo tanto, dificulta una formacion adecuada de estudian-

tes desde un plano integral.

Por lo tanto, docentes que se desempenan en contextos vulnerables deben poseer

un conocimiento disciplinar, didactico y del contexto, a fin de movilizar procesos de
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transposicion didactica eficaces. Entonces, surge el desafio de la superacion de una
ensenanza centrada en el profesorado, de tal forma que esta se oriente a estudiantes.
Para ello, el personal docente debe ser capaz de emplear disenos instruccionales,
flexibles y dialogicos donde se considere al estudiantado un actor principal en la
construccion de su propio aprendizaje (Beltran Véliz et al., 2018). En esta linea,
es interesante considerar la propuesta de Pastor Seller y Martin Hierro (2020). En
la que presentan el juego, como propuesta educativa innovadora, como un recurso
didactico muy versatil que presenta un gran potencial para desarrollar cualquier
tematica relacionada con el contenido curricular. Posibilita analizar las elecciones
y decisiones que los estudiantes han ido tomando a lo largo del juego, conocer y
comprender la evolucién a nivel socioeducativo y cognitivo de cada uno de ellos y
conectar emocionalmente desde una relacion educador-educando mas de ti a ti, mas
cercana y horizontal (Pastor Seller & Martin Hierro, 2020). Obtuvieron interesantes

resultados y observaciones positivas:

= Kl juego motiva y despierta el interés y la curiosidad hacia el aprendizaje, y
mejora el rendimiento académico, especialmente en las areas de matematicas

y lenguaje.

= La puesta en practica de nuevas formas de aprender jugando ayudan a pensar
de manera critica y estratégica, fomentan la escucha, la atencion, la creatividad
y la imaginacién, y se detecta una mayor flexibilidad a la hora de enfrentarse

a situaciones desconocidas.

= La toma de decisiones durante el desarrollo de las actividades se realizaba
de forma mas consciente, reflexionando acerca de las diferentes opciones y
afrontando las posibles situaciones o resultados no esperados con una mayor

tolerancia a la frustracion.

= A través del juego se foment6 nuevas formas de relacién més cooperativas y

menos competitivas, nuevos espacios de aprendizaje mas cohesionados, respe-
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tuosos y empaticos, y una nueva forma de gestionar los conflictos de manera

maés pacifica y menos violenta.

Pero también es cierto, que la implementacion de la metodologia basada en
el juego encontrdé numerosas barreras, especialmente procedente del alumnado de

mayor edad. Destacaremos las dos siguientes (Pastor Seller & Martin Hierro, 2020):

= Se pudo observar que aquellos estudiantes en los que el juego cooperativo no
formaba parte de su cotidianidad, tanto familiar como escolar, mostraban mu-
chas reticencias a la hora de jugar, y si lo hacian, era de manera competitiva
y con muy poca tolerancia a la frustracion. Se trataba de alumnado que pro-
venia principalmente de una ensenanza basada en clases magistrales y de una

producciéon de conocimiento individual o grupal, pero no cooperativo.

= En cuanto al profesorado, se observan inquietudes en algunos de los docentes
para introducir innovaciones en sus clases e implementar el Aprendizaje ba-
sado en el juego u otras metodologias novedosas; pero manifestaban no tener
suficiente formacion y presentar muchas dificultades de éxito si no se trata de

un proyecto que cuente con el respaldo de todo el centro educativo.

3.4. Propuesta educativa

Se propone utilizar el rompecabezas: la Torre de Hanoi en el aula en contextos

vulnerables.

3.4.1. Contexto y justificaciéon

Esta propuesta educativa se hace para el primer curso de Formacion Profesional
Basica (FPB) de Electricidad y Electronica. El objetivo principal de la tarea seria
deducir la féormula del nimero de movimientos minimo en funcién del nimero de

discos, n. Esto puede relacionarse con lo dispuesto en el Real Decreto 127/2014
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(BOE, 2014), en el que se regulan aspectos especificos de la FPB de las ensenanzas de
formacion profesional del sistema educativo, con los siguientes contenidos y criterios

de evaluacion:

Objetivos Contenidos Criterios de evaluacion
Resuelve situaciones Progresiones aritméticas Se han concretado
cotidianas, utilizando y geométricas. propiedades o

expresiones algebraicas Traduccién de relaciones de

sencillas y aplicando los situaciones situaciones sencillas

métodos de resolucion del lenguaje mediante expresiones
mas adecuados. verbal al algebraico. algebraicas.

Se les proporcionara una maqueta del rompecabezas por grupo y tendran una
ficha en la que iran apuntando sus anotaciones. Se pretende utilizar la gamificacion
(Pastor Seller & Martin Hierro, 2020) y una estrategia didactica en la que se creen
espacios para la reflexion y el didlogo (Beltran Véliz et al., 2018). Por todo ello, se

trabajaran las siguientes competencias:

= Competencia clave: Competencia matematica. Aunque en la actividad
se trataran de “ocultar” las matematicas que entrana este rompecabezas, se
estardn trabajando la busqueda de patrones y estrategias de conteo, resolucion

de problemas y deduccion.

= Competencia clave: Aprender a aprender. En la actividad se pondra
el foco en los estudiantes, ellos serdn los responsables de su aprendizaje. Los
docentes presentes seran encargados de mantener el orden en el aula y actuar

de mediadores de los didlogos entre los estudiantes.

= Competencia clave: Competencias sociales y civicas. El trabajo se rea-
lizara por grupos, por lo que deberan desarrollar sus competencias en este

aspecto.

= Competencia PISA: Elaborar estrategias para resolver problemas.
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A partir de las reglas del rompecabezas, ellos deberan desarrollar sus propias

estrategias para resolver los distintos casos del problema.

= Competencia PISA: Razonar y argumentar. En el proceso de resolucion
del problema deberan razonar y argumentar el porqué de los movimientos que

hacen y si son 6ptimos o no.

3.4.2. Descripciéon de la actividad

En el presente trabajo se estudi6é en profundidad tanto el problema clésico de la
torre de Hanoi como algunas de sus variaciones. Sin embargo, a la hora de llevarlo
a la practica nos centramos principalmente en el problema clésico. Las variaciones
es interesante conocerlas por si los alumnos se muestran motivados con la actividad
y quieren preguntarse ;,que pasaria si...?” Ademaés, la propuesta de actividad se fue
desarrollando y mejorando mediante la observaciéon del desarrollo de las sesiones.
Por lo que se explicar& a continuacién la idea inicial de la sesién, la ficha inicial que
se les facilito a los estudiantes y la propuesta final que se haria para futuras puestas

en practica de la actividad.

Primera sesion

En la primera sesion se introdujo el rompecabezas intentando contextualizarlo
como un posible problema de la vida cotidiana (seccion 3.3.3 ajuste darse a conocer:
vincular ensenanza y experiencia del docente (Villalta Paucar et al., 2011)). Para

ello se propuso el siguiente didlogo (adaptacion del didlogo real):

-P: Imaginar que todos nosotros estamos trabajando en una empresa, ;Que tipos

distintos de trabajadores hay en una empresa?
-A: Pues... los peones, los coordinadores, los jefes, los de la limpieza, los becarios...
-P: Y qué caracteristicas tiene que tener un trabajador para ser jefe?

-A: Mandar!
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-P: ;Y cuando haya un problema que deberia hacer el jefe?

-A: Riesgos laborales, el plan de riesgos.

-P: Me refiero a si hay un problema algin imprevisto ;qué tiene que hacer?
-A: No entiendo, di que quieres que te contestemos para contestarte.

-P: No quiero que me contestes algo en concreto. Quiero saber si vosotros creéis
que es importante que cuando haya un problema en la empresa el jefe tenga

que resolverlo o mandar a otro resolverlo...
-A: Tiene que resolverlo él claro

-P: Pues en nuestra empresa tenemos un problema, se nos ha semi-inundado el
almacén y tenemos ahi unas cajas muy valiosas (dibujo de cajas en forma
piramidal), estas cajas pesan muchisimo y solo podemos moverlas de una en
una y no podemos poner una caja grande sobre una mas pequena. Tenemos
que moverlas de esta estanteria en la que estén, a esta otra y podemos utilizar
una mas que también esta vacia (dibujo de las estanterias con tizas de colores
en la pizarra). Asi que lo que vamos a comprobar es quien tiene cualidades
de jefe y es capaz de resolver este problema. Quienes lo consigan recibiran un

diplomita que si lo entregan en el siguiente examen subird un punto.

Esta actividad rompia el contrato didactico® pues los alumnos estin acostum-
brados a clases expositivas, donde se les trasmite un conocimiento que luego deben
repetir. Por lo que se decidié dar una motivacion extra para enfrentar la tarea (pun-
to extra en el examen). Sin embargo, esta herramienta de motivacion también se
utilizo con la intencion de fortalecer el autoconcepto de los estudiantes (dandoles

diplomas que alababan su gran trabajo en la actividad) y trasmitiendoles valores

4Se refiere a los habitos especificos esperados por el docente y por el estudiante en una situacion
de ensenianza y en situaciones de aprendizaje.? Son las normas y reglas explicitas e implicitas que

tienen lugar tanto dentro del aula como de la institucion en general (Chevallard, 1992).
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de responsabilidad (tienen que hacerse responsables del diploma hasta el siguien-
te examen sin perderlo ni estropeandolo). Todo ello tratando de atender al desafio
de promocion de valores y actitudes en el aula (seccion 3.3.2) y al trabajo de las
variables socioemocionales (seccion 3.3.4).

Tras introducir el problema clasico de la Torre de Hanoi, se les dividié en dos
grupos de 4 estudiantes (el absentismo y las explulsiones hace que de un grupo de
21 solo haya 8-13 alumnos en clase) y se les entregd a cada grupo una maqueta de
la torre de Hanoi y una ficha (Anexo I).

Esta ficha se caracteriza por ser muy abierta. Simplemente organiza las obser-
vaciones segun la cantidad de discos (de 1 a 11 y pregunta por n), pero no guia las
observaciones. Se hacen solamente dos preguntas: ;cuidntos movimientos? y ;jcoémo

se hace? Esta ficha se puso en practica y representd una serie de dificultades:

» Los alumnos se centraban demasiado en obtener el numero de movimientos.
Cuando tenfan el niimero pasaban al siguiente sin siquiera pensar en como se

hace.

» Ninglin grupo consiguié pasar al de 6 movimientos. En 5 daban muchas vueltas
y al no haber entendido bien como se hacian los casos anteriores eran incapaces

de desarrollar estrategias adecuadas para resolver el problema.

La observacion de estas dificultades junto con las indicaciones de la secciéon 3.3.3
Estructurar: orden y seguimiento en clase (Villalta Paucar et al., 2011) dieron lugar
a una ficha més pautada que se entregard en la segunda sesion (Anexo III). Sin
embargo, se considerd que esta primera ficha si que supuso un buen punto de partida,
los alumnos se familiarizaron con el problema y se considerd necesario hacer hincapié
en trabajar para encontrar estrategias hacia la solucién optima del problema. Por
lo que para futuras implementaciones se propone la Ficha del Anexo II para esta
primera sesion. Esta ficha es simplemente un apoyo para que anoten sus intentos y

reflexionen si pueden hacerlo en menos movimientos o no. Es necesario que al final
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de la sesi6n se haga una puesta en comin para ver si consiguieron dar con el niimero

minimo de movimientos y la forma en que se resuelve el problema clasico.

Segunda sesién

En la segunda sesion continuaran divididos en los mismos grupos que la sesion
anterior y se les proporcionara la Ficha del Anexo III. El objetivo de esta ficha es
encontrar gran parte de los patrones que tiene el rompecabezas: donde mueve el
disco pequeno en el primer movimiento en funcién del nimero de discos, el patron
de los movimientos del disco pequeno y un patron sencillo para deducir el niimero
de movimientos. Este patron no les daria la formula general pero les proporciona la
idea que sigue y pueden ir calculando término a término la sucesion. Para deducir la
formula final tendriamos la Ficha del Anexo IV que en principio seria para la tercera

sesion.

Tercera sesién

En esta sesion se les daria la Ficha del Anexo IV de forma introductoria para un
posible trabajo de progresiones geométricas. En esta ficha han de recoger los datos
que tenian de los movimientos y la cantidad de discos, sumar uno y observar. De esta
forma podran deducir la formula general del problema clésico. Como esta formula
contiene una progresion geométrica (2") se puede terminar la sesion trabajando

dichas progresiones.

Sobre las variaciones del problema clasico

Cabe destacar, que pese a que no se realizé un trabajo exhaustivo y con todo el
grupo en el aula respecto a las variaciones del problema de la Torre de Hanoi, si que
se propuso como reto la variante de los cuatro palos. Como ya vimos en el capitulo
2, la variante de los cuatro palos es bastante intuitiva pero demostrar su veracidad
es bastante complicado y llevd mucho tiempo a los mateméticos de la época. Por

lo que se considera apropiado proponer esta variante en el aula como reto para los
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casos que es factible resolver con las maquetas. No seria conveniente plantear hallar
la formula general. Sin embargo, esto se puede plantear de dos formas, pedir que
consigan mover los discos dandoles el numero exacto de movimientos o plantear
que lo hagan en menos movimientos que necesitaron en el caso de tres palos. Esta
variante se propuso dando el nimero exacto de movimientos y les resulté realmente
facil. Por lo que seria interesante plantearlo de la otra forma y preguntando en todo
momento si se puede hacer en menos movimientos aun. De forma que tengan que
plantearse algin razonamiento por el cual llega un momento en el que no se puede
reducir mas estos movimientos.

La otra variante, la de regular a perfecto, es bastante complicada. Por lo que
solo deberia plantearse si los alumnos estan motivados con el problema y les ha
gustado encontrar los patrones referentes al problema clasico. Esta variante requiere
un analisis exhaustivo del problema clasico, conocer y dominar todos estos patrones
para poder extrapolarlos a identificar cuando se ha detenido la solucion del problema
clasico y cuando no. El trabajo de esta variante deberia ser muy pautado con una
ficha similar a la del Anexo III y empezar tratando de resolver problemas en los que
se haya detenido la solucién del problema clasico. En este caso podria ser interesante
trabajar las Graficas de Hanoi. Las cuales son representaciones de todas las posibles
posiciones legales que nos podemos encontrar y los distintos caminos hacia la solucion
del problema. Esta podria ser una alternativa al trabajo de observacion de patrones,
pero requiere de un trabajo sobre la representacion de las distintas posiciones y su

correspondiente notacion.

3.5. Resultados

Obtuvimos resultados muy positivos de la implementaciéon de la actividad en
el Aula en un contexto vulnerable. Se trabajé en un centro de Colmenar Viejo,
Madrid con un grupo de FPB de Electricidad y Electronica. Tan solo se llevaron

a cabo las dos primeras sesiones debido a que el grupo aumenté en ntmero de
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alumnos considerablemente en la segunda sesion (volvieron al aula varios alumnos
que estaban expulsados) y dado que era un grupo que no estaba funcionando del
todo bien y estaban muy desmotivados se mostraban muy reacios a hacer “lo mismo”
tantos dias. Sin embargo, durante la actividad se observdé como alumnos que nunca
participaban, alumnos con nula motivacion hacia las mateméticas participaban de
la actividad. Algunos al principio se mostraban distantes pero observaban a sus
companeros mover los discos y cuando iban a hacer un movimiento erréneo les
advertian. Ademaés, todos los grupos consiguieron encontrar el patrén que sigue el
nimero de movimientos y pudieron calcular término a término la sucesion.

Mas concretamente, un alumno terminé en solitario la ficha del Anexo IIT mien-
tras su grupo se dedicaba a conductas disruptivas. Este alumno entregé la ficha
grupal poniendo solamente su nombre y recibié su correspondiente diploma. Nos
sorprendié mucho que aunque al principio no queria guardarlo ¢l por si lo perdia, en
el siguiente examen pidié guardarlo para otro, pues ese examen era “demasiado facil”
y preferia utilizarlo en el siguiente. El otro grupo no consiguié terminar la ficha del
Anexo III, esto puede ser porque algunos alumnos no habian estado en la primera
sesion y iban un poco mas lentos. Sin embargo, se coordinaron excelentemente para
trabajar en equipo resolviendo las primeras preguntas de la Ficha.

Finalmente, se pregunto a los alumnos su opiniéon de la actividad. Se les hicieron

las siguientes preguntas:

= ;Te ha gustado la actividad? ;Por qué?

» ;Te gustaria seguir haciendo actividades parecidas?

= ; Qué tipo de actividades prefieres hacer? ;Por qué?

Respecto a la primera pregunta, todos los alumnos encuestados menos uno, res-
pondieron que si les habia gustado la actividad. Es sorprendente que el inico que no

contesto que si, fue el alumno que terminé en solitario la ficha y obtuvo los mejores
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5. En cuanto al porqué les

resultados en la actividad y contesto: “Bno mds o menos
gusto la actividad respondieron: “porque te hace pensar”, “muy entretenida y pensa-
tiva”, “me he divertido mucho”... Nos sorprendieron en parte estas respuestas, pues
a priori pensabamos que se mostrarian reacios a actividades en las que tuviesen que
pensar y desarrollar ellos sus propias estrategias. Pensdbamos que no seria esta la
razéon por la que les gustase la actividad, ya que rompe el contrato didactico al es-
tar acostumbrados a actividades en las que se les trasmite un conocimiento y luego
tienen que repetirlo. Respecto a la tercera pregunta, la respuesta dominante fue:“no
s€” junto con “me da igual”. Sin embargo, llama la atencién una respuesta de un
alumno que dijo: “ugar al uno porque soy bueno” y otro que dijo: “Ni idea, lo que
sea de pensar”. El segundo alumno hace hincapié en que quiere actividades en las
que tenga que pensar, lo cual refuerza atn més la idea de que es conveniente no
hacer clases expositivas en contextos vulnerables. El primer alumno, por otro lado,
da una respuesta en un sentido completamente distinto. Quiere hacer actividades
que se le den bien. Este alumno tenia muchisimas dificultades en matematicas, era
un alumno muy aplicado y trabajador, pero mostraba un gran desfase curricular.
Esto nos muestra que es muy importante considerar las variables socioemocionales

en contextos vulnerables.

3.6. Conclusiones

La principal conclusion de este trabajo es que: los contextos vulnerables tienen
unas necesidades educativas especificas que es fundamental conocer. Como pueden
ser el manejo del aula, las variables socioemocionales y las estrategias diddcticas.
Ademas de destacar la importancia de informarse sobre los hallazgos existentes en
la literatura sobre contextos vulnerables, también es fundamental destacar que los

alumnos valoran muy positivamente estrategias diddcticas en los que ellos son los

5Respuesta copiada literalmente de la encuesta. Surge la duda de si el alumno queria poner:

“Bueno, mas o menos” o “no, mas o menos”.
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protagonistas. Esto refuerza afirmaciones existentes en la literatura (Beltran Véliz
et al., 2018): “docentes que se desempenan en contextos vulnerables deben poseer un
conocimiento disciplinar, diddctico y del contexto, a fin de mouvilizar procesos de
transposicion diddctica eficaces. Entonces, surge el desafio de la superacion de una
ensenanza centrada en el profesorado, de tal forma que esta se oriente a estudiantes”.

Por ultimo, destacar los resultados positivos de la utilizacion del juego como
herramienta didactica. Los propios estudiantes reconocieron que habian tenido que
pensar a la par que se lo habian pasado bien. Ademas, esta estrategia educativa pone
el foco en los estudiantes, motiva y despierta el interés hacia el aprendizaje. Esto
concuerda con las ideas existentes en la literatura (Pastor Seller & Martin Hierro,
2020): “El juego, como propuesta educativa innovadora, se configura como un recurso
diddctico muy versdtil que presenta un gran potencial para desarrollar cualquier
temdtica relacionada con el contenido curricular, posibilita analizar las elecciones
y decisiones que los estudiantes han itdo tomando a lo largo del juego, conocer y
comprender la evolucion a nivel socioeducativo y cognitivo de cada uno de ellos; y
conectar emocionalmente desde una relacion educador—educando mds de ti a tu, mds
cercana y horizontal”.

La docencia en contextos vulnerables es completamente distinta a la docencia en
otros contextos. Se percibidé como un contexto cargado de desafios y dificultades, que
demanda una cantidad de tiempo y dedicacion muy elevadas. Sin embargo, al final,
proporciona una cierta satisfaccion docente ya que los alumnos en estos contextos

valoran mucho que te hayas preocupado por ellos.
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Anexos

Se presentan a continuacién las Fichas que se usaron o que se propone usar para
el desarrollo de la actividad propuesta en el aula. Sin embargo, se redujo el espacio
que se dejo para que los estudiantes respondan a las preguntas. Por lo que seria

necesario adaptarlas.

4.1. Anexo 1

Ficha de Sintesis — Tarea 1

’ Nombre:

. Cuantos movimientos? ;Coémo se hace?
Escribamos nuestras observaciones de hoy:

Observacién 1.

Si tenemos 1 disco/caja| Numero de movimientos:

Como se hace:

Observacién 2.

o7
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Ob

Ob

Ob

Ob

Ob

Ob

Si tenemos 2 discos/cajas

Nimero de movimientos:

Como se hace:

servacion 3.

Si tenemos 3 discos/cajas

Numero de movimientos:

Cdmo se hace:

servacion 4.

Si tenemos 4 discos/cajas

Namero de movimientos:

Cdmo se hace:

servacion 5.

Si tenemos 5 discos/cajas

Namero de movimientos:

Cémo se hace:

servacion 6.

Si tenemos 6 discos/cajas

Nadmero de movimientos:

Como se hace:

servacion 7.

Si tenemos 7 discos/cajas

Namero de movimientos:

Como se hace:

servacion 8.

Si tenemos 8 discos/cajas

Numero de movimientos:

Cdmo se hace:
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Observacion 9.

Si tenemos 9 discos/cajas| Numero de movimientos:

Cdmo se hace:

Observacion 10.

Si tenemos 10 discos/cajas| Numero de movimientos:

Como se hace:

Observacién 11.

Si tenemos 11 discos/cajas| Numero de movimientos:

Cdmo se hace:

Observacion 12.

Si tenemos n discos/cajas | Numero de movimientos:

Como se hace:

4.2. Anexo 11

Ficha de Sintesis — Tarea 1

| Nombre:

Primeros intentos. ;Se puede hacer con menos movi-

mientos?
Ve anotando tus intentos

Intento 1.
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Numero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

s Como lo has resuelto?:

¢ Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No
¢Por qué?:

Intento 2.
Nimero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

¢Como lo has resuelto?:

¢ Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No
¢Por qué?:

Intento 3.
Nimero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

¢ Como lo has resuelto?:

s Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No

s Por qué?:

Intento 4.
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Numero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

s Como lo has resuelto?:

¢ Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No
¢Por qué?:

Intento 5.
Nimero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

¢Como lo has resuelto?:

¢ Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No
¢Por qué?:

Intento 6.
Nimero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

¢ Como lo has resuelto?:

s Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No

s Por qué?:

Intento 7.
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Numero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

s Como lo has resuelto?:

¢ Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No
¢Por qué?:

Intento 8.
Nimero de discos/cajas: Nimero de movimientos:

¢ Cudl ha sido tu primer movimiento?

s Como lo has resuelto?:

s Crees que se puede hacer en menos movimientos? Si / No

sPor qué?:

4.3. Anexo II1

Ficha de Sintesis — Tarea 2

‘ Nombre:
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Observando patrones

Sobre la cantidad de movimientos

Si tenemos 1 disco

., Cuantos movimientos hacemos en total?:

Si tenemos 2 discos

.En qué palo estan todos los demés discos cuando mueves el méas grande?:

Inicial Intermedio Final

., Cuéntos movimientos hacemos antes de mover el disco mas grande?:
. Cuantas veces mueves el disco mas grande?:
. Cuantos movimientos hacemos después de mover el disco més grande?:

. Cuantos movimientos hacemos en total?:

Si tenemos 3 discos

JEn qué palo estan todos los demés discos cuando mueves el més grande?:

Inicial Intermedio Final

., Cuantos movimientos hacemos antes de mover el disco méas grande?:
. Cuantas veces mueves el disco mas grande?:
. Cuantos movimientos hacemos después de mover el disco méas grande?:

. Cuantos movimientos hacemos en total?:

Si tenemos 4 discos

LJEn qué palo estan todos los demés discos cuando mueves el més grande?:

Inicial Intermedio Final

,Cuéntos movimientos hacemos antes de mover el disco mas grande?:
. Cuantas veces mueves el disco mas grande?:
. Cuantos movimientos hacemos después de mover el disco méas grande?:

. Cuantos movimientos hacemos en total?:
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Si tenemos 5 discos

JEn qué palo estan todos los demés discos cuando mueves el més grande?:

Inicial Intermedio

Final

., Cuantos movimientos hacemos antes de mover el disco méas grande?:

., Cuéntas veces mueves el disco méas grande?:

. Cuantos movimientos hacemos después de mover el disco méas grande?:

. Cuantos movimientos hacemos en total?:

., Cuantos movimientos crees que haran falta para mover 6 discos?

. Cuantos movimientos crees que haran falta para mover 7 discos?

Sobre el primer movimiento

El primer movimiento, cuando teniamos 1 disco fue al palo:

intermedio final

El primer movimiento, cuando teniamos 2 discos fue al palo:

intermedio final

El primer movimiento, cuando teniamos 3 discos fue al palo:

intermedio final

El primer movimiento, cuando teniamos 4 discos fue al palo:

intermedio final

El primer movimiento, cuando teniamos 5 discos fue al palo:

intermedio final

., Cual crees que serd el primer movimiento cuando

tengamos 6 discos? Al palo:

intermedio / final

Si tenemos una cantidad par de discos (2, 4, 6,...)

El primer movimiento es al palo:

intermedio / final

Si tenemos una cantidad impar de discos (1, 3, 5,...)

El primer movimiento es al palo:

intermedio / final
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Sobre el disco méas pequeno

Si tenemos 1 disco

Cuéantas veces mueves el disco més pequeno:

El primer movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final

Si tenemos 2 discos

Cuéntas veces mueves el disco mas pequeno:
El primer movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final

El segundo movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final

Si tenemos 3 discos

Cuéntas veces mueves el disco mas pequeno:

El primer movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El segundo movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El tercer movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El cuarto movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final

Si tenemos 4 discos

Cuéntas veces mueves el disco mas pequeno:

El primer movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El segundo movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El tercer movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El cuarto movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El quinto movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El sexto movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El séptimo movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final
El octavo movimiento del disco pequeno es al palo: Inicial Intermedio Final

. Mira el caso de 1 disco y de 3 discos, ves algin patron?

.Mira el caso de 2 disco y de 4 discos, ves algin patron?
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4.4. Anexo 1V

Ficha de Sintesis — Tarea 3

‘ Nombre:

Reflexionando sobre los datos obtenidos

Rellena la primera columna de la siguiente tabla con los datos que has obtenido

hasta ahora.

Nimero de discos/cajas: | Namero de movimientos: | A | B | C

1

N | O | O | = W N

1. Suma uno al nimero de movimientos y coloca el resultado que te de en la
columna A. ;Ves alguna relacion entre el primer valor de la columna A y el

segundo? ;y entre el segundo y el tercero?

2. Descompén los valores de la columna A en factores primos y escribe su des-

composicion en la columna B. ;Ves alguna relaciéon con el nimero de discos?

3. Escribe, si no lo has hecho ya, la descomposiciéon factorial de la columna B
utilizando potencias en la columna C. ;Serias capaz de dar una férmula general

para el nimero de movimientos en funcion del nimero de discos?
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