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Resumen

El p-Laplaciano es un operador no lineal eliptico degenerado que nace como genera-
lizacién del Laplaciano. Como tal, algunas de las propiedades del Laplaciano como los
principios del minimo y maximo y la convexidad se extienden al nuevo operador. Sin em-
bargo, la falta de linealidad hace que ya no sea posible encontrar soluciones clasicas cuando
se formula el problema del p-Laplaciano. Resulta por tanto conveniente analizar el proble-
ma mediante otras nociones de solucién, siendo dos posibilidades las soluciones débiles y
las soluciones viscosas. Cada una de ellas nos proporciona informacion distinta del compor-
tamiento de las soluciones, por lo que el estudio de ambas es interesante. En este trabajo
tendremos como objetivo demostrar la equivalencia de los dos tipos de solucién menciona-
dos. Una de las implicaciones se realizara relacionando el concepto de solucién débil con
un principio de comparacién. Para el reciproco daremos dos demostraciones distintas. La
primera de ellas se basara en que, para el problema del p-Laplaciano homogéneo, la nocién
de solucién débil y el principio de comparaciéon débil son directamente equivalentes. La
segunda se realizard a través de las convoluciones infimas, unas funciones que aproximaran
las soluciones de manera adecuada, y también tendran peso unas estimaciones de tipo Cac-
cioppoli. Esta segunda prueba sera valida tanto para el problema homogéneo como para
el no homogéneo, donde el lado derecho es una funcién continua, al ser las herramientas
mencionadas validas en ambos casos.

Abstract

The p-Laplacian is a non-linear elliptic degenerate operator that arises as a generalisa-
tion of the well-known Laplacian. As such, some of the properties the Laplacian possesses
like the minimum and maximum principles or the convexity extend to the new operator.
Nevertheless, the absence of linearity is responsible of the non existence of classical solu-
tions, which makes the use of other notions of solution convenient in order to analyse the
p-Laplacian problem, two of them being weak solutions and viscosity solutions. Each one
of them provides different information concerning the behaviour of the solutions, leading
to an interest in the study of both of them. In this piece of work, our main goal will be to
prove the equivalence between the two mentioned notions of solution. One of the impli-
cations will use the relationship between the concept of weak solution and a comparison
principle. For the reciprocal implication, we will give two different proofs. The first one
will be based on the fact that, for the homogeneous p-Laplacian problem, the weak solu-
tions and the mentioned comparison principle are directly equivalent notions. The second
one will require knowledge of infimal convolutions, which are adequate approximants to
the original function, and a series of Caccioppoli estimates. This second proof will be valid
both for the homogeneous problem and the non-homogeneous problem, with the right hand
side being a continuous function, since the required results are true in both cases.
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CAPITULO 1

Introduccion

Las ecuaciones elipticas conforman uno de los campos de estudio mas importantes en el
ambito de las ecuaciones en derivadas parciales. Como principal ejemplo de operador de este
tipo, el estudio del Laplaciano ha sido y es central en el area. Este debe su importancia,
por ejemplo, al gran ntmero de contextos en los que aparece, como lo son la difusién,
las leyes de conduccién térmica o el movimiento Browniano. Al ser un operador lineal y
admitir soluciones fundamentales, el aspecto y comportamiento de las soluciones clésicas
en problemas con el Laplaciano como operador principal han sido ampliamente estudiados
a lo largo de los afios.

Numerosas generalizaciones surgen de manera natural de este operador. Una de ellas,
util para el estudio de los fluidos no Newtonianos, la radiacién de la bomba de hidrégeno o
el estudio de los glaciares, es la conocida como p-Laplaciano. Este toma la siguiente forma
al actuar sobre una funcién u:

(1.1) Apu = div (|VuP?Vu), 1<p<oo.

El comportamiento del p-Laplaciano varia mucho dependiendo del valor de p. Fijando p = 2
se recupera el Laplaciano lineal original. Sin embargo, cuando p # 2, el operador deja de
ser lineal y, en los puntos donde Vu = 0, es degenerado si p > 2 y singular si p < 2. Bajo
estas premisas, buscar soluciones clasicas de (1.1) es un objetivo poco factible.

En este trabajo vamos a estudiar las soluciones del problema no homogéneo general del
tipo

(1.2) —Apu = f(z),

donde f es una funcién continua. Para ello, necesitaremos considerar nociones de solucién
més generales. Nos centraremos en dos tipos: las soluciones débiles y las soluciones viscosas.
Las primeras son de gran utilidad para probar existencia y unicidad de soluciones, ya
que estas propiedades se obtienen de manera natural a través de métodos variacionales
y métodos de energia, ambos muy relacionados con el concepto de solucién débil. Las
segundas, al basarse en un enfoque mas puntual, se adecuan mas al estudio de propiedades
cualitativas de las soluciones.

Resulta, por tanto, muy interesante identificar cudndo ambas nociones de solucién son
equivalentes. En dicho caso, para enfrentar un problema uno podria elegir las técnicas
asociadas a un tipo u otro de solucién, segin convenga. El estudio de esta equivalencia
serd el objetivo principal del proyecto y lograremos dar dos demostraciones distintas del
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resultado para el caso homogéneo, siendo la segunda de ellas también extensible al caso no
homogéneo.

En el Capitulo 2, comenzaremos formalizando el p-Laplaciano y veremos cémo este se
obtiene de manera natural a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Después introdu-
ciremos la nocién de solucién y semisoluciones débiles del problema homogéneo, analizando
existencia, unicidad, regularidad y otras propiedades como unas desigualdades puntuales,
unas estimaciones de tipo Caccioppoli y los principios del minimo/maximo. Hablaremos
también de las soluciones débiles del problema no homogéneo, viendo que resultados se ex-
tienden a este caso. Por ultimo, introduciremos las soluciones viscosas y funciones propias
mediante su construccién.

En el Capitulo 3 daremos la primera de las demostraciones. La clave residird en com-
probar que existe una definicién equivalente al concepto de solucién débil a través de un
principio de comparacién. Aqui nos serd de utilidad los principios del minimo/méximo y la
convexidad. Pasaremos entonces a demostrar una de las implicaciones y mas adelante, en la
prueba del reciproco, serd de gran importancia conocer la regularidad suficiente (Clloca(ﬂ))
de las soluciones. Las referencias principales del Capitulo seran [3], [12] y [14].

En el Capitulo 4 abordaremos la segunda demostraciéon que se basaré en el uso de las
convoluciones infimas, funciones que aproximan la solucién del problema original. Estas
requieran de partida el uso de funciones acotadas, para lo cual nos valdremos de que las
soluciones débiles del problema del p-Laplaciano con dominio con frontera C' son continuas
hasta la frontera. En cuanto a la propia prueba del resultado, un paso relevante consistira

en el uso de las estimaciones de Caccioppoli. Las referencias principales del Capitulo seran
[10] y [17].

Una de las propiedades més relevantes que nos permitird realizar la prueba serd la

propia estructura del operador —A,,. Esta se obtiene a través de la divergencia del campo
vectorial de RY — RY
m — |m[Pim.

Las desigualdades puntuales permitirdn demostrar que dicho campo es monétono, es decir,
p—2 p—2
(ImP~*m — [n|P"*n,m —n) > 0.

Dicha propiedad nos dara la elipticidad degenerada del operador, la cual resultard ser
crucial en el contexto de lag soluciones viscosas y las funciones propias.



CAPITULO 2
Soluciones débiles y viscosas

El operador Laplaciano en un dominio Q € RY, denotado por A, se define como

— Ay = @ + + @
Ox? oz

Dicho operador admite una generalizacién conocida como p-Laplaciano con 1 < p < oo,
denotada por A,, que se define como

Apu : = div(|VuP2Vu)

N
ou du  O%*u
_ p—4 2A -2 A A A
|Vul |Vul“Au + (p )”zzl Ox; Ox; Ox;0x;

En este primer capitulo vamos a introducir el operador p-Laplaciano, deduciendo razona-
damente por qué deberia de ser la generalizacion del Laplaciano y analizando algunas de
las propiedades que nos seran ttiles para los capitulos siguientes. De momento, lo Ginico
que se puede sacar en claro es que el Laplaciano habitual se recuperaia eligiendo p = 2.

2.1. Ecuaciones de Euler Lagrange

Comenzaremos el capitulo explicando c6mo, mediante las ecuaciones de Euler Lagrage,
se obtiene el p-Laplaciano a partir de una generalizacién del Laplaciano. Esta teorfa se
puede encontrar en [6].

Sean © un dominio de RY con frontera C! y ¢ una funcién continua sobre 0. El
problema de ecuaciones en derivadas parciales

Au=0, en {2
(2.1)
u =g, en 0f)

con g € C(09) se conoce como problema de Dirichlet homogéneo de operador Laplaciano.

La buisqueda de soluciones cléasicas del problema (2.1) ha sido afrontada mediante di-
versos enfoques a lo largo de la historia. A nosotros nos va a interesar una formulacién
equivalente basada en la minimizaciéon de un funcional, que en el caso de (2.1) es

J:C*(Q) =R
u— J(u) = /Q |Vul?.
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A partir del funcional J, se considera el estudio de

(2.2) min {/ |Vul*: u € C*(Q),u =g en 39} .
Q

Merece la pena destacar que, gracias a que el dominio de J incluye al menos primeras
derivadas, es Gateaux diferenciable de C2(Q2) en R. Cuando consideremos funcionales més
generales, esta misma regularidad serd también necesaria.

Existe una relacion directa entre los problemas (2.1) y (2.2): si @ es la funcién que
minimiza el funcional J, es decir que cumple

J(a) = min{/ |Vul?: u € C*(Q),u =g en 89},
Q

entonces 4 es solucion del problema (2.1).

Para verlo, supongamos que J alcanza su valor minimo en la funciéon u. En particular,
u € C?(N) y u =g en 9. Definimos, para ¢ € C°(£) (funcién que recibe el nombre de
funcion test), la funcién auxiliar

U:R—R
t— J(u+ty).
Como el funcional J es Gateaux diferenciable, ¥ es diferenciable en el sentido habitual.
Por tanto, que J alcance su minimo en @ es equivalente a que ¥ alcance su valor minimo en

t =0 lo que a su vez equivale, por regularidad, a que ¥’(0) = 0. Si calculamos la derivada
de manera explicita obtenemos

d d
0="0)= —| Ju+tp) = — /Vu+tg0 2de
O=5| tarra= g [masw)
d
= — /|Vﬂ\2dx+2t/VﬂVgpd:r—|—t2/ \V|?dz
dt|,—g Jo 0 Q

= 2/ VuVedr = —2/ AT,
Q Q

donde en la tltima igualdad hemos aplicado integraciéon por partes y el hecho de que la
integral de frontera es nula gracias a que el soporte de ¢ es un subconjunto compacto de 2.
En definitiva, tenemos que fQ wAu = 0 para toda funcién test ¢, lo que implica Aa = 0.

Observacion. En el calculo de la derivada de ¥, nos ha aparecido una constante delante
del término fQ VuaVedr. En este caso resulta ser indiferente, pero cuando se analiza el
problema (2.1) con lado derecho f no idénticamente 0, el funcional asociado tendré un
término extra que dependerd de la f, y la constante puede ser importante. Por eso, el
funcional asociado al Laplaciano suele tomarse como

1 2

La adiciéon de la constante % al funcional cobrard especial relevancia cuando tratemos de
generalizar al p-Laplaciano.

Acabamos de ver como la minimizacién de un funcional en el espacio adecuado re-
suelve un problema de ecuaciones en derivadas parciales con condiciones de Dirichlet. A
continuacion, vamos a ver que este hecho se extiende a funcionales en general.
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Teorema 2.1. Sean Q un dominio acotado con frontera C' en RY,

L:OxRxRY - R
(z,z,w) = L(z,z,w)

una funcion diferenciable (que recibe el nombre de Lagrangiano) y g: 02 — R una funcidn
continua. A partir de L definimos el funcional

(2.3) J(u) = / L(z,u(z), Vu(x))dz.
Q
Si @ es una funcion C*(Q) definida en Q tal que
J(@) = min{J(u): u € C*(Q), ulsg = g}
entonces u es solucion del problema de ecuaciones en derivadas parciales

oL Y9 (0L
(2.4) E(w,u, Vu) +; oz, <3wl (x,u Vu)> =0, en ()

u=g. en 0

Demostracion. Sean ¢ € CZ°(£2) una funcién test y

UV:R—R
t— J(u + tg)

una, funcién auxiliar diferenciable debido a la regularidad de J. En particular, como el
minimo de J se alcanza en @, se tiene 0 = ¥/(0). Escribiendo las coordenadas L(z, z, w) =
L(x1,...,xN, 2, w1, ..., wyN)y suponiendo que podemos intercambiar los signos de derivada
e integral

v'(0) =

R o) = o

/L(x7u+tgo,V(u+tcp))

t=0JQ

(z,u+tp, V(u+ty))

ou Do ou e dp >

u+to, — +t—,. —
(xla s TN, U+ 8078 71 + (9:1:1 7837]\/' 8.TN

Y T / Z OL  Owi

ZT; =0 0 62 (% =0 0 i1 871}1 8t 0
N N
8L oL Oy
Zl 0 82 _ +/Q;8wi‘3$i
oL oL Oy
o 0z SOjL/iz:awi'@l‘i'

Para justificar el cambio de derivada con integral simplemente observamos que, como solo
nos interesa la derivada respecto de t = 0, podemos suponer [t| < 1. En tal caso, existe

d
dt|,_
d
dt|,_

N
83;Z
Z 51

L4
g
’
Y

t=0
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una cota independiente de t para

d
%L(ZE, u+ tp, V(u+ tp))

N

oL, ) oL . Oy
— @(;E,u%—t%v(u +1p)) - p(z) + ; %(x’“+t¢’v(u+w>) Oz (@)

gracias a la continuidad de las derivadas de L en todo Q x R x RV, que es una de las
hipoétesis necesarias del teorema de intercambio de signo de derivada e integral. El resto de
hipétesis se tienen gracias a la regularidad de las funciones.

Prosiguiendo con el calculo de ¥'(0), el siguiente paso es integrar por partes para

obtener
oL L  dp N9 oL
— T —
0_\1](0)_/<8z ¢+;8wi 8:1,"2) /g( Z@xlawl )
oL 0 OL
_/Q<6z+lz;8x18wz>@

Como (2.5) es valida para toda funcion test ¢ € C°(2), concluimos que u resuelve (2.4).
0l

Las ecuaciones dadas por (2.4) se conocen como las ecuaciones de Euler-Lagrange y
serdn claves para obtener la generalizacion del Laplaciano. Conviene destacar que cuando
hablemos de ecuaciones de Fuler-Lagrange, siempre estaremos tomando Lagrangianos de
la forma L = L(x,u, Vu).

Retomando el operador Laplaciano, ya hemos visto como el minimizante del funcio-
nal asociado al Lagrangiano L(z,u, Vu) = 1|Vul? resuelve la ecuacion —Au = 0. Una
generalizacién natural es considerar la familia de Lagrangianos

1
Ly(z,u,Vu) := —|Vul?, l<p<oo
p
que dan lugar a la familia de funcionales

1
(2.6) Jp(u) == / |VulP.

P Ja
Veamos cuél es la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a L. En primer lugar, no existe
dependencia de la variable z, luego a—z = 0. En segundo lugar,

0

. o D
L (vul?) 255 = (Va2 =

83@ ’

oL, 19|Vulr 1
ow; p Ow; p

con lo que

>
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En definitiva, la minimizacién del funcional ]% Jo [Vul? entre las funciones con u = g en 9N
resuelve el problema

(2.7)

div(|Vul[P"2Vu) = 0, en Q
u =g, en Of.

Inspirados por (2.7), el operador p-Laplaciano se define como

—Apu = div(|Vu[P V), 1 <p<oo.

Para cerrar la secciéon queremos destacar que los Lagrangianos también dan lugar a
problemas no homogéneos. En el caso del p-Laplaciano consideramos, para f una funcién
continua, el funcional

(2.8) /]Vu pdx—/f

cuya ecuacion de Euler-Lagrange asociada es —Aju(z) = f(x).

A partir de ahora, cuando hablemos del funcional J, r, omitiremos la dependencia del
valor de p y de la funcién f y lo denotaremos como J.

2.2. Formulaciéon débil

Una vez entendido por qué el p-Laplaciano es un operador que se obtiene de manera
natural y qué problema resuelve es hora de analizar alguna de sus propiedades. La que
motiva esta seccion es el hecho de que, al contrario que para el Laplaciano habitual, en-
contrar una soluciéon clésica resulta ser una tarea imposible. Por ello, es necesario recurrir
a la nocién de solucién débil v los espacios de Sobolev. Los conceptos aqui expuestos se
pueden encontrar principalmente en [16].

El procedimiento es el siguiente: supongamos que la solucion del problema (2.7) es
clasica. Si multiplicamos la ecuacion por una funcion test p € C°(Q) e integramos en €
nos queda

_ / div(|VuP~2Vu),
Q

El siguiente paso, utilizando que u es suficientemente regular y que ¢ = 0 en 0§2, es integrar
por partes para obtener

O:/dlv(|Vu\p 2Vu)p /|Vu|p 2(Vu, V).

Asi, se plantea un problema alternativo donde no necesariamente pediremos regularidad
C?(9), sino que lo planteamos en el contexto de los espacios de Sobolev

2.9) /Q |Vu|P~2(Vu, Vo) =0, en Q
Tr(u) =g, en 0,

donde T'r denota la Traza de la funciéon. La integral

(2.10) /Q VulP~2(Vu, Vi)

suele recibir el nombre de primera variacion.
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Definiciéon 2.2. (Solucién débil) Diremos que u € VV&Jf(Q) es solucion de la formulacion
débil (o simplemente solucion débil) de (2.7) si se cumple (2.9) para toda funcion test
p € C(€). También podremos referirnos a dichas funciones como funciones p-armonicas
o soluciones débiles de —A,u = 0.

A continuacion, justificaremos la eleccién del espacio VVéf(Q) Sea WH4(2) un espacio
de Sobolev genérico. En primer lugar, en (2.9) solo aparece Vu luego solo necesitamos con-
siderar el espacio de derivadas de orden uno, es decir k¥ = 1. En segundo lugar, necesitamos
que la integral [, |[Vu[P~2(Vu, V) esté bien definida. Si K = supp(y), entonces aplicando
la desigualdad de Holder con exponentes {p, 1} tenemos que

/Q ]Vu\p_Q(Vu,ch)‘ = ‘ /K IVulP~2(Vu, V) | < [|[VulP ' Vol 1 k)

<NVl o o |9l = IVl b [Vt

(2.11)

con lo que el problema se reduce a pedir ||Vul|z»(x) < oo para todo K compacto de (2.
Es decir, necesitamos a = p y anadir la propledad de integrabilidad local. En conclusién,
VVlif (€2) es el espacio mas pequeno donde el problema (2.9) tiene sentido.

Observacion. Hemos definido las soluciones v como funciones en VVléf (Q), pero en el
Teorema 2.3 consideraremos funciones en el espacio mas pequeno, W1P(€), y las funciones
test en VVOl P(Q). En estos nuevos espacios, un célculo similar a (2.11) permite ver que
(2.10) sigue estando bien definida.

Al igual que para la formulacion clisica, podemos relacionar la formulacién débil con
un problema de minimizacién.

Teorema 2.3. Sean @ € W'P(Q) y g una funcion continua sobre O tal que Tr(d) = g.
Son equivalentes

(a) @ minimiza el conjunto
(2.12) {/ |VulP: ue WHP(Q), Tr(u) = g},
Q

(b) la primera variacion es nula para toda ¢ € Wol’p(Q), es decir

/Q VP2V, Vo) = 0, Vip € WEP(Q).

Demostracion. Si suponemos que 4 es la funciéon que minimiza el funcional fQ |VulP, to-
mando el Lagrangiano L(z,u, Vu) = %|Vu|p y definiendo ¥ como en la demostracion del
Teorema 2.1 obtenemos

oL 3
0=w(o) = [ Fot [ Z b e =0+ [ VA (va,vy)
7 Q

)

que es valido, como ya hemos visto, para toda ¢ € Wol’p(Q).

En la otra direccién, en primer Iugar observamos que la condicion (a) es equivalente a
que Yo € WP(Q) tal que Tr(u —v) =0

[rwor= [ vap.



2.3 Un problema bien propuesto 9

En segundo lugar, si p > 1 la funcién

h: RN - R

2.13
( ) aw |al?

es convexa, lo que equivale a que para todos a,b € RN, h(b) > h(a) + (Vh(a),b — a) que
en nuestro caso se escribe

(2.14) [b]P > |al? + pla|P"2{a,b— a).

Como Tr(u —v) = 0, se tiene que v — U € Wol’p(Q) es funcion test vélida, luego por
(2.14) se sigue

/ Vol > / Val + p / Va2V, V(o - a)) = / Val.
Q Q Q Q
1

Si o |Vu|P~2Va - Vo = 0 para toda ¢ € C°(2), entonces por densidad también se
tendra la igualdad para toda ¢ € Wol’p(Q). En particular:

Corolario 2.4. Sea u € WP(Q). Entonces 4 es solucion débil de (2.9) si y solo si @ es la
funcion que minimiza el funcional [, [Vu[P con traza dada.

Aun habiendo pasado de considerar soluciones clasicas a soluciones débiles, en muchos
casos la nocién débil seguira siendo demasiado fuerte. La idea es considerar desigualdades
en vez de la igualdad en la ecuacion integral de (2.7).

Definiciéon 2.5. Sean g una funcién continua sobre 02 y u € VV&CP(Q) con Tr(u) = g.
Diremos que u es

e supersolucion de la formulacion débil (o, simplemente, supersolucion débil) de (2.2)
si para toda ¢ € C°(Q), ¢ > 0 se tiene

/ VulP~2(Vu, Vi) > 0;
Q

e subsolucion de la formulacion débil (o, simplemente, subsolucién débil) de (2.2) si
para toda ¢ € C°(Q2), ¢ > 0 se tiene

/ |VulP~2(Vu, V) < 0.
Q

Se ve facilmente que u es solucién débil si y solo si u es tanto subsolucién como super-
solucién débil.

2.3. Un problema bien propuesto

Una vez vista la definicion de formulacién débil del problema del p-Laplaciano, el
siguiente paso es estudiar si dicho problema tiene existencia y unicidad de las soluciones y
si estan en espacios mas regulares que W1P(Q). La referencia para la existencia y unicidad
es [8], y para la unicidad es [16].
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2.3.1. Existencia y unicidad

Comenzamos abordando los dos problemas més comunes que son la existencia y la
unicidad de las soluciones para el problema del p-Laplaciano homogéneo.

La unicidad es consecuencia directa de la convexidad estricta de la funcién h dada por
h:RY 5 R
x> |zfP,

con 1 < p < oo. En particular, se tiene h(ta + (1 — t)b) < th(a) + (1 — t)h(b) para todo
t € (0,1) y todos a,b € RN con a # b. Tomando t = % obtenemos

1
< 5 (lal + bP).

a+bl?
2

Supongamos que la solucién débil de (2.9) en el espacio W1P(Q2) no es tnica, es decir,
existen dos funciones uy,us con Tr(ui) = Tr(ug) que minimizan (2.12). Entonces

(2.15) /|Vu2\p§/ ‘M
Q0 0 2

lo cual es una contradiccion.

p 1
</ |Vu1|p+|Vuzp:/ Vsl
2 Jo Q

Para ver la existencia de una solucion, tendriamos que ver que existe
min{J(u): u € V}

donde
J(u) = /Q VulP y  Vi={ueWH(Q): Tr(u) =g}
Sean
A:=inf{J(u): ueV}

y {tm }men una sucesion de funciones en V' tal que limy, o0 J(um) = A. Queremos ver
que existe u tal que J(u) = A. La idea es extraer una subsucesion convergente en algin
sentido de u,, a partir de las propiedades del funcional J.

La primera propiedad que nos interesa es una desigualdad del tipo

(2.16) J(u) < lminf J(up,).

m—0o0

Definicién 2.6. Sean {u,, }men una sucesion en un espacio topologico Wy J un funcional
definido en W.

Diremos que {um, }men tiene la propiedad de semicontinuidad inferior fuerte (SLSC),
respectivamente semicontinuidad inferior débil (WLSC), si para todo t € R, el conjunto

{weW: J(w) >t}

es abierto en la topologia fuerte, resp. débil, de W.

Diremos que {um, }men tiene la propiedad de semicontinuidad secuencial inferior fuerte
(SSLSC), respectivamente semicontinuidad secuencial inferior débil (SWLSC), si uy,, — u
en W, respectivamente u,, — u en W, implica (2.16).
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Una formulacién equivalente para las propiedades SLSC y WLSC es que el epigrafo
E(J) :={(w,t) e W xR: t > J(w)}

sea cerrado en la topologia correspondiente, débil o fuerte. Ademés, la propiedad SLSC,
respectivamente WLSC, implica SSLSC, respectivamente SWLSC, y el reciproco es cierto
si W es un espacio metrizable (véase [[8], p.120]).

Introducimos ahora la herramienta principal para trabajar en este contexto, que son
las funciones de Carathéodory.

Definicion 2.7. La funcién
h: QxR — RU{oco}
(z,y) = h(z,y)
se dice que es de Carathéodory si

e h(x,-) es continua para casi todo x € §;

e h(-,y) es medible para todo y € R®.

Tomando s = N +1 e y = (u, Vu) = (u(z), Vu(x)) obtenemos h(z,u(x), Vu(x)) que
puede verse como un Lagrangiano. Resulta necesario poder introducir la dependencia de

x en la variable y de las funciones de Carathéodory, para lo cual el siguiente lema nos sera
de utilidad:

Lema 2.8. Sean h una funciéon de Carathéodory e y(z) una funcién medible. Entonces
h(z,y(z)) es una funciéon medible en .

Demostracion. Lo probaremos primero para funciones simples no negativas, es decir, su-
pongamos que existen conjuntos disjuntos {A4;}", tales que

y(@) =) aila(x)
i=1

con a; > 0. Para ver que g(x) = h(z,y(z)) es medible hay que comprobar que la preimégen
por g de un conjunto abierto es abierto. Observando que

A={zeQ:gx) >t} = O{a: € A;: h(z,a;) >t}
i=1

junto con que las h(-, a;) son medibles, el conjunto A es union de abiertos luego es abierto.
Para el caso en el que y es una funcién general, tomamos una sucesion de funciones simples
{yk }ren tal que yr — y en casi todo punto. Como h(z,-) es continua en casi todo punto,
tomando limites se obtiene

b, y(2)) = i h(z, y(z)).
k—o0
En definitiva, h(z,y(x)) es limite de funciones medibles, luego es medible. O

Ya podemos dar un primer resultado enfocado a probar (2.16).
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Teorema 2.9. Sea h(z,y) una funcidn de Carathéodory y sea {ym(z)}men una sucesion
de funciones tal que
Ym — y en LY(Q).

Entonces

/ﬂh(:c, y(z))de < liminf [ h(x,ymn,(x))dz.

m—r0o0 Q

Demostracion. Utilizando la propia definicién de lim inf, de la sucesion y,,, podemos extraer
una subsucesion {ym, }ren de manera que

lim [ h(z,ym, (x))dz = lfminf/ h(z, ym(z))dx.
k—oo J m—oo  [q

Por otra parte, como {ym, }ren converge en L'(£2) existe una subsubsucesion, que segui-

remos llamando {y,, }, tal que y,,, — y en casi todo punto. En particular, debido a la

continuidad en casi todo punto de h en la segunda variable, h(x, ym, (x)) — h(z,y(x))

también en casi todo punto. Aplicando el lema de Fatou,

/h(z,y(m))dm:/ lim h(z, Ym, (x))de < lim [ h(z,ym, (z))dz
Q

Q k—o0 k—oo J

m—o0

:h'minf/ h(z, ym(x))dx.
Q
g

Para aplicar el teorema a nuestro contexto hay que tomar y(z) = (u(x), Vu(x)). En
este caso, la hipotesis y,, — v equivale a u,, — u, Vu,, — Vu ambas en L'(€2), es decir
U, — w en WH(Q).

Corolario 2.10. Sea {u;, }men una sucesion de funciones tales que u,, — u en Wh1(€Q).

Entonces
J(u) < Hminf J(up,).

m—0o0
Demostracion. Basta tomar h(z,y(x)) = h(z,u(x), Vu(x)) := |VulP. O

Pedir la convergencia fuerte en el espacio W11 (Q) es una propiedad demasiado restric-
tiva, por lo que conviene relajar las hipotesis. El objetivo es buscar que se tenga (2.16)
pidiendo solamente convergencia débil. Para ello, nos seran de gran utilidad propiedades
de convexidad.

Teorema 2.11. Sea h(z,y) una funcion de Carathéodory tal que h(z,-) es convexa para
casi todo x. Sea {Ym }men una sucesion de funciones en L'(Q) tal que

Ym — y en L1(Q).
Entonces

/ h(z,y(z))dz < lim inf/ h(z, ym(x))dx

0 m—00 [¢)

Demostracion. Sea I(y) := [, h(x,y(x))dz. El Teorema 2.9 nos dice que I es SSLSC en
LY(2). Por ser L! un espacio métrico, tenemos que I es SLSC, que equivale a que el epigrafo
Y (I) sea cerrado fuerte. Ahora el Teorema 2.22 utiliza la convexidad de I para deducir que
el epigrafo X(I) es cerrado débil, es decir I es WLSC y, por tanto, SWLSC en L'(Q). O
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Corolario 2.12. Sea {u;,}men una sucesion de funciones tal que u,;, — u en Wh1(Q).
Entonces
J(u) < Hminf J(up,).

m—0o0

En otras palabras, J es SWLSC en el espacio WhH1(0Q).

La segunda propiedad que nos interesa es la coercividad del funcional J, que se expresa
como

J(w) > alullly ) — -

con a, 3 > 0. Si una sucesion {uy, }men en WHP(Q) minimiza J entonces
0< O‘HumHgvl,p(Q) < J(um)+B<C

donde C no depende de m, luego la sucesion |[um||y1.0(q) esté acotada en W'2(Q). Como
todos los espacios WP () son reflexivos, el Teorema de Kakutani (véase el Teorema 2.23)
nos dice que existe una subsucesién de {u,,} convergente en la topologia débil de W1P(Q).
Dicha sucesion, por converger en W1HP(Q) también lo hard en W11(Q) si Q es acotado.

Proposicién 2.13. El funcional J(u) := [ [Vul? es coercivo en
{u e WHP(Q): Tr(u) = g}
donde ¢ es una funcién continua.

Demostracion. La convexidad de la funciéon a € RY + |alP nos da

2a  2b|P
— +

2.1 bP =
(217) oo = |5+ 3

1 1
< Sl2afP + |26 = 27 (Jaf” + [bP?).

Observamos que, como Tr(u — g) = 0, la desigualdad de Poincaré nos garantiza que

(2.18) [u=gr<c [ vu-gp
Q Q
para alguna constante C' independiente de u. En particular, utilizando (2.17) y (2.18)
[l sy < [ 190+ [ fup
< [ivar szt ([u-gp+ [ 1or)
< [1varszt(c [va-apr+ [ o)
Q Q Q
< [1vur+ 2t (e [(vap+vgn) + [ o)
Q Q Q

<CJ(u)+ K
donde C' = 1 + C22(r—1) y K son constantes positivas indepedientes de wu. O

Corolario 2.14. Las sucesiones {ty, }men en {u € WP(Q): Tr(u) = g} que minimizan
J tienen una subsucesién convergente en W11(Q).
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La dltima propiedad de relevancia es el hecho de que V' es un subespacio débilmente
cerrado del espacio WP (Q) y a su vez de WH1(Q).

Ya estamos en posicion de abordar el problema de la existencia. Sea {u,,} € V tal que
lim;, 00 J () = A. Por coercividad existe una subsucesion, que seguiremos llamando w,,
tal que u;, — @ en WHH(Q). Ademas, u € V por ser espacio cerrado débil. Utilizando que
J es SWLSC en WH1(Q) deducimos

J(u) < liminf J(uy,) = A,
m—0o0
con lo que J(u) = A por definicion de infimo. En conclusion, el infimo se alcanza, luego en
realidad es un minimo.

Para futuras referencias a este resultado, lo enunciamos como teorema.

Teorema 2.15. Sean 1 < p < oo y V un subespacio cerrado débil de la topologia de
WLP(Q). Si J: WIP(Q) — R es un funcional SWLSC y coercivo en WHP(Q), entonces

existe una funcion u € V tal que

J(u) =min{J(u): ue V}.

2.3.2. Continuidad

Hemos definido las soluciones débiles de (2.7) como funciones u € WHP(€2), pero es
interesante preguntarse si en realidad existe alguna nocién de continuidad o incluso deriva-
bilidad de las soluciones. La dimension del espacio ambiente RY es crucial en este sentido
v que divide el analisis en tres casos.

Observacion. A partir de ahora omitiremos la condiciéon de la traza de (2.9) para la
Definicion 2.2. A pesar de perder la unicidad, ganamos la propiedad de que la suma de una
constante a una solucién sigue siendo solucién débil.

En el caso p > N, la inclusion de Morrey garantiza que una funciéon en WHP(Q) es
directamente Holder continua. La prueba del caso p = N puede encontrarse en la seccién
3.2 de [16].

Para la prueba del caso p < N se requiere de la siguiente desigualdad de Harnack.

Proposicién 2.16. (Desigualdad de Harnack). Sean v € W1P(Q) una funcién p-arménica
no negativa y Ba,(xo) C Q con zg € €2, r > 0. Entonces existe una constante C' = C'(N, p)
tal que

esSSuUpp, (5ot < Cessintp (gq)u.

Observacion. La demostracion de la desigualdad se puede encontrar en [[16], Seccion 3.3].
El primer paso de la misma consiste en demostrar que las soluciones débiles de —A,u =0
estdn localmente acotadas. Este hecho serd de relevancia para la proposicién siguiente.

Corolario 2.17. Las soluciones débiles u de —A,u = 0 son Holder continuas.

Demostracion. Sean x € Q, v > 0 tal que By, = B(z,2r) CC Q, m(r) = essinfg (5)u
y M(r) := esssupp, (4,)u- Utilizando que el conjunto de soluciones débiles es cerrado bajo
suma de constantes, las funciones u(x) — m(2r) y M(2r) — u(z) son soluciones débiles.
Ademas, por construccion, son no negativas en By (zo).
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Por la Proposicion 2.16, existe C' = C(n,p) tal que
M(r) —m(2r) < C(m(r) —m(2r)),
M2r) —m(r) < C(M(2r) — M(r)).
Reordenando los términos de ambas desigualdades, obtenemos

()
()

M(r)—C
CM(r) —

m(2r) — Cm(2r)

<
< CM(2r) — M(2r),

m
m
de donde, sumando, llegamos a

(C+1)(M(r)—m(r)) < (C—=1)(M(2r) —m(2r)).

Definiendo A := g—j&, tenemos que

(2.19) w(r) < Aw(2r)

donde w(r) = M(r) —m(r) recibe el nombre de oscilacion (esencial) de u en la bola B,.(x¢).
Observando que A < 1, definimos a € (0,1) el valor que cumple

27% =\

Iterando (2.19) se sigue

Sean y € B, y k € N tales que

Entonces

o) — ) <o (57) < (mrr ) ) <22 i) Tl -y

/r-Oé

donde C = C(n,p,r,w(r)), que es valor finito ya que las soluciones estan localmente
acotadas y, por tanto, tienen oscilaciéon local finita. O

De la demostracion anterior se ve como el exponente de Holder continuidad o depende
tinicamente de la constante C' dada por la Proposicion 2.16.

A partir de ahora, debido al Corolario 2.17, cuando hablemos de soluciones débiles,
a pesar de haberlas definido inicialmente en I/Vhl)cp(Q), en realidad estaremos pensando en
funciones continuas.

Observacion. Sabiendo que las soluciones del problema —A,u = 0 son continuas, uno se
podria preguntar si esta continuidad se da hasta la frontera. Cuando se plantea el problema
al completo (2.9) tomando como condicién de frontera una funcién g € C(952), entonces
la tinica solucién cumple u € C(Q) siempre que estemos considerando dominios 2 € C*.
Este resultado se puede encontrar en [[16], Teorema 2.16].
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2.4. Otras herramientas

Dedicaremos esta seccién del capitulo para desarrollar una serie de resultados que nos
serdn de utilidad més adelante. Se tratan del principio del maximo, de unas acotaciones
que tienen que ver con la estructura del p-Laplaciano y de resultados generales de la teoria
de ecuaciones. Las dos primeras se pueden encontrar en [16].

2.4.1. Principio del maximo

Unas propiedades de gran utilidad que se tienen para el operador Laplaciano y que
extienden para el p-Laplaciano son los principios del maximo y minimo fuertes. La Pro-
posicién 2.16 nos proporciona una desigualdad que permite deducir dicha propiedad con
facilidad:

Proposicion 2.18. (Principios del maximo/minimo)
Supongamos que una solucion débil (continua) u de (2.7) alcanza su maximo en algin
punto de 2. Entonces u es constante.

Analogamente supongamos que una solucién débil (continua) de (2.7) u alcanza su
minimo en algin punto de 2. Entonces u es constante.

Demostracion. Demostraremos solamente el principio del méximo. El principio del minimo
se obtiene de manera anéloga tomando —u en vez de u en el argumento.

Definimos xy como el punto tal que u(zg) = méxq u(z). En particular, si u alcanza su
méximo en o, entonces —u alcanza su minimo en o, es decir ming, (,,)(—u) = —u(wo).
Como la condicién de solucidon débil es cerrada por suma de constantes, podemos aplicar
la Proposiciéon 2.16 a la funciéon u(xg) — u(z) > 0 para obtener

0 < esssupp, (5,)(u(r0) — u(x)) < Cessinfp (4, (u(xo) —u(x)) <0

con r < dist(zo, 2), con lo que

u(zo) = u(x)
en B,. Sea ahora y cualquier punto de 2. Como estamos en un dominio, podemos encontrar
una sucesion finita de bolas {By,, (zm) }m=o,...m hasta y, es decir, By, (xo) = By(x0), y €
B’r’M (xM), Bgrm(.fm) cQ y

Brm—l(‘rmfl) N BT’m (IEm) ;é @

para todo m = 1... M. Repitiendo el proceso anterior, se deduce de manera iterativa que
u(x) = u(xp) en cada B, (x,,) v, por tanto, u(y) = u(xg). O

2.4.2. Lema de Caccioppoli

Una de las desigualdades mas conocidas en el ambito de las ecuaciones es la desigualdad
de Poincaré. Esta nos dice que para un dominio acotado €2, si u € Wol’p(Q) conp € [1,N),
entonces
[ullLr@)y < ClIVullLr()s
donde la constante C' no depende de la funcién u. Sin embargo, en este trabajo nos va a
interesar tener estimaciones que involucren la desigualdad contraria, es decir, estimar la
norma del gradiente en funcién de la norma de la funcién.
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Lema 2.19. (Estimaciéon de tipo Caccioppoli). Sea u € W1P() una solucién débil de
(2.7) en un dominio © acotado. Entonces para toda & € C2°(Q) tal que 0 < & < 1 se tiene

/ VP < P / ul?|VEp.
Q Q

Demostracion. Definimos Iy := [, E|VulP e Iy := [, [u[P|VE[P y consideramos la funcion
n = &Pu € Wol’p(Q). En particular, como u es solucién débil, podemos utilizarla como
funcion test en (2.9) para obtener

0= [ 1Vup~2(Vu, V)
Q
— [ IVuP 2 (TuVut e v
Q
— [ &Vul? +pe u vl (T, V).
Q

Reordenando los términos y aplicando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Hélder
con exponentes {p, 7}

/ £/ |Vul? = —p / €= L| V[P~ (Vu, VE) < p
Q Q

/ £~ Lu| V2 (Vu, VE)
Q

<p / EVulP~uve]
Q
p—1

<p (/Qéf’\wp)p;l (/Q\uvsrp);.

1
En términos de I e Is, el calculo anterior nos dice que Iy < pI;” I, o equivalentemente

de donde se deduce

2.4.3. Desigualdades puntuales

Una de las expresiones que més recurrentes va a ser a lo largo del trabajo es
(IVulP~2Vu — |Vv|P~2Vo, Vu — Vv)

con u,v € WIP(Q). Sera de especial interés poder ver que dicha expresion es no negativa.
Con este fin, las dos desigualdades puntuales de esta seccién nos seran de utilidad a lo
largo del trabajo.

Lema 2.20. Sea 2 < p < oo. Entonces para todos a, b vectores de RY se tiene

(2.20) 0 < 2P72|a — bl < (|a|P~2%a — |b|P~2b,a — b).
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Lema 2.21. Sea 1 < p < 2. Entonces existe una constante C' = C(n, p) tal que para todos
a,b vectores de RV, se tiene

—p?
9 =8 a0 — b2b,a — b).

220 = Tal -+ o7 =

Se puede encontrar la demostracién de ambos lemas en [[4], Capitulo 1.4.iii].

2.4.4. Teoremas clasicos

Por ultimo, enunciaremos algunos teoremas a los cuales haremos referencia a lo largo
del trabajo.

El primero de ellos relaciona las topologias débil y fuerte a través de los conjuntos
convexos. Se puede encontrar en [[2], Teorema 3.7].

Teorema 2.22. (Mazur) Sean X un espacio normado, y C' C X un subconjunto convezo.
Entonces C' es subconjunto cerrado de la topologia fuerte de X si y solo si C' es subconjunto
cerrado de la topologia débil de X .

El segundo de ellos da una caracterizacion de espacios de Banach reflexivos a través de
subsucesiones. Se puede encontrar en [[2], Teorema 3.17].
Teorema 2.23. (Kakutani) Sea X un espacio de Banach reflexivo. Entonces la bola unidad
es precompacta en la topologia débil de X.

El dltimo relaciona las nociones de convexidad y derivabilidad de funciones. Se puede

encontrar en [|7], p.242|.

Teorema 2.24. (Alezandrov) Sean Q un abierto de RN y f: Q — R una funcion conveza.
Entonces la matriz Hessiana D?f(x) existe en casi todo punto.

2.5. Problema no homogéneo

Hasta ahora solamente hemos considerado el caso en el que la ecuacién integral de la
formulacion débil (2.9) tenia lado derecho idénticamente 0. No obstante, en el Capitulo 4
consideraremos la posibilidad de que el lado derecho sea una funciéon f = f(x). Esto se
conoce como problema no homogéneo. En esta seccién vamos a formalizar el problema,
definir las soluciones y ver qué resultados enunciados para el problema homogéneo se
extienden al no homogéneo.

2.5.1. Formulacién
Consideramos el Lagrangiano
1
L = L(z,u,Vu) := —|Vul’ — fu
p

con f = f(x) una funcién en un espacio por determinar. Como vimos en (2.8), su ecuacion
de Fuler-Lagrange asociada es

(2.22) —Apu(x) = f(z).
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Integrando por partes se obtiene la formulacién en el contexto de los espacio de Sobolev

[ v 2900 = [ fo g
Q Q
Tr(u) =g, en 02,

(2.23)

con ¢ € C°(Q), cuyo funcional correspondiente es

(2.24) J(w) ::; /Q VP — /Q fu.

Para que el lado izquierdo de la ecuacion integral de (2.23) esté bien definido, ya hemos
visto en (2.11) que se necesita u € VVI})f(Q) Por otra parte, para poder tener los resultados
de existencia y unicidad de la Seccion 2.3 necesitamos que el funcional (2.24) sea coercivo,
que se consigue pidiendo fu € L'(2). Como en particular v € LP(Q), la desigualdad
de Holder nos dice que basta con pedir que f € LI(Q2) donde ¢ = 1% es el exponente
conjugado de p.

Definicion 2.25. Sean 2 un dominio acotado con frontera Ct, f € LI(Q) y g € C(09).

Diremos que u € I/VliCp(Q) es solucion débil del problema

{—Apu =f en ()

(2.25)
u=g en 0f),

(o simplemente solucion débil de —A,u = f) si se cumple (2.23) para toda ¢ € C°(Q).

Observacion. A pesar de que basta con pedir f € L(Q2), lo cierto es que para la nocion
de solucién viscosa que introduciremos en la Seccién 2.6 serd necesario pedir como minimo
que f € C(Q). Por tanto, a partir de ahora, el lado derecho del problema no homogéneo
serd siempre una funcién continua.

Pasamos ahora a analizar el problema de minimizacién asociado.

Teorema 2.26. Sean 4 € W'P(Q) y g una funcion continua sobre 9 tal que Tr (i) = g.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) w minimiza el conjunto
(a) ]
1
(2.26) {/ |VulP — / fu:ue W (Q), Tr(u) = g}
PJa Q
b) Para toda ¢ € WoP(Q) se tiene
0
@2.27) [ wap2wa v = [ fe.

Demostracion. Para ver que (a) implica (b) podemos utilizar un argumento analogo a la
demostracion del Teorema 2.3 tomando el Lagrangiano L(z,u, Vu) = %\VUV’ — fu.

Para probar que (b) implica (a), tomamos v € W1P(Q) tal que Tr(u — v) = 0. Recor-
damos que la convexidad de la funcién h dada por
h:RY 5 R

2.28
229 a = laf?,
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implica que para todos a,b € RY se tiene que
P > |af” + plalP~*(a, b — a).

de aqui se sigue que

[ 2w = [ soz [ 29+ o192V 90 - 90) - [ fo
— } P p—2 _ _
_/prw + (IVulP~*Vu, V(v — u)) /va

:/Q;|Vu|p+/gf(v—u)—/gfv
:/Q;]Vu|p—/ﬂfu.

Corolario 2.27. Sea @ € WHP(). Entonces @ es solucién débil de —Ayu = f con f
continua si y solo si @ es la funcién que minimiza el funcional [, %\VUV’ — Jo fu con traza

dada.

O

En el caso no homogéneo también nos interesaran las semisoluciones, que se definen de
manera analoga a las semisoluciones del caso homogéneo. Una funcion u seréd supersolucién
J1 . o . 1p .
débil de —A,u = f si para toda 0 < ¢ € Wi (Q) se tiene que

[ varwave) = [ re

En el caso de las subsoluciones, hay que tomar la desigualdad contraria.

2.5.2. Resultados de derivabilidad

En la seccién 2.3.2 hemos visto que las soluciones débiles de —A,u = 0 son continuas.
Mas atn, este resultado se puede extender al problema —Aju = —¢, pudiendo incluso
llegar a dar una nocion de derivabilidad local. Siendo asi, al tener que trabajar de manera
local, serd preciso fijar subdominios Q' CC Q.

Los tres resultados que nos interesan conforman el contenido de [5]. El primero acota

de manera uniforme el supremo de las soluciones de los problemas {—A,u = —€}ccr:

Lema 2.28. Sea K C . Existe una constante M = M (K) tal que para todo € € R, si
uc € WIP(K) es la solucion débil de —A,u, = —e en K entonces

(2.29) el oo () < M.

Fl segundo de ellos busca poder realizar acotaciones sobre el supremo de los gradientes
de las soluciones

Proposicion 2.29. Sean € € Ry u, € VVliéD(Q) N L% () solucién débil del problema
—Apue = —e. Entonces:
(a) [Vue| € LS. ().

loc
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(b) Para todo compacto K C €, existe Cyp que depende tunicamente de p, N, M y
dist (K, 0) tal que

(2.30) Vel oo (@) < Co,
donde M es la constante que se obtiene en (2.29).

Finalmente, el tercero afirma que las soluciones débiles tienen una nocién de derivabi-
lidad y a su vez estas son Hdélder continuas.
Proposicion 2.30. Sean ¢ € Ry u, € VV;?(Q) N LS (Q) solucion débil del problema
—Apue = —e. Entonces para todo compacto K C €, existen constantes C; y a € (0,1),
que dependen tnicamente de p, N, M y dist(K,99Q'), tales que

(2.31) [Vue(z) = Vue(y)| < Cilz —y|*
donde x,y € K y M es la constante que se obtiene en (2.29).

Corolario 2.31. Sean e € Ry u, € I/Vl(l)f(Q) una solucion débil de —A,u = —e. Entonces
existe a € (0,1) tal que u. € CL%(Q).

Reiteramos que a pesar de que se conoce mas regularidad de las soluciones, en general
nos bastara considerar simplemente la continuidad.

Observacion. Ninguna de las tres constantes M, Cp,C; de (2.29), (2.30) y de (2.31)
respectivamente dependen de la eleccion de e. Con ello se consigue una acotacién uniforme
de los supremos de las soluciones (y sus gradientes) de —A,u. = —e.

2.6. Soluciones viscosas

Tras haber comprendido el concepto de solucién débil, podemos pasar a analizar la
otra nocion de solucion que serd central en el trabajo: las soluciones viscosas. Al contrario
que las soluciones débiles que nos daban una interpretacion integral de las soluciones, estas
ayudarén a entender el comportamiento puntual. Toda la teoria de soluciones viscosas se
puede encontrar en [3].

2.6.1. Construcciéon

Comenzaremos dando la motivaciéon de la definicién de las soluciones viscosas, que
puede formularse para problemas de hasta segundo orden. Partimos de una funcién F
continua, que se puede ver como la extensién de un Lagrangiano

F: (Q,R,RY S(N)) =R

(2.32) 5 5
(x,u, Vu, D*u) — F(z,u, Vu, D"u),

donde S(N) es el espacio de matrices simétricas cuadradas de tamano N x N. En este
espacio, consideraremos el orden habitual de las matrices, es decir X < Y si y solo si
X —Y es semidefinida negativa.
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Definicién 2.32. Sean F' como en (2.32), r,s € Ry X, Y € S(N). Consideramos las
propiedades

(a) Si X <Y entonces F(x,r,w,X) > F(z,r,w,Y).
(b) Si r < s entonces F(z,r,w,X) < F(z,s,w, X);
Diremos que F es eliptica degenerada si cumple la propiedad (a).

Diremos que F' es propia si cumple ambas condiciones (a) y (b).

Siempre que consideremos una F, vamos a pedir la condiciéon de ser propia, lo que
restringe la cantidad de problemas que podemos considerar en este contexto.

Lema 2.33. La funcién F' asociada al operador p-Laplaciano es propia.

Demostracion. La clave reside en que el operador tiene forma de divergencia:

N
) _ 0 5 0u
—Ayu = —div(|Vul[P72Vu) = —; &Ei(\vuw 287%).
Si denotamos w := Vu y definimos la funcion
a: RN - RN
w > |wP~ 2w,
al desarrollar la derivada se obtiene
N N N
0 da; , | Ow; Oa; 0%u
_A _ v p—2 )= — 7 J _ i
pt Z axiﬂw‘ wi) Z wj (w 0x; —wj v 0z;0x;
=1 3,j=1 4,j=1

= —tr(Jo(w)D?u)

donde J, denota la matriz Jacobiana de a. Por tanto, la funcion propia F' asociada al
p-Laplaciano es

(2.33) F(x,r,w,X) = F(w,X) = —tr(Jy(w)X).

Como F' no depende de la variable r, basta comprobar la condicion de elipticidad degene-
rada para ver que es propia.

La matriz J, es semidefinida positiva:
Ja(w) = |[wP2In + (p — 2)[w[P~A
donde

w% wiwy - WLTWN

2
wow w
A= (wiwj)N 271 2

ij=1"

wNwl e e /u)N
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Si diagonalizamos la matriz A se obtiene

0 0 0
.00

0 0 0 O

0 0 0 |w?

luego J, > 0. En definitiva, si X,Y € S(N) son tales que X <Y entonces
Fw,X)=—tr(Ju(w)X) > —tr(Jy(w)Y) = F(w,Y).
[l

Observacion. De manera explicita, la funcién propia F' que representa al p-Laplaciano es

Flw.X) = =P =2 |10 + (-2 (X2 2]

expresion que serd mas adecuada para su posterior manipulacién.

Al igual que para la construccion de las soluciones débiles, para construir las soluciones
viscosas vamos a suponer inicialmente que el problema F' = 0 tiene solucién clasica y
as{ deducir una serie de propiedades de la F. Sin embargo, en este caso comenzaremos
directamente considerando supersoluciones, es decir planteamos el problema F > 0.

Supongamos que v € C?(£2) es una supersolucion clasica de F' = 0. Sean 29 € Q y
¢ € C%(Q) una funcién tal que u — ¢ tiene un minimo local en el punto x. En particular,
se tiene que Vu(xg) = Vo(xg) v D?*p(x9) < D?u(zp). Utilizando que F es propia y la
condicién de supersolucién concluimos que

(2.34) F(z0,u(z0), V(xo), D*@(x0)) > F(xg,u(xg), Vu(zg), D?u(xg)) > 0.
Inspirados por (2.34), se plantea la definicion para soluciones viscosas.

Definicion 2.34. Sea F propia.

(a) Diremos que u € LSC(Q) es supersolucion viscosa de F' = 0 si para todos zg € Q
v o € C?() tales que u — ¢ tiene un minimo local en zg se tiene

F(z0,u(0), V(z0), D*¢(20)) 2 0.

(b) Diremos que u € USC(R) es subsolucion viscosa de F' = 0 si para todos zg € Q y
¢ € C%(Q) tales que u — ¢ tiene un méximo local en g se tiene

F (0, u(x0), Vip(xo), D*p(20)) < 0.
En ambos casos la funcién ¢ recibe el nombre de funcion test.

Observacion. Si u — ¢ tiene un minimo local en zg, entonces u — @ con p(z) = p(z) —
|z — x0|? tiene minimo estricto en xg. Si u(x) — () tiene minimo local en zg, entonces
u(z) — p(x) —u(xo) + ¢(zo) tiene un minimo con valor 0. Tomando @(x) = ¢(z) +u(xg) —
©(xo) conseguimos que u—p tenga minimo en zg y ademas u(zg) = @(x). En definitiva, al
comprobar la condicién de solucién viscosa en cada punto zg, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que el maximo/minimo local es estricto, y que u(zg) = ¢(zo).
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El siguiente lema nos garantiza que la definicién es consistente con el concepto clasico
de solucion.

Lema 2.35. (Consistencia)
e Toda solucién clasica es solucién viscosa.

e Una solucion viscosa que sea C?() es clasica.

Demostracion. El primer punto se tiene por la construccion realizada para llegar a (2.34).
Para el segundo punto, supongamos que u € C2() es supersolucién viscosa. En particular,
podemos tomar la funcién test ¢ = u, ya que u — ¢ = v — u = 0 tiene minimo local en
todos los puntos por ser constante, con lo que

F(z,u(z), Vu(z), D*u(x)) >0

para todo x € Q. Es decir, u es supersolucion clasica. Analogamente, si u es subsolucién
obtenemos

F(z,u(z), Vu(z), D*u(x)) <0
para todo x € €. En definitiva, u es solucién clasica. O
Observacion. Un caso de interés con respecto a la consistencia ocurre cuando una. soluciéon

viscosa es dos veces diferenciable en casi todo punto. En este caso solo podemos aplicar el
lema anterior en los puntos donde existe la derivada, concluyendo que

F(z,u(z), Vu(z), D*u(z)) >0
en casi todo punto para el caso de supersoluciones.
Existen mas definiciones equivalentes de solucién viscosa. A nosotros nos va a interesar
una que tenga en cuenta los conceptos de Jacobiano generalizado o Jets. Sea ¢ € C?(1)

tales que u — ¢ tiene un minimo local en zy. En particular, existe un entorno B = B, (x¢)
tal que para todo z € B

(u—@)(x) = (u—p)(x0),
es decir,
(2.35) u(z) — u(wo) > p(z) — p(x0).

Haciendo el desarrollo de Taylor de orden dos de la ¢ en el punto xg, (2.35) se reescribe

(2.36)  u(x) = u(wo) + (Vep(wo), x — 2o) + %<D2<p(xo)(fv —20), & — o) + o(|z — zo|?).

A partir de (2.36) se definen los conjuntos
Jo u(zo) = {(p, X) € RN x S(N): u(x) > u(zo) + (p, x — x0)

+50X(@ — an),z — an) + o — 0l
Jé’+u(a:0) ={(p, X) e RN x S(N): u(z) < u(zo) + (p, z — x0)
+%<X(:1: —xp),x — xo) + o(|z — x0|2)}

que reciben el nombre de subjet y superjet de v en xg. Observamos que si ¢ es tal que u—¢
tiene un minimo, respectivamente maximo, local en z¢ entonces el par (Vi (), D*p(x0)) €
Jé’Jru(xo), resp. (V(zo), D%¢(70)) € Jé’_u(xo). El siguiente lema nos garantiza que el
reciproco también es cierto.
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Lema 2.36. (Caracterizacion de los Jets)
(a) Sea u € LSC(Q). Entonces (p, X) € Jé’fu(aco) si y solo si existe p € C? tal que
u — ¢ tiene minimo local en xg, Vip(xg) = p y D?*¢(z0) = X.

(b) Sea u € USC(R). Entonces (p, X) € Jé’Jru(:Uo) si y solo si existe ¢ € C? tal que
u — ¢ tiene méximo local en xg, Vip(zo) = p y D%p(x0) = X.

Demostracion. Para el apartado (a), supongamos que (p, X) € Jé’fu(xo). Buscamos una
funcion ¢ € C? con Vo (z¢) = p y D*p(z0) = X. Por definicién de infimo tenemos

(2.37) u(x) — u(xg) — (p,x — o) — %<X(:L’ —20),x — x0) > 0|z — x0|)|z — 70|

donde

, . u(z) — u(xo) — (p,r — x0) — %(X(l‘ —g), T — o)
o(r):=minq0, inf 5
0<|z—z0|<T |$ — 1’0’

es una funcién continua y cumple o(0) = 0. Ademés, o decrece a medida que r crece
(estamos tomando el infimo sobre conjuntos cada vez mas grandes), luego en particular
o(r)<0sir>0.

Definimos las funciones
w(e) = [Cotoi, plr) = [ ue)is

Como o es una funcién continua, p es dos veces diferenciable y p”(r) = o(r). Por otra
parte, utilizando que o es negativa y decreciente:

w(23):/OQSU(t)dtg/jsa(t)dtg/SQSa(s)dt:a(s)-s.

Asimismo, p(4r) < 2ry(2r). En definitiva, las propiedades de p

(2.38) 0= p(0) = p'(0) = p"(0), p(dr) < 20(r) - 72,
nos permiten deducir que la funcién
1 1
(2.39) p(2) = u(wo) + (p, x — wo) + S (X (2 — 20), 2 — 2o) + p(4z — z0])

es C%(Q) y cumple p(xg) = u(xg), Vip(zg) = py D?*¢(x0) = X. Ademas, por (2.37)

—_

u(@) = p(z) = ulzo) + (p,z — o) + (X (2 — x0), 2 — o) + (|2 — wo|)|x — z0[* — p(2)

[\
—_

= (|2 — woDlz = wol? — 5 pldlz — z0]) 2 0.

Por tanto, la funcién ¢ dada por (2.39) cumple todas las propiedades requeridas.

Para el caso (b), si (p, X) € Jé’+u(:no) entonces (—p, —X) € —Jé’f(—u)(zr) observando
que
(2.40) Jtu(z) = —J37 — u(x).

Utilizando el apartado (a), existe una funcién ¢ € C%(Q) tal que (—p, —X) = (Vo (z), D*p(x))
y tal que u — ¢ tiene minimo local en z. Definimos = —¢p. Dicha funcién cumple
pecC?Q), (p,X) = (Ve(zx), D*®(x)) y u — P tiene un maximo local en z. O
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A raiz del Lema 2.36 tenemos la siguiente definicién equivalente de solucion viscosa.

Definicion 2.37. Sea F propia.

(a) Diremos que u € LSC() es supersolucion viscosa de F' = 0 si para todo par
(p, X) € Jé’fu(xo) se tiene

(2.41) F(zo,u(z0),p, X) > 0;
(a) Diremos que u € USC(Q) es subsolucion viscosa de F' = 0 si para todo par
(p,X) € Jé’Jru(ato) se tiene

(2.42) F(zo,u(x0),p, X) <0;

2.6.2. El p-Laplaciano viscoso

Finalizaremos la seccion de introduccion a las soluciones viscosas analizando la funcién
propia

(2.43) Fz,r,w, X) = F(w, X) 1= —|w|P2 [tr(X) +(p—2) <X|Z ‘:"UM :

que es la funcién que representa al p-Laplaciano ya que cumple

F(Vu(z), D*u(x)) = —Ayu(x).

Observamos que dicha F' no depende ni de la variable x ni de la variable r. Por tanto,
a la hora de verificar si una funcién u es supersoluciéon viscosa de —Aju = 0 en el caso
degenerado p > 2, la condiciéon (2.41) se reescribe

_Ap‘P(CCO) > 0.

En cambio, para el caso singular 1 < p < 2, no podemos evaluar directamente —App(xo)
cuando se dé Vp(xg) = 0. Por ello, conviene ajustar la definicion de solucion viscosa para
poder contemplar este caso.

Definicion 2.38. (Supersoluciones viscosas del p-Laplaciano homogéneo)

(a) Diremos que u € W1P(Q) N LSC(R) es supersolucion viscosa de —A,u = 0 si para
todos g € Ny p € C%(Q) tales que u — ¢ tiene un minimo local en zq se tiene

lim sup —A,p(z) >0

T—T0

siempre que o bien Vp(zg) # 0 o bien xy sea un punto critico aislado de ¢.

b) Diremos que u € USC(€) es subsolucion viscosa de —A,u = 0 si para todos xg €
q p 1Y
y o € C?() tales que u — ¢ tiene un maximo local en x( se tiene

liminf —A,p(z) <0

T—T0

siempre que o bien V() # 0 o bien xy sea un punto critico aislado de ¢.
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Al anadir la hipotesis de que xg sea punto critico aislado nos aseguramos de que siem-
pre existe un entorno de zg en el que —A,p(z) estd bien definido. En el caso p > 2, la
desigualdad de la nueva Definicién 2.38 sigue siendo —Apju(zg) > 0 en el caso de superso-
luciones.

Observacion. Hemos anadido la hipotesis sobre la funciéon test ¢ de que el punto zg, de
ser punto critico, debe ser aislado. A raiz de ello, cuando consideremos la definicién de
solucion viscosa a través de los Jets (vease la Definicion 2.37) solamente admitiremos pares
(p, X) cuyas funciones test asociadas segun el Lema 2.36 cumplan esta nueva hipotesis.



CAPITULO 3

Primera equivalencia

Hemos definido dos tipos de supersoluciones para el problema del p-Laplaciano ho-
mogéneo. Por una parte estan las supersoluciones débiles, que son aquellas funciones
u € WHP(Q) N C(Q) que cumplen que para toda funcion test o € Wol’p(Q),

/ |VuP~2VuVp > 0.
Q

Por otra parte tenemos las supersoluciones viscosas, que son aquellas funciones u €
WLP(Q) N LSC(R) tales que para todos 29 € Qy ¢ € C%(Q) que cumplen que u — ¢ tiene
un minimo local estricto en xg se tiene

lim sup —A,p(z) > 0,

Tr—xQ

siempre que o bien Vy(zg) # 0 o bien xy sea un punto critico aislado de .

El objetivo final del trabajo es demostrar que las soluciones débiles y las soluciones
viscosas son dos nociones equivalentes, para lo cual bastara con analizar solamente el caso
de supersoluciones, ya que el caso de subsolucién se obtiene de manera anédloga. En este
capitulo vamos a dar una primera forma de probar el resultado para el caso homogéneo a
través de un principio de comparacion.

Conviene destacar que la demostracion de este capitulo no se extiende al problema no
homogéneo —A,u = f, ya que el resultado principal relativo al principio de comparacién
no se tendrd para este caso. Veremos coémo sortear este problema en el Capitulo 4.

3.1. Definiciones equivalentes de solucién débil

Una de las principales herramientas que utilizaremos recibe el nombre de principio de
comparaciéon. Dedicaremos la primera seccién del capitulo a demostrar que la condicién de
solucion débil es equivalente a que se cumpla dicho resultado.

Ser4 habitual considerar subconjuntos D de €2 tales que D C €. En este caso se dice
que D estd compactamente contenido en €2 y se denota por D CC €.

28
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3.1.1. Principio de comparacién

El resultado de esta seccién aparece en [[16], Teorema 2.15]. Recordamos que las solu-
ciones débiles de —A,u = 0 también reciben el nombre de funciones p-arménicas segin la
Definicion 2.2.

Definiciéon 3.1. (Principio de comparacion)

Sean u € WHP(Q) N LSC(Q) tal que u # +o0o y Q un dominio de RY. Diremos que u
cumple el superprincipio de comparacion (homogéneo) si para cada subdominio D CC 2
con frontera C! y para cada funcién h subsolucién débil de —Apu=0en D tales que h < u
en 0D se tiene h < wu en D.

Sean u € WHP(Q) NUSC(Q) tal que u # —oo y Q un dominio de RY. Diremos que
u cumple el subprincipio de comparacion (homogéneo) si para cada subdominio D CC
con frontera C' y para cada funcién h supersolucién débil de —Apu =0 en D tales que
u < hen 0D se tiene u < h en D.

Sea w continua tal que u # Fo0. Diremos que u cumple el principio de comparacién si
cumple tanto el subprincipio como el superprincipio de comparacion.

El objetivo principal de esta primera seccién es demostrar que esta definicién es equi-
valente a la de solucién débil. Al acabar el Capitulo sabremos que ademaés esta a su vez es
equivalente a la definicién de solucién viscosa. Como en particular la definicién de soluciéon
viscosa (Definicion 2.37) requiere la semicontinuidad de las funciones, es preciso incluir en
la definicion del principio de comparacién (Definicion 3.1) esta hipotesis también.

A raiz de la siguiente Proposicién podremos dar la primera de las implicaciones en la
busqueda de una definicién equivalente de solucién débil.

Proposicién 3.2. Sean Q un dominio acotado con frontera C!, v € USC una subsolucion
y v € LSC una supersolucion del problema —A,u = 0 respectivamente. Si para todo
w € Of) se tiene

limsup u(x) < liminf v(x),
T—w =W

entonces u < v en todo €.

Demostracion. Sea De :={z € Q: u(z) > v(z) + €}. Si Ve >0, D, emos terminado.

=0h
Si no, entonces D, N9 = . En efecto, la condicion w € De = {x: u(x) > v(x) + €} esta
en contradiccién con w € OS2 por hipdtesis. En particular,

(3.1) D, cc .

Por ser u subsolucién y v supersolucién, podemos restar las correspondientes formulaciones
débiles para obtener

(3.2) / (IVoP~2Vv — |VulP~2Vu, V) > 0
Q

para toda funcion test 0 < ¢ € Wol’p(Q). En particular, la funcién

o(x) = max{u(z) —v(x) — €0}
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tiene soporte en D, que es compacto por (3.1), luego p(z) es una funcién admisible como
funcion test. Sustituyendo en (3.2)

/ (IVo|P~2Vv — |VuP~2Vu, Vu — Vo) > 0.

€

En el caso p > 2, podemos utilizar la desigualdad puntual (2.20) para obtener
0> —2p2/ Vv — VulP > —/ (IVv|P~2Vv — |VulP~2Vu, Vo — Vau) > 0
D. Dc

de donde se sigue
(3.3) Vu = Vv

en todo D¢. En el caso 1 < p < 2 también se obtiene (3.3) mediante la desigualdad (2.21).
En ambos casos se deduce u(z) — v(x) = C para todo = € D, donde C es una constante
por determinar. Utilizando ahora que v — u es una funcién LSC y que por construcciéon
u(z) — v(x) = € para todo x € OD, obtenemos C' = e. Es decir,

(3.4) uw(x) =v(x)+e, x€D..

Finalmente, juntando (3.4) con el hecho de que, por construccion, u(z) < v(z) + € para
todo = € Q\ D¢, se concluye que

u(z) < v(x) + e, xeQ,
desigualdad vélida para todo € > 0. En particular, u < v en (. O

Corolario 3.3. (Débil implica comparacion)

(a) Si u es una subsolucién débil de —A,u = 0 en €, entonces para todo subdominio
D cC Q con frontera C! y cada funcién h supersolucién débil de —Apu=0en D,siu<h
en 0D entonces u < hen D.

(b) Si v es una supersolucion débil de —Ajv =0 en Q, entonces para todo subdominio
D cC Q con frontera C! y cada funcién h subsolucién débil de —Ap,u=0en D, siv > h
en 0D entonces v > h en D.

Demostracion. La prueba es inmediata tomando €2 := D en la Proposicién 3.2. O

Observacion. Existen versiones mas generales de este resultado donde se considera donde
se considera el problema no homogéneo. Lo formalizaremos en la Seccion 4.1. De momento,
en este Capitulo solamente necesitaremos tener en mente que el Corolario anterior también
se tiene para el problema —A,u = —e con € > 0.

3.1.2. Extremales libres

Los resultados de esta seccién componen el contenido de [14]. Acabamos de ver en el
Corolario 3.3 cémo la condicién de solucién débil implica la propiedad del principio de
comparacion. Para obtener una definicién equivalente de solucidon débil, el siguiente paso
es demostrar el reciproco, para lo que necesitaremos pasar por una nocién intermedia
conocida como extremales libres.
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Consideramos el funcional
(3.5) I(u, K) ::/ Valr,
K

donde u € C(Q) N WHP(Q) y K es un subconjunto compacto de . La idea serd tomar
u como la solucion débil y K como el soporte de la funcion test con la que estemos
comprobando la igualdad integral de la formulacion débil de (2.9).

Definiciéon 3.4. (Extremal libre) Sean I como en (3.5) y u € C(2) N VV&?(Q)

Diremos que u es subextremal libre de [ si para cada ¢ € Wol’p(Q) tal que ¢ > 0 se
tiene

I(u,supp(yp)) < I(u — @, supp(p)).

Diremos que u es superextremal libre de I si para cada ¢ € Wol’p(Q) tal que ¢ > 0 se
tiene

I(u,supp(p)) < I(u + ¢, supp(p))-

Diremos que u es extremal libre si es tanto subextremal como superextremal libre de

1.

Veamos la relacién de este concepto con el principio de comparacion.

Lema 3.5. Sea u € C(Q)NW,-?(€) un superextremal libre del funcional I dado por (3.5).

loc
Entonces para cada D CC € con frontera C' y h funcién p-arménica en D tal que h < u

en 0D se tiene h < u en todo D.

Demostracion. La clase de semisoluciones débiles de —A,u = 0 es cerrada bajo suma de
constantes luego para todo € > 0 la funcién h. := h + € es p-armoénica. Si definimos el
conjunto

D :={x € Q: he(x) > u(x)}

se puede comprobar, mediante un argumento similar a la prueba de la Proposicién 3.2, que
si D¢ no es el conjunto vacio entonces D, C 2. La funcién test

@ := max{h, — u,0} € W,?()

es no negativa y tiene soporte en D..

Supongamos, para llegar a una contradiccion, que el conjunto
{z € D.: Vu(x) # Vhe(x)}

tiene medida no nula. Como wu es superextremal libre

QI(uvDe) <2I (U+ (hG;u> ,De) =21 <(h€;u) 7De> < I(h€7D6)—|—I(’LL,D€),

donde en la ultima desigualdad estricta se usa que Vh, Z Vu: El funcional I es estricta-
mente convexo con lo que para todas u,v € WHP(Q) y todo A € (0,1),

IOw+ (1= Nw, Do) < M (u, Do) + (1 — NI (v, Do)
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donde la igualdad solamente se tiene si v = v. En particular

(3.6) I(u, D) < I(he, D.).

Por otra parte, por ser p-armoénica en D, he es la funcion que fijado K = D, minimiza
I (véase el Teorema 2.3) luego

(3.7) I(he, De) < I(u, D).
En vista de (3.6) y (3.7) llegamos a una contradiccion, asi que necesariamente
(3.8) Vu = Vh, en D..

Juntando (3.8) con que he = u en 0D, obtenemos que, gracias a la continuidad de las
funciones, he = u en D.. En particular, D. = (). En definitiva, como la elecciéon de € era
arbitraria se sigue h <wuen D. 0

Hemos dado la demostracién del Lema 3.5 por completitud. Sin embargo, podemos
observar que no obtenemos que extremal libre implica principio de comparacién al com-
pleto, ya que la versién del Lema anterior compara con funciones p-armoénicas h y no con
subsoluciones.

La implicacién reciproca es la que serd de utilidad en la busqueda de la equivalencia
entre el concepto de solucién débil y el principio de comparacién es la reciproca.

Proposicion 3.6. Supongamos que u € C(2) N Wol’p(Q) cumple el superprincipio de
comparacion. Entonces u es superextremal libre del funcional I dado por (3.5).

Observacion. En la seccion 2.3.1 definimos el funcional J(u) = [, [Vu[P y vimos en los
Corolarios 2.10 y 2.12 como este era SSLSC y SWLSC en W1P(Q) (véase la Definicion
2.6). Observando que el funcional I(u, K) no es mas que la restriccion del funcional J a un
dominio de integracién mas pequeno, podemos concluir que fijado un compacto K, I(u, K)
también tiene las propiedades de SSLSC y SWLSC. Asimismo, se puede comprobar que
I(u, K) es coercivo en WHP(Q). Estas dos propiedades nos permitiran utilizar resultados
de existencia y unicidad para el funcional restringido I.

Demostracion. Sean u como en las hipotesis y D CC Q con frontera C'. Consideramos los
conjuntos

F:={vel(D)n WYP(D): v > u,v|op = ulop }
G:={ve WP(D): v > u, Tr(v) = Tr(u)}.

Observamos que ambos conjuntos son no vacios: u € F NG, vy son débilmente cerrados de
WLP(Q). Como el funcional T es SWLSC y es coercivo en W1P(Q), el Teorema 2.15 nos
dice que existen dos funciones (tinicas) que minimizan I respectivamente en cada conjunto.
Ademas, por el resultado de regularidad dado por el Corolario 2.17, dichas funciones son
continuas y coincidentes. Las denotaremos por .

Hemos de demostrar que v = u. En efecto, si ¢ es la funcién que minimiza I en F
entonces para toda ¢ € Wol’p(D) con ¢ > 0, podemos tomar v := % + ¢ € F para obtener

I(a,D) < I(v,D) = I(i+v — @, D) = I(i+ ¢, D),
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que es exactamente que u sea superextremal libre de [ y, por tanto, u lo es también. La
desigualdad u < u se tiene por la propia definicién del conjunto F, solamente hay que
comprobar que u < u.

Para ello tomamos una sucesién minimizante {u }ren contenida en F tal que uy — a.
Fijado k € N consideramos, para cada € > 0, los conjuntos abiertos

{z:u(x) <ug(z) — 2} v {ulz) <up(x) — e},
y definimos Dy, para k € N, como un conjunto abierto que cumple
{u < ug —2¢} C Dy, C {u < up — €}
Notamos que si x ¢ Dy, entonces
(3.9) ug(z) < ul(x) + 2e.
Tomamos los conjuntos
Hy, == {v € C(Dy) NW"P(Dy): v|op, = uklon, }

y observamos que {Hj}ren es una familia de conjuntos débilmente cerrados, luego para
cada k € N existe una funcion hg que minimiza I en Hy. En particular, por el Teorema
2.3, hy es funcion p-armoénica en Dy. Por otra parte, por (3.9) tenemos que

up(r) <u(xr)+2¢ en 0Dy,
con lo que
(3.10) hi(x) = up(z) <u(z)+2¢ en ODj.

Recordando que, por hipoétesis, u cumple el superprincipio de comparacion de (3.10) se
sigue

(3.11) hi(z) < u(z) +2¢ en Dy.

Definimos la funcién auxiliar

H. = hk, en Dk
7\ we, en D\ Dy,

y se comprueba que, por construccion, Hy, € WYP(D), Tr(Hy) = Tr(ux) = Tr(u) y
juntando (3.9) con (3.11) obtenemos

(3.12) Hi(z) <wu(z)+2 en D.
Asimismo, como hj minimiza I en Hj
(3.13)  I(Hg, D) = I(hy, Dy) + I(ug, D\ Dy) < I(ug, Dg) + I(ug, D\ Dy) = I(ug, D).

Llegados a este punto, si pudiésemos extraer de la sucesion {Hj}ren una subsucesion
convergente a % concluiriamos la prueba. Sin embargo, para ello resulta necesario poder
comparar I(Hy, D) con I(u, D), cosa que no es posible todavia ya que no sabemos si Hj,
pertenece al conjunto F.



34 Primera equivalencia

Aplicando el Principio del minimo dado por la Proposicion 2.18 a hy (las soluciones
débiles de —Apu =0 en Dy,) y usando la definicion de Dy, obtenemos

(3.14) inf hy, = minh;, = minu, > minu + ¢ > minu > inf u =: M.
Dy, 0Dy, 0Dy, 0Dy, 0Dy, D

Por otra parte observamos que en Dy, por continuidad de u , existe C' > 0 tal que
(3.15) lu+¢€l < C.

Sea 0 < A < 1 tal que
)\ < mi € €
Mmix< ——, —— o .
B 2|M|’ 2|C|
Si tomamos la combinacién convexa
wi = AHj, + (1 — Ny,

observamos que wy € WIP(D), Tr(wy) = Tr(u) y wg = ug en D\ Dy. Ademés, por (3.14)
y (3.15), en Dy, se tiene
wr = (1= Nug +AHp = (1 = Nug + A > (1= XN)(u+¢€) +AM

=ute+(=AN(ute)+IM >u+e+ (-NC+ M

> w4t € €
ute— - — - =u.
- 2 2

Por lo tanto concluimos que wy € G. Asimismo, como @ es la funcién que minimiza I en G
se tiene que

(3.16) I(u, D) < I(wg, D).

Utilizando (3.13) y que I es funcional convexo,

I(wp, D) < M (Hy, D) + (1 — NI (ug, D)
(3.17) < M(ug, D) + (1 — A\ (uy, D)
= I(uk, D),

de donde deducimos
I(a,D) < lim I(wg, D) < lim I(ug, D) = I(u, D).
k—oco k—o0
De aqui se sigue

(3.18) lim I(wy, D) = I(a, D).
k—o0

Como {I(uk, D)}ren es la sucesion minimizante, en particular es una sucesion acotada,
luego por (3.17) la sucesion {I(wg, D) }ren también esta acotada. A partir de la Proposicion
2.13 obtenemos que I es coercivo en G luego, por el Teorema 2.23, {wg}ren tiene una
subsucesion {wy, }ien tal que

wy, = we en D

para algtin we € W1P(D). Ahora observamos que como {wy, }ien s una sucesién contenida
en G, el limite w, esta también en el conjunto G. El Lema de Fatou y (3.18) permiten deducir
que

I(u, D) < I(we, D) < liminf I(wy,, D) = I(u, D),

1— 00
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de donde se sigue

I(u,D) = I(w,, D).
Al igual que en (2.15), por la convexidad estricta del funcional I, el minimizante es tnico
y, por tanto, we = u.

Recapitulando, hemos obtenido una sucesion {wyg, }ien creada a partir de una combina-
cién convexa de las funciones Hy, que, a diferencia de estas, est4 contenida en el conjunto
G y ademas converge a %, su funcién minimizante.

Recordando que uy, — 4, como por definicién de wy,

AHp, + (1 — Nug, = wg, — we = 4,

1 K3

se sigue
Hp, —u en D.

Finalmente, (3.12) implica que @ < u+ 2¢. Como la eleccion de € era arbitraria, concluimos
que
u < u.

3.1.3. Equivalencia de las definiciones

Una vez visto cémo las soluciones débiles de —Apu = 0 cumplen el principio de com-
paracion (Corolario 3.3), y las funciones que cumplen dicho principio son extremales libres
(Proposicion 3.6), solo falta ver como los extremales libres son soluciones débiles.
Proposicion 3.7. Sea I el funcional dado por (3.5).

(a) Sea u un superextremal libre de I. Entonces u es supersolucion débil del problema
—Apu = 0.

(b) Sea u un subextremal libre de I. Entonces u es subsolucion débil del problema
—Apu = 0.
Demostracion. Para cada ¢ € C2°(£2) con ¢ > 0, definimos la funcién

(3.19) (1) ::/KV(u+tg5)|p:I(u—|—t¢,K)

donde K = supp(¢p). Como por hipétesis u es superextremal libre de I y la funciéon tp €
C(92), tenemos que V¥ en el intervalo 0 < t < oo alcanza su valor minimo en ¢t = 0. Es
decir, la funcién ¥ crece a partir de ¢ = 0. Observando que V¥ es diferenciable, podemos
concluir que ¥’'(0) > 0.

La ¥ que acabamos de definir es, salvo la igualdad ¥/(0) = 0, andloga a la ¥ que se
define en la demostraciéon del Teorema 2.1. Si replicamos la prueba alli expuesta, se obtiene

0 < ¥'(0) :/ \Vu]pQVuV<ﬁ:/ |Vu|P2VuVp
K Q

que es exactamente la condiciéon de supersolucién débil del problema —A,u = 0.
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Para el apartado (b) observamos que en el intervalo 0 < ¢ < oo, esta vez es la funcion
U(—t), con ¥(t) dada por (3.19), la que alcanza su minimo en ¢ = 0. Se sigue

0< ¥ (0) = —/ IVulP~2VuV e,
Q

y, por tanto,
0> / |VuP~2VuVp.
Q

O

Por lo tanto, las Proposiciones 3.2, 3.6 y 3.7 nos proporcionan una definicién equivalente
de semisoluciéon débil a través del principio de comparacién. Para futuras referencias, lo
enunciaremos como teorema.

Teorema 3.8. (Equivalencia de semisoluciones débiles) Sea u € WHP(Q) N C(2). Son
equivalentes

(a) u es supersolucion débil del problema —Apu =0, i.e. para toda 0 < p € C(Q),

/ |VuP~2VuVp > 0;
Q

(b) u cumple el super principio de comparacion, i.e. para todos D CC Q con frontera
C' y h funcién p-arménica en D tal que h < u en 0D se tiene

h<u enD;

(¢) u es superestremal libre del funcional I dado por (3.5), i.e. para toda ¢ € C°(Q)

con ¢ >0,
/ |[VulP < / |[Vu + VP
supp(p) supp(p)

3.2. Débil implica viscosa

Ya estamos en posicién de poder abordar el problema de la equivalencia entre las
soluciones débiles y las viscosas de —A,u = 0. Con este fin, a lo largo de esta seccion,
cuando hablemos de soluciones débiles siempre estaremos pensando en la version (b) del
Teorema 3.8.

Comenzaremos con una de las implicaciones, que resultard ser menos laboriosa que la
implicacién reciproca. Lo haremos solamente para supersoluciones, ya que la prueba para
subsoluciones se puede obtener analogamente. Se puede encontrar el resultado en |[[12],
Teorema 2.5].

Proposicién 3.9. Seau € WHP(Q)NC(2) una supersolucién débil de —A,u = 0. Entonces
u es supersolucion viscosa del mismo problema.

Demostracion. Supongamos, para llegar a una contradiccion que w no es supersolucion
viscosa. Entonces existe un punto xg € Q y una funcion test ¢ € C?(€2) tales que u — ¢
tiene un minimo local estricto en zg y

lim sup —A,p(z) <0

T—T0
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siempre que o bien Vip(xg) # 0 o bien xy sea un punto critico aislado de ¢. En particular,
u(zg) = p(zg) v ademas existe un radio » > 0 tal que en todo = € B,(xg) se tiene
u(z) > p(x) (podiamos suponer que el minimo era estricto y se alcanzaba en el 0).

Reduciendo el radio r si fuera necesario se tiene
(3.20) —App(x) <0
en By (x0) \ {zo}. Por otra parte, definimos

= inf —
m xea%lr(zo)(u(x) o(z)),

que cumple m > 0 por hipétesis, a partir de lo cual consideramos la funcion C?(€2)

(@) = p(z) + m.

Por (3.20), ¥ es subsolucion clasica de —A,% = 0 en B,(x9) \ {zo} y, por tanto, también
es subsolucion débil en toda la bola B, (xp). La segunda observacion es que por definicion
de m, < w en dB,(xp). Como por hipotesis, u cumple el superprincipio de comparacion,
podemos concluir que

@ <wu en By(xg).

Sin embargo, de aqui se sigue
u(zo) = P(x0) = (o) +m = u(zo) +m,
una contradiccién. 0

Observacion. Esta misma prueba sirve para demostrar que las supersoluciones débiles de
—Apu = —e para todo € > 0 son también supersoluciones viscosas. Razonando de manera
analoga, suponemos que existe un punto zo €  y una funcién test ¢ € C?(Q) tales que
u — ¢ tiene un minimo local estricto en xg pero esta vez

limsup —A,p(z) < —e <0
Tr—xT0
—App(x) < —e <0,

en algin entorno de zg. En particular, = ¢ + m seguira siendo subsolucién clésica de
—Ap,p =0, y el resto de la prueba sigue igual.

3.3. Herramientas y reducciones

Es el turno ahora de ver que las soluciones viscosas son también soluciones débiles. Los
resultados de esta seccion componen el contenido de [[12], Seccion 3.

Proposicion 3.10. Sea v € WHP() una supersolucion viscosa de —A,v = 0. Entonces v
es supersoluciéon débil del mismo problema.

Para ello, el objetivo serd demostrar el siguiente Teorema, que serd el contenido del
resto del capitulo.
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Teorema 3.11. Sea D CC §Q con frontera C'. Supongamos que u € CY%(D) es una
subsolucion débil de —Apu = 0 y v es una supersolucion viscosa del mismo problema. Si
u < v en todo punto de 0D, entonces u < v en todo punto de D.

La Proposicién 3.10 se deduce inmediatamente de este resultado. Veamos que partiendo
de una supersolucién viscosa v podemos deducir que v es supersolucién débil. Sean D CC
y u una subsolucién débil de —Apu = 0 en D tal que u < v en dD. En particular, u es
subsolucién débil y cumple v € C1¥(D) por la Proposicion 2.31. Por el Teorema 3.11,
u < v en todo D, que es exactamente que v cumpla el superprincipio de comparacién
débil, y, por tanto, es supersoluciéon débil.

Como al final demostraremos que las soluciones débiles y viscosas son equivalentes,
todas las propiedades de unas también las tendrén las otras. En particular, ya teniamos
un prinicipio de comparacién débil, luego es natural que también se tenga:

Proposicion 3.12. (Principio de comparacion viscoso) Sea D un dominio acotado y sean
u una subsolucién viscosa y v una supersolucién viscosa del problema —A,w = 0. Si para
todo w € 9D se tiene que

limsup u(x) < liminf v(z)
T—w T—w

entonces v < v en todo D.

La proposicién anterior en realidad es una afirmacion mas fuerte que el Teorema 3.11.
La prueba de cémo pasar de uno a otro se puede encontrar en [[12], secciéon 3, primera
reduccion].

3.3.1. Problema aproximado

La demostracion del Teorema 3.11 requiere de multiples pasos. El primero de ellos
busca estudiar aproximaciones de las subsoluciones débiles del problema —A,u = 0. En
particular, estudiaremos propiedades de las soluciones de —A,u = —e con € > 0.

Lema 3.13. Sean © un dominio acotado con frontera C' y u € WP(Q) una funcion
p-armonica (continua) en . Para cada ¢ > 0, sea uc € WHP(Q) la solucién débil del
problema

Ue = U en 0f).

Entonces u, — u uniformemente sobre compactos de €.

Demostracion. En primer lugar, observamos que u — ue € VVO1 P(€1), luego es admisible
como funcién test. Como u y u. cumplen —Apu = 0y —Apu. = —e respectivamente en
sentido débil, podemos restar las formulaciones débiles dadas por (2.23) para obtener

/(\Vu]pZVu — |Vu|P?Vue, Vu — Vue) = e/ (ue — u).
Q Q

Utilizando ahora las desigualdades de Holder y Poincaré obtenemos

p—1 % %
e/ (ue —u) <€lQ| » (/ |ue — up> < Ce (/ |Vue — Vu|p>
Q Q Q
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donde C' = C(n,p,?). Por simplicidad, definimos

I = / (IVulP~2Vu — [Vue[P2Vue, Vu — Vue),
Q

I :—/\Vug—Vu]p.
Q

En términos de I1 e I hemos obtenido
1
» 1
(3.22) I = / (IVulP~2Vu— |Vu [P Vue, Vu—Vu.) < Ce </ |Vue — vuyp> "= Cel}.
Q Q

Uno de los propositos de la prueba es ver que la sucesion {u,}eso es covergente, por lo
que nos seréd de utilidad establecer una cota uniforme de [, [Vue|?. Para ello, trataremos
de acotar en su lugar Iy = [, |Vue — VuP valiéndonos de (3.22) y de las desigualdades
puntuales (2.20) y (2.21). Conviene distinguir los casos p > 2y 1 <p < 2.

Si p > 2, entonces por (2.20) tenemos

12:/ |Vue — VulP <
Q

1
= 53

s [P 0= Va2V, Vu - Va
(3.23)

1
I < Cely.
Tomando potencias p-ésimas se sigue que

Ig < CpepIQ

es decir
(3.24) I, < Crieni,
Sil < p<2,ladesigualdad de Holder aplicada a los exponentes {%, %} permite deducir
que
Ik
1 |Vue — VulP(|Vue| + |Vu|) =Pz ||”
IV = Vull oy = Ve = Vup|21 g = ‘ R icEe:
(Vud + Vu)CPE |,
1
Vue — VulP A
o e A Ll
(|Vue| + |Vu|)“7P2 L%(Q) LTP(Q)

2-p

(i) (fgmeevar) ¥

Asi, podemos aplicar la desigualdad puntual (2.21) junto con (3.22) para concluir que

1 2—p
1 |Vue — Vul? 2 2
17 =||Vu. -V < Vue Yul|)P
3 = [[vu “”p—</g <|w6|+|w><2-p>> </Q<’ uel + | ““)
2—p

1
<C (/ <|Vu|P—2Vu — |VuE|P—2|Vu€|,Vu — Vu6>> ’ </ (|Vue| + |Vu|)P> ’
0 0

N|=

P 2-p

1 1
—c.1} (/<|Vue|+|w>p) T co.drp </<rw€+|Vu|>P> "
Q Q
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con C' = C(n,p, ), de donde se sigue que
2—p
I, < CéP (/ (IVue| + |Vu|)p) :
Q

Ahora utilizamos la Proposicion 2.29 que nos dice que existe una acotacién uniforme de
[Vte| () para obtener

2—p
(3.25) I, < C¢é (1 —|—/ ]Vu|p> .
Q

En vista de (3.24) y (3.25), podemos concluir que Vu, — Vu en LP(Q) para todo
p € (1,00). Recordando que ue — u € T/VO1 P(Q), la desigualdad de Poincaré nos garantiza
que ademads ue — u en LP(Q) y, por tanto,

(3.26) ue —u en WHP(Q)

cuando € — 0. Una vez visto cual es el limite de la sucesién, queremos probar convergencia
en un sentido méas fuerte aplicando el teorema de Ascoli-Arzeld. Sea a € (0,1) el valor
que cumple que u, € CI{)CO‘(Q) (ver el Corolario 2.31). Consideramos, para un compacto
K cC 9, el espacio C%*(K) y en ¢él la familia de funciones {u.}.~o que son soluciones de

—Apu. = —e respectivamente.

La familia est4 equiacotada en C%%(K) ya que, por el teorema del valor medio, existen
M y C" tales que
Ue(x) — ue(y
el .y = sup ] + sup LU g -
K TH#Yy |SU - y| K |:E - y|
< M + Colz — y|'=* < 20| K|

|Vaue|lz — y|

donde en la primera desigualdad hemos utilizado el Lema 2.28 y en la segunda la Propo-
sicién 2.29.

Por otra parte, la Proposiciéon 2.30 garantiza que la familia es equicontinua en C%%(K)
va que la constante que da la Hélder continuidad de las u. no depende de e y solo de
p, N, M, donde M viene dada por (2.30).

En definitiva, el Teorema de Ascoli-Arzeld nos garantiza que existe una subsucesion
{te,, }men convergente en la topologia de C%*(K), que es la topologia de convergencia
uniforme. Como ademds sabemos que u.,,,u € Cllo’?(Q), podemos juntar la convergencia
de la subsucesién con (3.26) para deducir que de hecho toda la sucesion {uc}eso converge
en C2%(Q), y su limite es u. O

3.3.2. Una propiedad viscosa

Fl segundo de los lemas previos que vamos a necesitar es el siguiente.

Lema 3.14. Sea u. € W1P(2) una solucién débil de —A,u, = —¢ en un dominio . Sean
19 € Ny ¢ € C%(Q) tales que u, — ¢ tiene un maximo local estricto en zg. Entonces

(3.27) liminf (—App(x)) < —e

ToFAT—TQ

siempre que o bien V(o) # 0 o bien xg sea un punto citico aislado de .
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Demostracion. Supongamos que la conclusiéon es falsa. Es decir, existe un radio r > 0 tal
que para todo = € B(x9) \ {zo} se tiene

(3.28) —Apple) >~y Viplao) 0.

Como —A, solo depende de las derivadas podemos realizar una traslacién para suponer,
sin pérdida de generalidad, que x¢o = 0. Denotaremos

B, := B,(0).

Sean 0 < ¢ € C°(B,) una funcién test no negativa y p € (0,7) un radio intermedio.
En la corona

C,={recQ:p<|z|<r},

—App(x) esta bien definida, luego

3.29 —A > —
(3.29) /p<|x|<r¢( ve) 2 e/p<x|<r¢

Por otra parte, utilizando que ¢ = 0 en |z| = r y el Teorema de la divergencia
_9 —ZT
Joi=¢ oIVl Ve, — ) ds(x)
|z|=p P

o <w, "”“’> iS()
ac, p

— [ div(elvepve)ds

Cp

- / Vol (Y, Veda + / ¢ - div(| VeV )dz,
c, c,
es decir

(3.30) [ et e vads =gt [ o (-l
p<lz|<r p

<lz|<r

El objetivo es tomar p — 0. Veamos como se comporta el flujo J, cuando tomamos dicho
limite.

ol - = v p2<V,_w>dS
7 ‘f{x:pw o= (Vi = ) ds(a)

X

< Wl Vel § |5
lz|=p | P

= Héf?HLoo(Q)HV@H]Z;l(Q)wNAPN*l

45(0) = [0l (0 IVl oy § dS(a)

|lz|=p

donde w es la medida de la esfera unidad N — 1 dimensional. Se sigue que

(3.31) J, =0
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cuando p — 0T. Juntando (3.29), (3.30) y (3.31) obtenemos

/B VoV, V) = lim Vel (T, Vo)

p—=0t Jp<|a|<r

= lim Jp+/ ¢ (—App)dx
p—0T p<|z|<r

= lim ¢ (—App)dx

p—=0t Jp<|z|<r

> lim —e/ ¢
p—0+ p<|z|<r

= —¢€ o.

B,

En definitiva, tenemos que ¢ es una supersolucion débil del problema —A,u = —e. A partir
de aqui basta con replicar la prueba de la Proposicién 3.9. Se toma

= inf — Ue )
m ﬁealgr(xo)(w(x) ue(z))

que cumple m > 0 por hipétesis, a partir de lo cual consideramos la funcion C?(€2)

Entonces @ es supersolucion débil de —A,u = —e en B, (x) y ademaés, por definicién de
m, @ > u. en OB, (xg). Aplicando la observacion tras el Corolario 3.3 podemos concluir

@ > wu. en Bp(xo).
Sin embargo, de aqui se sigue

u(zo) < P(wo) = (o) — m = u(zo) —m,

una contradiccion. O

3.3.3. Puntos de maximo y Jets

Terminamos los preparativos con un lema técnico y un teorema acerca de los Jets.

Lema 3.15. Sea O un subconjunto de RM, w € USC(0), 0 < ¥ € LSC(O) y

(3.32) M; = §161g(w(-’i') —j¥(2)).

para j € N. Supongamos que | lim;_,o M;| < oo y sea {Z;},en una sucesion en O tal que

lim (M; — [w(z;) — j¥(z;)]) = 0.

j—o00
Si & es tal que Z; — &, entonces:
(a) h’mj_moj\ll((i'j) = 0.
(b) ¥(z) = 0.

() imj o0 M; = w(Z) = supy(z)—o w(7)-
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Demostracion. Definimos

0j = Mj — (w(z;) — j¥(;)),
que cumple §; — 0. De la definicién de M; dada por (3.32), vemos que a medida que j
crece, M; decrece. Como ¥ > 0, se sigue que

u w(z)) = w(z;) - () + LU = My - o+ L0,

_ J
> w(Z;) — B

O[S,

es decir
2(M; — Mj+ ;) > j¥(z;) = 0.

En particular, como la sucesion {M;},cn converge a un valor finito, tenemos que
J¥(z;) =0,

lo que prueba (a). Necesariamente entonces W(Z;) — 0 si j — oo. Ademas, si Z; — &
entonces por semicontinuidad inferior de ¥

0 <V¥(z) <liminf ¥(z;) — 0

j—00
lo que prueba (b). Finalmente

w(z;) — jV(Z5) > Mj —6; > sup w(z) —d; > w() — J;.
W(7)=0

Tomando limite superior en j7 — oo obtenemos

w(Z) > limsup(w(z;) — j¥(Z;)) > M; >  sup w(z) > w(z)
j—o0 ¥ (z)=0

lo que prueba (c). O
El siguiente Teorema, que se puede encontrar en [[3], Teorema 3.2| y que esta demos-
trado en el apéndice, establece una acotacién sobre matrices pertenecientes a los Jets.

Teorema 3.16. Sean €, i = 1...k subespacios localmente compactos de RN,
Q=0 x - x Q.

Fijamos w(x) = uy(x1) + -+ - + up(xg) con x = (x1,...,2%) y u; € USC(2;). Supongamos
que U es una funcion C? en un entorno de & = (21,...,4x) € Q tal que w — V¥ tiene un
mdzimo local en . Entonces para cada € > 0, existen matrices X; € S(N;) tales que

A —2,+ ~

(D2, ¥(2), X5) € Jq, uid)
para cada i € 1...k y ademds
X, -+ 0
: L <A+’
0 - X
. k

donde A= D?¥(3) € S(N), N=>"7 | N;.
Observamos que este teorema trabaja con funciones u; semicontinuas superiormente.
A la hora de probar el Teorema 3.11, nos encontraremos con que habremos construido una

w a base de funciones que son semicontinuas inferiormente. En ese caso —w es funcién
semicontinua superiormente y podremos aplicar el Teorema anterior con normalidad.
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3.4. Viscosa implica débil

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema 3.11. A pesar de que los resultados
previos hayan sido enunciados para dominios ) para mantener la notacion utilizada a lo
largo del Capitulo 2, en la prueba los aplicaremos a los subdominios D, que son los que
nos interesan para comprobar el principio de comparacion.

3.4.1. Un problema regularizado

Para demostrar el Teorema 3.11, el primer paso consistird en ver que podemos suponer
que soluciones débiles u del problema homogéneo son en realidad soluciones del problema
regularizado —A,u = —e.

Proposicién 3.17. Sean D CcC Q tal que 9D € C' y ¢ > 0. Si u € C1¥(D) es una
solucién débil de —Apu = —e y v es una supersolucién viscosa de —A,v = 0 tales que
u < v en todo punto de 9D, entonces u < v en todo punto de D.

Suponiendo cierta la Proposiciéon 3.17, vamos a ver cémo esta implica el Teorema 3.11.
Sean u € C1*(D) una subsoluciéon débil de —A,u = 0 y v es una supersoluscién viscosa de
—Apu =0 con u < v en todo punto de 9D. Hemos de comprobar que bajo estas hipotesis
se tlene u < ven D.

Sea u¢, para cada € > 0, la anica solucion débil del problema

» (oo m

Ue =u, en 0D.

Como la condicién de frontera implica ue = u < v en 0D, la Proposicién 3.17 permite
deducir v, < v en todo D. Usando ahora el Lema 3.13, u¢ — u uniformemente sobre
compactos y en particular v < v puntualmente.

3.4.2. El caso reducido

Tras haber realizado la reduccién, estamos finalmente en posicién de demostrar la
equivalencia completa de soluciones débiles y viscosas probando la Proposicién 3.17.

Demostracion. Comenzamos fijando € = 1 por simplicidad: El argumento es andlogo para
cualquier otro € > 0. Supongamos, para llegar a una contradiccion, que la conclusién de la
Proposicion 3.17 es falsa, es decir, existe algin punto de 2 tal que u —v > 0. En particular

(3.34) sup(u —v) > 0 > sup(u — v).
D oD

Definimos, para cada j € N, la funcién

wj(z,y) = w(w,y) + (2, y) = v(r) —u(y) + V;(z,y)
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donde w(z,y) :=v(z) —u(y) y
j [
Ui(z,y) ==z — ylY, q>max{,2}.
(o) = Le —y -

Sean (xj,y;) los puntos del conjunto compacto D x D donde w; alcanza su minimo. Equi-
valentemente, (x;,y;) son los puntos donde —w; = —w — ¥; alcanza su maximo.

De la sucesion {(z;,y;)}jen extraemos una subsucesién convergente, que seguiremos
denotando {(z;,y;)}en, tal que

(25, y5) = (2,9)
cuando j — oo.
Aplicando el Lema 3.15 a la funcién —w, que cumple que —w es USC ya que por
hipétesis v es LSC, con O := D x Dy ¥(7) = ¥(x,y) := %‘l’ — y|? obtenemos

—w(z,y) = sup —w(z,y)=sup—v(z)+u(z) > sup —v(z)+ u(z)
U(x,y)=0 z€D 2€0D

donde la desigualdad estricta se tiene por (3.34).

En otras palabras, el valor limite —w(Z,y) se alcanza en la diagonal de O, y ademas
dicho valor no puede alcanzarse en la frontera. Por tanto existe un M tal que para todo
j > M, los puntos {(z;,y;)}jen de minimo de w; pertenecen al interior de D x D. En
particular, para todo (x,y) € D x D

v(z) —uly) + Vi(z,y) > v(z;) —u(y;) + V;(zj,y5)

para j > M. Tomando x = x;, obtenemos
u(y) < uly;) — Vj(xj,y5) + ¥;(zj,9)
para todo y. En vista de la ecuacién anterior, definimos
30 1= ) = W25 35) + 5 ayo) + Iy =l
Observamos que (u — ¢;)(y;) =0y que

1
u—j < _ﬁ’y_yﬂqﬂ <0,

donde la igualdad se tiene solamente cuando y = y;. Se sigue que u — ; tiene un maximo
local en y;. Ademas, por hipotesis ¢ > 2 luego ¢; € C?*(D) y, por tanto, es una funcién
test que junto con u cumple las hipotesis del Lema 3.14. Aplicandolo obtenemos

3.35 lfm inf(—A —e=—1
(3.35) lyrgg_l( pi(y)) < —e ,

de donde se deduce que
Tj 7# Yj-
En efecto, si fuese x; = y; entonces

1
Voily) =V <U(yj) = V(zj, ;) + Vi(a5,9) + ﬁ\y - yjqu)

=V( o =l 7l - ym“)
= (jly — ;17 1(y—yj)+|y—yj!q(y—yj))
= (y—y)lily — v + |y — v
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Sustituyendo en el p-Laplaciano

(3.36)
Apepj(y) = —div(Ve;(y) Ve, (y)[P~?)

= div{(y — y)lily — wil" " + |y — wi| N — v lily — w3l + ly — ;|17 %)
= div{(y —y;)ly — v P2 lily — w517 + |y — ;1P

= div{(y — yj)ly — y; P2y — y;| TV + |y — gy P}

= div{(y — 9)ly — y3| "y — s I+ Jy — g7
+ (= y)ly — 5l PV |y — ;I 4 g — gyl

Como por hipotesis ¢ — 1 > p%l —-1= p%l, todos los exponentes son mayores o iguales

que 1 y —A,p;(y) esta bien definido para todo y. Se concluye que —A,¢;(y) — 0 cuando
y; — y, que contradice (3.35).

El siguiente paso consiste en aplicar el Teorema 3.16 de manera adecuada. Recordamos
el hecho de que —w); alcanza su maximo en (z;,y;). Segtn la notacién del mismo Teorema,
tomando D1, Dy := Q, uy := —v, ug := u y ¥ := ¥; deducimos que, para cada 6 > 0,
existen matrices X,Y € S(N) tales que

y

(3.37) <X 0) < A+ 6A?

donde A = D?W;(%,9). Utilizando la propiedad de los Jets (2.40), deducimos
PPN —2,— /.
(Dx\pj(xa y)v X) S _JQ ’U(.%')
y por tanto
(3.38) (—D,W;(#,5), ~X) € Jg (&)

que resultard ser de més utilidad, ya que v es supersolucién viscosa e interesa trabajar
con sus subjets. Para lo que sigue nos hara falta conocer de manera explicita la matrices
D,V ;(z,9), Dy¥;(z,9) v A, asi que realizamos el célculo:

Va9) = 2o —ylt =L (@1 =0 o+ o — )
VU (z,y) = (Da¥(2,y); Dy¥(z,y))
=jlz—yl"? (z1 —v1),-.., (an —yn); —(@1 — 91), ..., — (x5 — yn))

D*V(z,y) = j(q — 2)|x — y|7* ( (@i — i) (aj — yj))ijzl = (i — i) (2 = y')))ivg:l)

N

— (@i —yi)(xj — yj))fyjzl ((zi — yi) (x5 — y; i =1

I —1
e o 1g—2 N N
+ jlz -yl <—IN In >
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donde Iy es la matriz identidad de tamano N x N. De aqui podemos extraer dos conclu-
siones. Por una parte —D,¥;(z,y) = D,¥;(Z, ) luego podemos definir

0y = Do (&,§) = Dy, (#,7)
que ademéas cumple 7; # 0 porque x; # y;. Por otra parte, la matriz A = D?¥,(,9)

puede escribirse como
Zz —Z
=% 7
donde Z es una matriz de tamano N x N. En particular, de (3.37) se deduce
X 0 9 Z —Z 272 272
< = .
(0 Y)—A+5A <—Z Z>+5<—QZ2 277

Aplicando la definicion de desigualdad entre matrices a vectores de la forma (£,&) con
£ € RN, se sigue que

X 0) [¢ Z -7 272 272 &\
co(s v) (=t ol 7)ol )] (-
es decir 7X¢ +€TYE <0, y, por tanto,

(3.39) Y < —X.

Ya estamos en posicién de llegar a una contradiccion. Recordamos que la funcién propia
F que representa al p-Laplaciano viene dada por (véase (2.43))

FO.W) ==l 09 + (p -2 (W L)

En primer lugar, como u es soluciéon débil de —A,u = —€ y u — ¢; tiene maximo en y;, la
definicion de subjet, (3.38) y el Lema 3.12 implican

(3.40) Fn;,Y) = F(Dy¥;(z;,y;),Y) < —e = —1.

En segundo lugar, como v es supersolucién viscosa de —A,v = 0 la definiciéon de superjet
implica
(3.41) F(nj, X) = F(=DyV(xj,y;),—X) > 0.
Finalmente, aplicando (3.39), (3.40) y (3.41)
0>—-12F(n;,Y)=F(n;,—X) =20

que es una contradiccion. O



CAPITULO 4
Segunda equivalencia

Hasta ahora nos hemos preocupado de demostrar la equivalencia entre soluciones débiles
v soluciones viscosas para el problema homogéneo.

El siguiente paso natural es tratar de extender la equivalencia de soluciones a problemas
més generales como lo es el problema no homogéneo con lado derecho f = f(z):

—Ayu = f.

Una vez mas nos centraremos tinicamente en el caso de las supersoluciones, ya que a partir
de este se puede demostrar el caso de las subsoluciones.

Definicién 4.1. (Supersoluciones viscosas del p-Laplaciano no homogéneo) Sea f continua
en 2.

(a) Diremos que u € W1P(Q) N LSC(Q) es supersolucién viscosa de —A,u = f si para
todos g € Ny ¢ € C%(Q) tales que u — ¢ tiene un minimo local en zq se tiene

lim sup —App(z) > f(xo)

T—T0

siempre que o bien V() # 0 o bien xy sea un punto critico aislado de ¢.

(b) Diremos que u € WHP(Q) N USC(R) es subsolucién viscosa de —Apu = f si para
todos g € Q y p € C%(Q) tales que u — ¢ tiene un maximo local en zg se tiene

liminf —A <
fminf —App() < f(zo)
siempre que o bien V() # 0 o bien xy sea un punto critico aislado de ¢.

Recordamos que, a diferencia del caso homogéneo, el Teorema 3.8 no es cierto, luego al
hablar de soluciones débiles estaremos pensando en la definicién mediante la formulacién
débil:

Definiciéon 4.2. Sea f continua en 2. Diremos que u es supersolucién débil de —A,u = f
si para toda 0 < p € C2°(Q) se tiene

[ vur2vuve) = [ g

El objetivo principal del capftulo seré probar el siguiente Teorema:

48
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Teorema 4.3. Sea u € L3S (2) N LSC(Q) una supersolucidn viscosa de —Apu = f con f

loc
una funcion continua. Entonces u es supersolucion débil del mismo problema.

Su reciproco, menos laborioso, también es cierto (vease la Proposicion 4.5 més adelante).

Como ya hemos anticipado, la estrategia de utilizar el principio de comparacién como
definicién equivalente de supersolucién no va a funcionar ya que dicha equivalencia no
se tiene para el problema no homogéneo. Como alternativa, la convolucion infima serd la
herramienta principal. Esta requerira que las funciones u sean acotadas, con lo que habra
que ver como podemos reducir a este caso.

Observamos que la eleccion f = 0 reduce al caso homogéneo, caso en el que la prueba
seguira siendo valida. Asi conseguiremos dar una segunda demostracion de la equivalencia
de los dos tipos de soluciones en el caso homogéneo, complementando el Capitulo 3.

La demostracién que daremos no necesita conocer los resultados de regularidad ex-
puestos en [5] y nos bastara con saber solamente que las soluciones débiles son localmente
acotadas.

Durante la prueba del caso homogéneo, un paso importante consistié en pasar del
problema —A,u = 0 al problema regularizado —A,u. = —€ ya que este cumplia que sus
soluciones aproximaban la funcién objetivo u. Esta idea serd también central, aunque como
se tendra que tener en cuenta la funcién lado derecho f, la aproximacién adecuada serd
algo mas complicada.

Este Capitulo usara, como guias principales, [10] y [17].

4.1. Débil implica viscosa

Comenzaremos probando, por completitud, el reciproco del Teorema 4.3 que solamente
requiere del siguiente Lema que aparece en |[18], Corolario 3.4.2|.

Lema 4.4. Sea f una funcién continua y D CC Q. Sean u € WhP(Q) N C(Q) es su-
persolucion débil y v € WHP(2) N C() una subsolucién débil del problema —Ayu = f
respectivamente, tales que u > v en dD. Entonces u > v en todo D.

El lema anterior nos dice que atin para un lado derecho no homogéneo, seguimos te-
niendo un principio de comparacién débil.

Proposicién 4.5. Sean 1 < p < oo y sea u € WHP(Q) N C(N) una supersolucion débil
de —Apu = f con f una funcién continua. Entonces u es supersolucion viscosa del mismo
problema.

La demostracién es andloga a la de la Proposicién 3.9, asi que solo daremos los pasos
principales.

Demostracion. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que w no es supersolucién
viscosa, es decir, existen zg € Qy ¢ € C%(Q) tal que u — ¢ tiene minimo local en un
entorno B de xg, Vo(z) # 0 en B\ {zo} vy

lim sup(—A,p(z)) < f(xo).

T—T0
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Por continuidad de la f existe un entorno, que volveremos a llamar B, tal que para todo
reB

(4.1) lim sup(—App(z)) < f(x).

T—rT0

Tomando

= Inf(u — 0
m g}g(u ) >

se comprueba que
o(z) = o(z) +m
es subsolucion débil (y clasica) del problema —A,u = f en B\ {zo}. En definitiva, tenemos
u > P en OB lo que significa, por el Lema 4.4, que
u>QP
en B. Pero como xg € B,

u(z0) > @(wo) = @(z0) +m = u(zo) +m

que es una contradiccion. O

4.2. Reduccién a funciones acotadas

Para poder atacar el Teorema 4.3 mediante el uso de las convoluciones infimas, que
abordaremos en la seccion 4.3.1, necesitaremos trabajar con soluciones viscosas de —Aju =
f que sean acotadas. Esta seccién estd dedicada a comprobar que basta probar el Teorema
4.3 anadiendo la hipétesis

u € L2(Q).
Lema 4.6. Sea u € L% (€) una supersolucion viscosa del problema —Aju = f con f
continua. Sea F € C(Q) una supersolucién débil de —Ayu = f. Entonces, para cada
k € R, la funcion min{u, F' + k} es supersolucion viscosa del mismo problema.

Observacion. Aunque no toda supersolucién débil de —A,u = f es continua hasta la

frontera, siempre podemos tomar una que si lo sea. Sea ¢ € C(£2) una solucion débil de
—Ap¢ = 1. Entonces la funcién

1

es la supersolucion buscada, ya que si p € VVO1 P(€1) es una funcion test no negativa entonces
L vrr29E ) = [ 1l @lop296.99) = [ 1Flimpe > [ 1o

Demostracion. Sean xg € 'y ¢ € C?(Q) tales que min{u, F + k} — ¢ tiene minimo local
en xg y si ¢ tiene un punto critico en xg entonces es aislado. Hemos de comprobar que

lim sup —A,p(z) > f(xo).

T—T0

En el caso en el que u(xg) > F(xg) + k, como u es LSC, existe un entorno B de ¢ tal que

u(z) > F(z)+ k
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para todo z € B, con lo que min{u, F + k} = F + k en B. Como F + k es supersolucion
débil, se termina usando la Proposicion 4.5.

En caso contrario en el que u(zg) < F(x¢) + k, en un entorno de xy tenemos por
hipétesis
u(z) — p(x) > min{u, F + k}Hz) — ¢(x) > min{u, F + k}(xg) — @(x0) = u(zo) — ©(x0),
luego se termina usando que w es supersolucién viscosa. O

Lema 4.7. Sean u € W1P(Q) una supersolucién viscosa y F € C(Q2) una supersolucién
débil de —Apu = f con f continua respectivamente. Supongamos que para todo k£ € R, las
funciones

min{u, F' + k}

son supersoluciones débiles del problema —A,u = f con f continua. Entonces u es super-
soluciéon débil del mismo problema.

Demostracion. Definimos vy, := min{u, F' + k} y fijamos ¢ € C°(Q2). En el conjunto de
puntos
{z € Q: u(z) > F + k},

que tiene interior no vacio si u es LSC, se cumple Vv = 0. Por hipotesis se sigue

| re< [ vurivave = [ VP 29uTe = [ [Tul P VaTetper
Q Q QN{u<F+k} Q -

Por el Teorema de la convergencia dominada, haciendo k£ — oo llegamos a

/fgog/ IVuP~2VuVp.
Q Q
O

Proposicion 4.8. Sea u € L*°(2) N LSC(£) una supersolucion viscosa de —Apu = f con
f una funcion continua. Entonces u es supersoluciéon débil del mismo problema.

Los dos lemas anteriores permiten ver que el Teorema 4.3 y la Proposicién anterior son
equivalentes:

Siu e L*®(Q)NLSC(§2) es supersolucion viscosa de —Apu = f en particular u € LS. ()
v se aplica el Teorema.

Siu € Lis.(€2) N LSC() es supersolucion viscosa de —Apu = f entonces para todo
k, por el Lema 4.6, las funciones min{u, F' + k} son supersoluciones viscosas el mismo
problema donde F' es una supersolucién débil de —A,u = f. Como podemos suponer

F € C(Q), y por tanto acotada, las funciones min{u, F' 4+ k} son supersoluciones débiles
por hipétesis. Finalmente, el Lema 4.7 garantiza que u en realidad es supersolucién débil.

4.3. Herramientas

Acabamos de ver como para demostrar el Teorema 4.3 basta con probar la Proposi-
cién 4.8. A continuacion, expondremos las herramientas necesarias para poder abordar el
problema reducido, siendo el gran protagonista la convolucién infima.
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A lo largo de esta seccién, sera habitual considerar los subdominios
(4.2) Q= {z € Q: dist(x,00) > r}

donde » > 0.

4.3.1. La convolucion infima

La convolucién infima es una familia de funciones que nos permitirdn aproximar las
supersoluciones viscosas de partida. Dedicaremos esta seccién a definirla y exponer sus
propiedades basicas.

Todos los resultados que demostraremos ya tienen en cuenta que u es una funcién
acotada, poniendo en evidencia la necesidad de la reduccién de la seccidén anterior.

Definiciéon 4.9. Sean Q un dominio acotado, u € LSC(2) y ¢ > 2. Para cada ¢ > 0 la
funcién

(4.3) ue(x) := inf <u(y) + M)

yEQ qet—1
se conoce como la convolucién infima de la funcion u.

Observacion. La que acabamos de dar es solo una de las muchas versiones de convolu-
ciones infimas que se definen en general como

ue(x) = Inf (u(y) + Clw(y))

yeQ €

donde d,(y) = d(x,y) es una distancia en €. La ventaja de tomar d,(y) = ‘;C;g‘gq es el

hecho de que, mediante un calculo similar al realizado en (3.36), se verifica que para cada
z fijo

(4.4) —Apdy(y) =0
cuando g > 2.

Las primeras propiedades de las convoluciones infimas que nos interesan tienen que ver
con el dominio donde se alcanza el infimo.

Lema 4.10. Sean 2 un dominio acotado con frontera C' y u: 2 — R una funcién acotada
semicontinua inferiormente. Si u, es la convolucién infima de u, entonces

(a) Ve > 0, 3r = r(e) tal que 7(e) = 0 cuando e - 0 y

(4.5) uw)= ol <u(y) + M) ,

yEB, (e qet—1
(b) ue crece a medida que € — 0 y ademas
Ue = U

puntualmente.
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Como nos estaremos refiriendo de manera reiterada a la funcién u, y al infimo de las
funciones que la definen, por claridad en los argumentos denotaremos

€ r—y !
con lo que
Ue = ;1615% U, (z).

Cuando se sobreentienda, omitiremos la dependencia de U con e.

Demostracion. Dados
M :=supu y m:=infu
Q Q

elegimos 7 = r(¢e) de manera que se cumpla

fr’q

(4.7 =M —m.

qel1

Por definicion la sucesion {r(€)}eso tiende a 0 cuando € — 0. Ademaés, para todo y €
O\ B,(z)

_ e —yl?
=gl Y s ) = ),

Uy (x) = u(y) + o o

Se sigue que el inf,cq Uy(z) no puede alcanzarse en ningin y € Q\ B, (). Esto es el
apartado (a).

A raiz de (4.5) se ve que para el calculo de u. cada vez estamos tomando infimos sobre
conjuntos més pequenos a medida que € — 0. Como ademaés eq%l crece cuando ¢ — 0 ya
que g > 2, necesariamente la funcién u. crece.

De (4.5) también se deduce facilmente que para todo x, u.(z) — u(z). En efecto, por
definicién de semicontinuidad inferior tenemos que para todo d > 0 existe un € tal que si
e < € entonces

ulp,, > u(x) — 4.

lz—y|?
qed—1

Sumando el término a ambos lados y tomando infimos B, () se obtiene

) |z —y|? )
-0 = ) f —=< f
u(@) u(@) + yEBlge)ﬂQ get—t — yEBlge)ﬂQ u(y) +

|z —yl|?
e = ue(x) < u(x).
Se sigue, tomando € — 0

u(xz) — 6 < limu(z) < u(x),
e—0

valido para todo 6. Esto es el apartado (b). O

El objetivo de las funciones u, recién introducidas es conseguir aproximar las soluciones
u mediante funciones que tengan una mayor regularidad. Aunque lo deseable seria que
fuesen dos veces diferenciables, solo vamos a tener Lipschitz continuidad y existencia de
segundas derivadas en casi todo punto.

Lema 4.11. Sea u: Q — R acotada semicontinua inferiormente. Entonces la convolucion
infima u, es localmente Lipschitz continua.
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_ |z—yl

ger-1 ©s una distancia

Demostracion. Se deduce directamente del hecho de que d(z,y)

en RY para todo ¢ > 2. La desigualdad triangular nos dice que para todos x1,xo € )
ue(r1) < uly) +d(w1,y) < uly) +d(we, y) + d(w1, 22)

uc(z2) < uly) + d(z2,y) < uly) + d(z1,y) + d(x1, z2)

para todo y € B, (). Tomando el infimo sobre y € B, () se sigue que
ue(z1) < ue(z2) + d(z1, 22)

ue(z2) < uc(z1) + d(z1, 22)
y, por tanto,
_m @)t

[ue(z1) — ue(z2)| < d(z1,22) = T'xl — Z2|.

O

En cuanto a las segundas derivadas, las nociones de concavidad y semiconcavidad jue-
gan un papel importante.

Definicién 4.12. Diremos que u: RY — R es una funciéon semicéoncava si existe una
constante C' > 0 tal que
z— u(z) — Clz|?

es una funcion coéncava.

Lema 4.13. Sea u: () — R acotada y semicontinua inferiormente. Entonces la convoluciéon
infima u, es semicéncava en el dominio reducido ;).

Demostracion. Sean x € Q. e y € QN B, (). Observamos que la funcién Uy(r) dada
por (4.6) es C%(Q) ya que g > 2. Si calculamos la matriz de segundas derivadas

1 _ -
(4.8) D*Uy(x) = o1 Lz =yl 2In + (g = 2)|z —y|T7 4]

donde

A= ((x —yi)(zj — yj))?fj:l

(21 —y1)? (1 —y)(@2—y2) - (z1—y)(@N —yn)
_ | (@2 —y2)(@1 —w) (22 — y2)? :
(fCN—yNS(l"l —y1) (xN—‘Z/N)z

Observamos que al diagonalizar la matriz A se obtiene

0 0 0
0 0

0 0 0 0 ’

0 0 0 |z—yl?
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luego (4.8) se reescribe

DUy (z) = a1 [lz = y|" %Iy + (¢ — 2)|z — y|9*4]
1 _ _
(4.9) Tt [z = y|"*In + (¢ — 2)|z — y|? *In]
q—1 _
= ca—1 ’x_y’q 2[N
<2CIyN

para todo y € By, donde C = %T(e)q*? Se sigue que la funcién Uy (z)—C|z|? es concava
ya que cumple D?(Uy(z) — Clz|?) < 0. Finalmente, tomando el infimo sobre y € B, NQ
se concluye que uc(z) — C|z|? es concava. O

El Teorema de Alexandrov (Teorema 2.24) nos garantiza que si una funcion es concava,
entonces la matriz de segundas derivadas existe en casi todo punto. En el caso de las
funciones u., al ser semiconcavas, existen las segundas derivadas de u. — C|z|? en casi todo
punto. Como ademss la funcion C|z|? es dos veces diferenciable en casi todo punto:

Corolario 4.14. Sea u: 2 — R acotada y semicontinua inferiormente. Entonces las se-
gundas derivadas de u, existen en casi todo punto.

La ultima propiedad destacable de las funciones u. es que ellas son las que aproximaran
de manera adecuada las supersoluciones viscosas. Necesitaremos también aproximar la, f,
lado derecho del problema, lo cual conseguiremos mediante las funciones

4.10 () = inf s T € Qe
(4.10) Jfe(x) yEBr(e)(m)me(y) ()

Proposicién 4.15. Sean u una supersolucion viscosa de —A,u = f. Entonces la convolu-
cion infima u,. es supersolucién viscosa de

_Apus = fe
en €, . En particular, se tiene

—Apuc(r) = fe(x)

en casi todo punto.

Demostracion. Hemos de ver que uc(z) es supersolucion viscosa del problema con lado
derecho f.. Para ello basta ver que las funciones Uy(x) son supersoluciones viscosas del
mismo problema. En efecto, sean zo € Q) v ¢ € Cz(QT(e)) tales que ue — ¢ cumple
ue(wo) = p(wo) y ue(z) > @(z) para todo z € Q, (. El Lema 4.17 mas adelante nos dice
que existe un § € By tal que Uy(wo) = ue(wo). Por tanto,

p(0) = uc(z0) = Ug(wo)
p(z) < ue(wo) < Uy(z),

es decir, ¢ es funcion test admisible para la condicién de supersolucion viscosa de Uy(x)
con lo que —Ay,p > f. pudiendo concluir.



56 Segunda equivalencia

Realizada la reduccion, en primer lugar observamos que podemos hacer una traslacion
al origen:

ue(z) = inf u(y) + lz =" = inf u(z —x) + i :
YEB, (o) (2)N2 qed—1 2€B,.(¢ (0)NQ2 qed—1

Definimos

U.(z) == (u(z—x)—!— 127 )

qed—1

y sean 29 € Q y ¢ € C?(Q) tales que U, — ¢ tiene un minimo local en xq. Explicitamente

T (o) = (s = 20) + L7 = ()
U.0) =z =) + 00 > (o).

Si reordenamos los términos y hacemos el cambio de variables y = z — x, tomando yg =
z — xo obtenemos

|21
u(yo) = »(z — yo) — qed—1
§ 217
wy) 2 ez —y) = o
es decir, la funcion p(y) := ¢(z —y) — q'j,ql € C?(Q()) es tal que u(y) — @(y) tiene un

minimo local en yp. Como u es supersolucién viscosa de —A,u = f en todo €2, se sigue que

limsup —A,p(z — y) = limsup —A,@(y) > f(vo),

Y—Yo Y—Yo

con lo que cada U,(x) es supersoluciéon viscosa de —Apu = f. Deshaciendo el cambio de
variables

limsup —App(x) > f(z —20) > Inf  f(y) = fe(x),
T—z0 YEB;(¢)(20)

es decir, Uy es supersoluciéon viscosa de =AUy, = fe.

Finalmente, como por el Corolario 4.14 las segundas derivadas existen en casi todo
punto, se tiene

—Apuc(r) = fe(x)

en casi todo punto mediante la consistencia de soluciones dada por el Lema 2.35. O

4.3.2. El conjunto de alcance

Nos va a interesar el conjunto de puntos donde el infimo que define la convoluciéon se
alcanza y algunas propiedades acerca del mismo.

Definicion 4.16. Para u: Q — R una funcién acotada semicontinua inferiormente y = €
Q(¢), definimos su conjunto de alcance como

Vo) i= { € 0 ) = ut) + =2

qed=!
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Lema 4.17. El conjunto de alcance Y es un cerrado no vacio contenido en B,(q).

Demostracion. La propiedad Ye(z) C B, () es consecuencia inmediata del Lema 4.10 (a).

Para la propiedad Y, # 0, por definicién de infimo sea {y, }nen una sucesion contenida
en B, ((7) minimizante, es decir, tal que

i (a0 ) = o)

n—oo qeq_l

Como B, () es compacto, existe una subsucesion que volvemos a llamar {Yn}nen tal que

Yn — Y € B,(¢). Entonces, como u es LSC,

[z =yl _ |z = ynl® [z —yl
— < — | = <
(4.11) u(y) + qe-1 = liminf u(yn) + o ue(z) < uly) + e
donde la dltima desigualdad se tiene por definicién de ue. Se sigue
|z —y|?
ue(x) = u(y) + =
La propiedad de ser cerrado se deduce inmediatamente de (4.11). O

El siguiente lema permitird deducir propiedades puntuales entre v y ue a través del
conjunto de alcance.

Proposicion 4.18. Sean u: {2 — R una funcién acotada semicontinua inferiormente, u,
su convolucién inferior e Y, su conjunto de alcance.

(a) La funcién x +— maxycy, (») |y — 2| es semicontinua superiormente.
(b) Si existe Vue(z), entonces para todo y € Y¢(x) se tiene

(l—y\> < |Vue(@)l

€
En particular, si |Vu(z)| = 0, entonces u.(z) = u(x).

Observamos que la funciéon @ +— méxycy, (5) [y — 2| estd bien definida ya que Y, es un
conjunto cerrado y acotado de €.

Demostracion. Sea {xm,}men una sucesion en ) que converge a un punto zp € 2. Para
probar (a), hemos de ver que

limsup max |y —zp| < max |y — zol.
m—oo YEYe(zm) y€eYe(wo)

Como Y, es no vacio, para cada m € N, sea y,, € Yc(z,) un punto que cumple

(4.12) |Yym — Tm| = max |y — zp).

yEYe(xm)
Veamos que si yg esté en la clausura de la sucesion {y, }men entonces yg € Ye(xg). Para ello,
como Y, es cerrado, basta demostrar que y,, € Yc(z9) para todo m € N. Por construccion
tenemos que

‘xm _ym‘

(413) Ue(xm) = u(ym) + qqul
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Haciendo z,, — xg, como u, es Lipschitz continua (véase Lema 4.11),

|5CO - ym|

(4.14) ue(r0) = u(ym) + e

que es exactamente y,, € Y.(z0). Finalmente, observamos que como u es LSC, —u es USC
y, por tanto,

(4.15) lim sup —u(ym) < —u(yo).

m—00

Juntando (4.12), (4.13), (4.14) y (4.15) deducimos
limsup max |y — x| = msup |ym — Tm|
m—o0 YEYe(Tm) m—00

= lim Sup(ue (fljm) - u(ym))qeqil

m—0oQ
< (ue(wo) — ulyo))ge™™
= |zo — yol
< méax |y — xol.
yeYe(w0)

Para el apartado (b) definimos, para y € Y (z), el vector de modulo 1

y—x
n = .
ly — =
Entonces, si h > 0
|z + hn — g? |z + hn —yl
hn) = tnf I ) < eI
ue(z + hn) sen o (U(y) o < u(y) + e

Como Vu,(z) existe, podemos evaluar su derivada direccional para obtener

ue(x 4+ hn) — ue(x)

(Vue(x),n) = lim

h—0+ h
o1 |z + i — y|? |z =yl
< Jim (v + T i -
1 1
= i _ _ — hnl? — — ylq
= w2 (= @) = hnlf = |z = yl") —2=
1 | —x hn |7 | @ 1
- _ N —
h—>0 a \Y T :c| ly — z| Y A
1 —yle
= lim —(|n— -1 [z — ]
© hs0t h ]y—:z| qed—!
1 —yle AN
= oam L )yl (el
"~ hs0t h ly — a:\ qed—1 €

Se termina observando que, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

—|Vue(z)] < (Vue(z), n).
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Finalmente, el uso principal que daremos al conjunto de alcance seré para poder deducir
propiedades puntuales del lado derecho del problema.

Proposicion 4.19. Sea u: 2 — R una funcién acotada supersolucién viscosa del problema
—Apu = f.
Si & € Q) es tal que ue es diferenciable en &y Vue(Z) = 0, entonces

f(z) <o.

Demostracion. La proposicion 4.18 (b) nos dice que para todo y € Y(x) se tiene

& —y|\*! A
—_— < |Vue(z)| =0,

€
luego & =y y ue(Z) = u(z). Definimos la funcién

CE =yl

(P(y) = u(i') qeq_l :

Esta claro que ¢ € C?(Q) v o(2) = u(#). Ademés,

) R 7 —yl?
u(z) = ue(2) < uly) + =
es decir
T =yl
e(y) = u(t) - ks u(y).

En definitiva, ¢ cumple todas las condiciones de funcién test para la condicién de super-
solucion viscosa de u, con lo que

0 = limsup —App(y) > f(£).

Yy—x

4.4. La convolucién infima como supersolucién débil

Tras haber expuesto las herramientas, estamos en posicién de demostrar el Teorema
4.3, que consta de dos pasos. El primero, que expondremos en esta seccién, consiste en
verificar que la convolucién infima u. es supersolucién débil del problema

_Apus = fe

en €, con f continua. El segundo paso, que serd el razonamiento de la siguiente seccion
4.5, comprobaréd que al tomar limites en € — 0 en la formulacién débil de —Aju. = fc se
obtiene la formulacion débil de —A,u = f, concluyendo que la supersolucién viscosa u de
partida es supersolucién débil.
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4.4.1. Casop>2

Comenzaremos con el caso del p-Laplaciano degenerado.

Proposicion 4.20. Sea p > 2. Si u es supersolucion viscosa acotada del problema —A,u =
f entonces u, es supersolucién débil de —Aju = f..

Demostracion. Seaw € LSC(§2) una supersolucion viscosa de —Apu = f con f una funcion
continua. Para este caso, tomaremos ¢ = 2 al hacer la convolucién infima. Si recopilamos
todos los resultados de la seccion 4.3.1, tenemos que la familia {u¢}e>o es una sucesion
creciente de supersoluciones viscosas semiconcavas del problema —A,u = f. cuyas segundas
derivadas existen en casi todo punto.

En particular, el Corolario 4.14 nos garantiza que

Vu. Vu
4.1 —Apue = —|Vu P~ | Au, —2){ D*ue- —=, —= V| > f.

en casi todo punto de €2,(.

Queremos demostrar que

(4.17) /Q|Vu€|p_2<Vu€,Vg0> Z/Q(—Apue)gp

para toda ¢ € C°(2) con ¢ > 0, ya que (4.16) nos garantiza que entonces

/ Ve P2 (Ve V) > / fo,
Q Q

que es exactamente que u. sea supersolucion débil de —A,u. = f.. Nuevamente, nos
valdremos de aproximaciones para verificar (4.17). Definimos la funcién concava

9(x) = uc(x) — Claf.

y consideramos una molificacion {¢; := Nj*¢}jen, donde {N;},cn es una aproximacion de
la identidad tal que ¢; — ¢ en Wﬁ)f (©). En particular, podemos suponer que la sucesion
{#;}jen esta compuesta por funciones concavas y estan todas en C?(Q2). Ademés, el Teo-
rema de Alexandrov (Teorema 2.24) también garantiza que (véase [7], p.242) D?*¢; — D?*¢
cuando j — oo.

A partir de la molificacién, consideramos aproximaciones de las convoluciones infimas

1
Ue j(x) = ¢j(x) + Z[w\Q

Observamos que para cada j € N se tiene u.; € C?(Q) con lo que podemos evaluar el
p-Laplaciano de las funciones para obtener

(4.18) /ﬂ Ve ;172 (Vue 1, Vig) = /Q (—Apc ).

Por otra parte, el Lema 4.11 garantiza que las funciones u, son localmente Lipschitz con-
tinuas. En particular, para cada compacto K subconjunto de €1, existe una constante
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C = C(K) tal que |Vuc| < C en K. En consecuencia, como [, Nj = 1. por definicion de
ntcleo de sumabilidad

IVl Lo () = IV (N * D)l oo (i) = [INj * V| oo (1) < IVPl oo (i)
< |[Vue|l poo () + Cllz|l e (),

con lo que

1 1 _
(119) Vsl = (98, + La| < 196l + 1ol <C

en todo K con C independiente de j. Mediante el Teorema de la convergencia dominada,
se sigue

(4.20) lfm Ve j|P~2(Vue j, Vi) = / Ve [P~ (Vue, V).

I Jsupp(p) supp(¢)

Pasamos ahora a analizar las segundas derivadas de u. ;. Como las ¢; son funciones con-
cavas tenemos que

1 1
D?uj = D%*p; + DQ?\:,;F <0+ -Iy.
€ €

Utilizando una vez mas (4.19) tenemos que
- Vuei; Vue;
ey = (el (B + (p =2 (Druy - oot Tet )

Ve [Vue,]
> —cr? (N +p_2> = —C,

€ €

con lo que —Ajuc ; estd acotada inferiormente de manera uniforme en j por C. Podemos
entonces aplicar el Lema de Fatou a las funciones no negativas —Apu, ; + C para obtener

(4.21) lim inf (—Apuw»)gpz/lfminf(—Apue7j)<p.
J—00 [¢) 0 J—00

Finalmente, podemos juntar (4.18), (4.20) y (4.21) para obtener
[Vl 20 Vo) = lim [ [Vues PV, Vo)
Q j—e0 Jo

= lim [ (—Apuc;)p

Jj—00 Q

> / lim inf(—Apue ;)
Q

Jj—00

= [ (A,

que es exactamente (4.17). O

4.4.2. Casol<p<?2

Al igual que en el caso p > 2 expuesto en la seccién anterior, el primer paso para
demostrar el Teorema 4.3 es comenzar probando que las convoluciones infimas son super-
soluciones viscosas del problema regularizado. Ahora el valor de g usado serd el exponente
conjugado de p. Como p € (1,2), g € (2,00) luego seguimos dentro del marco de la teoria
de la seccién 4.3.1.
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Proposicion 4.21. Sea 1 < p < 2. Si u es supersolucién viscosa acotada del problema
—Apu = f entonces u, es supersolucién débil de —Apu = f..

La gran diferencia con el caso degenerado p > 2 es que —A,u no estd bien definido en
los puntos criticos de la funcién. Es por ello que para obtener una desigualdad anéloga a
(4.17), seréd preciso tomar una aproximacion del operador p-Laplaciano.

Demostracion. Consideramos, para cada § > 0, el operador p-Laplaciano §-regularizado
denotado por —A, 5 que se define como

— Ay st = —div[(|Vul? + 6)"F V.

Atn siendo 1 < p < 2, el p-Laplaciano §-regularizado ya no tiene puntos singulares. Es por
ello que podemos replicar la demostracién de la Proposicién 4.20, donde solo necesitamos la
semiconcavidad de u, y la regularidad de operador. Sustituyendo el p-Laplaciano habitual
por su version regularizada se obtiene una desigualdad analoga a (4.17):

(4.22) /(|Vu6|2+5)p22<Vue,ch> > —/ div](| Va2 + 6) 5 Vudo,
Q Q

para toda 0 < ¢ € C°(R2). El objetivo ahora es ver que existe el limite cuando § — 0 de
ambos lados.

Fl lado izquierdo es una aplicacién directa del Teorema de la convergencia dominada:
Est4 claro que

(IVue|? + 8) 55 (Vae, Vi) — [V P~2(Vue, Vi)

en casi todo punto. En cuanto a la dominacién, como % < 0, la desigualdad de Cauchy-
Swartz nos permite deducir

(IVuc? +6)"2 (Vue, Vo) < (|Vuc®)' 7 (Vaue, Vo) < [Vu P71V

y, usando que ue € WHP(Q), |[Vu P71 |V es integrable y domina uniformemente en 6.

Para estudiar el lado derecho, consideramos & €  un punto tal que IVu(Z) y
3D?%u.(#). Por la Proposicion 4.18 (b), para todo y € Y(%) se tiene

(4.23) & — y| < [Vue(@)|7Te.

Por otra parte, como por la Proposicién 4.18 (a) z — méxyey, () |y — =| es USC, para todo
n € N existe p, tal si x € B, (Z) entonces

(4.24) méx
YEYe(2)

1 1
y— 2| < [Vue(@)|7Te+ -
n

Por definicion de conjunto de alcance infyep,  no Uy(z) se alcanza en algin y € Ye(z).
Para este y, (4.24) implica que

1 1
ly — x| < |Vue(Z)|aTe+ =T

Por tanto el infyep, ,no Uy(z), nfimo que define u, (véase (4.5)), se alcanza en B,, para
todo x € By, (&), donde
1

1
Tp = |Vue(z)| e Te 4+ —.
n
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Con la estimacién anterior vamos a ver que

-2
—d1v[(|VuE]2 + (5) Vue] = (]Vue\z + 5) : <AuE Wim <D2ueVue, Vu€>>

estd acotada inferiormente en supp(y) de manera uniforme en 0. Para ello, analizaremos
de manera explicita D?u.(#) cuya existencia en casi todo punto estd garantizada por el
Teorema de Alexandrov. Realizando los calculos necesarios (véase (4.9)) obtenemos

D20, (@) = Lt — ol < Lt 2y

para todo y € By, (x), es decir, la funcién

Uy () — L prdaf?
es concava. Tomando infycp, (,) se sigue que

uew) = L2
es concava con lo que

D?u(z) < ‘16(1—117«% 2In.

Asimismo, 1, — |Vu(Z )]qlle cuando n — oo y, por tanto,
(4.25) D?u,(3) < %\vue(f;)\%ﬁm.

Recapitulando, en el subconjunto denso de supp(y¢) de puntos donde existen las primeras
y segundas derivadas de u. tenemos (4.25). Si Vu,(#) = 0 entonces D?u (%) <0y

—div](|Vue(2)[% + 6)" Vaue(2)] > 0.

Si por el contrario Vu(z) # 0 entonces

—Ap5u = — (|Vue(2)]* + (5)%2 (Aus(aﬁ) + Vie\;z—i-é (D?uc(2)Vue(s), Vug(ﬁr)>>

N

NP 3 p—2 a2) 41 N —
~ (Fuda)?+6)T (N + o Pl V@R ) T )
p—2 —1 q=2

> = ([Vue@)?) T (N +p—2) T—|Vu(@)|

\ \/

—

=N

—1 (@=2) ,
— — (N+p-2) L= |Vu(z) i1 772
€
> —C(n, p,suppyp)

donde la acotacion de |Vue(z)| depende de supp(p) por ser ue localmente Lipschitz conti-
nua. Hemos usado también que

) —1) = _
¢=2),  ,_dp-D-p_p-p_,
q—1 q—1 q—1
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En definitiva, hemos comprobado que existe una constante C' tal que —A, su+C >0 lo
que permite aplicar el Lema de Fatou a la sucesion {—A, suc}s~0. En consecuencia

ligrl_jglf/g(—Apﬁug)go:ligrl_jgf/vue#o(—Apﬁue)go+li§11_>iorlf/vu€:0(—Ap’5ue)cp

> lim inf —-A
2 1211_)1(1)1 /VU#O( pﬁ“e)@

4.26 2/ lim inf(—=A, suc)p
( ) Ve £0 60—0 p

- / (— D)
Vue#£0

> / Jep-
Vue#£0

Como la Proposicion 4.19 nos dice que para los puntos tales que Vuc(z) = 0 se tiene
0 > f(x), si incorporamos este hecho a (4.26) concluimos que

(4.27) h'minf/(—Ap,guE)(pZ/ Jep > / fep.
=0 Jo Vue#0 Q

En definitiva, podemos tomar liminfs_,o en (4.22) y por (4.27) obtenemos

/ Va2 (Vu,, Vi) > / Lo
Q Q

4.5. El limite de la convolucién infima

En la seccién anterior hemos concluido que para todos los p € (1,00) y todos los lados
derechos, ya sea homogéneo o no homogéneo, la convolucién infima u, es solucion débil del
problema regularizado, es decir

(4.28) /Q |VueP~2(Vue, Vo) > /Q fe

para toda 0 < ¢ € C°(Q). El paso final de la demostracion del Teorema 4.3 es comprobar
que podemos tomar € — 0 y obtener

[ v vuvi) = [ re.

que es exactamente que u sea supersolucién débil de —Aju = f.

4.5.1. Caso homogéneo

Comenzamos exponiendo el caso homogéneo, para el que usaremos la estimacion de
tipo Caccioppoli dada por el Lema 2.19.

Proposicion 4.22. Sean u una funcién acotada y u. su convolucién infima. Supongamos
que u, es supersolucion débil de —A,u. = 0. Entonces u es supersolucion débil de —A,u =
0.
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Demostracion. Sean ¢ € C°(Q2), K =supp(p) y £ € CX(Q) tal que 0 < <1y ¢|x = 1.
Por el Lema 2.19, existe una constante C = C(n, p, ) tal que

120) [ (Vupui =0 | vur <o [ vupe <o [ upve
K K Q Q
Como ue es una sucesiéon creciente de funciones que tiende a u, para todo € < 1 se tiene

infu; < infue < wue < supue < supu
K K K K

con lo que |ue| estd uniformemente acotada en e. Podemos encontrar asi, para cada com-

pacto K C 2, una acotaciéon uniforme de la integral fK(|VuE]p_2Vue)ﬁ, lo que implica
_p_

que la sucesion {|Vue|[P"2Vu,}eso estd acotada en L2 ' (Q). Se sigue que |Vu[P~2Vu,

P

converge en la topologia débil de Lf;? (Q). Faltaria ver el limite.

Para ello definimos
n = (u— ue)b

con § € C(R), § > 0. Observamos que n € W1P(Q), luego es vélida como funcién test
para la formulacién débil. Por tanto,
(4.30) 0< / |VueP~2(Vue, Vi),

Q

que es equivalente a

(4.31) /(Vu|p2Vu — |Vu P2 Vue, V) < / \VulP~2(Vu, V(u — uc))f
Q Q

_p
Sabemos que {|Vu|[P72Vu,}eso converge en la topologia débil de Llf)zl (Q) luego Vu, con-
verge en la topologia débil Lj (2). Como ademés u. — u puntualmente por el Lema 4.10

(b), ue — u en I/Vl})f(Q) En particular la integral de la derecha de (4.31) tiende a 0 cuando
€ — 0. La parte izquierda se reescribe

/ O(VulP~2Vu — |Vu P2 Vue, V(u — uc))

(4.32) @

+ / (u — ue){|VulP2Vu — |VuP?Vu,, V).
Q

La segunda integral de (4.32) admite la estimacion

(4.33)
/ (1 — ) ([ VuP~2Vu — [Vue P2V, VO)
Q

< VOl oo ay | = wel | Lo s0) I VP2V — IVuelp_QVuEHL%(K)

p—2
o HITaP 20l e ).

< 198l = el (119072,
donde K = supp(#), que tiende a 0 cuando € — 0 ya que

Va2Vl ey o = Vel
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se puede acotar uniformemente de manera analoga a (4.29). En definitiva, utilizando (4.31),
(4.32) y las desigualdades puntuales dadas por el Lema 2.20 concluimos

(4.34) 0< h’msup/ 9<|Vu|p_2Vu - |Vu6]p_2Vu€, V(u—uc)) =0,
Q

e—0

valido para toda 6. Utilizando [[11], Lema 3.73] se sigue
VP 2Vue — |VulP2Vu

p

_p_ _pP_
en L ' () débil. En particular, como Ve € L2 ' (Q)* = L, (Q)

loc

lim / Vue[P~2(Vue, Vi) = / IVulP~2(Vu, V),
Q Q

e—0

e, introduciendo en (4.28),

osi/|vM#F%VuGV¢>5/|vmpﬁamMV¢>
Q Q

cuando € — 0, que es exactamente que u sea supersoluciéon débil de —Aju = 0. O

4.5.2. Caso no homogéneo

Una vez demostrado el caso homogéneo, en esta ultima seccién vamos a ver como
podemos extender la prueba al caso no homogéneo.

Proposicion 4.23. Sean u una funcién acotada y u. su convolucion infima. Suponga-
mos que ue es supersolucién débil de —Ajue = f.. Entonces u es supersoluciéon débil del
problema —Aju = f.

Como ya hemos adelantado podemos obtener de manera anéloga la desigualdad (4.17).
Juntando con la Proposicién 4.15 obtenemos

(4.35) /Q|Vu6|p_2<Vue,V<p> Z/Q(—Apue)ng/Qfe<p.

Para concluir que u es supersoluciéon débil de —A,u = f tenemos que ver

(a)/ \VueP~2(Vue, Vi) —>/ |Vu|P~2(Vu, V),
Q Q

(@Aﬁw%%f%

en ambos casos cuando € — 0.

Para ver el apartado (a) bastaria con conocer unas estimaciones de Caccioppoli véalidas
para el problema no homogéneo.

Lema 4.24. (Estimaciones de Caccioppoli no homognéneas) Sean v € W1P(Q) una su-
persolucién débil de —Apu = f con f continua y ¢ = ||f||r=(q). Entonces para toda
£ e CX(Q) tal que 0 < ¢ <1 existe C = C(p,, ¢) tal que

/§p|Vup <C [(oscKu)p </ |V§|p> —i—oscKu} .
Q Q

donde K :=supp(§) y oscxu := supy u — inf g u es la oscilacion en K de u.
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Demostracion. Consideramos 1 € Wol’p(Q) la funcién dada por
(@) := (supu(z) — u(z))¢"(z).

Utilizando 1 como funcién test en la formulacion débil del problema —Aj,u = f obtenemos

/f¢</ IVul[P~2(Vu, Vi) = /|Vu]p 2<Vu EPVu — peP1VeE (supu—u>>

Reordenando los términos

(4.36) /S)Vu]pfpg/gpfp_l\Vu]p_Q <Vu,V§ (s?(pu—u)>—/ﬂfw.

Por claridad, definimos Iy := [, p&?~!|VulP~3(Vu, VE(supg u — u)) e Ir := — [ f. Po-
demos acotar Is de la siguiente manera

== [ 10 < Wligio [ ¢ =10l [ wu—we
K K K
< o 1 P
||¢”L10C(Q)/K(51I1(PU nf u)¢
< 16l 100 g Rlosercu.

Por otra parte, la desigualdad de Young generalizada con exponentes {%,p} nos dice
P
que para todos a,b >0y todo § > 0

ab < SarT +olPpp.

Aplicandola a Iy, se sigue
I :/ pEPHVulP~2(Vu, VE(supru — u)) < /[gp Ul [p| Vel (supru — u)]
Q
< [servup +p [ 8rvosicr.
Q Q

En definitiva, incorporando las acotaciones de I e Iz en (4.36) y tomando ¢ < 1

loc

< (.60 foserny ([ 7€) + oscwa].

Con este lema se puede rehacer la prueba de la Proposicién 4.22 para el caso no homo-
géneo. La formulacién débil (4.30) se convierte en

1
/ |[VulP < T35 < /61 PIVE|P(oscku)? + [| @ peo ( )|Q|oscKu>
0 —

O

/ fon < / VudP2(Vue, Vi),
Q Q

que se reescribe

/ Va2V — |Vu P>V, V) < / fn+ / Vul?2(Vu, Vi),
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Mediante la acotacion |fe| < |f| < ¢ se obtiene

h’msup/ fen < ||qb|]ooh'msup/ n= Hgi)||ooh’msup/(uu€)9 =0
e—0 Q e—0 Q e—0 Q
que permite deducir
0< h'msup/ 0(|VulP~2Vu — |Vu[P"2Vue, V(u — uc)) = 0.
e—0 Q

Desde aqui, la prueba termina igual repitiendo los pasos tras (4.34).

El apartado (b) es simplemente una aplicacion del Teorema de la convergencia mono-
tona: Como fc(z) = fnfyeBT(E)(x) f(y) es sucesion creciente de funciones que tiende en casi
todo punto a f(z) cuando € — 0, fcp crece hacia fp en casi todo punto luego

lfm / fop = / fo.
e—0 Q Q
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