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Resumen

Este trabajo pretende exponer algunos resultados sobre las variedades sin puntos
conjugados. El interés principal de este tipo de variedades es que sus geodésicas son
minimos locales de la longitud entre las curvas con los mismos extremos. En su recu-
bridor universal esto se traduce en una propiedad “muy euclidea” Por cada dos puntos
pasa una tnica geodésica.

La parte introductoria del trabajo esta formada por dos capitulos. Primero ha-
remos un estudio del flujo geodésico, que entre otras cosas ayudara a dar una inter-
pretacion geométrica de los campos de Jacobi (y por tanto de los puntos conjugados)
o a generalizar la ecuacion de Jacobi. Después comentaremos resultados clésicos de
la geometria riemanniana que aporten informacién sobre los puntos conjugados. Por
ejemplo, los teoremas de Hadamard, Rauch y Morse.

En la segunda parte del trabajo la atencion se centrara en las variedades sin puntos
conjugados. Presentaremos las funciones de Busemann, que seréan de gran utilidad para
la prueba de los resultados que siguen. Seguidamente se probaran dos teoremas que
encuentran propiedades del grupo fundamental de una variedad sin puntos conjugados.

Finalmente, se discutira la conjetura de E. Hopf, que afirma que todo toro sin
puntos conjugados es en realidad plano. El propio Hopf dié una demostraciéon para
el caso de dimension 2, pero no fue hasta 50 anos después que Burago e Ivanov
encontraron una prueba para dimensién arbitraria. En este trabajo se incluyen esas
dos demostraciones.

Abstract

This project pretends to be an approach to the study of manifolds without con-
jugate points. Geodesic segments in this kind of manifolds are local minimums of
length, considering fixed endpoints. If the manifold is simply connected, we can say
even more: For every two points, there is only one geodesic segment joining them.

We have two introductory chapters. First we will study the geodesic flow of a
manifold. This will give us a geometric interpretation of Jacobi fields (therefore an
interpretation of conjugate points). We will also give a generalization of Jacobi’s equa-
tion. In the second chapter we will prove classic theorems which concern conjugate
points, such as Morse’s index theorem.

Then we should be ready to discuss manifolds without conjugate points. We will
define Busemann functions, and we will use them to prove two theorems about the
fundamental group of a manifold without conjugate points.

Finally, we will talk about E. Hopf’s conjecture. Hopf proved that a two dimen-
sional torus without conjugate points is flat. But we had to wait almost 50 years
until Burago and Ivanov gave a proof for arbitrary dimensions. Here we include both
proofs.
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Introduccion

Una variedad se dice sin puntos conjugados cuando cualquier geodésica es un
minimo local de la distancia entre curvas que conectan sus extremos. Estas variedades
se caracterizan porque la aplicacion exponencial exp,, : T, M — M es un difeomorfismo
local, y de hecho, una aplicaciéon recubridora. Eso implicara, entre otras cosas, que
por cada dos puntos fijos en el recubridor universal de M pasara una tnica geodésica,
y asi estas curvas minimizaran la distancia globalmente.

Las variedades sin puntos conjugados son un campo de gran interés dentro de la
geometria riemanniana. Esto ha sido asi desde la demostracion de Eberhard Hopf [15]
de que toda métrica en el toro bidimensional sin puntos conjugados tiene que ser
plana, es decir, sera localmente isométrica al plano. Esto también se puede reformu-
lar diciendo que cualquier métrica Z?-periodica en el plano tal que haya una tnica
geodésica entre dos puntos sera plana.

La demostracién de E. Hopf era puramente bidimensional, y dejo abierta la conje-
tura de si los toros de dimensién n > 2 sin puntos conjugados son planos durante casi
50 anos, hasta que Burago e Ivanov [1] dieron una prueba con unas técnicas totalmente
diferentes.

Otro tema candente en este campo consiste en encontrar una variedad sin puntos
conjugados que esté obligada a tener curvatura positiva en algin punto. Es facil ver
que las variedades con curvatura seccional no positiva serdn ejemplos de variedades sin
puntos conjugados, pero sobre el reciproco no se conoce nada. ;Admite toda variedad
sin puntos conjugados una métrica con curvatura K < 07

Aunque la opinién general acerca de esa pregunta sea negativa, estas variedades
tienen muchas cosas en coman. Por ejemplo, como el recubridor universal de ambas
es R™, sus grupos de homotopia (M) con orden k > 2 se anularan, encerrando casi
toda su informacion topologica en el grupo fundamental. En términos de topoélogo,
ambos seran espacios de Eilenberg-MacLane K(71(M),1).

En el primer capitulo vemos que el estudio de las geodésicas funciona especialmente
bien en el fibrado tangente de la variedad. Los dos puntos clave son la prueba de la
invariancia mediante el flujo geodésico de la medida de Liouville y una reinterpretacion
los campos de Jacobi como el push-forward de vectores tangentes al fibrado tangente
por el flujo geodésico. Ademas se incluye una generalizacion reciente de la ecuacion
de Jacobi debida a Wilking.



2 INDICE GENERAL

En el segundo capitulo pasamos a estudiar los llamados teoremas globales, resul-
tados clasicos en geometria riemanniana que en cierta manera unifican informacion
local para obtener una conclusién sobre la totalidad de la variedad. Por ejemplo, si la
curvatura estd acotada inferiormente por un namero positivo (informacion local), la
variedad serda compacta (informacion global). Todos tendréan una relacion fuerte con
los puntos conjugados, ademas de contribuir a darnos una idea general de la geometria
riemanniana.

En el tercer capitulo nos centraremos por fin en las variedades sin puntos con-
jugados. Ahi probaremos varios resultados acerca del grupo fundamental de estas
variedades, que ya se conocian anteriormente para variedades con curvatura K < 0.
Uno de ellos debido a Croke y Schroeder [4], y el otro a Ivanov y Kapovitch [16].

El primer resultado descifrara la forma de cualquier centralizador Z(vy) < (M),
para v € m(M). Y es que existird un subgrupo G < Z(vy) de indice finito isomorfo a
un producto directo Z x G’, donde el factor Z corresponde a (7).

El segundo resultado probara que todo subgrupo abeliano es un subgrupo plano.
Esta es una propiedad que hard que ese subgrupo se parezca a los subgrupos de
isometrias del espacio euclideo.

En el cuarto capitulo abordaremos el otro punto clave de este trabajo, las demos-
traciones de E. Hopf y Burago-Ivanov sobre que los toros sin puntos conjugados son
planos.

La idea general de la demostraciéon de Burago e Ivanov es la siguiente: Primero
se utiliza un resultado previo 2] para encontrar una comparacion a gran escala entre
la métrica en R™ inducida por el toro sin puntos conjugados y un espacio normado.
Después, por medio de geometria integral se puede comprobar que esa norma es en
realidad euclidea. Y gracias a ello encontraremos unas coordenadas en las que la
métrica tendra la misma expresiéon en todo punto, y por tanto sera plana.

Para la lectura de este trabajo se presupondran conocimientos bésicos de varieda-
des diferenciables y geometria riemanniana. Esto esencialmente incluye las definiciones
de métrica, curvatura, campos de Jacobi y puntos conjugados. Por si fuera necesaria,
se incluye una exposiciéon de esos temas en el primer apéndice.



CAPITULO 1

Flujos geodésicos

Por medio del flujo geodésico ®; : TM — T M de una variedad riemanniana M
podemos entender en conjunto todas las geodésicas y campos de Jacobi. Para ello,
siguiendo a Paternain |21], hablaremos de qué estructuras podemos encontrar en 7'M,
un espacio fundamental para el estudio de ese flujo. Luego utilizaremos la maquinaria
establecida para probar un resultado que nos dara un sentido geométrico a los campos
de Jacobi (y por tanto a los puntos conjugados). También probaremos la invariancia
de la medida de Liouville por el flujo geodésico.

Después, como una muestra del poder de esta formulacién, comentaremos una
generalizacion a la ecuacion de Jacobi atribuida a Wilking, tomando como referencia
a Gromoll y Walschap [9]. De camino pasaremos por la ecuacion de Ricatti, una forma
de transformar la ecuacion de Jacobi en otra de primer orden.

1.1. El flujo geodésico

Sea una variedad riemanniana M, sea (p,v) € TM y sea () (t) la tinica geodésica
con condiciones iniciales

Para cada t € R se puede definir un difeomorfismo del fibrado tangente &, : TM —
TM tomando cada (p,v) y avanzandolo un tiempo t a lo largo de la geodésica que
define. Es decir,

210, 0) = (V) (D Vpy () -

Esta familia de difeomorfismos es, de hecho, un flujo, pues ¢, = ¢, o &,. Esto se
puede deducir por ejemplo de la unicidad de una geodésica respecto a sus condiciones
iniciales. Conviene observar que se restringe adecuadamente a T/ M = {(p,v) € TM :
|| = 1}, el fibrado tangente unitario de M. Esto es porque las geodésicas tienen
velocidad constante en moédulo. Llamaremos, tanto a ®; como a su restriccion, el
flujo geodésico de M.



4 Flujos geodésicos

1.1.1. El espacio tangente al tangente

Nuestro primer objetivo serd una brevisima introduccién a las geometrias simpléc-
tica y de contacto. Después construiremos una divisiéon canénica de TyT M en suma
directa con la que le daremos una estructura de variedad riemanniana y simpléctica
a TM,y de variedad de contacto al fibrado tangente unitario 77 M.

Ademas, toda esa estructura se preservara por el flujo geodésico.

Definicién 1.1. Una 2-forma es simpléctica si es cerrada y no degenerada. Que sea
cerrada significa que dw = 0. Y sera no degenerada si cuando para todo y € T, M se
cumple wy(z,y) = 0, obligatoriamente x = 0.

Una variedad simpléctica es un par (M, w) formado por una variedad M y una
forma simpléctica w definida en ella.

Obsérvese que la existencia de una 2-forma no degenerada implicaria dimension
n par, ya que mirando la matriz A asociada a la forma w, tendremos que det A =
det —A = (—1)™det A, al ser antisimétrica. Claramente, ser no degenerada equivale a
det A £ 0. Y estas dos cosas son compatibles inicamente para n par.

Definicién 1.2. Sea (M,w) una variedad simpléctica, y una funcion H : M — R.
Habra un campo vectorial Xg definido por w(Xp,Y) = dH(Y). O, en terminos del
producto interior, i x,w = dH. Este seré el campo vectorial hamiltoniano asociado
a H. Su flujo seré el flujo hamiltoniano de H.

Lema 1.3. Lx,w =0, siendo Lx,w la derivada de Lie de w respecto al campo Xp.
Demostracion. Por la formula de Cartan, Lx,w = d(ix,w) + ix,dw = 0. O

De aqui se deduce que ¢fw = w, siendo ¢; un flujo hamiltoniano.

Definicion 1.4. Sea M una (2n—1)-variedad orientable. Una 1-forma « es una forma
de contacto si la (2n — 1)-forma a A (da)” ! nunca se anula. El par (M, ) es una
variedad de contacto. Y un flujo de contacto sera aquel que preserve a.

Es facil ver que existira un tnico campo vectorial X con ixya =1y ix(da) = 0.
Esto es porque X debe apuntar en la tnica direcciéon nula de (da) por la segunda
condicioén, y la primera condicién lo normaliza. Llamaremos a X el campo vectorial
caracteristico. Obsérvese que Lya = 0, por la féormula de Cartan.

Habiendo terminado con las definiciones podemos pasar a hablar del fibrado tan-
gente m : TM — M. Una manera natural de entenderlo es como pares de puntos y
velocidades. Nuestro primer objetivo serd partir su espacio tangente T(, ,)T'M como
suma directa de dos espacios. Uno de ellos representara el movimiento en los puntos,
y otro, el movimiento en las velocidades. Por supuesto, para tener una manera bien
definida de “mantener las velocidades fijas” necesitaremos una conexion.

Primero definamos un subfibrado de TT'M cuya fibra en 6 = (p,v) € TM viene
de las curvas o(t) = (p,v + tw), para w € T, M. En otras palabras, definimos V' (0)
como ker(dm)g. Este subespacio es llamado el subespacio/subfibrado vertical.
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Para definir su complemento, el subespacio/subfibrado horizontal, utilizare-
mos la conexion definida por la métrica. Primero definiremos una aplicacion K :
TTM — TM como sigue. Dado £ € TyTM y z: (—e,e) — T'M una curva adaptada
a & (o sea, con z(0) = 6,2/(0) = ). Podemos entender esta curva como una curva
a = mozy un campo vectorial Z sobre ella. Asi, definimos

Ko(&) := (Var(0)2)(0).

Es facil ver que Ky esta bien definida y ademas es lineal. El subfibrado horizontal
se define por H(0) = ker Ky. Hay otra manera de construirlo, y es por medio del
levantamiento horizontal. Esto es una aplicacion

L9 : TpM — TQTM

definida como sigue. Dado un v’ € T, M tomamos « : (—¢,&) — M una curva adaptada
a v'. Sea Z(t) el transporte paralelo de v por «.. Asi, podemos definir una nueva curva
o: (—e,e) = TM por o(t) = (a(t), Z(t)). Y finalmente, definimos el levantamiento
por

LQ(U/) = U,(O) € TyT M.
Observacion. Ky o Ly = 0, pues Kg(Lg(v')) = Kp(0'(0)) = Vo (Z(0) = 0, al

definirse Z como un transporte paralelo.

La aplicacion Ly esta bien definida y es lineal. De hecho, ker(Kjp) = im(Lg) y
(dm)g o Lo = idr,pr. Es més, (dm)g : H(0) — T, M y Kg : V(6) — T,,M son isomorfis-

mos lineales.

De esto se deduce que efectivamente tenemos la descomposiciéon en suma directa
TyTM = H(0) ® V(0). Llamemos jg : TyTM — T,,M x T,M al isomorfismo

Jo(&) = ((dm)e(§), Ko(§)) = (§ns &v)-

Definicién 1.5. Gracias a ese isomorfismo podemos dotar a T'M de una métrica
de forma que H () y V() sean ortogonales. Esa métrica es la métrica de Sasaki,
definida por

(&g = ((dm)o&, (dm)on) () + (Ko(&), Ko(1)) (o) -

El campo vectorial geodésico (es decir, %|t:0@t(9) para ®; el flujo geodésico) se
puede escribir en estos términos, pues ®.(0) = (y4(t),75(t)) nos da una curva ~y
adaptada a 6, y 7, un transporte paralelo por definicién de geodésica. Asi,

G(0) = Lyg(v) (O bien G(f) = (v,0) usando la identificacion jg)

1.1.2. Estructura simpléctica y de contacto en el fibrado tangente

Podemos utilizar jg para definir una estructura casi compleja en T'M, es decir,
una aplicacion Jy : TyT M — TyT'M con J92 = —id. Esta se define por

(€ns €v) = (=& En)-
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Gracias a Jy y la métrica de Sasaki podremos definir una forma simpléctica:

Qo(8,m) := ((Jo&;m))g = ((dm)e&, Ko(n)) — (Ko(S), (dm)o(n)) -

Es facil ver que es antisimétrica y no degenerada (fijado £ elijo n = (=&,,&p), v asi
Q(&,m) = |€]%). Nos quedaria por ver que d2 = 0. Esto nos llevara un poquito mas de
trabajo, pero todo llegaré.

Proposiciéon 1.6. El campo geodésico serd el campo hamiltoniano de la energia
H(p,v) =1 <U,v>p respecto de ). Es decir,

2
dHy(§) = Q9(G(0), )
Demostracion. Tomemos z(t) = («(t), Z(t)) una curva adaptada a £. Asi,
d 1
— 4l meo =] (en.z0.)

= (Va2 2) (0) = {Ko(€),v) .

(dH)g(&)

Por otro lado,

Qy(G(0),€) = ((dm)o(G(0)), Ko(&)) — (Kp(G(0)), (dm)o€) = (v, Ky(£)) -

En la altima igualdad utilizamos G(0) = Lgy(v), para luego aplicar (dm)g o Lg(v) = v
y Kpo Ly(v) = 0. O

Corolario 1.7. FEl flujo geodésico preserva la forma €.

En ocasiones es ventajoso trabajar en el fibrado tangente unitario T1M = {(p,v) €
TM : |v| = 1}, pues cuando M sea una variedad compacta este fibrado también lo
serd. Y nos encantaria que también tuviese alguna estructura preservada por el flujo
geodésico.

Vamos a definir una 1-forma en T'M que restringida a T3 M sea una forma de
contacto. Ademas, su flujo caracteristico sera la restriccion del flujo geodésico a T3 M.
Conviene observar que el flujo geodésico ®; se restringe adecuadamente a 17 M, pues
las geodésicas tienen velocidad constante.

Definimos la 1-forma « por

ap(§) := ((§, G(0))) = ((dm)e, v),,

Obsérvese que, como G(0) = Ly(v) era horizontal, o aniquila el subespacio vertical

V(o).

Proposicion 1.8. 2 = —da

Esta proposicién terminaria de probar que €2 es una forma simpléctica. Demos un
lema para su demostracion:

Lema 1.9. Sea V la conezion de Levi-Civita de la métrica de Sasaki. Entonces, para
todo n € H(0) tenemos que V,G € V(0).
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Demostracion. Sea U un entorno de p = m(#). Podemos tomar una referencia orto-
normal definida en ese abierto tal que Vg, F; = 0 para todo ¢,j. Esta se construye

en un entorno normal, extendiendo una base ortonormal Ei(p), ..., E,(p) por trans-
porte paralelo a lo largo de geodésicas. Asi, Vg, E; = % 1o tomando la derivada

covariante a lo largo de la geodésica t — ®;(p, E;). Y Ej es paralelo a lo largo de esa
curva por definicién, asi que esa derivada se anula.

Definamos el levantamiento de cada campo E; como X;i(q,w) = L. (Ei(q)).
Estos vectores X; seran ortonormales segtin la métrica de Sasaki, y generaran el sub-
fibrado horizontal. Por ello bastara con demostrar que V XjG(H) pertenece al espacio
vertical V' (0).

Escribamos G(g,w) = > ; (Ei(q),w) X;, pues G es horizontal. Asi,

Vi, G =Y X;((Bila),w)Xi + > (Ei(g), w) Vx, X;.
=1 i=1

Fl segundo sumando sera vertical, pues para su componente horizontal podemos usar
que (dm)g es un isomorfismo del subespacio horizontal a T, M que respeta la métrica
(es decir, 7 es lo que se conoce como una submersion riemanniana) y tendremos
que

(Vx, X:)(0))n = Vg, Ei(p) = 0.

Por otro lado, el primer sumando se anula. Tomemos «; una curva adaptada a Ej, y
Zj el transporte paralelo de algtin vector v € T,, () M. Asi,

d
Xj (Ei(),) = = (Biay(0), Z5(8)) = (Veg0)Birv) + (B3, 0) = 0.
Y ciertamente V x;G seré vertical, concluyendo el lema. O

Demostracion (de la proposicion). La formula para la derivada exterior de una 1-
forma nos dice que

da(&1,82) = §1a(&a) — Laa(ér) — a([é1,&2))-

Expandiendo con la definiciéon de « tendremos que

(%) do(€r,€2) = &1 ({2, G)) — &2 ((61, G)) — (([€1, &), G)) -

Metiendo las derivaciones por &; dentro de la métrica, deducimos
() do(&1,&) = ((£2. Ve, G)) — ((&1, Ve, G)) -

Recordemos los vectores X;(q, w) = Lq ., (Ei(q)) del lema anterior. Consideremos
también los vectores Y;(q, w) = J(q.u)(Xi(g, w)), que junto a los X; formaran una base
de T{qu)TM. Sabremos que el corchete de Lie [Y;, Y] sera vertical, pues los Y; son
tangentes a las fibras de TM. Asi, por () deduciremos que da|yxy = 0. Por otro
lado, de (x*) y el lema previo tendremos que da|gxg = 0.
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Solo falta por comprobar que dag(X;,Y;) = —Q(X;, Y;). Ciertamente,
dog(X;,Yj) = =Y X;)(0) = =Y; (X, G)) (0),

ya que [X;,Y;] = 0. Asi que tomando la curva integral de Y; dada por ¢t — (p, tE;(p) +
v), tendremos que

d
dag(X;, Y;) =~ (Ei(0), E(p)t +v) = —b3;.

Y claro, evidentemente

Qy(X3,Y;) = (Y3, Y5)) = dij -

Ahora encadenemos una serie de observaciones que convertirdn a « en una forma
de contacto en T7 M. Antes fijemos cierta notacion. Para 6 = (p,v) € Ty M definimos
un subespacio de Ty(T1 M) por S(0) = ker cpg. Obsérvese que, por definicion de «,
S(0) es el complemento ortogonal a G(#) por la métrica de Sasaki.

Observacion. Podemos ir encadenando los siguientes hechos:

1. £ € TyT'M esta en TyT1 M siy solo si (Kgy(§),v) = 0.
2. Qy(&,G(0)) = 0 para todo & € TyT1 M.
3. Qy(&, JpG(0)) = 0 para todo & € S(0) C TyT1 M.

4. El complemento ortogonal de S(0) en TyT M es el subespacio generado por G(6)
y JoG(60). En particular S(0) es Jy-invariante.

5. Qg|s(g) sigue siendo no degenerada.

Seré interesante ver qué volumen define la métrica de Sasaki en T7 M. Para ello

elijamos un entorno normal U donde tengamos una referencia ortonormal Fjy, ..., F,.
De esta manera tendremos un difeomorfismo T7U =2 U x 8™, pues a cada vector
tangente unitario le podemos asignar sus coordenadas en la base Fy, ..., E,.

Ahora, la métrica de Sasaki actua de forma diferenciada en H(#) y V(6). De esto
se deduce que actte por separado en U (correspondiente al subespacio horizontal)
y 8"~ (correspondiente al subespacio vertical). Por eso, la medida definida por la
métrica de Sasaki en U x S"~! sera una medida producto.

Ademaés (dr) era una isometria de H(¢) a T,U. En particular, la medida correspon-
diente a U seré la medida definida por la métrica en M. Por otro lado, es de esperar
que V (0) tenga la métrica euclidea, pues estos vectores miden el desplazamiento en el
espacio tangente, y por como hemos elegido la referencia sera un espacio plano.

Asi, la métrica de Sasaki reducida a U x S™~! definira la medida producto entre
la medida riemanniana en U con la medida de Lebesgue usual en S"!. Esta nueva
medida es conocida como la medida de Liouville.

Ahora recordemos que aA(da)"~! definfa una forma de volumen en Ty M. ; Tendra
alguna relacion con la medida de Liouville? Ciertamente puedo considerar una refe-
rencia ortonormal sobre T'U para un entorno U de cada punto formada por campos
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Xi,..., Xy, Y1,...,Y,, tales que X;(0) € H(0) e Y; = Jo(X;) paratodo j =1,...,n.
Ademés, puedo asumir que X,, es paralelo a G(), e Y,, es ortogonal a TpT1U. Omi-
tiendo Y, tendremos una referencia ortonormal para T7U. Y la forma de volumen w
definida en ThU por la métrica de Sasaki valdra w(Xy,..., X, Y1,..., Y1) = 1.

Por otro lado

n—1
a A (do)™ N (X1, X, Vi, Yon) = (n = 1) a(Xy) - ] de(Xa, 5)
=1

=(n—-1)!

Asi que ﬁa A (da)"~! coincidira con la forma de volumen de la métrica de Sasaki,
que define la medida de Liouville. En particular:

Proposiciéon 1.10. La medida de Liouville serd invariante por el flujo geodésico, ya
que la forma de contacto a lo es.

1.1.3. Una interpretacion de los campos de Jacobi

Vamos a reescribir hechos conocidos sobre campos de Jacobi con toda la termino-
logia que hemos aprendido en esta seccion. Gracias a ella, veremos que el campo de
Jacobi con valores iniciales dados no es mas que el push-forward del dato inicial por
el flujo geodésico.

Recordemos que los campos de Jacobi eran aquellos campos de vectores definidos
sobre una geodésica g que cumplian la ecuacion J” +R(~y, J)v, = 0. Dado § € TyT' M
podemos construir un tnico campo de Jacobi. Para ello, tomamos z(s) : (—¢,¢) = T'M
una curva adaptada a &. Después construimos la superficie parametrizada f(s,t) = 7o
®4(2(s)), que serd una variacion de vy formada por geodésicas. Y su campo variacional
sera justamente

J(t) = 2 mod(x(s).

Y ese es precisamente el campo de Jacobi con condiciones iniciales J¢(0) = (dm)g(€),
Jé (0) = Ky(&). Obsérvese que tenemos un isomorfismo lineal canénico entre TyT'M y
el espacio J de campos de Jacobi sobre 7y. Es mas, es facil ver que S(0) C TpyT M se
corresponde con los campos de Jacobi normales a ;.

Proposicion 1.11 (Diferencial del flujo geodésico). Fijemos § € TM y & € TyT M.
Entonces para t € R se tiene que

(d®1)o(€) = (Je(t), Je(t)).

Demostracion. Es una cuenta. Manteniendo la notacién de arriba, aplicamos la regla
de la cadena. Primero,

Jlt) = 5h| (o BI:() = d(r o Bl6) = (dm)a 0 (dBo(6).
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Por otro lado,

0= Zas| o) =71 Smom:e)
= 2| (i (0) = Koy (@i(6)). 0
s=0

Esta proposicién muestra una visién geométrica sobre los campos de Jacobi que no
tenemos si nos quedamos con la definicién “son soluciones a una ecuacién diferencial”.
En particular nos darédn una interpretaciéon muy clara de los puntos conjugados.

Fijada una geodésica =y, recordemos que un punto 7(¢) con t > 0 es conjugado a
7(0) cuando existe un campo de Jacobi no trivial sobre vy con J(0) = J(¢) = 0 (ver
seccion A.5 para mas detalles).

Con nuestra tecnologia, que un campo cumpla J(0) = 0 significara que el dato
inicial de J serd un vector en ker(dm), y por tanto vertical. Y existird un punto
conjugado cuando J(t) = 0 para algin otro ¢t. Es decir, un punto conjugado ocurre
cuando al empujar un vector vertical por el flujo geodésico volvemos a llegar a un
vector vertical.

Asi mismo, una variedad sin puntos conjugados sera aquella en la que al
empujar vectores verticales por el flujo geodésico nunca volverén a ser verticales.

1.2. La ecuacion transversal de Jacobi

En esta seccion nos gustaria dar un enfoque més actual a la ecuacion de Jacobi.

Consideremos J el espacio vectorial de campos de Jacobi ortogonales a una geo-
désica ¢ : R — M (recuerdo que tiene dimension 2n — 2). Definamos una 2-forma en
J:

w(J1, J2) = <J1, J§> - <J{, J2>.
Obsérvese que esa combinacién es constante a lo largo de ¢, asi que esta bien definida.
De hecho sera una forma simpléctica, pues para un campo de Jacobi J se cumpliré

que J(0) # 0 0 J'(0) # 0. Asi que podemos considerar J el campo de Jacobi con dato
inicial (J(0),0) o (0,J’(0)) respectivamente, y w(.J,J) # 0 luego w es no degenerada.

Ahora, fijemos un subespacio V' C J donde se anule la forma w(.J1, J2) para todo
J1, J2 € V. Obsérvese que esto hace a la derivada covariante ser autoadjunta, en cierto

sentido: (Ji, Jo) = (J1, J}) .

Para cada t € R definimos el espacio vectorial
V() ={J@t): JeVia{J(t): JeV,J(t) =0} C T.,yM
Llamemos (1) y (2) respectivamente a esos sumandos.

Lema 1.12. dim V' (¢) =dimV, y el sequndo sumando es trivial en casi todo t.
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La idea detras de esto reside en que los puntos conjugados forman un conjunto
discreto. Esto se probara maéas adelante, en el corolario 2.32 al teorema del indice de
Morse.

Demostracion. Primero observemos que la suma es efectivamente directa. Si J; € (1),
y Jo € (2), entonces
<J1, J£> (t) = <J{, J2> (t) =0.

Ahora definamos espacios Vi (t) = {J € V : J(t) =0} y Va(t) = {J'(t) : J(t) = 0}.
Hay una aplicacion Vi (t) — Va(t) evidente, definida por J +— J'(t). Por definicion de
estos espacios sera sobreyectiva. Ademés, su nicleo es cero, pues J(t) =0y J'(t) =0
implican J = 0. Por tanto, V;(t) = Va(t).

Fijado ty € R, tomemos Ji, ..., J; una base de Vi (t9), y Jr+1, ..., J; una extension
de esa base para que generen V. En particular Jiy1, ..., J; serdn una base de {J (o) :
J eV}, Asi,

dimV =k + (I — k) = dim Va(to) + dim{J (t¢) : J € V} = dim V (t,),

que era una afirmacién que queriamos demostrar.

Veamos ahora la segunda parte del lema. En concreto veremos que hay un € > 0
tal que Ji(t), ..., Ji(t) seran linealmente independientes Vt € (g, to+¢). Claro esta, ya
sabiamos que Ji11(to),- .., Ji(to) eran linealmente independientes, y por continuidad
seguiran siéndolo para t € (tg,tg + €) con £ > 0 pequeno.

Ahora, elijamos ¢ > 0 de manera que [tg,to + €] no tiene puntos conjugados
de c¢. Asi Ji(t),...,Jk(t) seran linealmente independientes. Solo falta por ver que
span{Jy,...,Ji} y span{Jgi1,...,J;} son disjuntos.

Sea J = Z?:_ll F;, con E; una base ortonormal paralela del espacio {¢'}*. En
particular f; = (J,E;). Si J € span{.Ji,...,Ji} se tiene que fi(tp) = 0. Podemos
escribir f;(t) = (t — to)gi(t) para alguna g. Y con esto, J'(tg) = >_ gi(to)E:, que es
perpendicular a span{Ji41,. .., J;}. Luego efectivamente el segundo sumando sera casi
siempre trivial. O

Supongamos ahora que dimV = n — 1. Tal V es maximal entre los subespacios
que anulan w. Eso se conoce como un subespacio lagrangiano. Por el lema sabemos
que para casi todo ¢ {¢/(t)}* se genera por los J(t) con J € V. Tendra sentido definir
un operador S(t) : {<(t)}* — ¢(t)}*+ de la forma

S(t)u:=J'(t), conue{d(t)}t, yJeV el campo con J(t) = u.

Obsérvese que S es autoadjunto, gracias a que en V se anula w. Llamemos R(t) al
operador R(c/(t),-)c (t). Podemos reescribir la ecuacion de Jacobi en terminos de S:

—R(t)J(t) = J"(t) = (ST)(t) = S J(t) + ST (t) = (S + 5%)J(t).

Hemos deducido una versiéon de primer orden de la ecuaciéon de Jacobi. Esta es cono-
cida como la ecuacion de Ricatti.

(R) S'+5+R=0
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Quiza una ecuacién diferencial sobre operadores es dificil de manejar. Tomando trazas
en (R) obtendremos una ecuacion diferencial real

(%) (trS) + tr(S?%) + Ric(d'(t)) = 0.

Definamos un producto interno de operadores (A, B) = tr(AB). Y por otro lado,
descompongamos

tr(.S9)
n—1
So seré la parte sin traza de S. Obsérvese que (Id, Sp) = 0. Combinando todo esto,

2\ 2_tr(5)2 2
tr(5%) = |S[? = =22 + 1S

S = Id 4 Sp.

3 2
Si definimos s := t:L(j) y o= %, la ecuacion () queda en
/ 2 _
s+s+r=0.

Veamos una pequena aplicacion a (x):

Teorema 1.13. Sea V un subespacio lagrangiano de J, y S el correspondiente ope-
rador de Ricatti. Supongamos que {J(t) : J € V'} nunca se anule, y genere todo ¢ (t)+
para todo t € R. Si ademds Ric(c'(t)) > 0, tendremos que S =0 y Ric(c'(t)) = 0.

Demostracion. Supongamos que S no sea idénticamente cero. Y consideremos nuestra
ecuacion s’ + s> +r = 0. Obsérvese que si s = 0, entonces 7 = 0. Eso implicaria
|So|?> = —Ric/(n — 1) <0, y por tanto S = Sy = 0.

Asi pues, existe to con s(tg) # 0. Asumamos que s(0) < 0. De otra forma podemos
reparametrizar la geodésica. Definamos por

B 1
~t+1/s(0)

{f/ = _f2
7(0) = s(0).

Definamos también y = f — s, que en (—o0, —1/s(0)) cumple la ecuaciéon

f(t)

la solucién de la EDO

y’:f'fslsz2+52+r:(s+f)y+r, con y(0) = 0.

Pongamos ahora que x # 0 satisface la ecuacion homogénea 2’ = —%(S + fz,

v u
satisface v’ = 2r/x?, con u(0) = 0, tendriamos que y coincide con %uxz. Pero v > 0
implica que y > 0. Por tanto s < f. Pero f(t) — —oo en tiempo finito t = —
luego s no estaria definido en cero. Hemos encontrado una contradiccion. (]

Supongamos ahora que tomamos un subespacio con dim V < n—1. Tendremos una
ecuacion similar a la de Ricatti para campos de Jacobi transversales a V. Supongamos
que J sea un espacio lagrangiano para w, y V su subespacio. Como antes definimos

Vy={J@): JeVvia{J'(t):JeV,J(t) =0}
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Y otra vez, V(t) tiene la misma dimension que V. Escribamos también un subespacio
H(t) = V(#)*n{c(t)}*. Tendremos u = u¥ + u” una descomposicién de u en V (t) ®
H(t).

En los tg donde {c/(t)}* se genere por {J(tg) : J € J}, definimos el operador
S(to) : H(tg) — H(to) por
u— (YN "(tg) conY = J" parael J € J con J(ty) = u.
Estara bien definido, pues si Ji(tg) = J2(tg) = u, tomando cualquier J € J tenemos
((Ji = J2)', T) (to) = ((J1 = J2, J') (t0) = 0.

Asi que J}(tg) = J4(to). En particular, (J])"(to) = (J5)"(to).

Ademas, se cumple que ((J?))*(ty) = 0, pues J'(ty) = u’ = 0 y para todo X
tangente a H tendremos que

(Y, X) = & 2, X) = (7. X =0,

luego (J7) L Hy ((J?))" = 0. Por tanto, el operador esta bien definido.

Ahora veamos que el operador es autoadjunto. Para ello tomemos u; = Y;(ty) €
H(tp), donde Y; es la parte horizontal de un campo de Jacobi J;. Asi,

(S(to)ur,uz) = <(J1h)’, J2> = ((J1 = J7), J2) (to) = (J1, J2) (to)
= (J1,J3) (to) = {u1, S(to)us) .

Observacion. Hemos definido un operador derivada covariante D" : X s (X')"

sobre el fibrado {(t,u) : t € R,u € H(t)}. Tendra sentido hablar de transporte paralelo
sobre H. En particular tendremos una identificacion canoénica de H(t) con E := H (tg).
Podremos entender los S(t) definidos arriba como una familia de operadores definidos
en E con un parametro real. Asi, tendra sentido la derivacién S’ = D"S.

Con eso en la cabeza, para Y = J",
(1.1) Y" = D"y = D"SY) = (D"S)Y + S(D"Y) = (S’ + S?)Y.

Pero podemos calcular D"?Y de otra manera. Definamos A(t) : V(t) — H(t) como
A(t)u = J™(t), donde J € V con J(t) = u. Al igual que S sera una aplicacion lineal
bien definida. Volvamos a tomar Y = J" con Y (tg) = J(tp). Y fijemos una base
ortonormal de campos D"-paralelos X1, ..., X, con X;(tg) = J(to). Entonces, para
zeV,

(I, Z) (to) = (J, 2') (ts) = (J, AZ) (t0) = (A" ], 2) .

En particular (J")"(tg) = A*(to)J (to)-
Similarmente, X/ (t) = —A*(t)X;(t), puesto que

0= (X, 2) = (XL, Z) + <X (Z/)h> — (XL, Z) + (X, AZ) = (X, + A" X, Z).
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Sea R = R(c,-)c el operador curvatura sobre c. Se tiene que

<Dh2Y, Xk> (to) = <(Jh)’h/,Xk> (to) = <Jh/h,Xk>/ (to) — <Jh’h,X,;> (to)

Es decir, hemos sacado las D" del producto escalar como derivadas normales. Ahora
volvamos a meterlas en el producto como derivadas covariantes usuales:

(DY, Xy ) (t0) = (J", X) +2(J', Xp) + (J, X{)
= — (RJ, Xi) — 2 (A" J, A*Xy,) + (X1, X})
= — (RY, X)) — 2({AA"J, Xy,) — (X{,X}.) + (X1, X}) (to)
= — (RY — 3AA™Y, Xk) (to).
En la dltima desigualdad hemos usado que (X7, X)) = (J',X}), que coincide con
(A*AJ, Xy).
Asi que definiendo el operador R" por R"Y := (RY)h, se tiene que

D"y = —R"Y — 3AA*Y,
que junto con la ecuacién 1.1 nos da una ecuacion diferencial para S:
(J-W) S + 8%+ RM + 344" = 0.

Esta es la ecuacién transversal de Jacobi, debida a Wilking.

Su superioridad respecto a la ecuacion de Jacobi (o Ricatti) reside en que, al ser
una generacion de ésta, implicara versiones més fuertes de algunos teoremas conoci-
dos. Por ejemplo en [10] se generalizan algunos resultados de comparacion obtenidos
mediante la ecuacion de Ricatti que luego en [11] prueban teoremas inalcanzables por
la comparacion clasica (ver el teorema A y la seccion 3.1 de ese tltimo articulo).



CAPITULO 2

Variedades completas y teoremas
globales

La geometria riemanniana por lo general esta interesada en encontrar propiedades
globales, en contraposicién a las propiedades locales. Esto quiere decir que dependen
de la variedad como un todo, y no son comprobables en entornos de cada punto.
Estudiaremos los llamados teoremas globales, que combinaran una propiedad local
con propiedades globales débiles (ser una variedad completa o simplemente conexa)
para concluir propiedades globales mucho més fuertes.

Esto se entiende mucho mejor con un ejemplo. El teorema de Hadamard nos dira
que una variedad completa y simplemente conexa con curvatura seccional K < 0
(propiedad local, comprobable punto a punto) sera difeomorfa a R™ (propiedad global
muy restrictiva).

Obsérvese que la informacién circula en ambos sentidos. Podemos darle la vuelta
al resultado diciendo que cualquier métrica riemanniana sobre la esfera tendra que
tener curvatura positiva en algiin punto.

En este capitulo se definiran las variedades completas (el habitat natural de las
propiedades globales) y se cubriran varios teoremas globales clasicos. Estos estaran
seleccionados para darnos informacién sobre los puntos conjugados de la variedad.
Otros resultados globales més alejados del tema del trabajo se podran encontrar en el
segundo apéndice.

La ultima seccién es un poco diferente. Esta consistird en unos pequenos comen-
tarios sobre la minimalidad de las geodésicas y como los puntos conjugados son una
obstruccion a ella.

Supondremos a lo largo de este trabajo que nuestra variedad es conexa. Para
estudiar cualquier otra variedad siempre podremos trabajar por separado con cada
una de sus componentes conexas.

15
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2.1. Variedades completas

A la hora de hablar sobre propiedades globales tiene sentido querer tratar con
“el todo mas grande”. Mas concretamente, nos gustaria no estar trabajando en abier-
tos posiblemente patologicos dentro de otra variedad riemanniana. Esto motivara la
definicién siguiente.

Definicién 2.1. Una variedad riemanniana M es completa si exp,(v) estd bien
definida para todo (p,v) € TM. En cambio, M es extendible si es isométrica a un
abierto propio de otra M.

Recordemos también que en nuestra variedad riemanniana tendremos una distan-
cia d(p, q) definida como el infimo de longitudes de curvas que unan p y ¢. Esta métrica
induce la topologia de M, pues de hecho una bola normal B, (p) coincidiré con la bola
métrica BY(p), pues ahi las geodésicas minimizan longitudes.

Proposicion 2.2. Efectivamente los conceptos de variedad completa y extendible son
opuestos. Una variedad completa no puede ser extendible y viceversa.

Demostracion. Supongamos que M es un abierto propio de otra variedad riemanniana
M’. Existiria un p € OM, y podriamos elegir U’ C M’ un entorno normal de ese
p. Desde ese punto tendré geodésicas que lleguen en tiempo finito a puntos de M.
Reparametrizando ¢ — —t obtendremos geodésicas de M que se salen en tiempo
finito, y M no es completa. O

En realidad nuestra definiciéon de variedad completa serd una entre tantas posibles,
como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3 (Hopf-Rinow). Sea M una variedad riemanniana y p € M. Son equi-
valentes:

1. exp, estd bien definida en todo T),M

IS

. Los conjuntos cerrados y acotados son compactos
3. M es un espacio métrico completo
4. M es una variedad riemanniana completa

5. Eziste una cadena de conjuntos compactos K1 C Ko C K3 C --- con |J,, Kn =
M tal que si g, & Ky, entonces d(gn,p) — 00

Ademds, todas estas afirmaciones implicardn

6. Para todo q € M existe una geodésica v que une p y q, y ademds minimiza la
distancia ((y) = d(p, q).
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Demostracion. Quiza la parte mas interesante de la demostracion reside en ver la
existencia de una geodésica minimal entre dos puntos. Asi pues, empecemos por ahi:

1 = 6: Pongamos d(p, q) = r, y tomemos Bs(p) una bola normal (ver definicion
A.12 si es necesario), con S su frontera. Consideremos la funcion z — d(q, ) definida
para z € S,y sea 79 el minimo de esa funcién. Asi xg = exp,,(dv) para cierto v € T,M
con |v| = 1. Con ese valor definimos la geodésica v(s) = exp,(sv), bien definida para
s € R por hipétesis. Obsérvese que demostrar y(r) = ¢ probaria la implicacion.

Para demostrar eso, planteemos una ecuacién un poco mas general:

(+) d((s),q) =7 — 9
Definamos también el conjunto A = {s € [0, 7] tales que se satisfaga (x)}. Nuestro
objetivo pasa a ser probar que r € A.

Claramente 0 € A por la definicién de r. También sabemos que A es cerrado, al
ser la preimagen de un conjunto cerrado por una funcién continua.

Queremos ver que si s € A, entonces so+ 0’ € A para un ¢’ > 0, por pequeno que
sea. Asi sup A = r, y como A es cerrado habriamos completado la prueba.

Tomemos sg € A, y sea By(v(sp)) una bola normal, con S’ su frontera. Como
antes elegimos z(, € S’ el minimo de d(z, ¢). Bastara ver que zo = y(so + 0’). De ser
el caso,

d(’Y(SO)a Q) =0+ d(x,O’ q)
y S0 + 6 satisface ().
Definamos la curva

5(s) = {7(3) si s < s

arco geodésico de y(sp) hasta zg  si s9 < s < 59+ 0

Y como la desigualdad triangular nos dice
d(pvxé)) > d(p7 Q) - d(qvxz)) =Tr-—= (’I" — S0 — 6/) =50+ 5/7
entonces 4 debe minimizar la longitud hasta x(,. Asi que sera geodésica (ver proposicion
A.15) y obligatoriamente 4 = «y. Por tanto, so + ¢’ cumple (x).

Veamos ahora la serie de equivalencias:

1 = 2:81 A C M es un conjunto acotado cabe en una bola métrica B de
centro p y radio 7. Por el punto 6, B,.(0) C T;,M sera tal que B C exp,, B,-(0), que es
un conjunto compacto. Como A es cerrado, tendré que ser compacto.

2 = 3:Sea {p,} una sucesion de Cauchy. Como conjunto estara acotado, asi que
su cierre es compacto. En particular, tendra que tener una subsucesiéon convergente.
Y una sucesion de Cauchy con subsucesiéon convergente es a su vez convergente.

3 = 4 : Supongamos que M no es una variedad completa. Existird una geodésica
~(s) definida para s < sg pero no para s = sg. Cualquier sucesion s, T sg nos dara
d(v(sn),7(sm)) < |Sn—Sml|, y por tanto y(s,) sera de Cauchy. M completa implicaria
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que y(sp) — 7(s0), y tomando una bola normal en ese punto podremos extender més
alla la geodésica.

4 = 1: Es obvia.

5 <= 2: Es topologia de espacios métricos elemental. ]

Observacién. Una variedad compacta M seré completa, pues al ser todo subconjunto
cerrado un compacto se cumpliré el punto 2.

También se deduce del punto 2 que una subvariedad cerrada de una variedad
completa tendra que ser completa con la métrica inducida.

Como uno se puede imaginar, el teorema de Hopf-Rinow sera el pan de cada dia
en el estudio de variedades completas. Aparecera por ejemplo en la demostraciéon de
nuestro primer teorema global:

Teorema 2.4 (Hadamard). Sea M una variedad simplemente conexa, y p € M. Si
K(p,0) <0 para todo o C T,M subespacio de dimension 2, entonces M es difeomorfa
a R"™, pues exp, : TyM — M serd difeomorfismo.

El peso de la demostracion esta sostenido por dos lemas que en realidad tienen
bastante interés por si solos. El primero probara que una variedad con K < 0 sera una
variedad sin puntos conjugados. Y el segundo nos ayudara a ver que exp,, es aplicacion
recubridora cuando no hay puntos conjugados a p.

Recordemos la definicion de punto conjugado. Si v : [0,a] — M es una geodésica,
y existe sobre ella un campo de Jacobi J(t) no trivial con J(0) = J(a) = 0, entonces
~(0) y v(a) son puntos conjugados. Por la proposicion A.30, los puntos conjugados se
asocian a singularidades de la exponencial.

Lema 2.5. Sea M una variedad riemanniana completa con curvatura seccional K < 0.
Entonces ningin p € M tendrd puntos conjugados. En particular exp, : TyM — M
serd difeomorfismo local.

Demostracion. Sea J(t) un campo de Jacobi sobre alguna geodésica . Pongamos que
J(0) =0y J'(0) # 0. Observamos que

(L, )" =2(1, 0 +2(J" J)=2|T 1> = 2(R(,J)¥,J) > 0.

Y por tanto (J,.J) es una funcién creciente. Y como (J, J) |;=o = 2 (J(0), J'(0)) = 0,
serd una funcién no negativa para t > 0.

Asi sabremos que (J, J) es no decreciente. Ademas, (J(0), J(0)) = (J(0), J'(0)) =
0, asi que la segunda derivada |.J’|?> > 0 dirige ese producto en un entorno de cero.
Concluimos que |J(t)] > 0 para ¢ > 0, y no podra haber un punto conjugado a

~(0). O

Lema 2.6. Sea M wuna variedad completa, y f : M — N un difeomorfismo local a
otra variedad riemanniana N. Si se cumple que para todo (p,v) € TM, |df,(v)| > |v],
entonces [ serd una aplicacion recubridora.
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Demostracion. Queremos demostrar que para todo punto de N existe un entorno U
tal que si escribimos f~(U) como unién de sus componentes conexas C;, fl|o, : C; —
U es un difeomorfismo. Como f es un difeomorfismo local, bastaria probar que esa
restriccion es biyectiva.

Esa biyectividad en las restricciones adecuadas se deduce de la propiedad del
levantamiento de caminos: Si ¢ : [0,1] — N es un camino, y elegimos ¢ € M tal que
f(gq) = ¢(0), existe un tnico levantamiento ¢ : [0,1] — M de ¢, es decir, ¢ cumple que
f o¢ = c. Demostrémoslo:

Como f es difeomorfismo local, uno tiene una inversa para un entorno de ¢, y asf
podrfamos definir &(t) = f~loc(t) parat € [0,¢] con ¢y > 0 suficientemente pequefio.

Pongamos que A = [0,t1) es el conjunto de los ¢ donde podemos levantar c¢(t). Si
t1 € A, entonces A seria un conjunto abierto y cerrado de [0, 1], por lo que habriamos
terminado.

Pero tomemos ¢,, T ¢1, una sucesion creciente con limite ¢;. Entonces {¢(¢,,)} esta-
ran contenidas en algin compacto de M. Si no fuese asi, por completitud d(é(t,,), ¢(0)) —
00. Y eso implicaria que ¢ tuviese longitud infinita entre 0 y ¢1. Pero por otro lado

/0 (1)) dt = /0 df s (@ ()] dlt > /0 & (0)] dt > d(e(tn), &(0)),

lo que no tendria sentido. Obsérvese cémo aparece la hipotesis en la primera desigual-
dad.

Hemos deducido que {¢(t¢,)} tiene un punto de acumulacion r € M. Si V es
un entorno de r tal que f|y sea difeomorfismo, tendremos que c(t1) € f(V), y por
continuidad habra todo un C(I) C f(V') para cierto intervalo abierto I que contiene
a t1. En particular, podemos extender ¢ mas alla de ¢;, y podremos levantar todo el
camino. O

Demostracion (al teorema de Hadamard). Sea M simplemente conexa y completa,
con K < 0. Entonces exp, : T,M — M estara bien definida para todo p, es so-
breyectiva (pues por Hopf-Rinow existe una geodésica minimizante entre cualesquiera
Py q),y ademas es difeomorfismo local.

Gracias a restringir exp, a abiertos donde sea difeomorfismo, podemos imponer
una métrica en T, M de manera que exp,, sea isometria local. Como por una isometria
geodésicas van a parar a geodésicas, las lineas rectas que pasan por el origen en 7, M
seran geodésicas, que son prolongables infinitamente. El teorema de Hopf-Rinow nos
dird que entonces T),M es una variedad completa.

Por tanto, el segundo lema obliga a que exp,, : T,M — M sea aplicacién recubri-
dora. Asi que si M es simplemente conexa, tendra que ser un difeomorfismo. ]

Realmente hemos demostrado algo un poco més general:

Corolario 2.7. Si M es una variedad completa sin puntos conjugados, exp,, : T, M —
M es una aplicacion recubridora para todo p € M. Por tanto, una variedad sin puntos
conjugados simplemente conexa serd difeomorfa a R™.
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2.2. Variaciones de la energia

Nuestro préoximo objetivo serd introducir herramientas del calculo de varia-
ciones para obtener més resultados globales. La idea basica de esta disciplina serd
generalizar ese momento en un curso de célculo en el que se miraba la derivada de
una funcién para localizar maximos o minimos. Nosotros buscaremos derivar, para
encontrar minimos, funcionales que tomen curvas de cierto espacio y devuelvan un
numero. Por ejemplo, su longitud.

Definicién 2.8. Sea c: [0,a] — M una curva diferenciable en trozos 0 < ¢; < t;y; =
a. Una variacién de c sera una funcion f : (—e,e) — M con f(0,t) = ¢(t) y tal que
fl=e,e)x[ti_1,t;) € diferenciable.

Ademas, se dira que es una variacion propia si fija los extremos. Es decir, f(s,0) =
c(0) y f(s,a) = c(a) para todo s € (—¢,¢).

Podemos fijar s o t para obtener:

t— fs(t) := f(s,t) una curva en la variacion.

s+ fi(s) := f(s,t) una curva transversal a la variacion.

La velocidad de estas ultimas curvas en s = 0 define un campo vectorial V(t) =
%(0, t), llamado el campo variacional de f.

Proposicion 2.9. Para cualquier campo de vectores V' diferenciable a trozos sobre ¢
existird una variacion f del que es campo variacional. Si ademds V(0) = V(a) = 0,
puede elegirse propia.

Demostracion. Construyamosla: El conjunto ¢([0, a]) es compacto. Tomando un subre-
cubrimiento finito de entornos normales, podemos definir exp,;) en todo v € T )M
que cumpla |v| < § (para un ¢>0 suficientemente pequeno).

Fijemos N = méx |V (t)|, y € < 0/N. Asi, la variacion

f(s,t) = exp (1) (sV (1))

estard bien definida en (—¢,¢€) x [0, a]. Ademés exp es diferenciable, luego la diferen-
ciabilidad depende de V', que es a trozos.

Por dltimo,
O(0.1) = (dexpeg oV (1) = V(1) a

Nuestro objetivo serd comparar la longitud de ¢ con otras curvas de su variacién.
Es por eso que definiremos las funciones longitud

a af
L(s) = —(s,t)| dt
0= [ |5eo)
y, por futura conveniencia, la energia
a af 2
E(s) = — (s, dt.
0= [ |5
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Con solo un vistazo a estas definiciones, uno preferiria trabajar con E antes que con L,
al no tener una temible raiz cuadrada en el integrando. Por otro lado, es una cantidad
a priori menos geométrica que la longitud. Veamos que atn asi nos servira para algo,
pues minimizar la energfa implica ser una geodésica que minimize la longitud:

Lema 2.10. Sea v una curva que une p y q puntos de M con longitud minima.
Entonces, para toda curva c con esos extremos, se tiene que E(v) < E(c), con igualdad
sty solo si ¢ es una geodésica minimizante.

Demostracion. La desigualdad de Cauchy-Schwartz nos dice que

a a 1/2
= [(wla <a? ( / |c'<t>|2dt> — 2B,
0 0

con la igualdad si y solo si |¢/(t)| es constante. Como v debe ser una geodésica por la
proposicién A.15, tenemos que

< E(c).

Y la igualdad implicard que ¢ minimice también la longitud y tenga velocidad cons-
tante, lo que la convertiria en geodésica. El reciproco es obvio. O

Con el problema de encontrar minimos en las longitudes en mente, nos gusta-
ria calcular E'(0) y E”(0) para cualquier variacion. Y es que existen unas formulas
relativamente sencillas para estas derivadas.

Proposicion 2.11 (Férmula de la primera variacion). Sean f una variacion de una
curva ¢, V su campo variacional, y E su energia. Entonces

(1V) %E’(O) = /OG<V() > dt — %(V -dt)),

donde 0 =ty < t; <tpy1 = a son los puntos no regulares de la curva, e interpretamos
d(07)=d(a™)=0.

Demostracion. Consiste en hacer la cuenta. Por definicion,

k

& [t jof of
E(s)_z/ti <at at>dt

i=0
Metiendo la derivada en la integral (gracias al teorema de la convergencia dominada)

obtenemos:
k

oy — 1/ DOf of
E'(s) = Z/t, 2<838t’6t> dt
& ([t /Daf of
=S [
Yot d Jof of “1 /9f Dof
=2l >dt‘2§3/ Cov-oran)
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Aplicando el teorema fundamental del calculo en el primer sumando y después eva-
luando en s = 0 obtenemos lo que querfamos. ]

Esta formula tendra una aplicacién inmediata, reconocer geodésicas:

Proposicion 2.12. ¢ : [0,a] — M es una geodésica si y solo si para toda variacion
propia f se tiene que E'(0) = 0.

Demostracion. Si ¢ es geodésica todos los sumandos en (1V) se anularan, asi que
E'(0) = 0 para cualquier variacion. Supongamos ahora E’(0) = 0 para toda variaciéon
propia de c.

Primero tomemos V (t) = g(t) - %c’(t), para g una funcién suave y positiva salvo

en los t;, donde se anula. Asi,
1 a D D
0=-E(0)=— t) (= (), =) ) dt+0.
S E0 = [90 (G0 50 ) a

En particular se anulara esa integral, lo que implicara que dDdtc (t) = 0 en todo
te (ti,tprl).

Para ver que pasa con esos puntos en los que posiblemente ¢ no es regular, toma-
remos V(t) con V(t;) = () — ¢(¢;). Utilizando que ¢ es geodésica por intervalos,

tenemos que
k+1

1 -2
0= 5E'(O) - Z I (t5) — ()%,
i=0
concluyendo que c es regular en los ¢;, y por tanto una geodésica. O

Volvamos un momento la vista atras para darnos cuenta de una ventaja de E
sobre L. Minimizar la energia también nos obliga a que la curva esté parametrizada
por longitud de arco, cosa necesaria en nuestra definiciéon de geodésica. Observemos
también que gracias a E y por la anterior proposicién hemos conseguido una definiciéon
global de geodésica.

Antes de continuar, escribamos la féormula de la primera variacién para L, pues la

utilizaremos mas tarde.

Proposicion 2.13 (Primera variacion de la longitud). Sea f una variacion de ¢ (a
quien suponemos parametrizada con velocidad constante), y L su longitud. Entonces

1

ELGI <<c’(t),V(t)> o - /ab <V(t)7fl)tc’(t)> dt)

La cuenta es muy parecida a la que hemos desarrollado para E. Se puede encontrar
en las primeras paginas de [3].

L'(0) =

Ahora el siguiente paso natural es intentar calcular E”(0) cuando se anule E’(0)
para saber si estamos tratando con un maximo o minimo. Asi que vamos a ello.
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Proposicion 2.14 (Férmula de la segunda variacion). Sea v una geodésica, y f una
variacion propia. Se cumple
(2V)

k

a 2
0= [ <v<t>, D RO, V>w’>> -3 <V(ti>, 2L - Ztv<ti>> ,

donde V es el campo variacional de f, y R el operador de curvatura.

Demostracion. Consiste en derivar E’(s)/2, cantidad que habfamos calculado en la
demostracion de (1V). Asi,

tit1

/a Dof Dof dt/a’ of DDOf\ .
o \0sds’ Ot Ot o \Os 0s0ot ot ’

El tercer sumando se anula, pues v es geodésica por hipétesis. El primero se anu-

la telescopicamente por la regularidad de + y por considerar una variacién propia.

Obsérvese que si la variacién no fuese propia sobrevivirfa un <%%, 5 > [I=& adicional.

E"(s) < <D8f 8f>
1=0

tit1 k
+Z <8f D 8f>
=0

Busquemos una manera de transformar los sumandos segundo y cuarto en algo
mas parecido a (2V). Para el cuarto sumando, la proposicion A.20 nos dira que

DDof D?

EA T T @V + R(,V)Y.

Para el segundo sumando, usando la simetria de las derivadas covariantes (lema
A.10) obtenemos que

Y Jof D of

=0

tit1 k
= > (V). V() = V().

ti i=1

Obsérvese como se anulan los extremos del sumatorio gracias a que la variacion sea
propia. Juntando todo esto deducimos la férmula. O

Ahora, definiendo la cantidad
I,(V,V) :/ VP = (R(,V)Y,V) dt,
0

(que aparte de simplificar la notaciéon tendra un significado, como veremos maés tarde)
uno puede escribir la formula de la segunda variacién no propia como

0 0
2V simple) L E"(0) = 1,(V,V) - <§8ffy> (0,0) + <§8ffy> (0.0)

Y el caso de una variacién propia queda en $E”(0) = I,(V,V).
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Demostracion. Si la variacion no fuese propia, tendriamos la férmula

E”(O) a k+1
— = / (V" + RO\ V) dt =Y (VV'(55) = V(7))
0 =0
Daf N[
(ma ).

Por otro lado observamos que

d

T (V) = (Vv + (VI V)
donde V sea diferenciable. Asi, uno puede escribir

tit1

a k t;
/0 (V,V'+ R, V)Y) dt:Z/t +1%<V,V’> dt—/t VIP—(R(Y, V)Y, V) dt.
i=0 V%

Aplicando el teorema fundamental del calculo obtendremos un sumatorio que se anu-
lara con el de (2V) al sustituir esta expresion, demostrando asi la formula simplifica-
da. O

Todas estas féormulas tienen aplicacién inmediata a la demostraciéon de teoremas
globales. Por ejemplo, el siguiente:

Teorema 2.15 (Bonnet-Myers). Sea M una variedad completa de dimension n. Su-
pongamos que su curvatura de Ricci esté acotada inferiormente de la forma

1
Ricy(v) > — >0 Vpe M,Vv e (T,M).
T
Entonces M es compacta y diam(M) < 7r.

Demostracion. Sean p,q € M. Tomemos « : [0,1] — M una geodésica minimizante
entre p y ¢ (por tanto |y(t)| = [, la longitud). Supongamos d(p, q) > 7r, y busquemos
una contradiccion.

Tomemos e1(t), ..., ey (t) una base ortonormal en T’ ;) M, obtenida por transporte
paralelo, elegida de manera que e, (t) = 7/(t)/l. Tomemos ahora los campos de vectores
Vj(t) = sen(mt)e;(t) para j = 1,...,n — 1. Cada uno de ellos generara una variacion
de 7, cuya energia denotaremos Ej;. Por la féormula (2V simple), tenemos

E5(0)
2

1
- / (Vi V' + ROy, V') dt

=— /1 sen’(mt) (7% — K (e, (), €;(t))) dt,
0

donde utilizamos que e; son transportes paralelos para derivar los V; con facilidad.
Aqui K es la curvatura seccional generada por esos vectores. Si ahora sumamos en j,
haremos aparecer la curvatura de Ricci:

1 n—1 1
3 ZE;’(O) = —/0 sen2(7rt) ((n - 1)7T2 —(n— l)l2 Ricfy(t)(en(t))) dt.
j=1
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Usando la cota para la curvatura obtendriamos
1 n—1 1
3 ZE;’(O) < / sen’(nt) (n — )x? — (n — 1)x?) dt = 0,
j=1 0

en particular una de las E;-’(O) serd negativa. Eso significa que en las variaciones
correspondientes a V; habra curvas con longitud menor que 7, y eso impide a « ser
minimizante.

Concluimos que la acotacion d(p,q) < mr es obligatoria. Como el didmetro esta
acotado y la variedad es completa, gracias a Hopf-Rinow tendré ser compacta. O

El teorema de Bonnet-Myers es impresionante en si mismo, pero sus consecuencias
también seran muy interesantes:

Corolario 2.16. Si Ric > § > 0, obtendremos las mismas conclusiones para el re-
cubridor universal de M, al ser variedades localmente isometricas. Asi 7 (p) tendrd
un ndmero finito de puntos, y por tanto el grupo fundamental w1 (M) serd finito.

Como resultado de este corolario sabremos que no tendremos variedades sin puntos
conjugados con curvatura de Ricci acotada inferiormente de la forma Ric > § > 0.
Esto es porque su recubridor universal es R™, que no es compacto.

Corolario 2.17. Si M tiene curvatura seccional K > 6 > 0, en particular Ric, > §
y obtendremos las mismas conclustones.

Observacion. La esfera con K = %2 tiene exactamente 7r de didametro. Curiosa-
mente, existe un resultado de rigidez que dice que si tenemos ese diametro M es una

esfera.

2.3. El teorema de comparaciéon de Rauch

Acompafnando a la definicién de los campos de Jacobi se suele comentar la esti-
macién

K
(0] =t = 5t + o(t?)

siendo K = K(+/(0),J’(0)). Ver por ejemplo el corolario A.28.

Esto significa que para t pequefio la curvatura es la que dirige el modulo de los
campos de Jacobi. Asi podremos comparar médulos entre diferentes campos de Jaco-
bi. Si .J es otro campo de Jacobi en otra variedad, y K (5/(0), .J'(0)) > K (+/(0), J'(0))
entonces por ese desarrollo de Taylor se cumplira para t pequeiio que |J(t)| < |J(t)].

Eso esté bien, pero queremos mas. Nos gustaria no tener que restringirnos a valores
pequenos de t. Si quitdsemos esa hipotesis la comparacién nos permitira afirmar, por
ejemplo, que ¥ no tendra puntos conjugados si no los tiene 7.

El teorema de Rauch sera ese resultado global de comparacién que deseamos. Antes
de probarlo, adelantemos un par de lemas.
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Lema 2.18. Sea h : [0,1] — R suave con h(0) = 0. Entonces existe una funcion ¢
suave con ¢(0) = h'(0) y h(t) = to(t).

Demostracion. Basta tomar ¢(t) = fol B (st)ds. O

Sea v : [0,a] — M una geodésica, ty € [0,a] y V un campo de vectores sobre -.
Definamos el indice

to
L,(V,V) = / (V' V') — (RO, V)Y, V) dt.
0
El siguiente lema nos dird que, de no haber puntos conjugados de por medio, los

campos de Jacobi tendran indice minimo entre los V' con ciertos valores de contorno.

Lema 2.19 (del indice). Sea v : [0,a] — M una geodésica sin puntos conjugados
a v(0). Sea J un campo de Jacobi con (J,~') = 0. También tomemos un campo de
vectores con (V,~') =0. Si J(0) =V (0) =0 y J(to) = V(to), se tendrd que

Li,(J,J) < Li,(V,V), conigualdad si V = J.

Demostracion. Recordemos que los campos de Jacobi sobre v con J(0) =0y J L 4/
tienen dimensiéon n — 1, y por tanto tienen una base {Ji,...,J,—1}, que podremos
suponer ortonormal.

Para t > 0, uno puede escribir V(t) = >_ fi(t)J;(t), con f; funciones diferencia-
bles a trozos en (0,a]. Vamos a intentar estirar esa construccion a ¢t = 0. Para ello
escribamos J; = tA;, con A;(0) = J/(0). Estos A; seran linealmente independientes en
t = [0, a]. Con ellos podremos escribir

V(t) = gi(t)Ai(t) Vte0,al,

donde ¢;(0) = 0 para todo i. Por el lema anterior, g;(t) = th;(t) para cierta h; suave
en t € [0,a]. Ademés, si t > 0 tenemos que g;(t) = tfi(t). O sea que h; extienden de
forma suave las f; at = 0.

Aclarado eso, probemos la identidad

(*) <V’7V’> - <R(’Y/7V)’yl, V> = <Z fi/Ji7ZfJI-Jj> + % <Z fz‘Ji,ijJJ/-> ,
i J i j

valida en los subintervalos donde f; es diferenciable. Para ello utilizaremos que, por

linealidad de R,
R(+,\ V)Y = Z fiR(Y, Ji)y = Z —fidi.

Asi,
<V’, V'> — <R(’y’, V)Y, V>

(T4 3 FIL D Fids + £395) + (O Fil Y i)
(A £33+ (9D 1575
<
<

SIS 1)+ (S S 1)
ZfiJ{ﬁijJ»

-
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Busquemos encontrar algunos de esos cinco sumandos en nuestro objetivo, el lado
derecho de (%):

G5 S 1) = (S S50+ (8 Y 130)
(S0 S 35) + (S 100 3 1377

Ciertamente, podemos encontrar los primer, segundo y cuarto sumandos de esta ecua-
cion en la anterior (segundo, cuarto y quinto respectivamente). Sustituyendo esto,
tenemos

(V, V') = (R(Y, V)Y, V) = <Z fz-’stZf‘Jj> + % <Z fiJiyzfjJ§>
(DI D5 = (i £33

Obsérvese que, de cancelarse los dos tltimos sumandos habremos probado (). Y

ciertamente se cancelaran, ya que si definimos h(t) = (J/, J;) — <JZ~, J]’->, tendremos

que
() = ({7 T5) = (i T7)) + (0 T7) = (i J7)) =

pues la segunda resta se cancela de manera obvia, y la primera utilizando la ecuacién

de Jacobi y las simetrias de (R(-,-)-,-). Como ademas h(0) = 0, h(t) se anulara para

todo ¢.

Demostrada (x), veamos qué pasa con el indice:

V.V = [0V = (RGVLY) ar

- <Z fiJi,ijJj> ‘ + /Oto <f{Ji,Zf](Ji> dt.

t=to

Como esa tltima integral es de una funcién positiva, lo menor que puede ser es cuando
f!/ = 0. Eso implicarfa que f; fuese constante, y que V fuese un campo de Jacobi.

Obsérvese que también hemos probado que

Lo ) = (32 fidin > £35)

= (J(to), J (to)) - O

t=to

Sin maés dilacién, el teorema de Rauch:

Teorema 2.20 (Rauch). Tomemos dos geodésicas v : [0,a] — M y 7 : [0,a] — M,
definidas en variedades riemannianas M y M con dimensiones n y n + k respectiva-
mente. Sean J y J campos de Jacobi sobre ellas, con

J(0) = J(0), (J(0).7() = (J0),7©0), y [JO)]=]T0)]

Ademds, supongamos que ¥ no contiene puntos conjugados a fy( ). SivVr € Tyy)M,
VT € T;/(t)M se tiene

K(z,9(t) = K(z,7'(1)),
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entonces tendremos que
|J(t)] < |J(t)| para todo t € [0,a].

Si ademds se da la igualdad en un ty, también la habrd en las curvaturas.

Demostracion. Por la proposicion A.34, las primeras hipotesis nos dirdn que
@) 70) = (J1),50))

Esto implicara que las componentes de J y J tangenciales a su geodésica coincidiran,
asi que podemos descartarlas y suponer ese producto igual a 0.

Si [J(0)] = |J/(0)] = 0, ambos campos de Jacobi son triviales, asi que también
descartaremos ese caso.

Definamos |.J|? = v(t) y |J|> = #(t). Que 4 no tenga puntos conjugados hara que
v/v sea una funcion bien definida. Ademaés, por la regla de I’'Hopital,
Y IO

M50 BB T ) 0P

Bastaria ver que v/0 sea no decreciente, es decir, que tenga derivada > 0. Equivalen-
temente, bastaria que v'0 > vv'.

Vamos a por ello. Fijemos un tg € (0,a). Si v(tg) = |J(to)|* = 0, entonces v'(tg) =
2(J'(tg), J(to)) = 0 y esa desigualdad se cumplird trivialmente. Asi que ignorando
esos casos, definimos los campos de Jacobi

Ut) = ———J(t), y O(t) = —

v(to) o(to)

Se cumple que
v(to) _ 2(J'(to), J(to))
v(to)  (J(to), J(t0))
y también se cumplird la version con tildes. Asi, bastara probar que ItO(U, U ) <

Ii,(U,U) para completar la prueba. Para ello, busquemos una manera de “incluir” el
campo U en M y aplicar el lema del indice que hemos probado antes.

=2L,(U,U),

Consideremos {e1,...,en} y {€1,...,Entr} bases ortonormales sobre v y 4 obteni-
das mediante transporte paralelo. Podemos suponer que e (t) = g,—g;l, ea(to) = Ulto),
y lo mismo para sus contrapartes con tildes.

Definiremos una aplicacién ¢ que transforma vectores tangentes sobre v a vecto-
res tangentes sobre 4 de forma subordinada a estas bases. En concreto, para V =

S gi(t)ei(t) se define
PV = git)a(t).

Obsérvese que para campos Vi, Va sobre v, se cumple

(OV1,9Va) = (V1,Va),
(V1) = o(V)),
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pues al trabajar con transportes paralelos todo se reduce a las g;.

Con esas dos propiedades y la hip6tesis impuesta a la curvatura, podemos deducir
que

(@U",U") = (U, R(v, U)y') < (U",U") = (U,R(v, U)Y) ,
de donde se deduce que Iy, (U, oU) < Iy, (U, U). Por otro lado, como U es un campo
de Jacobi, el lema del indice (2.19) nos dice que
11y(U, U) < Ly (U, ¢U) < Iy (U, U),

lo que termina de demostrar el teorema. ]

El teorema de Rauch tendra una infinidad de aplicaciones. Por ejemplo, nos daré
una manera de comparar longitudes entre variedades:

Proposicion 2.21. Sean M y M dos variedades de dimension n tal que las curvaturas
seccionales de la primera acoten por arriba las de la sequnda. Fijemos también una iso-
metria lineal © : TyM — Tf,M. Tomemos v > 0 para que exp, |p, (o) sea difeomorfismo
a su umagen, y €xpg ‘BT(O) sea mo singular.

Por iltimo, sea c : [0,a] — exp,(B(0)) una curva diferenciable, y ¢ = exp;oi o

exp, ! oc. Entonces {(c) > {(¢).

Demostracion. Consideremos la curva ¢ = exp, Loc en T,M. Podemos definir una
superficie parametrizada

f(s,t) = 7s(t) = expp(té(s)).

Como vimos en su momento, %(t, s) define un campo de Jacobi J; sobre cada curva

vs. Ademas
T0) = 2 (dexp, e (1/(5))) = €(5)

Por otro lado, consideremos

f(s,t) = 3s(t) = expy(ti(&(s))),

y el campo de Jacobi J, = g—f.

_ Se cumplen las hipétesis del teorema de Rauch, pues Js(0) = 0,
JL(0) =i0d(s). Ademas, siendo i una isometria, |J}| = |J.| en t = 0,

Js(1) = &(s) y
y

(J0),74(0)) = (0 &(s),i 0 74(0)) = ((),74(0)) = (J1(0),74(0)) .
Aplicando el teorema concluimos que

1@ (s)| = [T < [Js(1)] = | (s)],

e integrando completamos la proposicion. ]
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Otra aplicacién un poco mas relacionada con nuestro trabajo es como unas aco-
taciones en la curvatura 0 < L < K < H controlardn la distancia entre puntos
conjugados:

Proposicion 2.22. Sea M una variedad riemanniana con curvatura seccional K que
satisfaga
0<L<KC<H,

para dos constantes H y L. Sea v una geodésica en M. Entonces, la distancia d entre
dos puntos conjugados consecutivos de v satisface

T g T
VH ™~ ~ VL

Demostracion. Para obtener la desigualdad d > 7/ V'H compararemos la variedad M
con la esfera S™(H) de curvatura seccional constante H.

En curvatura seccional constante, podemos suponer que el campo de Jacobi J(t)
es de la forma f(t) - w(t), para w(t) un transporte paralelo a lo largo de y(t), y f(t)
una funcion. Asf la ecuacion de Jacobi se reduce a f”(t) + H f(t) = 0, que tiene facil
solucion. Si f(0) = 0, tendremos que

f(t) = C cos(VLt),

para alguna constante C'. En particular, el primer cero con t > 0 de f serat = 7/vV H.

Sea v : [0,{] — M una geodésica normalizada con v(0) = p, y J un campo de
Jacobi sobre v tal que J(0) = 0y (J,7') = 0. Por otro lado, elijamos un punto
p € S™(H) y una geodésica normalizada 4 : [0,{] — S™(H) con 4(0) = p. Sea J
un campo de Jacobi sobre 4 con j(O) =0y (J,5) = 0. Supongamos ademés que
|7(0)] = |7 (0)].

Por el calculo hecho arriba, ¥ no tendréd puntos conjugados en (0, 7/ VH). Asi
aplicando el teorema de comparacion de Rauch, |J(t)| > |J(t)] > 0, si t € (0,7/VH).
Y por tanto la distancia d entre p y su primer punto conjugado cumple d > W/\/ﬁ

Para obtener la desigualdad d < 7/v/L se hace un analogo con la esfera S™(L).
Sid>m/ V'L, aplicaria el teorema de comparacion de Rauch y S™(L) tendria puntos
conjugados a distancia mayor que 7/ V'L, cosa que no tiene sentido. O

2.4. EFEl teorema del indice de Morse

En esta seccion vamos a profundizar en el significado de I,(V, V'), cantidad que nos
hemos encontrado a lo largo de las dos secciones anteriores. Es una forma cuadratica
de campos de vectores, y resultara que cuenta el ntimero de puntos conjugados en un
segmento geodésico. Como consecuencia se seguird que que los puntos conjugados
formaran un conjunto discreto.

Fijemos una geodésica 7 : [0,a] — M, y llamemos V al espacio vectorial de campos
de vectores sobre v, diferenciables a trozos y nulos en los extremos (V(0) = V(a) = 0).
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La forma del indice es una forma bilineal simétrica V x ¥V — R definida por
L(V.W) = [ (VW) = (R V)W) .
0

No haré muchas distinciones entre la forma bilineal simétrica y su forma cuadratica
asociada. Deberia reconocerse por el contexto, pero generalmente hablaremos de la
segunda.

Definicion 2.23. El indice de una forma bilineal f definida en un espacio vectorial
V es la maxima dimension de un subespacio W C V tal que f|y sea definida negativa.

La nulidad sera la dimension del subespacio {v € V : f(v,w) = 0 Yw € V}. Si
esta cantidad no es cero, diremos que f es degenerada.

Teorema 2.24 (del indice de Morse). El indice de la forma I, es finito, y es igual al
nimero de puntos conjugados a v(0) en v((0,a)), contando multiplicidades.
Vamos a establecer la maquinaria con la que probar el resultado.

Proposicion 2.25. UnV €V anula I, si y solo si es un campo de Jacobi sobre .

Demostracion. Escribamos la forma I, como sigue:

k-1

L(V,W) = /<V”+R7,ny, dt—Z<V’ (t+) — ’(tj_),W(tj)>.
j=1

Es obvio que si V' es Jacobi, la forma se anulara. Por otro lado, si I,(V, W) = 0 para
todo W, podemos tomar f : [0,a] — R* una funcién suave que se anule exactamente
en los t; donde V' no es derivable. Asi,

(VW) = /0 CFOV" + RO V)Y P,

es decir que V satisface la ecuacion de Jacobi (J) en los (tj—1,t;). Para ver que V es
regular tomamos un campo 7" con T'(t;) = V’(t;’) = VI(t;). Asi,

k—1
_ _ !4+ 13—\ |2
0="ILMV,T)==) [V(E&)-V({),
j=1
y V es derivable en (0, a), por lo que es un campo de Jacobi. ]

Corolario 2.26. I, es degenerada si y solo si v(0),~vy(a) son puntos conjugados. Re-
cordemos que los vectores de V por definicion se anulan en los extremos.

Observacion. Como ([0, a]) es compacto, puedo tomar una particion 0 =ty < t; <
- <t = a tal que y([tj—1,t;]) esté contenido en un entorno totalmente normal. Ahi
7 es minimizante, y por ello no tendra puntos conjugados. Fijemos esta subdivision.

Definamos también el subespacio V= C V, formado por los campos V tales que
V‘(tiyti ) sean de Jacobi. Obsérvese que este espacio tendra dimension finita. Por
tltimo, sea V1 el conjunto de los campos W con W (ty) = -+ = W (ty_1) = 0.
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Proposicién 2.27. V = VT @& V™. Y ambos subespacios son ortogonales respecto de
I,. Ademds, I|y+ es definida positiva.

Demostracion. Sea V.e V y W € V™ tal que W(t;) = V(t;). Este W se puede
construir a trozos como el campo de Jacobi J en [t;,t;41] con datos J(t;) = V(t;) y
J(ti+1) = V(tiy1). Existe al no haber puntos conjugados en ese intervalo.

Obsérvese que V — W € V. Esto aclara la descomposicion en suma directa.

Ahora, si X e V- yY € VT,
I,(X,)Y)=— / (ecuacion de Jacobi sobre W) dt—z (Y evaluado donde se anula) = 0.

Veamos finalmente que I,|y+ es definida positiva. Como ’Y’[tj,l,tj] es minimizante, la
energia E de la variacion definida por V' € VT tomara un minimo. Asi, E”(0) >0, y
por la féormula de la segunda variacion, I,(V, V) > 0.

Ahora supongamos que V € VT \ {0} con I,(V,V) =0 y veamos que V anula I,,.
Si W € V™, por ortonormalidad ya sabemos que I,(V,W) = 0. Y si W € VT sabemos
que
0< I, (V4 W,V + W) =2cI,(V,W) + EI,(W,W).

Es decir, existen ntimeros reales A > 0y B tales que Ac? 4+ 2Bc¢ > 0 para todo ¢ € R.
Esto solo tiene sentido si B = 0, es decir, I,(V,W) = 0.

Ahora, como V" anula I, debe ser un campo de Jacobi. Y como vale cero en los t¢;
tiene que ser el campo V = 0. La forma es efectivamente definida positiva en V. [

Corolario 2.28. FEl indice de I, coincide con el indice de I,|y—. En particular serd
un numero finito. Lo mismo ocurre con la nulidad.

Y por fin estamos preparados para demostrar el teorema del indice de Morse:

Demostracion al teorema del indice. Sea v : [0,a] — M una geodésica, y tomemos
la restriccion a [0,t] C [0, a]. Sea I; su forma del indice, e i(¢) el indice de esa forma.
Observemos que, como 7\[75].71775].] es minimizante i(¢) tendra que valer 0 en un entorno

de 0.

Ademés, i(t) es no decreciente, pues si tenemos un subespacio U C V(0,t) (siendo
este dltimo el espacio V para la geodésica ;) donde se anula I, cada campo V € U
se extiende a [0,7] para algtn £ > ¢, simplemente haciendo V(s) = V(s) si s <ty
V(s)=0sis >t

Ahora, i(t), como no depende de la subdivision podriamos elegir una para que ¢
no coincida con los ¢;. Asi, el indice de I; es el indice de It|vf(07t)- Y como los vectores
de V™ se determinan por sus valores en los t; podemos escribir

V_(O,t) - T’y(tl)M DD Tfy(tj_l)M == Sj
Mientras variemos ¢ en (t;—1,t;), los V7(0,t) seran isomorfos como espacio vectorial.

Podemos considerar I; como una familia de formas cuadraticas definida en S;, que
varia continuamente con ¢t. Ahora, daremos un par de lemas sobre i(t) que resolveran
la demostracién:
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Lema 2.29. Sie > 0 es pequeno, i(t — &) = i(t).

Demostracion. Ya sabemos que i(t — ¢) < i(t). Por otro lado, sea S un subespacio
de S; donde I; sea definida negativa y dim(S) = i(¢). Por continudad existira ¢ > 0
tal que I;_. sigue siendo definida negativa en S, asi que i(t — ) > i(t), y tenemos la
igualdad. O

Lema 2.30. Si e > 0 es suficientemente pequeno, i(t + ) = i(t) + d, siendo d la
nulidad de 1.

Demostracion. Como dim S; = n(j — 1), I; serd definida positiva en un subespacio de
dimension n(j — 1) —i(t) — d. Por continuidad, I;;. también. Asi que

it+e)<n(i—1)—[n(G—1) —i(t) —d] = i(t) + d.

La otra desigualdad se seguira del lema del indice 2.19. Sea V' € Sj con V (t;_1) # 0, y
sea V%, el campo de Jacobi a trozos que coincide vale V (t;) en t;, pero que se desvanece
en tg € (tj_l,tj).

Tomemos también Wy, el vector en ([0, ¢ +¢]) coincidente con V4, en [0,¢o] y nulo
en [to,to + ¢]. El lema del indice nos dira que

Ito(‘/t(w Wo) — It0+€(Wt07 Wto) > Ito+€(%0+€7 Wo-l—s)'

Por otro lado, para V' € S; con I;(V,V) < 0, entonces I;(V,V) < 0. Es decir, I
se hara negativa en los vectores del espacio nulo. Por tanto, i(t +¢) > i(t) 4+ d, lo que
prueba la igualdad. ]

Gracias a estos lemas sabemos que i(t) es escalonada, continua por la izquierad, y
con un escalon de altura d segiin haya puntos donde se anule I;. Y precisamente esos
son los puntos conjugados a v(0), luego hemos demostrado el teorema del indice. [

Podemos entender el teorema del indice de Morse como una generalizacién de este
resultado clésico:

Corolario 2.31 (Jacobi). Sea 7 : [0,a] — M es una geodésica tal que y(a) no sea
conjugado a v(0). Entonces v no tiene puntos conjugados en (0,a) si y solo si para
toda variacion existe un § tal que E(s) < E(J) si 0 < |s| < . En particular, que ~y
sea mainimizante implica la ausencia de puntos conjugados.

Demostracion. De haber puntos conjugados, tenemos un campo de Jacobi J nulo en
t = 0,ty. Por lo que hemos visto, a partir de tg habra campos que hagan negativo
el indice. La variacién por uno de esos campos tendra segunda derivada negativa, de
donde deducimos el corolario. O

Corolario 2.32. Los puntos conjugados forman un conjunto discreto.

Como curiosidad y para enlazar un poco con el capitulo anterior, la ecuacion
transversal de Jacobi serd muy ttil para contar puntos conjugados a lo largo de una
geodésica. Se puede consultar por ejemplo los articulos [8] y [10].
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2.5. Grupos fundamentales en curvatura negativa.

Nuestro proximo objetivo seré obtener informacion sobre (M), siendo M una
variedad completa con curvatura K < 0. El grupo fundamental sera especialmente
importante en este caso, pues sera el Unico grupo de homotopia no trivial. Esto es
porque si K < 0 tendremos una variedad sin puntos conjugados (lema 2.5), y su
recubridor universal serd R™. Y claro, los grupos de homotopia de M de orden superior
coinciden con los de su recubrimiento universal. Asi, mp(M) = m(R™) = {1} para
k> 2.

Ademas, la hipotesis de K < 0 nos daréd mucha informacién sobre el grupo funda-
mental. Veremos entre otras cosas que no sera abeliano y que sus subgrupos abelianos
seran ciclicos infinitos.

De camino probaremos un teorema de Cartan sobre la existencia de geodésicas
cerradas en una clase de homotopia. Este nos servira para ver que las transformaciones
recubridoras actian sobre M fijando al menos una geodésica, hecho que nos sera tutil
para sacar informacién sobre el grupo fundamental de una variedad a partir de la
estructura riemanniana.

Fijemos la notacion. Consideremos 7 : M — M el recubridor universal de M, con
la métrica inducida. Llamemos A(M) = 7 (M) a los automorfismos f : M — M tales
que o f = 7 (las transformaciones recubridoras). El isomorfismo entre A(M) y 1 (M)
viene dado porque cada f € A(M ) se determina por la imagen de un punto. Tomando
un levantamiento de un camino [y] € 71 (M), la aplicacion en A(M) asociada viene
dada por enviar el punto inicial del camino al punto final. Hay mas detalles sobre esto
en la proposicion 1.39 de [13].

Definicién 2.33. Sea £ un conjunto de caminos cerrados en M. Diremos que es una
clase libre de homotopiasidadas f € Ly g: I — M, cuando existe una homotopia
entre f y g entonces g € L. Llamemos C1(M) al conjunto de estas clases.

La diferencia con las clases de equivalencia en el grupo fundamental es simplemente
que aqui también permitimos al extremo de cada curva desplazarse.

Llamaremos geodésica cerrada a una curva cerrada que sea geodésica en todos
sus puntos. Si perdemos la regularidad en un punto, seréd un lazo geodésico.

Teorema 2.34 (Cartan). Si M es una variedad compacta y L — C1(M) no es la
clase de la curva constante, existe una geodésica cerrada en L.

Demostracion. Sea d el infimo de las longitudes de curvas en £. Al no ser la clase
trivial, d > 0. Podemos tomar curvas v; € L tales que ¢(7y;) — d. Ademéas, podemos
suponer que sean geodésicas a trozos, definidas en [0, 1] con velocidad constante.

Si L = sup {(y;) (que es finito, pues ¢(v;) — d), entonces tenemos que

to

A3 (1), (£2)) < / WS dt < L(ts — 1),

t1

Es decir que tendremos equicontinuidad en el conjunto {;}. Ademaés, como M es com-
pacta, el conjunto de curvas estara equiacotado. Tendra que existir una subsucesion (a
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la que renombramos ;) convergente uniformemente a una nueva curva o : [0, 1] — M.
De momento solo sabemos que esa curva es continua.

Fijemos una particion 0 = ty < t; < --- < ¢, = 1 tal que ([t;,t41]) esté
contenido en un entorno totalmente normal. Definamos una nueva curva vy como con-
catenacion de los segmentos geodésicos 7' = 7|, 4, ,] que unen yo(t;) con yo(tit1)-

Claramente v € L, y por tanto £(y) > d. Vamos a demostrar que de hecho ¢(v) = d.

Uy)—d
2k+1

De no ser asi, podremos tomar ¢ = > 0. Tendré que existir un 5 tal que

lyj) —d<e y d(v(t),2(t) <e,

por la convergencia de ¢(;) y 7; respectivamente.

Sea ahora ’y;- el trozo v, Por cémo hemos elegido j se cumple que:

[tic1,ts]

k

D (U + 26) = L) + 2ke <d + (2k+ D)e = L(y) = Y _L(y").
=1

Por tanto existe un entero ¢ tal que E(W;-) +2¢ < £(¥") (o no se darfa esa desigualdad).

Pero entonces 7" no es minimizante, pues uniendo 7; con los extremos de 7" ana-
dirfamos una distancia de menos de 2¢, construyendo una curva atn més corta.

O sea que 7 debe de ser minimizante en £, y por tanto serd geodésica a trozos.
Para ver que también es regular en los puntos p; = (t;) podemos tomar una bola
convexa B centrada en p; y elegir qi,q2 € v N B (uno antes de p;, otro después) de
manera que el tridngulo geodésico formado por p;, g1 ¥ g2 sea homotdpico a un punto.
La geodésica entre g1 y g2 sera de longitud menor o igual al trozo de - entre esos dos
puntos. Y como v era minimizante y el tridAngulo era contractible, estos trozos deben
coincidir. En particular, v sera regular en todos sus puntos. [

Como curiosidad, si M es una variedad simplemente conexa y compacta seguira
existiendo una geodésica cerrada, aunque la prueba de eso se sale de nuestro alcance.

Definicién 2.35. Una isometria f : M — M es una traslacion si fija una geodésica
v de M. Esta geodésica serd un eje de la isometria.

Proposicion 2.36. Sea M compacta y o € A(M) Entonces o es una traslacion en
M.

Demostracion. Asumamos que « # id, pues de otra manera no hay nada que probar.
Fijemos p € M y p € 7 1(p). Sea g € 71 (M;p) la clase correspondiente a unir p con

a(p).

Por el teorema de Cartan existira una geodésica cerrada «y en la clase de homotopia
(libre) de g. Sea ahora un punto g € 7. La geodésica v tendra que ser homotopica al
camino cerrado ogo~! (pues claramente esta en la clase de g), para ¢ un camino que
une p con ¢q. Tomemos § el punto final del levantamiento & definido por ¢(0) = p (es
decir, o & = o). Y tomemos ¥ el levantamiento de v con ¥(0) = q.
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Veamos que « fija 5. Sea ag € A(M) la transformacion recubridora correspondiente
a [y] € m1(M;q), obtenida llevando ¢ al punto final de 7, y extendiendo la aplicaciéon
al resto de puntos de manera coherente. Como v ~ ogo !, sus levantamientos desde
¢ tendran el mismo punto final. Luego a(q) = a4(§). Asi pues, ¢ es fijado por avo «x L

[]’ )
y seran la misma transformaciéon recubridora.

Asi, si 4(s) es un punto del levantamiento de « por ¢, tendremos que a(7(s)) =
ag(7(s)) € 7, o sea que 7 es una geodésica invariante por a. O

Ahora centraremos nuestra atenciéon en deducir propiedades algebraicas de los
grupos fundamentales de variedades con K < 0.

Teorema 2.37 (Preissman). Sea M una variedad compacta de curvatura negativa.
Todo subgrupo abeliano de 71 (M) serd ciclico infinito.

Dividiremos la demostracion en cuatro sencillos lemas. El primero es (casi) geo-
metria elemental, pues hablaremos de tridangulos, vértices y angulos.

Definicion 2.38. Un triangulo geodésico T es un conjunto formado por tres geo-
désicas minimizantes normalizadas (llamadas lados). Estas deben cumplir

vi(l;) = vi+1(0) i€ Z/3Z.

Se definen también los vértices 7;(0) y angulos | — arccos (7}(l;),7,,1(0)) | para
i€ Z/3L.

Lema 2.39. Sea M una variedad completa, simplemente conexa con K < 0. Sean
puntos a,b,c € M. Estos serdn los vértices de unico tridngulo T. Llamemos o, B y
a sus respectivos dngulos. Sean A, B, C' las longitudes de los lados opuestos. Entonces,
se cumplird

1. A2 + B? — 2ABcos~y < C? (con desigualdad estricta para K < 0)

2. a+B8+vy <.

La demostraciéon consistird en utilizar el difeomorfismo exp, para comparar los
tridngulos con la geometria plana.

Demostracion. 1. Sean y4,vp ¥ ¢ los lados del triangulo. Definamos T'; = exp. (),
para i € {A, B,C}. Estas seran curvas en T.M, y de hecho I'4,T'p seran rectas que
pasan por el origen con /(I'y) = Ay {(I'p) = B.

Sea Iy la linea recta entre exp.!(a) y exp,!(b). Se cumplird que £(I'g) < £(T.).
Por otro lado, la geometria plana dice que

((I'y) = A% + B% — 2AB cos 7.

Por ultimo la comparacion de longitudes del teorema de Rauch (proposicion 2.21)
resulta en £(I'.) < 4(7,.), de donde se deduce la primera afirmacion.
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2. Como C = d(a,b), B = d(a,c) y A = d(b,c), la desigualdad triangular acota
un lado por la suma de los otros dos. Asi existira un tridangulo en el plano (jde los de
siempre!) con lados de longitud A, B y C. Este tendra angulos o', 8’ y 7 que cumplan
o + ' ++' = . Utilizando el primer punto se tiene que

A% 4+ B2 —2ABcosy < C? = A + B2 — 2ABcos~'.

De ahi se deduce que v < /. Permutando los lados en la desigualdad tendremos
también a < o’ y 8 < /. Sumandolo todo:

a+B+y<d +8 +9 =nx O

Lema 2.40. Sea M wvariedad completa, simplemente conexa con K < 0. Sea f: M —
M una traslacion no trivial sobre 4. Entonces 7 es la unica geodésica invariante por

f.

Demostracion. Supongamos que f fije dos geodésicas 41 y 42. Como f no tiene puntos
fijos, ¥1 N2 # 0, o las geodésicas se intersecarian en varios puntos. Esto es imposible,
pues por el teorema de Hadamard exp,, : TpM — M es un difeomorfismo que lleva las
geodésicas que pasan por p a las rectas vectoriales.

Tomemos ahora p; € ¥1 y p2 € 72. Sea 3 una geodésica minimizante entre esos
dos puntos. Tendremos pues un cuadrilatero formado por pi, f(p1),p2, y f(p2). Al
ser f isometria, tendra que tener angulos a, m — «, 8, m — 3, con suma 27. Asi que
dividiendolo en dos tridngulos, uno de ellos tendra que tener suma de angulos > 7.
Esto contradice el lema anterior. O

Lema 2.41. Si K <0 yg: M — M es una isometria sin puntos fijos que conmuta
con una traslacion f sobre 7, g sera otra traslacion sobre 7.

Demostracion. g(7) es una geodésica. Y esta fija por f, ya que fg(%) = gf (%) = g(7).
Asi que por el lema anterior, g(7) = 4. O

Lema 2.42. Si todos los elementos de un subgrupo H < w1 (M) no trivial fijan 5, H
serd ciclico infinito.

Demostracion. Fijemos p € 7. Entendamos 71 (M) como las transformaciones recu-
bridoras en M. Definimos 6 : H — R = +d(p, h(p)), eligiendo el signo segun h(p)
tenga parametro mayor o menor que p en la geodésica.

Esto sera un homomorfismo de grupos. Ademas es inyectivo, pues h1(p) = 0 implica
hi = id. Asi que podemos entender H como subgrupo de (R, +). Por tanto, H es denso
o ciclico infinito. Y la primera opcién no tiene sentido, pues la accion de 71 (M) es
propiamente discontinua. ]

Demostracion al teorema de Preissman. Tomemos H < w1 (M) un subgrupo abeliano
no trivial. Ya sabemos que sus elementos son traslaciones. Y la conmutatividad nos
obliga a que estas traslaciones sean sobre la misma geodésica (lema 2.41). El lema
anterior obliga entonces a que H sea ciclico infinito. O
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El teorema de Preissman es una herramienta muy ttil para ver que ciertas varie-
dades no admitirdn métricas con curvatura estrictamente negativa. Por ejemplo, el
toro T" = S x - -+ x S! tendra grupo fundamental Z", que es abeliano pero no ciclico
cuando n > 2.

Este teorema admite una generalizaciéon a H soluble que, como no requiere mucho
mas esfuerzo, incluiremos en esta memoria. De camino probaremos otro interesante
resultado:

Teorema 2.43. Si M es una variedad compacta con curvatura K < 0, entonces
m1(M) no es abeliano.

La demostracion es inmediata asumiendo el siguiente lema, de mayor generalidad:

Lema 2.44. Sea M wuna variedad completa con K < 0. Si existe una geodésica 7

~

invariante por todo w1 (M) = A(M), M no serd compacta.

Demostracion. Supongamos que exista tal 4. Fijemos un punto p € 7. Consideremos

también una geodésica 3 : [0,t] — M con dato inicial 3(0) =py 6'(0) L 4.
Llamemos v, p y B a las proyecciones por 7 : M — M de respectivos objetos.

Consideremos oy la geodésica minimizante entre 5(t) y p. Veamos que £(ay) = t.

Sea @; el levantamiento de oy desde el punto B (t). Su punto final siempre estara
en 4, al ser una geodésica invariante por A(M).

Como K <0,y 3 L+, el lema 2.39 nos dira que £(a;) > £(53). Por otro lado

(dy) = €(ay) < L(B) = £(D),

al construirse minimizante.

Asi que efectivamente ¢(cy) = ¢, por lo que M no podré ser compacta. O

Gracias a esto podremos probar la generalizaciéon al teorema de Preissman de la
que hablabamos:

Teorema 2.45 (Byers). Si M es compacta con K <0, y H < m(M) es soluble, serd
ciclico infinito. Ademds 71 (M) no tendrd un grupo ciclico de indice finito.

Demostracion. Que H sea soluble significa que existe una cadena
H,={id}<Hy_---<dHy=H

tales que cada cociente H;/H;+1 sea abeliano. En particular Hy_; es un subgrupo
abeliano de (M), y por Preissman tendréa que ser ciclico infinito.

Sea g € Hp_1 un generador del grupo, y 74 la geodésica invariante por g¢. Si
a € Hy 2,y b € Hp_1, la combinacién (a='b~ta)b estd en Hyp_; (por definicién
de subgrupo normal). Asi, a='b"lab = ¢g¥ para algiin k € Z. Y ese elemento fija 7.
Por tanto, ba(¥) = ab(7, asi que b fija a(¥). Y como a(¥) = 7, por unicidad y el lema
2.42 el subgrupo Hj_o sera ciclico infinito.
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Repitiendo este argumento llegaremos a que H es ciclico infinito. Ahora, suponga-
mos que H < (M) es ciclico de indice finito. Tomemos g € H un generador, y 7 la
geodésica que fija. Sea a € w1 (M) \ H. Como el indice es finito, a™ € H, y por tanto
a™(¥) = 4. Esto implica a(¥) = 4, por unicidad en la geodésica que puede fijar a. Asi
que 71 (M) tendria que ser ciclico infinito, lo que ya sabemos que no tiene sentido. [J

2.6. El conjunto de corte

Para cerrar este capitulo apuntando hacia las variedades sin puntos conjugados,
vamos a hablar de cuédles son las consecuencias de un punto conjugado. Ya sabemos
que tiene que ver con irregularidades en la aplicaciéon exponencial. Por el teorema de
Jacobi (corolario 2.31) en ellos se encontrara una posible obstruccion a la minimalidad
en las geodésicas. Pero este tema se puede tratar con més profunidad. Para ello, demos
la siguiente definicién:

Definicion 2.46. Sea p € M un punto en una variedad completa. Sea v : [0, 00) — M
un rayo geodésico desde p, normalizado. Ya sabemos que para t pequeno, v([0,t]) es
minimizante, es decir, se cumple que d(v(0),v(¢)) = ¢. Y claramente, si para t = t;
esa geodésica no es minimizante, para t > t; tampoco lo seré.

Asi, los parametros donde el rayo es minimizante formaran un conjunto de la forma
[0,t0] 0 [0,00). Por tanto, si existe tal ¢y podemos definir el punto de corte de p
sobre v como v(tp). Llamemos conjunto de corte al conjunto C,,(p) formado por
los puntos de corte de los diferentes rayos que parten de p.

Obsérvese que en una variedad compacta las distancias estan acotadas, asi que
siempre habra puntos de corte.

Proposicion 2.47. Sea y(tg) un punto de corte de p = v(0). Entonces

1. O bien v(ty) es el primer punto conjugado de v(0) sobre 7,

2. o bien existe otra geodésica o de p a y(tg) con £(c) = £(y).

Reciprocamente, Tanto 1 como 2 implican que existe unt € [0, to] tal que 7(7?) es punto
de corte.

Demostracion. Veamos primero la implicaciéon directa. Tomemos tal ¢y, y elijamos una
sucesion de ntimeros €; > 0 que decrezca a cero. Sean o; las geodésicas minimizantes
de p ay(tg+ ;).

Como la esfera unidad en T),M es compacta, podemos asumir tomando una suce-
sion que {0%(0)} es convergente. Tomemos la geodésica o con valores iniciales o(0) = p
y 0'(0) = lim; ¢.(0). Por continuidad sera4 minimizante de p a y(ty). Asi que (o) =
£(7y). Si las geodésicas fuesen distintas tendriamos el punto 2. Asi que supongamos
que coincidan y que y(tp) no es punto conjugado a p, y vamos a encontrar una con-
tradiccion.
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Si (o) no un punto conjugado, d exp,, sera no singular en ¢y’ (0). Existira entonces
un entorno U de tgy'(0) donde exp,, sea difeomorfismo. Escribamos también o (to+¢) =
0j(to + ;). Para ciertos €} > 0 con €] < ¢; al ser minimizante cada 0.

Ahora, si €; es muy pequefio, ambos (to + €5)0;(0) y (fo + €;)7'(0) estarédn en U.
Asi,

epr(to + €j)’}/,(0) = y(to + <€j) = Uj(to + 8;) = expp(to + 63)05(0)

Y como exp, es difeomorfismo en U, 7 coincide con o;. Y esto contradice la minima-
lidad de t3. Por tanto tenemos la implicacion directa.

Veamos ahora la implicacién inversa. Supongamos 1. Como una geodésica no mi-
nimiza tras un punto conjugado, por el corolario 2.31 tendremos que t < ¢.

Ahora supongamos 2. Es decir, tenemos dos geodésicas vy o de p a y(ty) con la
misma longitud. Tomemos ¢ > 0 tal que o(typ —€) y v(to + €) estan en un entorno
totalmente normal de 7(¢g).

Ahi existird una geodésica minimizante 7 entre esos dos puntos. Empalmando la
curva de p a o(tp—e) con 7, debera medir estrictamente menos que to+¢. En particular,
tendra que ocurrir un punto de corte para t < tg+ . Como ¢ era arbitrario, podemos
hacerlo tender a cero, y t < tg. O

Corolario 2.48. Si q es punto de corte de p por vy, entonces p es punto de corte de
q por —. FEs decir,

q € Cn(p) < peCnlq,

pues tanto 1 como 2 son simétricas.

Corolario 2.49. Siq € M\ Cy,(p), existe una unica geodésica minimizante de p a q.

Gracias a todo esto sabemos que exp,, es inyectiva a una bola B, (p) solo si ese
radio 7 es menor o igual que d(p, Cy,(p)). Por eso es interesante la cantidad

i(M) = ;gﬂfjd(p, Cm(p)),

llamada el radio de inyectividad de M.

La proposiciéon 2.47 dice que se pierde la minimalidad cuando hay un punto con-
jugado, o bien hay otra geodésica diferente con los mismos extremos. Pero de hecho,
si no estamos en el primer caso sabremos que esa segunda geodésica no puede ser muy
proxima a la primera. En concreto, veremos que la ausencia de puntos conjugados
implicara que la geodésica serd un minimo local de la longitud en el espacio de curvas
con los mismos extremos. Méas rigurosamente:

Proposicion 2.50. Sea 7 : [0,a] — M una geodésica. Llamemos v(0) =p y v(a) = q
a sus extremos. Y supongamos que no haya puntos conjugados a p sobre . Entonces
existe un entorno U de v en Cpq (el espacio de curvas diferenciables a trozos de p
a q con la topologia compacto-abierta) tal que £(c) > £(v) para toda ¢ € U, con la
desigualdad estricta si ([0, a]) # ¢(]0, a]).
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Demostracion. Escribamos () = exp,,(tu), para u = 7'(0). Como no existen puntos
conjugados sobre 7, exp,, es regular en tu para todo 0 < t < a. Asi que podemos
tomar una particion 0 =tg < t; < --- < tx = a con bolas U; recubriendo el segmento
[ti—1,t:]u(C T, M) tal que exp,, |y, sea un difeomorfismo para i =1,... k.

Ahora podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno para que el entorno abierto
U = {c € Cpy : méxp<i<q d(c(t),V(t)) < e} satisfaga lo siguiente: Para cada ¢ €
U. existe una variacién {cs}o<s<1 de 7 en Cpq con ¢g = v, ¢1 = ¢, de manera que
cs([ti-1,ti]) Cexp,Usparai=1,...,ky0<s< 1.

Y por la minimalidad de las geodésicas en bolas normales (ver proposicion A.13)
habremos terminado. ]

Este resultado nos dara la caracterizaciéon de variedad sin puntos conjugados que
habfamos usado en la introducciéon: Una variedad sera sin puntos conjugados cuando
las geodésicas sean un minimo local de la distancia entre las diferentes curvas que
conectan sus extremos. El reciproco viene del teorema de Jacobi (corolario 2.31), que
implicaba que tras un punto conjugado la geodésica dejaba de ser minimizante atn
en entornos de 7.

Cerremos la seccién con algunas consideraciones topologicas sobre el conjunto de
corte. El corolario 2.49 nos dice que M \ C,,(p) es homeomorfo a una bola abierta.
Asi que en cierto sentido la topologia de M esta contenida en C,,(p).

Como aplicacién, veamos algunos resultados sobre la relacion entre el conjunto de
corte y la compacidad de la variedad. Para ello, conviene definir una funcién auxiliar
f:TiM — R U {oco} de esta forma: Si § € Ty M, podemos tomar la geodésica
~o(t) = ®4(0) con esas condiciones iniciales y devolver el ¢ tal que yg(tp) sea el punto
de corte de 79(0) por 79, 0 oo si no existe tal punto.

Lema 2.51. La funcion f es continua.

Demostracion. Tomemos 6; una sucesion en 77 M convergente a 6, y tomemos ; la
geodésica que define cada 6;. Llamemos 7 a la geodésica que define 6. Asi, v;(0) — ~v(0)
y 7%i(0) = 7/(0).

Sean 7;(t4) v v(to) los puntos de corte de esas geodésicas. Queremos demostrar
que ty — tg cuando ¢ — oo.

Empecemos por ver que lim sup tf) < tg. Podemos suponer que tg # 0, pues de otra
forma no habria nada que demostrar. Si esto no fuese verdad, tendria que haber una
coleccién infinita de indices J y un € > 0 tales que tg + € < tg) para todo j € J. Pero
en ese caso,

d(;(0),;(to +¢)) = to + e,
y por continuidad deduciriamos que

d(v(0),y(to +¢€)) = to + ¢,

lo que implicaria que ty no nos da un punto de corte. Por tanto, efectivamente
lim sup ¢ < to.
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Veamos ahora que ¢ = lim inf té > tp. Si demostrasemos eso habriamos terminado,
pues ‘ '
to < liminf ¢y <limsupty < .
Supongamos que ¢ < 0o, o no habria nada que probar. Y sea té una subsucesion de
t! convergente a t. Si esta sucesion fuese tal que v;(0) y v;(}) fuesen conjugados, la

continuidad nos dirfa que (t) serfa conjugado a v(0), demostrando que t > t.

Si no pudieramos asumir eso tendriamos que, como t% son puntos de corte atin asi,
existen geodésicas o; # 7y; con los mismos extremos y la misma longitud. Tomando
una subsucesion otra vez si es necesario, podemos asumir que y; — 7y, una geodésica
que une v(0) con ~(f). Si son distintas, ty < ¢. Y si son iguales, tendriamos que ()
es conjugado a v(0) y por tanto otra vez ¢ > ty. Eso completa la casuistica. ]

Proposicion 2.52. El conjunto de corte Cp,(p) es un cerrado para todo p € M. Si
ademds M es compacta, serd compacto.

Demostracion. Podemos escribir el conjunto de corte de la siguiente forma:

Cm(p) = {7(t) : para v una geodésica tal que v(0) = p, [7/(0)] =1y ¢t = f(p,7'(0))}

Si ¢ es un punto de acumulacion Cp,(p), tendremos una sucesion 7;(t;) € Cp,(p)
convergente a él. Pasando a una subsucesiéon podemos suponer que 7}(0) convergen a

un vector v € T, M unitario. Sea y la geodésica con valor inicial (p, v). Por continuidad
de f,

q = lm;(t;) = lim;(f(p,~;(0)) = limexp, (f(p,~;(0)) - 7;(0))
= exp,(f(p,7'(0)) - 7/(0)) = (£ (p,7(0))),

y por tanto ¢ € Cy,(p). O

Corolario 2.53. Si M es completa y existe un p tal que toda geodésica con y(0) = p
tenga un punto de corte, entonces M es compacta.

Demostracion. Basta demostrar que M estd acotada. Y efectivamente, podemos es-
cribir

M = J{v(t) : t < f(p,7/(0))},
donde la union se toma en las geodésicas v con v(0) = p. Y claro, f estaria acotada
por hipétesis, asi que la distancia de p a cualquier otro punto también lo estara. [



CAPITULO 3

Variedades sin puntos conjugados

Después de haber establecido las bases de la geometria riemanniana podemos pasar
al tema central del trabajo, las variedades sin puntos conjugados. La propiedad
fundamental de estas variedades es que exp,, : T)M — M es una aplicacion recubri-
dora. Eso implicara que en variedades simplemente conexas habra solo un segmento
geodésico uniendo dos puntos dados. Asi, la distancia entre puntos sera sencillamen-
te la longitud de la dnica geodésica que los une, y por tanto las geodésicas seran
globalmente minimizantes.

Por otro lado la proposiciéon 2.50 junto con el corolario 2.31 nos daban una carac-
terizacién que aporta intuicién sobre ellas: Una variedad sera sin puntos conjugados si
y solo si las geodésicas son un minimo local de la distancia entre las diferentes curvas
que conectan sus extremos.

Nuestro estudio se fundamentara en el uso de la minimalidad global. Una de las
ventajas de esto es la existencia de las llamadas funciones de Busemann, que seran
una poderosa herramienta a la hora de probar resultados sobre variedades sin puntos
conjugados cualesquiera trabajando sobre su recubridor universal.

Gracias a ellas podremos probar diferentes propiedades del grupo fundamental de
una variedad sin puntos conjugados, y ademés nos ayudaran en la demostraciéon de la
conjetura de E. Hopf.

Recordemos que el lema 2.5 prueba que todas las variedades con curvatura sec-
cional K < 0 seran variedades sin puntos conjugados, asi que el espacio euclideo o el
hiperbodlico daran ejemplos de este tipo de variedades.

Aportemos un poco de claridad sobre las afirmaciones hechas en el primer péarrafo:

Lema 3.1. Las geodésicas de una variedad simplemente conexa M sin puntos conju-
gados minimizan globalmente la distancia.

Demostracion. Sabemos que los puntos conjugados equivalen a puntos criticos en la
aplicacidon exponencial, y su ausencia la convertird en un difeomorfismo local. Por
tanto exp,, : TpM — M es aplicacion recubridora para todo p (recordemos el corolario
2.7). Como M es simplemente conexa, exp,, es un difeomorfismo. Por tanto, la tnica
geodésica salvo reparametrizacion que una dos puntos p y q sera t — expp(tv)7 para
v = exp, 1(g). Y como es tinica tendra que ser la geodésica minimizante. [

43
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3.1. Funciones de Busemann

Sea M una variedad simplemente conexa. Tomemos un punto 6 = (p,v) en el
fibrado tangente unitario 71 M, y sea 7y su geodésica asociada, v (t) = exp,(tv).

Definicion 3.2. Se define la funcién de Busemann asociada a 6 como una funcion
v? : M — R definida por

0(N _ 10 B

B (x) = Jim d(z, (1)) ¢
También es interesante definir las horosferas Hy(t) como los conjuntos de nivel de
Y. El parametro ¢ significa que yy(t) € Hp(t). En concreto, como b’(yg(s)) = —s,

entonces Hy(s) = {x € M : bg(z) = —s}. Obsérvese que vy cortara exactamente una
vez a cada horosfera.

Las funciones de Busemann estan bien definidas. Esto es porque ¢ +— d(x,v9(t)) —t
es una funcién no decreciente y acotada inferiormente, asi que existira su limite:

Esté acotada inferiormente porque

t = d(79(0),76(t)) < d(x,79(0)) + d(z,76(t)),

y por tanto d(z,vs(t)) —t > d(x,79(0)). Obsérvese que ya hemos necesitado utilizar
que g es minimizante.

Veamos que esa funcién es no decreciente. Tomemos t1 < to, y efectivamente

d(x,v9(t2)) — d(z,79(t1)) — (t2 — t1) < d(2,79(t1)) + d(v0(t1),70(t2))
— d(z,7v9(t1)) — (t2 — t1).

Utilizando la minimalidad de 7y vemos que el lado derecho de esa desigualdad es cero.

Veamos algunas de las propiedades basicas de las funciones de Busemann.

Lema 3.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y v/ (x) una funcion de Busemann
para 8 € T1YM. Se cumple que

1. b9 es una funcion diferenciable.

2. Su gradiente Vb tiene norma 1. En particular, b? es Lipschitz con constante 1.

Probaremos este hecho siguiendo a [6]. Recordemos que el gradiente de una funcion
f se define como el campo vectorial V f que cumple (V f, z) = (df)(x) para todo vector
tangente x.

Demostracion. Que b? sea Lipschitz se sigue del resto del lema, pero es muy facil de
probar por si solo, ya que

1) — ¥ )| = Jim [d(,70(1)) — £) — (d(y,70(1)) — 0)] < dl,),

por la desigualdad triangular al revés.
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Para probar la diferenciabilidad vamos a definir primero las funciones auxiliares
v/ (x) = d(ve(s),z) — s para s > 0. Claramente, lim_,, b%(z) = b?(x) decreciente-
mente. Adelantemos un pequenio resultado sobre como estas funciones controlan una
funcién de Busemann:

Lema (auxiliar). Seaq € Hy(0), yw € (T1 M), tal que Vb — w para algina sucesion
s; — 00. Entonces para todo s > 0,

—plaw) > pf > plaw),

Demostracion (del lema auxiliar). Tomemos s; — 0o esa sucesion tal que por hipote-
sis los gradientes w; = ngi (q) convergen a w. Para ¢ > 0y cualquier x € M podemos
tomar un ntmero ¢ € N tal que

1. () > bl (z) — /3,
2. 0="1%(q) > 1% (q) — /3, y por tanto s; > d(ve(s;),q) — /3,

3. d(’Y(q,wi)(S)v Y(g,w) (S)) < 6/3a y asi d(’w(si)u Q> > s+ d(’m(si)’f)/(q,w) (8)) - 6/3

Es claro que las dos primeras existen por la convergencia de las funciones de Busemann.
La tercera se obtiene de que la convergencia w; — w induce una convergencia puntual
en las geodésicas, en concreto para el parametro fijo s. Las consecuencias mencionadas
para esas tres condiciones se obtienen de desigualdades triangulares bien elegidas.
Juntado todo esto, se sigue:

(x) > si — d(ve(si), z) — €
> d(ve(si),q) — ( o(si),z) —2¢/3
> s+ d(0(8i): V(gw)(8)) — d(ve(si),z) — €
> 5 — d(Y(qw)(s ) ) €
= bl (z) — ¢

Que es la acotacion por abajo en nuestro lema. La acotaciéon por arriba es muy similar,
eligiendo desigualdades opuestas a las 1, 2 y 3. Se encuentra en detalle en [6]. ]

Ahora, para deducir que b’ es diferenciable tomemos un ¢ € M arbitrario. Pode-
mos asumir que ¢ € H?(0) si sumamos una constante a la funcién de Busemann (es
razonable, pues esto equivale a reparametrizar la geodésica).

Por la compacidad de la esfera debera existir un vector w € (T} M )q tal que los
gradientes ngi (q) convergen a w para cierta sucesion s; — co. En ese contexto aplica
nuestro lema. Pero la diferencia entre la cota inferior y la superior sera

b (@) + b7 (x) = 25 — d((gu) (5), ) — d(Vg,—w) (5), ) < 0.

Es < 0 por una desigualdad triangular y la igualdad d(v(q.w)(5),V(g,—w)(5)) = 2s. En
particular para x = ¢ esta diferencia alcanza un méaximo, y por tanto su gradiente se
anula.
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) (¢;—w)

y —bs nos dan una misma aproximacion lineal de b? en

torno a ¢, luego b? debe ser diferenciable en ¢ con gradiente Vbe(q) = ngq’w) =w.

w
De esta manera bgq’

Obsérvese que también hemos probado que el gradiente tiene norma 1, pues w
estaba en el espacio tangente unitario. Volvemos a concluir que Y sera Lipschitz con
constante 1. O

3.2. El grupo fundamental de una variedad sin puntos
conjugados (Ivanov-Kapovich)

Hemos comentado antes que las variedades con curvatura seccional no positiva,
K < 0, seran variedades sin puntos conjugados. Y ciertamente en muchos aspectos
las variedades sin puntos conjugados se parecen a las variedades de curvatura K < 0.
Es por eso que se ha planteado el siguiente problema:

Problema abierto. ;Admite toda variedad M sin puntos conjugados una métrica
con K <07

Aunque se sospecha que la respuesta sea negativa, existen varios resultados sobre
variedades con curvatura no positiva que se generalizan a las variedades sin puntos
conjugados. Veremos un teorema de Ivanov y Kapovitch [16] sobre el grupo funda-
mental de una variedad sin puntos conjugados que ya se conocia para variedades con
K <.

Teorema 3.4 (Ivanov-Kapovitch). Sea M una variedad cerrada que admita una mé-
trica sin puntos conjugados. Entonces el centralizador Z(v) de todo v € w1 (M) tiene
un subgrupo G < Z(~) de indice finito que es isomorfo a un producto directo Z x G'.

De hecho, el factor Z corresponde a (7).

Antes de comenzar con la demostracién vamos a establecer unas definiciones y
resultados sencillos. Llamemos M al recubridor universal de M (quiza lo hayamos
hecho al revés a lo largo de esta memoria, pero esta notaciéon serd mas clara ya que a
lo largo de esta prueba vamos a tomar otros cocientes de M), y I' & 71 (M) al grupo
de transformaciones recubridoras sobre M. Asi, M = M/T.

Las geodésicas se supondran parametrizadas por longitud de arco, y gracias a la
minimalidad de las geodésicas en M tendremos que la distancia d : M x M — RT es
suave fuera de la diagonal.

Fijemos un elemento v € I"\ {0}. Definimos la funcién desplazamiento d, :
M — R* por
4(@) = d(@,7 (@), xE€M.

Es suave, pues es una composicion de d con x — (z,v(x)), cuya imagen esta fuera de
la diagonal.

Recordemos que una geodésica completa ¢ : R — M es un eje de 7 si la isometria
v traslada ¢ dentro de si misma. Es decir, existe L > 0 tal que y(c(t)) = ¢(t + L).
Toda v € I' tendra al menos un eje, como vimos en la proposiciéon 2.36.
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Denotemos por A, a la unién de todos los ejes de .

Lema 3.5. Con esa notacion,

1. La funcion d, toma un minimo. De hecho, ese valor se alcanzard evactamente
en los puntos de A,.

2. La isometria v traslada todos los ejes el mismo valor L. Concretamente L =
mind,.
3. mindym = m -mind,, para todo entero m > 1.

4. Ay serd justamente el conjunto de puntos criticos de d..

Demostracion. Probaremos simultaneamente los puntos 1 y 4. Los puntos 2 y 3 son
observaciones sencillas que se deducen de estos dos.

Sea x; una sucesion de M con d(z;) — inf d,. Como el cociente M /I" es compacto
tendremos un dominio fundamental compacto F' C M para I'. Asi existiran isometrias
v; tales que v;(x;) € F. Y tomando una subsucesion podremos asumir que 7;(z;) es
convergente a un punto y € M.

Como dwwjl(%(wi)) = d(vi(z:),viv(zi)) = dy(z;), esa sucesion esta acotada
(pues converge al infimo). Y como 7;(z;) se aproxima a y, entonces d%_wifl (y) también
estara acotada.

Ademas, la accion de I' es discreta, asi que tendré que haber una subsucesion de
7 que tome un valor fijo a € I'. Asi, en esa subsucesion, lim d, (z;) = dyyq-1(y) =
dy(a~1(y)). En particular, d, alcanza su minimo.

El siguiente paso consiste en calcular el gradiente de d.,. Para ello, definamos para
cada z € M el vector V*(z) € T, M que determina la geodésica que une x con ().
Similarmente denotamos por V'~ (z) a la velocidad inicial de la geodésica entre x y
v~ 1(x). Afirmamos que

Vd,(z) = —(V(z) + V().

Para probar esto tomamos ¢ : [0,d(z)] = M la geodésica que une = con ~(z). Por
otro lado, para w € T, M definamos ¢, : R — M la geodésica con valores iniciales
d(0) = w.

La férmula de la primera variacién nos dira que
(dy 0 €)' (0) = (c(dy(x)), (d7)w) — (' (0),w).
Y aplicando (dy)~! en el primer producto escalar obtendremos
(dy 0 €)' (0) = = (V™ (2),w) = (V7(0),w),

de donde se deduce nuestra afirmacion.

Ahora, si x esta en un eje de 7 obligatoriamente V' (z) = =V~ (z), y x tendra
que ser un punto critico de d,. Reciprocamente, si x es punto critico se tiene que
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V*H(z) = -V~ (x). Asf, los tres puntos y(z),z y v~ !(z) estdn en una tinica geodésica
¢, y v la dejara invariante.

Asi, si d, alcanza el minimo en un punto z, entonces serd un punto critico y esta
contenido en un eje de . Veamos ahora que en cualquier eje ¢ : R — M se alcanza
ese minimo.

Por hipotesis, yo¢(t) = ¢(t + L) para cierto L > 0. Sea 6 = (¢(0), ¢(0)). Entonces
la funciéon de Busemann b’ cumple

VY (ya) = limd(yz, c(t)) —t = limd(z,c(t — L)) —t = b%(z) — L
Y como b’ es Lipschitz con constante 1, se cumple que, para todo x € M,
b (y) — ' (@)] = L < d(ya, @) = dy (w).

Asi, d, alcanza su minimo en c. Obsérvese que de camino hemos deducido el punto 2.
Para el punto 3 basta comentar que un eje de v también seré eje de v™. Y mirando
cémo actua la isometria sobre ese eje se sigue que mind,m = m - mind,. O

Sea ahora a € I" un elemento que conmuta con . Podemos observar que d (a(z)) =
d(ya(z),a(z)) = d(ay(z), a(z)) = d(y(z),z). Por tanto d. induce una funcién d., bien
definida en M/Z(v). También se deduce que « deja invariante el conjunto de ejes de
7, al que habiamos llamado A,. Asi, tendra sentido el siguiente lema.

Lema 3.6. La funcion d, en M/Z(7y) es propia.

Demostracion. Sea a una constante positiva. Basta demostrar que S, = {z € M/Z(v) :
dy(Z) < a} es un conjunto compacto. Tomemos una sucesién ; € S, y busquemos
una subsucesién convergente.

Primero tomemos x; € 7 (Z;) (siendo 7 : M — M/Z(v) el paso al cociente).
Como antes, al ser M/T" compacto existiran ; € I' tales que ~;(z;) € F, para F un
dominio fundamental compacto.

Asi existird una subsucesion convergente a y € F. Como sobre esa subsucesion
tenemos d___-1(vi(xi)) = dy(x;) < a, para i suficientemente grande se cumplira
devi—l (y) <a+1.

Y por la discretitud del grupo I' solo podra haber un nimero finito de esas v;y7; L
asi que pasando a una subsucesiéon podemos asumir que v;yy; - 7]-77;1 para todo

j. En particular ’yj_lm € Z(v).

Y como d(y;lfyi(xi), xj) = d(vi(x;),vj(x;)) < diam(F'), tendremos que d(Z;, T;) <
diam(F'). Asi que habra una subsucesion convergente. O

A continuacién probaremos un teorema clasico de Morse sobre la homotopia en
variedades de la forma M® = f~1((—o0, a]) para distintos a € R. Lo necesitaremos en
la, demostracion del préximo lema.
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Teorema 3.7 (Morse). Sea f: M — R una funcion real suave sobre una variedad M .
Tomemos a < b, y supongamos que el conjunto f~1([a,b]) es compacto y no contiene
puntos criticos de f. Entonces M® serd difeomorfa a M?, y ademds M® es retracto
de deformacion fuerte de M?.

Demostracion. La idea es empujar M? siguiendo las superficies f = ¢, es decir, con
direccion Vf.

Sea p una funciéon suave que vale 1/(V f, Vf) en el compacto f~1[a,b], y que se
anule fuera de un entorno compacto de ese conjunto. Asi el campo vectorial X definido
por X(q) = p(q)Vf(q) sera suave en M. Este campo tendré bien definido un flujo
global. Esto es una familia de difeomorfismos ¢, : M — M para todo t € R tal que

L(q) = X(00(q) ¥ b10 s = Brs.

Consideremos, para ¢ € M fijo la funcion t — f(¢:(q)). Si ¢¢(q) esta en f~a, b],
entonces

(o oua) = [)(X) = (X,Vf) =1

Asi nuestra funcion ¢ — f(¢p.(q)) sera lineal con derivada 1 mientras f(¢;(q)) esté
en f~'a,b]. Por tanto, ¢p_o : M — M enviara M* difeomorficamente a M®. Esto
prueba la primera parte del teorema.

La retraccion de M® a M® vendra dada por

rla) = {q i flg) <a
Pi(a—f(q)(@) sia < f(g) <b

Obsérvese que efectivamente g es la identidad y r; es una retraccion de M? a M®. O

Lema 3.8. El conjunto A, es coneo.

Demostracion. Sabemos que CZW es propia, y por el lema 3.5 no tiene puntos criticos
fuera de A, = m(A,).

Gracias a eso aplica el teorema de Morse que acabamos de demostrar, y todo
conjunto de subnivel

Us.={xeM/Z(y):dy(z) <mind, + e}, &>0,

sera retracto de deformacion fuerte de M/Z(7y). Y como la proyeccion « : M —
M/Z(~) es aplicacion recubridora, se sigue que el conjunto

U. =7 YU.) ={z € M :d,(r) <mind, +¢}

es retracto de deformacion fuerte de M. En particular, U, es conexo. Y como A, =
(Neso Ue, se sigue el lema. d

Observacion. También hemos probado que Z(v) es finitamente generado (y finita-
mente presentado), pues M/Z(7y) es homotopicamente equivalente a U. que, como d
es propia, es una variedad compacta con frontera. En particular es una unién finita de
entornos homeomorfos a discos, asi que el teorema de van Kampen (contado en [13])
nos garantiza que su grupo fundamental sea finitamente generado.



50 Variedades sin puntos conjugados

Aclaremos en un pequeinio lema céomo se comportan las funciones de Busemann
sobre los ejes de 7.

Lema 3.9. Sean ¢,y ejes de v, y 6 = (c¢(0),'(0)). Entonces

1. V¥ (yz) = b (z) — mind, para todo x € M.

2. b% decae a velocidad constante sobre c1, es decir b%(c1(t +t1)) = b9 (c1(t)) — t1,
para todo t,t1 € R.

Demostracion. Ya habiamos demostrado el primer punto al probar el lema 3.5. Y el
segundo resultado se sigue de este, pues

W (er(t +mL)) = b (77 (£)) = B (ex () — mL

para todo m € Z. Asi que para extender el resultado a niimeros reales, bastara con
verlo para t; € (0, L). Pero claro,

(%) V(ci(t+t1)) <b(er(t)) —ta,
al ser b? y ¢ funciones 1-Lipschitz. Por otro lado,

Viet(t) —L=0"(ci(t+t1 —t1+ L)) <V (ci(t+t1)) — L+t
<b(e1(t)) —t1 — L+t =b(ci(t) — L.

Luego (*) debe ser una igualdad, y tenemos lo que queriamos. O

El siguiente paso sera lograr probar esta proposicion:

Proposicion 3.10. Sea v € T'\ {Id}, y sean ¢ y ¢1 ejes de vy, con valores iniciales 6
y 01. Entonces b% — b' es constante en M.

De este resultado se deducira con facilidad el teorema deseado. Por desgracia, la
prueba de esta proposicion sera el mayor pico de dificultad de este capitulo.

Si @ = (p,v), definiremos —0 := (p, —v). De esta manera, si ¢(t) es la geodésica
con valor inicial 6, entonces ¢(—t) sera la geodésica con valor inicial —6. Querremos
considerar ambas funciones de Busemann. Y de hecho también trabajaremos con la
funcion b = b +b~%. Gracias a la definicion de funcién de Busemann y una desigual-
dad triangular, vemos que bg > 0.

Asi podremos demostrar un par de lemas que nos ayudardn con nuestra proposi-
cion:

Lema 3.11. Sea ¢ un eje de v, y L = mind,. Definamos f(x) = dy(x) — L para
x € M. Entonces existira C > 0 tal que

(3.1) ¥0(2) — 0h(y)| < Cd(z,y)* + f(z) + (1))

para todo x,y € M.



3.2 El grupo fundamental de una variedad sin puntos conjugados (Ivanov-Kapovich) 51

Demostracion. Podemos asumir que d(z,y) es pequeno. En concreto, asumiremos
d(z,y) < L/2. En otro caso, como las funciones de Busemann son 1-Lipschitz, ten-
dremos

b6 (z) — bo(y)| < 2d(w,y) < 4L~d(z,y)
y podriamos tomar cualquier C' > 4L~

También podremos asumir que f(z) <1y f(y) < 1. De otra manera

80 (x) = b3(y)| < 2d(z,y) < L < L(f(x) + f(y)),

y bastarfa tomar C' > L.
Aclaradas esas trivialidades podemos empezar con el grueso de la demostracion.
Fijemos la notacién x4 = vy(z) y z_ = vy~ !(z). Obsérvese que

d(z,z4) =d(z,z_) =d,(x) = L+ f(z).

Por el lema 3.9, sabemos que 8’(z) = b%(z4) + L, y b=%(z) = b=%(x_) + L. Usando
que las funciones de Busemann son 1-Lipschitz, tendremos que

b (y) = V() = 0"(y) = 0(24) — L < d(y,z4) — L
y similarmente
b= (y) = b7"(2) =b7"(y) — b () = L < d(y,z-) ~ L.
Sumando, obtendremos una estimacion
(3.2) W(y) — bY(x) < d(y,+) + d(y,z_) - 2L.

El plan es seguir acotando el lado derecho de esa desigualdad.

Para p y ¢ puntos de M consideremos la notaciéon pg para la velocidad inicial de la
tinica geodésica que une p con g. Concretamente, serd la normalizacién de exp,, Yq),
pues nuestras geodésicas estan parametrizadas por longitud de arco. Tomemos los
vectores vy = x@y y v— = x&Z_. Sea z € M un punto con d(z,z) < L/2. Entonces
escribiendo el desarrollo de Taylor de orden 2 para h(z) = d(z,x4) en torno a z = x
(en realidad hacemos este desarrollo en las coordenadas dadas por exp,, pero usamos
que |exp;!(z)| = d(z, z) para escribirlo en funcién de puntos de la variedad)

d(z,z4) < d(z,z4) — (2%, v1) - d(z, 2) + Crd(z, 2)?
= L+ f(z) — (g2,v4) - d(z, 2) + Crd(z, 2)2.

También usaremos que dh(z%) = (—vy,2%), gracias a la formula de la primera varia-
cion. Ahora, sumando ambas versiones tenemos

(3.3)  d(z,xy) +d(z,2_) < 2L+ 2f(x) — (¥, vy +v_) - d(x, 2) + 2C1d(x, 2)?,

Aqui C7 > 0 es una constante que depende tinicamente de M y L. Es una cota superior
a la segunda derivada de la distancia a z+ en el segmento geodésico [z, z]. Es uniforme
en z pues M admite la accion por I' con M/T" compacto, y L < d(z,z4+) < L+ 1.
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Si ponemos z = y, la desigualdad (3.3) aplicada en (3.2) implicara

bg(y) - bg(l‘) < 2f($) - <$_:;J7’U+ + U*> : d(l‘,y) + QOld(:Ea y)2 + 201d($,y)2

(3.4) < 2f(x)o - d(z,y) + 201d(w, y)2.

Donde o = |vy 4+ v_]|.

Para cerrar nuestro lema necesitamos una estimacion para ese 0. Consideremos el
punto z = exp,(tov), donde v € T, M es el vector unitario proporcional a v + v_,
y to = /f(x)/C1. Asumamos que C; es lo bastante grande como para que tg < L/2
(podemos, pues f(z) < 1). Para ese z, la desigualdad (3.3) toma la forma

d(z,x4) +d(z,2_) < 2L+ 2f(x) — ot + 2C1t3.
Por otro lado,
d(z,xy) +d(z,z-) > d(xy,2-) = dyp(z-) > mind,. = 2L,
gracias a una desigualdad triangular y al lema 3.5. Juntando las dos cosas,
0 < 2f(x) — oty + 2C1t2 = —o+/f(x)/C1 + 4f (),
0, mas clarito, o < 4m . Asi tendremos la acotacién
o - d(z,y) <4y/Cif()d(z,y)? < 2f(x) + 2C1d(z, y)?,

por la desigualdad de medias vab < (a + b)/2, si a,b € RT. Esta es la acotacion que
deseabamos anadir a (3.4), y hacerlo resultara en

bh(y) +bh(x) < 4f(2) +4C1d(x, y)*.
Como x e y son arbitrarios, podemos intercambiarlos, obteniendo
b (z) + bh(y) < 4f(y) + 4C1d(, y)*.

Y asi el teorema se sastisfacera para C' > max{4C,4}. O

El proximo paso es puramente analitico y local. No necesitaremos las hipotesis de
que M no tenga puntos conjugados o su cociente sea compacto.

Lema 3.12. Sea M una variedad riemanniana, f € C*°(M) yg: M — R una funcion
continua tal que

(3.5) l9(z) = 9(y)| < C(d(z,y)* + | ()| + £ (y)])

para alguna C > 0 y todo x,y € M. Si X = f~1(0), entonces el conjunto g(X) C R
tiene medida de Lebesgue cero.
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Demostracion. Argumentaremos por inducciéon en n = dim M. Como el caso n = 0 es
trivial, asumiremos n > 1 y que el lema es cierto en dimension (n — 1).

Como M se puede recubrir por una cantidad contable de entornos coordenados y
la unién contable de conjuntos de medida cero también lo es, bastara asumir que M es
una bola abierta en R™. Asi podemos extender f a un conjunto compacto. Llamemos
Z al conjunto de puntos de X donde todas las derivadas de f se anulan, y Y = X'\ Z.

El conjunto Y estarda contenido en una unién contable de variedades (n — 1)-
dimensionales, asi que g(Y') tendra medida cero. Ciertamente, para cada multiindice

I :k(il, ...yig) € {1,...,n}*, k > 0 podemos considerar la derivada parcial f; =
ﬁ Sea X1 el conjunto de puntos de M donde f; se anula, pero su primera

derivada no. Como f; € C*™, ¥ serd una variedad (n — 1)-dimensional suave. Y
claramente Y estara contenida en la unién de estas subvariedades.

Nos queda ver qué sucede con g(Z). Sabemos que f y sus derivadas hasta el orden
2n se anulan en Z. Ademas estaran acotadas en M, gracias a la extensiéon suave a un
conjunto compacto. Asi, gracias al teorema de Taylor existird C7 > 0 tal que

(3.6) |f(@)] = |f(x) = f(2)| < Cila — 2*"
paratodox € My z € Z.

Sabiendo esto, vamos a acotar
(3.7) l9(2) = g(')] < Ca|z — 2/|"*H,

para alguna Cy > 0 y todo 2,2’ € Z tal que |z — 2’| < 1. Esto concluira el resultado,
pues esto obliga a que g(Z) tenga dimension de Hausdorff menor que n/(n+1), y en
particular medida 1-dimensional cero.

Para probar esa ultima desigualdad, escribamos § = |z — 2’|, y elijamos un natural
N tal que 61™" < N < 26'7". También vamos a dividir el segmento [z, 2] en N
segmentos [z;—1,z;], i = 1,..., N, de igual longitud. Observemos que

|x; — xi—1| = /N < "
por como hemos elegido N. Asi, utilizando (3.6) tendremos
(i) + [ f(@im1)| < Culs — 2" + |wimg — 2" < 2018%".
Ademas, sustituyendo z; y x;—1 en los lugares de = e y en (3.5), se tiene
9(xi) — g(wi1)| < Clwi — mia|* + | (@) + | f(zi1)] < C(8*" +2C16°).

Por tanto,
N
19(2) = g(z) < lg(ws) — g(wia)| < NC(1—2C1)8%" < 20(1 4 2C1)5",
i=1

y tenemos la desigualdad (3.7) para Cy = 2C(1 4 2C1). Y como deciamos, esta impli-

cara que
. dimH(Z) n
d 7)) < <
my(9(2)) = == S oo

con dimg la dimension de Hausdorff, y se sigue que g(Z) tiene medida cero. O
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Corolario 3.13. Sea c un eje de v, y 0 € TM sus valores iniciales. Entonces bg =0
en Ay .

Demostracion. Sea L = mind,. El lema 3.11 nos dice que f = dy — Ly g = bg
satisfacen las hipétesis del lema 3.12. Y como A, = f~1(0), sabremos que bj(A,) es
un conjunto de medida cero en R. También sabemos que A, es conexo, y por tanto
bg (A,) también. Un conjunto conexo de medida cero en R debe ser un punto. Ademas,
como ¢(0) € A, y b§(c(0)) = 0, esa constante sera cero. O

Ya estamos listos para probar nuestra proposicion.

Demostracion (de la proposicion 3.10). Sean ¢y ¢; dos ejes de 7, y 0,6, sus respec-
tivos valores iniciales. Reparametrizando c¢i, podemos asumir que be(cl(O)) = 0. Asi
bastara probar que b = /1.

Para empezar, veremos que b’(c1(0)) = 0 es una relacion simétrica, es decir, im-
plicara b1 (c(0)) = 0. Para ello utilizaremos que ¢;(0) € A, y por tanto bf(c1(0)) = 0
gracias al corolario anterior. En particular 5=%(c1(0)) = 0. Esto significa que

d(e1(0), e(—1)) < t+=(2),
donde () es una funcién que tiende a 0 cuando ¢ — co. Y como
b7 (e(—1)) < d(e(—t), e1(0)),

se sigue que b%(c1(—t)) < t+&(t). Esto junto a la segunda parte del lema 3.9 implicara
que

b7 (c(0)) = b (c(—t)) — t < £(t),

y tomando t — oo obtenemos %1 (c(0)) < 0. El mismo argumento servira para obtener
b=%(c(0)) < 0. Y esas desigualdades deberan ser igualdades, pues sabemos que b? +
b=% > 0. Asi que efectivamente, b%1(c(0)) = 0.

Ahora tomemos z € M y € > 0. Por definicién de funcién de Busemann, existe
t; € R tal que
(d(z,c1(t1)) —t1) — b (z) < e.

Similarmente para ty € R suficientemente grande,
(d(@',c(to)) —to) — b’ (2") <,

Y como b?(c1(0)) = 0, la segunda parte del lema 3.9 implicara que b%(c1(t1)) = —t1.
Asi, tomando x’ = ¢1(t1)) esa segunda desigualdad se queda en

d(Cl(tl), C(to)) <tyg—1t1 +e¢,
que combinada con la anterior resulta en
d(z, c(t)) < d(z,c1(t1)) + d(ei(tr), eto)) < b (x) + to + 2e,

de lo que se deduce que b?(z) < % (z), pues ¢ era arbitrario.

Y como el argumento es simétrico en ¢ y ¢, tendremos que bt < ¥’ y por tanto
la igualdad deseada. O
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Con esto hemos terminado con la parte méas tediosa de la demostracion. Ahora
obtener el teorema deseado sera coser y cantar.

Lema 3.14. Sea o € Z(y) un elemento del centralizador de 7y, y ¢ un eje de 7y con
dato inicial § € TM. Entonces b (az) — b9 (x) no depende de v € M.

Demostracion. Obsérvese que o'
entonces

c sigue siendo un eje de vy, pues si L = mind,,

y(ate(t) = a tye(t) = ale(t + L).

Asi, si @ son valores iniciales para a~ !¢, por nuestra proposicion central 3.10 b7 — b?
es constante. Ademés, claramente 0% (z) = b%(aux). O

Corolario 3.15. Eziste un homomorfismo h : Z(vy) — R no trivial

Demostracion. Si c es un eje de v con dato inicial § € TM, para a € Z(y) podemos
definir
h(a) == b (az) — 1% (z),

con x € M cualquier punto. Gracias al lema anterior, esta bien definido. Y es homo-
morfismo, pues para «, 3 € Z(y) tenemos

h(aB) =V’ (apz) — V¥ (x) = b (apz) — b (Bz) + b7 (Bz) — ¥ (x) = h(a) + h(B).

Es no trivial pues h(y) = —mind, # 0, gracias a la primera parte del lema 3.9. O

Con esto, todo lo que nos queda de la demostraciéon es simple teoria de grupos.
Llamemos H1(Z(%)) = Z(v)/[Z(7), Z(7y)] a la abelianizacion del centralizador. Y
llamemos 7 al homomorfismo de paso al cociente.

Corolario 3.16. 7(v) tiene orden infinito en la abelianizacion Hy(Z(7)).

Demostracion. Como R_es conmutativo, el homomorﬁsm(_) del corolario anterior fac-
toriza de la forma h = h o, para cierto homomorfismo h : Hi(Z(vy)) — R. Y como
h(m(y)™) = h(y"™) = n - h(y) # 0, 7(y) tiene orden infinito. O

Esto es en realidad una forma mas sencilla de escribir el resultado del teorema.

Demostracion (al teorema 3.4). Ya hemos observado (precediendo al lema 3.9) que
Z(v) es finitamente generado, asi que también lo serd Hi(Z(7)). Por el corolario
anterior, y la clasificacion de grupos abelianos finitamente generados, 7(y) sera un
elemento de un subgrupo H < Hi(Z(v)) de indice finito e isomorfo a Z*. Podemos
permitirnos decir que 7(7y) sera enviado a (1,0...,0) € Z* por ese isomorfismo. Lla-
memos p : H = ZF — Z a la proyeccion en la primera coordenada.

Sea G := 7 }(H). Este también serd un subgrupo de Z(y) con indice finito. Y
¢ :=pom: G — Z serd un homomomorfismo que envia v a 1 € Z. La existencia de
ese homomorfismo, junto con el hecho de que v esta en el centro de G implicardn que
G=7ZxG', con G =ker¢.Y el factor Z viene del subgrupo generado por v, como
queriamos demostrar. ]
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3.3. El grupo fundamental de una variedad sin puntos
conjugados (Croke-Schroeder)

La informacién que hemos obtenido sobre las funciones de Busemann de la variedad
M nos acerca mucho a otro resultado sobre el grupo fundamental de una variedad sin
puntos conjugados. Este fue probado por Croke y Schroeder [4], originalmente para el
caso de una métrica analitica. Gracias al trabajo de Ivanov y Kapovitch [16] podemos
retirar esa hipétesis!.

Para comprender el enunciado, primero deberiamos definir lo que es una norma de
palabras (traducido de word norm). Supongamos que tenemos un grupo finitamente
generado I', y {v1,...,7p} son sus generadores. Para v € I" definimos una norma |y|r
como la longitud de la palabra més corta formada por generadores y sus inversos que
represente a 7.

Por supuesto, esta norma depende de la eleccion de generadores. Pero es facil
ver que dos normas |- |1 y |- |3 de este estilo seran equivalentes. Es decir, existen
constantes m, M > 0 tales que

m|y|t < |y[f < M|y|p para todo v € I.

La demostracioén es sencilla, bastaré escribir el conjunto de generadores usado en una
primera norma en funcién de los de la segunda, y viceversa. Las longitudes de estas
palabras estaran acotadas, pues son una cantidad finita. Y de ahi obtenemos nuestras
My m.

Diremos que un subgrupo I'y < I' finitamente generado es recto en I si las normas
| - |ry ¥ | - |r son equivalentes sobre I'g. Obsérvese que, por lo ya comentado, este
problema es independiente de los generadores utilizados. Con esto, ya estamos en
condiciones de entender el resultado central de esta seccién:

Teorema 3.17 (Croke-Schroeder). Sea M una variedad compacta sin puntos conju-

gados. Entonces todo subgrupo abeliano de w1 (M) es recto.

Compartientemos la demostracion de este resultado en tres pequenos lemas.

Lema 3.18. Si M es una variedad compacta sin puntos conjugados, todo subgrupo
ciclicoTy < T'=m (M) es recto.

Demostracion. Para dos elementos «, 8 € I' tenemos que, por la desigualdad triangu-
lar,

d(af(z),z) < d(afb(z), ax)) + d(a(z), z) = d((z), ) + d(a(z), ).
Si{p1,...,Bp} es un conjunto de generadores de I' y v = Bt -Bil ----- Biiql, iterando
esa desigualdad obtendremos

'Ellos comentan en su articulo que hay demostraciones més sencillas al resultado de Croke y
Schroeder sin pedir que la métrica sea analitica, pero nosotros ya hemos hecho el trabajo duro al
probar el teorema de Ivanov y Kapovich.
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Es decir, d(y(z), ) < (méx;{d(5i(z),x)}) - |7|r paratodoy €Ty x € M.

Sea o un generador de I'g. Entonces {«, (1, ..., 8,} son generadores de I', y asi
la"| < n = |a"|p,. Bastarfa demostrar que |a™|r > const - n. Para ello fijamos un
xo € M, y simplemente d(a"(x¢), o) > mindyn = n-mind,, usando el lema 3.5. Asi,
basta tomar const = min d,/ méx;{d(8;(xo), zo)}- O

Ahora fijaremos un subgrupo abeliano I'y de I' = 71 (M). Como no tiene elementos
de torsion (consecuencia del lema 3.5), sera isomorfo a Z* para algtn k. Tomando una
base aq,...,a; de Ty, podemos identificar I'y con ZF como reticulo en R¥, con la
correspondencia af! - -+ - ot <= (n1,...,n).

Fijemos también un punto xg € M, y normalicemos todas las funciones de Buse-
mann (sumando una constante/reparametrizando la geodésica) para que sean 0 en el
punto zo. Asi b’ = b9, para 6,6, valores iniciales de ejes de un v € T' (gracias a la
proposicion 3.10). Seréa razonable introducir la notacion b, := b0 = b0,

Lema 3.19. Para cada~y € Tg se cumple by (af*-ay? - - - at* (20)) = Ele niby (i (xo)).

En otras palabras, fijado xo, la aplicacion b, : ZF — R inducida de la forma

by(ni,...,nk) == by(af - ag? - -- " (x0)) es lineal.

Demostracion. Esto no es més que una extensiéon al lema 3.14. Todo I'g conmuta con
v, asi que se puede aplicar sin problema.

Sea (1,82 € I'y. Como 67(51,62(I0)) — b,y(ﬁQ(x[))) = bv(,@l(xo)), tendremos que
by (B1B2(z0)) = by(B1(x0)) + by(B2(x0)). Iterando esto obtenemos el lema. O

Y en el proximo lema estara quizé la parte més dura de la demostracion.

Lema 3.20. Eziste una eleccion de ~v; € I'g, i = 1,...,k, y una constante ¢1 > 0 tal
que para todo B € Ty existe uni € {1,...,k} con |by, (B(z0))| > c1|B|ry-

Demostracion. Sabemos por el lema anterior que b, es lineal en ZF. Por tanto, existe
una tnica aplicacion lineal . : RF — R que extiende a b,. Bastara encontrar vi,..., v
tal que r,,...,7,, sean linealmente independientes.

De tener esos 7,, la aplicacion v — (74, (v), ..., 7, (v)) serd un isomorfismo lineal
R* — R*. Si ponemos la norma || - ||; en el dominio, y la norma || - ||o en la imagen,
existird una constante c¢; tal que ||r(v)||so > c1]|v]|1 (utilizando que todas las normas
son equivalentes). Si v es un punto del mallado obtenemos la conclusion al lema.

Vamos a buscar esos 71, . .., 7%. Por un argumento de induccién supondremos que
tenemos 71, ...,7; con j < k tales que ry,,...,7,; sean linealmente independientes, y
encontremos al ;1. Sea K la interseccion de los ntcleos de r,,,...,74,. Este subes-
pacio tendra dimension dimK =k — 5 > 1.

Tomemos una constante cp tal que para todo v € I'g se cumpla que |r,(v)| <
c2]|v||2. Para ver que esta constante existe, ponemos v = (ay,...,ax). Utilizando que
|by(y)| < d(y,zo) (las funciones de Busemann son Lipschitz, y esta vale 0 en )
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deducimos

|7y (v)] =

< (;u) )
< (Zzn;ai!) <m§iXd(ai($o)7l’o)> < eaflvlfa.

Al final aparece ||v||1 = Y _ |a;|, pero podemos sustituirla por ||v||2 utilizando que todas
las normas son equivalentes.

> aiby(ai(wo))
=1

Ahora recordemos el lema 3.5 y la funcién d,. Para cada reMy~vyel, e
desplazamiento d(x) es la longitud de un lazo geodésico en M (la proyeccion de

la geodésica que une x con y(x)). En particular mind, > sys(M), siendo sys(M)
la longitud de la menor geodésica no contractible. El lema 3.9 nos dir4 ademéas que

|b5(7(20))| = sys(M).
Tomemos vj41 un punto en el reticulo de forma que su distancia con K sea menor
que sys(M)/2ca2. Y sea vy € K tal que
sys(M)

— . < .
||U0 8 1”2_ 2,

Entonces, haciendo 7, (v0) = 7+, (Vj+1) + 7,41 (vo — ¥j+1), tendremos que:

|T'Yj+1 (U0)| > |T’Yj+1 (’VJ'-H)’ - |T’Yj+1 (UO - 7j+1)‘
(

1y, 01 (Vi1 (o)) | = [7y,40 (V0 — Vj41)]

> sys(M) — cal|vo — vj41ll2
_ M

> sys(M) — ¢ Syz(@ )
M

_swsM)

2

En particular 7., (vo) # 0, asi que 7, sera independiente a los 7, anteriores, y
hemos terminado la prueba. Obsérvese que sys(M) > 0 pues por el teorema de Cartan
(teorema 2.34 en estas notas) existen geodésicas cerradas en cada clase de homotopia,
y si esa longitud tendiese a cero alguna tendria que ser contractible. O

Ya estamos listos para demostrar el teorema de Croke y Schroeder:

Demostracion (Croke-Schroeder). Sea I'y C I' un subgrupo abeliano con generadores
ai,...,ar. Podemos extender este conjunto a un conjunto {f;} de generadores de T".
Con estos generadores consideremos las normas | - [r, y | - |r-

Por como hemos elegido los generadores, ya tenemos que |v|,, > |y|r para los
v € I'g. Para la otra cota tomemos c¢; del lema 3.20 y ¢3 = max;{d(S5i(xo),z0)}. En
la demostracion al lema 3.18 hemos visto que |y|r > d(y(zo), x0)/cs. Y fijado v € I,
tomemos yp el elemento de I'g tal que, por el lema 3.20, [by,(v(x0))| > ci|v|r,-
Combinando todo esto,

1 1 C1
Ve = —d(y(w0), z0) > — by, (v(20))] = —[7Ir,- O
Cc3 Cc3 Cq4
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Este resultado abre la veda a algunas consecuencias muy interesantes. Por ejemplo,
Croke y Schroeder prueban en su articulo dos afirmaciones que enunciaremos juntas
en el siguiente teorema.

Teorema 3.21. Sea M una variedad compacta sin puntos conjugados. Entonces todo
subgrupo nilpotente de w1 (M) es abeliano. Ademds, todo subgrupo ¥ < 71 (M) soluble
es un grupo de Bieberbach.

Un grupo de Bieberbach es un subgrupo discreto de isometrias de algtin espacio
euclideo R™ tal que el cociente R" /¥ sea una variedad compacta. Es decir, son los
posibles grupos fundamentales de las variedades compactas y planas.

O sea, estamos afirmando que los subgrupos solubles del grupo fundamental 71 (M)
estaran profundamente relacionados con la geometria euclidea, al ser subgrupos de
isometrias de R™.






CAPITULO 4
La conjetura de E. Hopf

Vamos a exponer la demostracion de Burago e Ivanov [1] a la conjetura de Eberhard
Hopf, que afirma que todo toro de dimensién n con una métrica sin puntos conjugados
serd en realidad un toro plano. Equivalentemente, R"™ con una métrica Z™-perioédica y
tal que por cada dos puntos haya una tinica geodésica sera el espacio euclideo.

El propio Hopf [15] di6 una demostracion elemental para el caso n = 2 que expon-
dremos en la primera seccién. Por desgracia, el caso general es mucho mas complicado.

La idea de Burago consiste en que la distancia d definida por la métrica en R™
serd comparable a una cierta norma || - ||. Esa norma sera en realidad euclidea, pues
cumplird una propiedad extremal que solo se puede dar en ese caso. Gracias a eso,
por medio de geometria integral podremos comprarar la métrica ( , ) con una métrica
euclidea, probando que efectivamente estamos en un espacio plano.

4.1. El toro bidimensional sin puntos conjugados es plano

A lo largo de la demostracion de los resultados de Hopf y de Burago-Ivanov utili-
zaremos una medida m definida en el fibrado tangente unitario 7'M = {(p,v) € TM :
|v| = 1} de una variedad riemanniana M. Hablamos de la medida de Liouville.

Esta se define localmente, pues en abiertos U C M suficientemente pequenos
tendremos que TyU =2 U x S"~!.'Y ahi podemos considerar el producto de la medida
riemanniana en M (dada por \/det(g;;) dz1--- dx,) y la medida de Lebesgue en la

esfera.

Una propiedad importantisima de esta medida es que serd invariante por el
flujo geodésico ®; : T1M — T1 M. Hemos visto esto en la proposicién 1.10. Alter-
nativamente, do Carmo [5| da pistas hacia una demostraciéon méas elemental en los
ejercicios del capitulo 3 de su libro.

Teorema 4.1. Sea S una superficie compacta sin puntos conjugados. Entonces,

/KdASO
S

donde K es la curvatura gaussiana. Ademds, si esa integral se anula, K serd cero en
toda la superficie.

61
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Esté claro que esto demostraré que un toro sin puntos conjugados es plano, pues
el teorema de Gauss-Bonnet nos dice que [ K = 0, y combinado con este resultado se
sigue K = 0.

Demostracion. Sea v una geodésica cualquiera sobre S. Los campos de Jacobi orto-
gonales a v cumplirédn la ecuaciéon

J"(7(s)) + K(s)J(v(s)) = 0.

Podemos escribir J(y(s)) como y(s)E(s), siendo E el transporte paralelo de un vector
unitario ortogonal a 7 e y(s) una funcion real. Entonces y satisface la EDO

(4.1) y"(s) + K(s)y(s) = 0.
Ahora, tendremos una tunica solucién y(s;a,b) a esa ecuaciéon que cumpla
y(a;a,b) =1, y(b;a,b) = 0.

Nosotros ya conociamos la existencia. La unicidad se sigue de no haber puntos conju-
gados: De haber dos soluciones y; e y2 cumpliendo esas condiciones su resta y; — y2
también seria soluciéon y se anularia en dos parametros, por lo que tendriamos un
punto conjugado.

Se satisface ademés la identidad

(4.2) y(s;a,b) = y(a;a,b)y(s;a, B) + y(B;a,b)y(s; B, ),

ya que las funciones de ambos lados de la igualdad son soluciones de (4.1), y coinciden
para s = ay s = (5. Después tenemos una version simplificada de esto:

(4.3) y(s;a,b) = y(a';a,b)y(s; ', b)
Otras dos observaciones interesantes sobre estas soluciones son

(4.4) y(s;a,b') >0 sia,s<b,y

(4.5) y(s;a,b) > y(s;a,b’) paras<a<b<l?

que se deducen de que dos soluciones se pueden cruzar en un tnico punto.

Obsérvese ahora que (4.4) y (4.5) permiten que exista el limite

y(s;a) = lim y(s;a,b)

- b—
Esto es porque para s < a (4.5) nos da una sucesiéon monétona decreciente pero
positiva por (4.4). Después se deduce para todo s utilizando (4.2) con «a y [ por
debajo de a. De ahi se deduce también que

lim ¢/ (s;a,b)

- b—o0

(4.6) Y'(s;a)
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Esa funcién cumple las propiedades

y(a;a) =1, y y(sia) >0

y de hecho es solucion de (4.1), luego la desigualdad anterior sera en realidad estricta.

Podemos considerar entonces

Esa funcion es independiente de a, pues al cambiarlo podemos utilizar (4.4) y ver que
solo aparecerfa un factor y(a’; a,b) en numerador y denominador de diferencia, que se
cancelaran.

Es facil comprobar que cumplen la ecuaciéon de Ricatti:
(4.7) u'(s) +u?(s) + K(s) =0
Como S es una superficie compacta, K > —A? para algin A > 0.

Proposicion 4.2. |u| < A.

Demostracion. Consideremos la ecuacion diferencial
"
2"(s) — A%2(s) = 0,

y sea z(s;a,b) la solucién que vale 1 en a, y 0 en b. Seria facil darla explicitamente si
fuese necesario.

Consideremos después f = zy' — yz’. Tiene por derivada
f'=zy" =y = (—K + A%)zy.

Para s,a < b, ambas y y z seran positivas, y nuestra funciéon f serda decreciente.
Ademas, f(b) = 0, pues ahi se anulan y y z.

O sea que zy' —yz' > 0si s < b, es decir,

N\

/
g> = —A.
Y

Y haciendo b — oo, concluimos u > —A.

La otra desigualdad se obtiene similarmente, pero considerando b por debajo de
a. ]

Ahora trabajaremos en T15, el fibrado tangente unitario de S. Para cada P =
(p,v) € T1.S tengo una u = u(P) solucién a la ecuacion de Ricatti sobre la geodésica
~v(t) = ®4(P). Veamos que u(P,t) es medible.

Escribamos . ; Vs h

u(s) = lim y(sia,b) = lim (,5)
b—oo Y(s;a,b)  b—oo Y(s,b)
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para Y la solucion a la ecuacion de Jacobi con Y (b) = 0, Y'(b) = 1. En particular
podemos tomar ese limite de forma discreta,

Y'(s,s+n)
= lim ——.
ul(s) 260 Y(s,s+n)
Asi,
Y!(s; P
u(P) = lim 5P

n—o00 Yn(s; P) 3207

siendo Y, (s, P) la solucion a la ecuacion de Jacobi Y (s) + K(®4(P))Y (s) = 0 con
Y(én(P)) =0y Y'(¢n(P)) = 1. Por ello, Y,, y su derivada seran continuas respecto
a Py por tanto medibles. Esto hard medible al limite de Y,//Y,, como querfamos
demostrar.

Ademas, u es acotada. Asi, integrando la ecuacion de Ricatti tendremos
/01 W (Pot) + u2(P,t) + K(®,(P)) dt = 0,
que se puede reescribir como
u(®1(P) = u(@o(P)) + [ K (@(P))dt = / (@, (P)) dt

Integrando esto en 715 (en el sentido de la medida de Liouville), podemos escribir el
lado izquierdo como

1 1
/Tlsu(él(P))—u(P)dm—i—/Tls/o K(@t(P))dtdm:/O TlSK(@(P))dmdt

= K(P)dm
715

= QW/SK(p) dA,

donde en la primera igualdad usamos que ®; preserva la medida de Liouville para
anular la primera integral y aplicamos el teorema de Fubini en la otra. En la segunda
igualdad volvemos a utilizar que ®; conserva la medida de Liouville.

Tenemos entonces

27‘([9[((}?) dA__/TlS/Ol u?(®¢(P)) dt dm,

luego efectivamente la curvatura total es negativa.

Por otro lado, si [ KdA = 0, tendremos que

1
/ u?(®4(P))dt =0 en casi todo punto P € T} S,
0

y gracias a la continuidad la funcién u se anularé sobre todas las geodésicas. Mirando
a la ecuacion de Ricatti (4.7) concluimos K (p) = 0 para todo p € S. O
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4.2. Preliminares

En esta seccién haré algunos comentarios que se utilizaran a lo largo de la de-
mostracion del caso general de la conjetura de Hopf. Denotemos por T" = R"/Z" al
toro n-dimensional con una métrica riemanniana sin puntos conjugados. Llamaremos
d a la distancia en R" resultante de levantar la distancia que define la métrica en el
toro. Una distancia de ese estilo es llamada distancia periédica, al ser invariante
por traslaciones por vectores en Z". Es decir, d(x 4+ a,y + a) = d(z,y) para z,y € R”
ya€Z.

4.2.1. Norma estable, desigualdad de Burago.

Nuestro primer objetivo es demostrar el siguiente teorema atribuido a Burago [2].
Consiste en una comparacion a gran escala de la distancia peridédica d con una norma.
Esta desigualdad es una pieza fundamental de la prueba, aparecera continuamente.

Teorema 4.3 (Burago). Sea d una distancia Z"-periodica en R™. Existe una norma
-1l tal que
|d(z,y) — [l =yl < C

para alguna constante C, y cualesquiera x,y € R™.

Esta norma es conocida como la norma estable. Empezaremos definiendola para
v € Z™ como
. d(0,mv
fofl = tim 20

m—00 m

Este limite efectivamente existe, como nos dira el siguiente lema:

oo . .
Lema. Sea (x,,)5_; una sucesidn de nimeros reales tal que Tpm,1my < Tmy + Tmy-
Entonces la sucesion (xm,/m)50_, tendrd limite.

Demostracion. Sea o = inf,, x,,/m. Veamos que nuestra sucesion sera convergente a
ese infimo. Para todo € > 0 habra un j € N tal que z;/j < a4+ €. Y todo ntmero
natural m se puede descomponer por el algoritmo de la divisién de la forma

m=kj+r conk,reNyO0<r<j.

Asi,
Tm < kxj+a, <kjla+e)+z, <mla+e)+C(j),

donde C(j) = méxo<,<; . Por tanto,

, Tm
limsup — < a +¢,
m—oo 1M

y como ¢ era arbitrario, tenemos la convergencia. O
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Y por supuesto, esto aplica a nuestra sucesion. Si v € Z" y n,m € N, por la
desigualdad triangular y la periodicidad de la distancia tendremos

d(0, (m + n)v) < d(0, mv) + d(mv, (m + n)v) = d(0, mv) + d(0, nv).

Obsérvese que la norma serd homogénea para nimeros enteros, y verifica la des-
igualdad triangular (pues d lo hace).

Extendamos ||-|| a Q™ de la tnica forma que mantiene la homogeneidad. Si p;, g € Z
y q > 0, definimos

rupl/qp..,pn/an::;H<p1w..,pnﬂw

Esta norma sera Lipschitz sobre Q™. Sean eq,...,e, los vectores de la base cano-
nica, y © € Q". Escribamos x = ) z;e;. Entonces

lzll < D laillledl] < nmax les] - 12]euciidea-

Gracias a esto existird una tunica extension continua de || - || a todo x € R,
definiendo ||z|| como lim||z;||, donde z; es una sucesion racional que aproxima x.
Como la norma es Lipschitz, ese limite sera el mismo para las diferentes sucesiones
que podamos tomar.

Proposicion 4.4. Sean p € R™", v € Z™. El limite

lm d(p,p + mv)

m—o0 m

existe y coincide con ||v|.
Demostracion. Sean a, b, ¢, e puntos en algin espacio métrico. Se cumple
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) < d(a,c)+d(c,e)+ d(e,b).
Si pasamos d(c, e) restando tenemos
d(a,b) —d(c,e) < d(a,c) + d(e,b).

Y por simetria
’d(a7 b) - d(C7 6)’ < d(a7 C) + d(ea b)

Sustituyendo en esa desigualdad tenemos

1 1 2d(0,p)
- —d < - _ 25D
L (ot o) — d(0,m0)] < L (d(0.p) + d(p + mo,mv)) = 24%P)

y pasando al limite se demuestra la proposicién. O

Observacion: Basta demostrar el teorema 4.3 para z,y en la misma érbita bajo la
accion de Z". Para z,y € R" generales podemos definir v = y — x, y separar parte
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entera y parte fraccionaria, de la forma v = v’ + v con v' € Z", v € [0,1]". Asi, con
dos desigualdades triangulares podremos acotar

d(z,y) — |l —y|l| < |d(z,y) — d(z, 2+ )| + ||z =yl — |z — (= + )|
+ |d(z,z + ') = |z — (z + )]

El dltimo sumando estaré acotado por una constante universal si se cumple nuestro
teorema 1 en elementos de una misma o6rbita. Los otros dos sumandos se acotan
uniformemente de la misma manera, asi que solo lo escribiré para el primero. Obsérvese
que

ld(z,y) — d(z,z +v")| < d(y,z + ") = d(z + v, ),

al aplicar la desigualdad triangular al revés para d, y luego usando que la traslacion
por v' € Z es una isometria de d. Ahora observemos que por otra traslacion entera
podemos suponer z € [0,1]". Y la funcion (a,b) — d(a + b, a) alcanzara un maximo
para a,b € [0, 1]", luego efectivamente podemos acotar ese sumando. O

Ahora, fijados p € R",v € Z" definimos la funcion auxiliar f(m) = d(p,p + mv)
para m € N. Obsérvese que f(m)/m converge a la norma estable de v por nuestra
proposicién. Ademés, f verificard dos propiedades:

1. f(m1+mea) < f(m1)+ f(me) para mi,mg € N.

2. f(2m) > 2f(m) — C para m € N y alguna constante C' > 0.

Antes de demostrarlas, veamos que esas dos propiedades implican el teorema 4.3. Para
todo k,m € N podemos acotar

f(mk) f(2F)
k 2

F@7R) NSy
+C/2§"'SQT+022 d,

< f(k) <
j=1

La primera desigualdad se consigue con la propiedad 1, y el resto son sucesivas aplica-
ciones de la propiedad 2. Obsérvese que haciendo m — oo, esas desigualdades quedan

en
kllol < f(k) <Kol +C,

y luego evaluando en k = 1 tenemos el teorema.

Entonces, si demostramos esas dos propiedades hemos concluido. La primera es
simplemente la desigualdad triangular combinada con la periodicidad de la métrica:

fm1 +ma) = d(p,p+ miv +mav) < d(p,p+ miv) +d(p + miv,p + miv + mov)
= d(p,p +m1v) +d(p,p +mav) = f(m1) + f(ma)
La segunda es un poco mas dificil. Necesitaremos la ayuda de un poderosisimo lema:

Lema 4.5. Si s:[0,1] — R™ es una curva continua, existird una coleccion de inter-
valos [a;, bj] C [0,1] coni=1,....k < "TH tales que

s(1) = 5(0)

s(bi) — s(a;) = 5

=1
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Demostracion. Sea & = (x1,...,2n41) € S™ C R™ 1. Definamos t; = Z;zl a:? Ob-
sérvese que los t; forman una particion del intervalo [0, 1] ya que

O=ts<t1 <...<t, =1

Definimos la aplicaciéon f : S™ — R™ por

flx) = sign(a)(s(tin) — s(t:))-

Esa aplicacién es continua e impar, luego por el teorema de Borsuk-Ulam existe xy €
S™ tal que f(xg) = 0. Sobre ese xy separamos los s(t;11) — s(t;) tales que el signo de
x; sea positivo de los de signo negativo. Para que la suma de todos (contando signos)
se anule, los dos grupos de segmentos tienen que sumar el mismo vector.

Ademas, si sumamos todos ignorando los signos obtenemos s(1) — s(0). Por tanto
cada una de esas dos separaciones tendra que sumar M. Ademas, como entre
las dos tienen n segmentos, una de ellas tendra que tener menos de ”T‘H segmentos. Y
con eso concluimos la demostraciéon del lema. O

Utilicemos esto para probar que 2f(m) < f(2m)+C para nuestra funciéon auxiliar.
Sea s : [0,1] — R™ la geodésica minimizante entre p y p + 2muv. Por el lema tenemos

segmentos [a;,b;] C [0,1] con i =1,...,k (y k menor que ”TH) tales que
1) —s(0
Z s(b;) — s(a;) = 8()28() = mu.
Definamos ahora una coleccién de puntos p; € R™, ¢ = 0,...,k de forma recursiva.

Empezamos por pg = p. Y después definimos p; = p;—1 + s(b;) — s(a;). Supongamos
que se cumple

(4.8) d(pi, pi-1) < d(s(b;), s(a;)) + C
para una constante C' que solo depende de la métrica y la dimensién. Esto lo veremos

mas adelante. De ser asi, tendremos

k

k
f(m) =d(p,pr) < Zd(pi—hpi) < Zd(S(ai),s(bi)) + kC
=1

=1

Ademas, se puede observar que los segmentos complementarios

[5(0), s(ai)], - ., [5(bi), s(aigr)ls - - s [s(br), 5(1)]

también sumaran muv. Luego repitiendo la misma cuenta obtenemos dos desigualdades:

f(m) < (parte de la longitud de s) + kC
f(m) < (el resto de la longitud de s) + kC

Y claro, una de esas dos partes de la longitud de s no podra ser mayor que la mitad de

la longitud total. Ademas, por como hemos elegido s, esa longitud total sera f(2m).

Concluimos entonces que

f(2m)
2

f(m) < + kC.

Solo queda aclarar la ecuacion (4.8). Recojamos su prueba en formato de proposi-
cion.
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Proposiciéon 4.6. Sean a,b y p, q los vértices de dos segmentos trasladados. Es decir,
existe v € R™ tal que p=a + v, ¢ = b+ v. Entonces, tendremos la desigualdad

d(a,b) <d(p,q) +C

para una C' > 0 independiente de los puntos.

Demostracion. Dividamos v = v’ + 9, con v’ € Z™, y v € [0,1]™. En ese caso,

d(a,b) =d(a+v' b+ ')
<da+v,a+v +0)+dla+v +0,0+0 +0)+db+v +0,b+)
=d(a+,(a+v)+0)+d(p,q) +d((b+V) +0,b+7)

Entonces bastara acotar por una constante absoluta la funcion (z,y) — d(z,x+y)
para z € R" y € [0,1]". Pero podemos separar otra vez x = 2’ + Z, con 2’ € Z", T €
[0,1]™ y por la periodicidad tenemos que

dz,x+y) =d(z,z +y).

O sea, hemos reducido el problema a acotar la funcion para x,y € [0,1]", y eso es
posible por la continuidad de d. ]

4.2.2. Direccién en el infinito

De aqui en adelante asumimos que la métrica no tiene puntos conjugados. Asi la
longitud de cualquier segmento geodésico seré la distancia entre sus extremos.

Dado (p,v) € T1R", definimos la direccion en el infinito D(p,v) como el limite

exp,(tv) —
lim 71)]’( ) p.
t—o0

Este limite existira para casi todo (p,v) gracias al siguiente teorema. Esta formulacion
esta sacada de [22] (pagina 24). Una demostracion se podra encontrar en [17].

Teorema ergddico de Birkhoff para flujos. Sea ¢, : N — N un flujo sobre una
variedad completa N. Sea u una medida invariante por ¥y, y sea f : N — R una
funcion medible. Entonces

1. La funcion

estd bien definida para casi todo x € N

2. f es integrable, invariante por 1, y su integral es justamente

/N F(z) dp = /N £(z) dp.
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Tomemos N = T1R"™ el fibrado tangente unitario, y ®; : T1R"™ — T1R" el flujo
geodésico, que conserva la medida de Liouville y. Busquemos escribir ese limite en la
forma de nuestro teorema:

exp,(Tv) — 1 (7
T 1) Bl P

1 T
A t— lim — o ¢
T oo T 7o T )y ds expy(sv) dt = lim T/O o ®y(p,v)d

s=t

siendo 7 la proyeccion de TiR™ a S~ !, identificando T1R™ = R™ x S"~!. Obsérvese
que m o ®; no toma valores en R, sino en S”~! C R”. Estamos aplicando Birkhoff
coordenada a coordenada, donde si tenemos valores reales.

Cerramos esta seccion observando que la imagen de D esta contenida en F', la esfera
unidad para la norma estable. Esto es porque || exp,(tv) — p|| < d(exp,(tv),p) +c =
t + ¢, gracias al teorema 4.3. Similarmente esa norma esta acotada inferiormente por
t — c. Por tanto, con el paso al limite tenemos

I1D(p,v)|| = 1.

4.2.3. Foliaciones racionales

Dado un punto p € F C R", con F' la bola unidad de la norma estable || - ||,
diremos que es racional si existe a > 0 con ap € Z". Evidentemente para cada p
racional habré un a¢ minimo tal que ap € Z".

Si tp € Z", entonces t serd un multiplo entero de ese minimo a. De no ser el
caso, uno podria sustraer a tp el vector ap una cantidad k de veces para obtener otro
(t —ak)p € Z™ con 0 < t — ak < a, y a no seria minimo.

Proposicién 4.7. Sean tales p,a. Existe un campo vectorial v, : R" — T1R" que
es Z"-invariante y tal que sus trayectorias son geodésicas de direccion p (es decir,
D(vy(x)) = p para todo x € R™). Ademds, verifica que

exp, tvp(x) =z + tp

para lost € R con tp € Z".

Demostracion. Como exp es un difeomorfismo, podemos definir un campo vectorial
suave por
-1 -1
vp(z) = a " exp, (z + ap).

Este es Z"-invariante, pues al tratar con una métrica periédica tenemos que
(dT,)s expy ' (z + ap) = exp, L, (z +v+ap) Vv eEZ",

siendo T, la traslacién por v.

Ademaés, por su definicién es inmediato que
exp, avp(x) = = + ap,
y por tanto, para t = ak con k € N tenemos que

CXPy tvp(x) = expx+ap(t - ap)vp(x) = eprthp(O) =z +1p,
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una de las propiedades deseadas.
Solo queda por demostrar que D(v,(z)) = p. Ciertamente, se cumplira que

lim exp, (tvp(z)) — ~ lim exp, (tvp(x)) — o i & +ip—z

t—o0 t t—o0 t t—o0 t
teaN teaN

Podemos reducir el limite a lo largo de esa subsucesion porque ¢t € R* siempre esté a
distancia < a de un punto de la subsucesion. Asi, la diferencia entre los numeradores
estara acotada, y como el denominador tiende a cero efectivamente tendran el mismo
limite. A las foliaciones determinadas por v, se les llama foliaciones racionales. []

4.2.4. Recordando las funciones de Busemann

Sea M una variedad riemanniana sin puntos conjugados, y sea 7y un rayo geodésico
parametrizado por longitud de arco en M. Recordemos que la funcién de Busemann
asociada a vy es una funcién F, : M — R que se define por

Fy () = Jim (ol 7(1)) ~ 1),

donde p es la distancia que define la métrica en M.

En nuestro caso, la funciéon de Busemann hara el papel del producto escalar en
un R"™ posiblemente no euclideo, devolviendo la longitud de la proyeccién “ortogonal”
sobre . Son pieza clave de la demostracién, pues probaremos la conjetura de Hopf
viendo que en este caso las funciones de Busemann se reinterpretan como un auténtico
producto escalar euclideo y ademés coincidirdn con la métrica.

Trabajaremos con dos casos diferentes, que son nuestro R™ con su distancia pe-
riddica d, y R™ con la norma estable || - || que hemos construido. Las funciones de
Busemann en el primer caso seran, fijado un rayo « con la estructura riemanniana, de
la forma

B, (y) = lm (d(v(t),y) —1).

t—o00

Para R"™ con la norma estable usaremos los rayos que define esa norma, que seran
de la forma {tp : t > 0} para p € F. Asi obtendremos

By(y) = lim ([ltp — y[| —1).

Ya sabemos que las funciones de Busemann son 1-Lipschitz, y de hecho son dife-
renciables. Es mas, podemos encontrar su gradiente cuando 7y sea parte de la foliacion
racional. Utilizaremos que el gradiente se puede encontrar con la identidad

d

4.9 —
(4.9) dt lt=0

B, (exp, tv) = (v, VB,(x)) .

Para ello, primero tomemos v = vy(z) un vector de la foliacién a la que pertenece
el rayo 1(t) = expy, (tup(w0))
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Como By (exp, avy(r)) = By(.4q)() = B,(r)—ay B, es 1-Lipschitz, por el mismo
argumento que hicimos al probar el lema 3.9 deducimos que

B (exp, tvy(x)) = By(x) —t.

Y derivando respecto a t obtenemos (v,(x), VB,(z)) = —1 para casi todo z. Como
ademas el gradiente tiene modulo 1, podemos concluir que

VBy(x) = —vp(x).

Esto implica que las funciones de Busemann para distintas « en nuestra foliacién
racional tienen el mismo gradiente. Por tanto, diferirdn en una constante. Asi que
podemos escribir

B,(z) = By, (z) + C,

para B, (z) la funcion de Busemann del rayo desde el origen 7,(t) = expg(tv,(0)),
y C una constante que solo depende de . Ademas, el teorema 4.3 nos dice que la
funcion B, esta a distancia acotada de B),. En particular tendremos dos rayos de la
foliacién con funciones de Busemann que acotan por arriba y por abajo a B,,.

Por otro lado, los conjuntos de nivel de B, son traslaciones del cono tangente a
—p € F. La idea de esto es que podemos conseguir este cono dilatando la esfera tras-
ladada F'+p (mas rigurosamente, dilatariamos la bola de centro p y luego tomariamos
la frontera). Pero un conjunto de nivel de B, se puede escribir como

{z: lim ||z — pt|| —t =c} para algin c.
t—00

Esto si ¢ = 0 sera justamente un limite de dilataciones de la bola centrada en p que
pasa por el origen. Y si ¢ # 0, obtenemos el mismo conjunto pero trasladado:

{z: Jim [lz = pt| =t = c} = {z : Jim |(z + pc) = p(t +c)|| - (t+¢) = 0}
t—o00 t—00

Ese segundo conjunto no es més que el cono tangente a —p trasladado por —pc.

Veamos que ese cono es en realidad un plano. Por lo discutido antes, cada con-
junto de nivel de B, estard encerrado entre dos conjuntos de nivel de By, que son
trasladados al cono. Si ese cono no fuese recto, podemos cortar R™ con un 2-plano
de manera que la interseccién con estos conos fuese la unién de dos semirrectas que
forman un angulo menor que 7. Esto se ve muy bien en un dibujo:
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Las lineas azules representan a los trasladados al cono tangente, y la curva roja
representa a algin conjunto de nivel de B, encerrado por ellas. En el dibujo se observa
también que si se toma una traslacién a la derecha lo suficientemente grande, los dos
conos se cortardn con sus dos trasladados.

Ademas podemos suponer que la traslacion es entera, pues tenemos un éngulo
abierto de direcciones en las que elegirla. Ahora, esto entra en conflicto con afirmacio-
nes hechas anteriormente, pues hemos encontrado una horosfera entre esos dos conos
que se cortard con su trasladada por un vector entero. Y eso no tiene sentido, pues
las horosferas formaban una foliacién Z™-invariante, asi que su trasladada tendria que
ser otro elemento de la foliacién y no podrian intersecarse.

La tnica posibilidad es que el cono tangente a F' en —p sea un plano, convirtiéndolo
en un punto suave de F'. Ademas, como los conjuntos de nivel de B, son traslaciones
de planos se seguira que B, es una funcion lineal, pues el valor de B, varia linealmente
con cambios lineales en la posicion.

4.3. Geometria integral

Como hemos comentado en la seccién anterior, las funciones de Busemann B, seran
funciones de soporte de puntos suaves en la esfera F. En este capitulo utilizaremos el
teorema 4.3 para, gracias a nuestra estructura riemanniana, obtener una desigualdad
integral para B, (q) con p,q € F que después nos dara la rigidez que necesitamos para
ver que B,(q) es un producto escalar euclideo y coincide (en cierto sentido) con la
métrica.

Fijemos un p € F racional, (z,w) € T1R", y ¢ = D(x,w) su direccion en el infinito.
Sea también (y(t),7'(t)) = ®(z, w), con ® el flujo geodésico en T1R™. Gracias a (4.9)
y al teorema fundamental del calculo, podemos escribir

T
fim 7= [ (/) de = Jim TE, (0(T) - By, (1(0)
= lim T7H(B,(v(T)) — By(7(0)))
= By(im T (y(T) — 7(0))) = By(q)-

Obsérvese que podemos cambiar v por v, en la primera igualdad pues sus respectivas
funciones de Busemann solo difieren en una constante. En la segunda desigualdad
cambiamos B, por B, alegremente por estar a distancia acotada una de otra, y no
alterar eso el limite gracias al factor T~ !. Para la tercera usamos que B, es lineal.
Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que:

By(q)? = lfm — ( /0 ), ) dt>

< h’minf% (/OTldt> </0T (' (1), —vp)° dt>

o1 2
= liminf — (Y (t),vp)” dt
T Jo

2
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Recordemos el teorema ergddico de Birkhoff para flujos geodésicos. Este nos diré
que ese limite inferior existe para casi todo L(z,w) € T1R", con (z,w) € TH'T" y
L :TyT" — T1R™ algtn levantamiento tal que (dr) o L = Id (siendo 7 : R” — T" la
aplicacion recubridora obvia).

En la notacion del teorema, N es el fibrado 17 T™. Nuestra f serd dada por

F(w) = (L(w), vp)* = (w, dm(vy))*.

w1 seré la medida de Liouville, que se conserva por el flujo geodésico. Asi, integrando
la desigualdad en los L(x,w) con (z,w) € T1T" y utilizando la propiedad 2 en nuestro
enunciado del teorema de Birkhoff, tenemos que

/ (L(w), vp)? du(w) > / (By(D o L(w)))? dyu(w).
Ty T T T™

Pero obsérvese que los argumentos de B), estdn en I, asi que podriamos simplemente
escribir la segunda integral como

/ (By(q))2dm(q),
F

para cierta medida m en F definida empujando' ; mediante D o L. Esto se puede
entender intuitivamente como “la medida en F' barrida por el flujo geodésico”.

Ahora reescribiremos la primera integral. Denotaremos u, la medida en la fibra
(Th'T™),, y sea V la medida de volumen en T". Supongamos esas medidas normaliza-
das, de manera que la primera integral se divida de la siguiente forma:

2 = w, am(v 2 w
[ e dn = [ dne)? dpat) av

Ahora, por como se define la medida de Liouville, podemos escribir la integral en cada
fibra de TyT" como una integral en S"~! con la medida estandar (pero normalizada)
A. Y como el resultado sera el mismo para cada x y V estd normalizada, la integral
en T" es redundante. Asi pues,

/ (L(w), vp)? dps(w) = / (w, )20 dA(w),
T, T™ Sn—1

para cierto v € S"! que proviene originalmente de dr(v,) pero del que en realidad
no depende la integral, ya que con una rotacién podemos llevarlo a cualquier punto
de 8™~ sin variar A ni el conjunto que recorre w.

Ahora, consideremos esa misma integral para v = ey, ..., e, la base canénica de
R"™. Como el resultado es el mismo, suméandolas tendremos que

w [ ) = [ gw P = [ el diw) =

LUtilizo “empujar” como adaptacién del anglicismo push-forward.
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Asi que nuestra desigualdad terminara siendo

(4.10) /F (By(a))? dm(q) <

Esta desigualdad originalmente para p € F racional se extiende a los puntos suaves
de F', ya que B, varia continuamente con p en los puntos suaves al ser una funcién de
soporte.

4.4. La direccion es continua sobre vectores racionales

Esta seccion esta dedicada a probar que D es continua en los vectores vy(z), los
cuales formaran un conjunto denso. Esto nos servira para poder afirmar que la medida
m (obtenida empujando la medida de Liouville por D o L) tendra soporte denso, cosa
que utilizaremos més tarde.

Antes de probar esto, veamos un lema que nos seré de gran ayuda.

Lema. Sea p € F racional, y P el hiperplano tangente a F' en p (ya sabemos que
existe). Entonces P solo interseca a F en p.

Demostracion. Razonaremos por contradicciéon, suponiendo dos puntos distintos p, q €
F N P. La bola unidad es convexa, asi que P no cortara a puntos interiores. Y como
el conjunto de puntos tp+ (1 —t)g con t € (0,1) estaran en P y en la bola unidad, al
ser ambos conjuntos convexos, en particular tendran que estar en F'.

De todo esto nos quedamos con que el vector tp+ (1 —t)q tiene norma 1 para todo
t, y sustituyendo ¢t = a/(a + b) para a,b > 0 deducimos que |lap + bg|| = a + b para
cualesquiera a, b > 0.

Ahora tomemos? un § > 0 tal que para las geodésicas v de la foliacién racional
que cumplan || D(y") —p|| > ||p — ¢|/2 exista un ¢ > 0 donde 1 — (¥/(t), v,) > 6.

Después tomemos la cantidad

s = min{a + b — d(exp, av,exp, —bw) : a,b > 1,
(x,v), (x,w) € TIR™,1 — (v,w) > 6},

que serd positiva puesto que podemos reducir el minimo al caso a,b = 1 aplicando dos
desigualdades triangulares a d

—d(exp, av, exp, —bw) > — d(exp, av, exp, v) — d(exp, v, exp, —w)
— d(exp, —w, exp, —bw),
y utilizando que d(exp, av, exp, v) = a—1 al tener una métrica sin puntos conjugados.

Después la periodicidad en x nos permite bajar las exponenciales a T7T", donde
tenemos compacidad y sabremos que se alcanza el minimo.

2No he conseguido producir una explicacién aceptable de por qué existe tal §. Todo lo que escribe
Burago es que “las derivadas de los proyectores a lo largo de rayos de la foliacién racional sobre una
horosfera estaran uniformemente acotadas”.
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El siguiente paso es tomar a > 1 tal que ap tenga coordenadas enteras. También
aproximaremos ¢ por una sucesion de gy € F racionales (es decir, bygy € Z" para
algun by > 1.

Pero ademas pediremos que esa aproximacion verifique limy_,o, by ||g — gn|| = 0.
Podemos gracias al siguiente resultado clasico. Una buena referencia es el segundo
capitulo de [24].

Teorema de Dirichlet (version simultanea). Sean aq,...,aq nimeros reales, y N
natural positivo. Entonces existen enteros ai,...,aq,0 € Z con 1 < b < N tales que

1

< le/d

a;

b

a; —

Tomemos por as, . . ., ay, las coordenadas de g. Aplicando ese resultado encontrare-
mos racionales a;/b que los aproximan. Definamos la cantidad M = ||(a1/b, ..., a,/b)|.
Nuestra aproximacién a ¢ por puntos racionales en F' vendra dada por la sucesion
gy = (a1/bM, ... a,/bM), con los a;, b, M que nos da el teorema.

Y claro, [|¢ —gn|| serd comparable a o —a;/b| < 5577z ya que los M convergen

a 1. Y esa cota converge a 0 atin multiplicada por bM, que seria el by en nuestro
contexto.

Ahora bastara tomar un N suficientemente grande, de manera que se cumplan las
siguientes desigualdades:

lg—anll <lle—=pll/2 v bnlg—anl <s/2

Para ese N ponemos r = gy y b = by. Asi tendremos para todo z € R™ que
d(exp, avp, exp, —bv,) = d(z + ap,x — br) = |lap + br||,

donde la primera igualdad es por las propiedades de cada v, y la segunda porque ap
y br estan en Z", donde d y || - — - || coinciden.

Por ultimo, eligiendo como v una geodésica integral a v, en la definicion de §
puedo encontrar x € R™ tal que 1 — (v,(x), v,(z)) > §. Esto es porque evidentemente
D(v) = r = qn, y habiamos pedido |l¢ —gn|| < [[p—¢||/2, lo que implicara ||qn —p|| >
lp — q||/2 o se incumpliria la desigualdad triangular.

De esta manera v,(x) y vp(z) nos daran una expresion
a+ b — d(exp, avy, exp, —bv,)

que esté acotada inferiormente por s. Combinando esto con la igualdad que comenta-
mos justo encima tendremos que

a+b—|br+apl > s.

Y por otro lado, una simple desigualdad triangular nos dice que

|br + ap|| = [|bq + ap — b(q — 7)|| < |[pg + ap|| + bllg — r]|.
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Pero ojo, sabemos desde el principio que ||bg + ap|| = a + b, y hemos elegido N tal
que bljg — r|| = bn|lg — gl < s/2, de manera que tendria que cumplirse

a+b—||br +ap| < s/2,

y hemos encontrado una contradiccién. O

Y con esto estamos preparados para ver la continuidad de D. La demostracion
puede ser tediosa, pero en realidad es una cuenta elemental, sin trucos.

Proposicion 4.8. D es continua sobre los vectores de las foliaciones racionales.

Demostracion. Sea «y(t) = exp, tvp(z) un rayo de nuestra foliacion racional. Sea N, =
{g € F :|p—q| <&} un entorno de p, para 0 < € < 1 cualquiera.

Queremos encontrar U, un entorno de (z,v) tal que D(U.) C N. y asi demostrar
la continuidad.

Tomemos
s=min{2 —[p+qll: g€ F,|p—ql =¢}.

Gracias al lema anterior, s > 0, pues p es racional y por tanto (p + ¢)/2 tendra que
estar contenido en el interior de la bola unidad.

SeaT > 0tal que T'p € Z", y ademas T > 100(1+410c)/(se) (con ¢ la constante que
tenfamos en el teorema 4.3). Elijamos el entorno U. de manera que d(v(t), exp, tw) < c
para todo (y,w) € Uz y t < 3T. Llamemos (*) a esta acotacion.

Ahora razonaremos por contradiccion, y supongamos D(U.) ¢ N.. Tomemos pues
un punto (y,w) € Ue fuera de IV, es decir,

1Dy, w) = pl| = e.
Esto significa que habra un ¢ > T tal que

exp, (T + t)w — y(T)
exp, (T + t)w — v(T)

(1 i =7 ==

Esto es porque para t = T el lado izquierdo de la igualdad esté por debajo de ¢,
pero para t grande converge a || D(y,w) — p|| > €. Veamoslo:

Para t = T podemos usar la acotacién

100(1 + 10
(S:_FC) < T < |Y(T) — exp, (2Tw)|| < d(4(T), exp, (2Tw)) + ¢ < 2,

donde la primera desigualdad es por hipétesis de T, la segunda por una desigual-
dad triangular, la tercera por el teorema 4.3, y la cuarta por (). Combinando esto,
concluiremos que

exp, 2Tw —y(T) _s€ (|l exp, 2Tw — ~(T)|| + || exp, 2Tw — ~(T)|)
Texp, 2Tw — (D)~ 7|| = 100(1 + 10c)

< 4cse
~ 100(1 + 10¢) —
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En la primera desigualdad combinamos desigualdades triangulares con nuestra aco-
tacion de arriba. En la segunda usamos el teorema 4.3 junto con (). En la tercera,
simplemente usamos s < 2.

Ahora veamos qué pasa con esa cantidad para t — oo. Bastaria con ver que

exp, (T + t)w — y(T)
lexp, (T + t)w — (T

— D(y,w).

Equivalentemente lo hara

exp, (T + t)w — exp, (Tw)
[lexp, (T'+ t)w = y(T)]

ya que por (x) la diferencia tiende a cero, al estar acotado el numerador.

Pero es que ademas || exp, (T + t)w — v(T)|| es comparable a ¢, gracias a un par
de desigualdades triangulares, luego efectivamente tendremos esa convergencia que
queriamos, y existe el ¢ de la ecuacion (4.11).

Por comodidad llamemos ¢ a la fraccion de (4.11), y R a su denominador. Ya
estamos preparados para encontrar la contradiccion.

Por un lado,

d(y,exp, (T + t)w) =T + d(exp, Tw, exp, (T + t)w)
> T + d(exp, (T + t)w,¥(T)) — d(y(T), exp, Tw)
>T+R—-c—ec.

Aqui utilizamos primero una desigualdad triangular, y luego utilizamos (*) junto con
el teorema 4.3. Esto implicara, por (x) otra vez, que

d(w,exp, (T + t)w) > d(y,exp, (T + t)w) — d(z,y) > T + R — 3c.

Pero esto se contradice con

d(, exp, (T + t)w) < |l exp, (T + t)w — z[| + ¢
= |lexp, (T'+ )yw = (T) +(T) —z| + ¢
= ||Rg+Tpll +c
<Tlp+gll+(R-T)+c
<T2-s)+(R-T)+c¢)

100(1 4 10¢)
g

<T+R+c— < T+ R —100c.

Conviene aclarar que en las tltimas desigualdades hemos utilizado la definiciéon de s,
y que por hipétesis T' > 100(1 + 10¢)/se. También utilizamos en la segunda igualdad
que ¥(T) = x + T'p porque Tp € Z". O
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4.5. Redondez de una norma

Hagamos un descanso de nuestro contexto del toro sin puntos conjugados para
probar un resultado que necesitaremos para rematar la demostracién a nuestro gran
teorema.

Pongamos que tenemos una norma || - || en R™, y F' es su esfera unidad. Como ha-
biamos comentado ya, un punto p € F' es suave si tiene un tinico hiperplano tangente.
Equivalentemente, tendréa una tnica funcion lineal —B,, con —By,(p) =1y —B,(z) <1
para todo x € F. Esto es lo que se conoce como funciéon de soporte/apoyo.

También supondremos que tenemos una medida m de probabilidad en F. Con
toda esa estructura podremos definir, en cada p € F' suave, la cantidad

msznwzileam»an@»

Nos interesaré particularmente hablar de cuan grande puede ser r, definiendo la pér-
dida de redondez por

R(F,m) = sup{r(p, F,m) : p € F punto suave}.

Su evocador nombre se justifica por el resultado central de esta seccién:

Teorema 4.9. Para toda F, m tendremos que R(F,m) > 1/n. Y ademds, si el soporte
de m es denso en F y se da la igualdad R(F,m) = 1/n, entonces F serd un elipsoide,
y de hecho r(p, F,m) = 1/n en cada p € F.

En términos sencillos, si la pérdida de redondez es lo més pequena posible, F' seré
un elipsoide. Para probar eficazmente este resultado daremos primero una serie de
definiciones y resultados que irdn cobrando sentido por el camino.

Denotaremos por A el espacio de formas cuadraticas @ : R® — R no negativas.
Para cada ) € A denotaremos por Bg la bola unidad {z € R" : Q(x) < 1}. Ademaés
definiremos una funcién v : A — R por

1
(vol(Bq))?’
donde vol es el volumen segin la medida de Lebesgue. Si ese volumen es infinito,

pondremos v(Q) = 0. El siguiente resultado se puede (e incluso debe) interpretar
como una derivada direccional de v.

v(Q) =

Lema. Sea L : R" — R lineal, y || L] = max{L(x) : Q(z) = 1}. Entonces, para toda
Q no degenerada,

d

] (0= 2Q + neL?) = (@ UIEIE ~ 1.

Demostracion. La clave serd encontrar una aplicaciéon lineal H que transforme la bola
Bg en la de esa forma cuadratica mas extrana. De esta manera sabremos que el
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volumen se dilata por su determinante, y podremos derivar este con respecto a € sin
ningin problema.

Elijamos coordenadas (x1,...,x,) tales que @ = Z?:l a:?, pero de manera que
x1 = L/||L||q. Esto se consigue tomando como primer vector de la base a L (normali-
zado) y completandolo segin el producto escalar que define @) a una base Q-ortonormal
de R™.

De esta manera,

L 2 .2
(1-2)Q+nel? = (1 —€)Q + e Ll[gat = (1 —¢) (Q " ng”(lu—Q:)l) 7

y por tanto B(_.)giner2 = (1-— 5)*1/2H(BQ), para H la aplicacién lineal dada por

(1 _€>1/2
H(ab S 7an) = <(1 + nEHLHQQ)l/Zal?aQa <oy Qn

asi pues, el cambio de volumen entre las bolas vendra dado por el determinante de
(1 —¢)~Y2H, muy féacil de calcular en este caso.

1— 1/2
vol((1 —€)Q +neL?) = (1 —g)™™? <(1 _ﬁ naHEL)HZQ)l/Q) vol(Q)

y por tanto podemos trasladar esa comparaciéon a nuestra funcion v.

ne||L||?
o(((1=e)Q +nel?)) = (1 —¢)" (1+1_H5”Q> v(Q)

Ahora es sencillisimo derivar esto respecto a ¢, concluyendo asi la prueba. O

Enunciemos y demostremos un teorema de anélisis convexo que utilizaremos en la
prueba de nuestro teorema.

Teorema (Carathéodory). Sea P un subconjunto de R™, y x un punto en su en-
voltura convexa (el menor subconjunto convero que contiene a P). Entonces x serd
combinacion convexa de como mucho n+ 1 puntos de P.

Demostracion. Sea x en esa envoltura convexa. Entonces es una combinacion convexa
de puntos de P, es decir,

k
T = E Ajxj
j=1

para xj € P, \; > 0y > \j = 1. De momento, k es un nimero natural desconocido.

Supongamos que k > d + 1, y hagamos élgebra lineal para que vaya decreciendo
ese numero. Empecemos por observar que los vectores

To — X1,...,TE — X1
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son mas de n+ 1, y por tanto son linealmente dependientes. Es decir, existen ntimeros
reales po, ..., g no todos cero tales que

pj(j — 1) = 0.

.
[N}

Ahora definimos p; = — Z?:Q ;. De esta manera se cumpliran las igualdades

k k
D omjzi=0 y > pu=0.
i=1 j=1

Y como hay p; no nulos pero suman cero, tendra que haber alguno positivo. Podemos
as{ definir la misteriosa cantidad

Aj Ai
a = min {]:,u,j>0}zl.
1<5<k | i

Y, usando que ) pjz; = 0 podemos escribir z de la siguiente forma:

k k k k
Tr = Z )\jl’j = Z )\jl‘j — Za,ujl‘j = Z()\j — oz,uj)xj
j=1 j=1 j=1 j=1
Pero claro, por la definicion de o se cumple que A; —ajpu; > 0 para todo j =1,...,k.

Asi pues, hemos escrito £ como combinacién convexa con unos nuevos coeficientes.
Ademas, se anulara el correspondiente al indice 7 donde se alcanzaba el minimo, pues
Ai = ap;. O sea que hemos escrito  como combinacion convexa de como mucho k£ —1
puntos de p. Y repitiendo este proceso llegaremos a que nos bastan n + 1 puntos de
P. O

Y por fin estamos listos para demostrar el teorema central de esta seccién.

Demostracion. Sea F* el conjunto de funciones lineales de soporte en F' (no necesa-
riamente en los puntos suaves). Y consideremos Ar = {nL?: L € F*} un subconjunto
del espacio de formas cuadraticas no negativas A. Este espacio puede entenderse como
un abierto convexo de las matrices simétricas, el cual se asocia con R™"+1/2 Consi-
deraremos también Ar la envoltura convexa de Ap. Por el teorema de Caratheodory,
cada Q € Ar se representara de la forma

Q:TLZCLJJ? parai<n(n+1)/2+1, L,€F*, a; >0, y Zai:l'

Buscamos una forma cuadratica Q) € Ar cuya bola unidad esté inscrita en F'. Tomemos
Q=n> aiLf que maximice la funcién v en Ap. Podemos porque A es un compacto
(uno puede observar que los funcionales lineales de soporte a una esfera también son
homeomorfos a una esfera), y por tanto su envoltura también lo es. Al ser maximo, la
derivada que hemos calculado en el lema anterior se tiene que anular, lo que implicaréa
HLZHE2 = 1 siempre que a; # 0.
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Ahora, sea P = {L(xz) = 1} un hiperplano de soporte de F, y L su respectiva
funcion de soporte. El lema nos vuelve a dar HLHQQ = 1. Asi que para z con Q(z) < 1,
se tiene que L(x) < 1. En particular, no habra puntos de P en el interior de la bola
unidad Bg. Y esto implica que B esté inscrita en I, pues por convexidad todo punto
de F' tiene al menos un plano P de soporte.

Ahora, como ||L;||g = 1, estas funciones también seran de soporte en Bg. Cada
una soportard un punto p; € F'NBg, que serd suave gracias a que Bg es un elipsoide, y
otra funcion de soporte en F' para ese punto también funcionaria en Bg. Asi, podemos
hablar de la funcién de soporte en p;, L; = B,,.

Razonemos por contradicciéon para probar la desigualdad. Si no se cumpliese, ten-
driamos para todo ¢ que

/F (Bpo)2(q) dm(q) < 1/n.
Y asi,
, 2 m(q) = m )
w [ S aB,)a) int) = [ Qadnt) <1

Pero eso no puede ser cierto, porque al estar Bg inscrita en F', Q(F') > 1, y su integral
es mayor que 1.

Supongamos ahora que tenemos la igualdad y el soporte de m sea denso. Como
supr(p, F, m) < 1/n, en particular se cumplird para nuestros puntos p;, es decir,

/ (B, (q))? dim(q) < 1/n.
F

Con una combinacién convexa igual a la cuenta anterior, eso implicara que

/ Q(q) dm(g) < 1,
F

y como habiamos hablado que Q(F) > 1, en esa integral tenemos una igualdad. De
hecho, esa cota inferior para () implica que el conjunto

{ge F:Qq) > 1}
tendra m-medida cero. Como el soporte de m es denso, esto significa que
F={zeR":Q(x) =1},
y nuestra F' es efectivamente un elipsoide.

Veamos por ultimo que r(p, F,m) = 1/n en todo p € F. De no ser asi tendriamos
un funcional By, con [(B,)? < 1/n. Pero ahora, al igual que en la demostracion de
nuestro lema podemos tomar coordenadas tales que Q = z?+- - -+z2, con 21 = By, (sa-
bemos ya que tiene norma 1), y 9, ..., x, otros funcionales lineales. Asi encontramos
la contradiccion

/F Qlg)dmlg) = 3" w5(q)? dm(g) < 1
j=1

pues hemos supuesto que x% integra < 1/n, y el resto estan acotados por su supremo,
de manera que son < 1/n. O
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4.6. Demostraciéon de la conjetura de Hopf

Ahora combinaremos todos los resultados de las secciones anteriores para ver que
nuestro toro sin puntos conjugados es plano. Probemos antes un pequeno lema de
céalculo que nos hara el trabajo.

Lema. Sea f: R — R tal que

T 1 T

Entonces,

Demostracion. No puede ser mas sencillo. Simplemente expandimos el cuadrado.

1m1142ﬂ@+ﬁ x—lm1/ fl@ (m+%lm1/ fla

T—oo T T—oo T
1 — 2d
+T13;0T/0 5
=52 -22+5°=0 O

Empecemos a juntar piezas. La medida m definida en F' en la segunda seccién
tendra que tener un soporte denso, pues se define empujando la medida p de soporte
denso por D o L, y hemos probado que D o L es continua sobre un conjunto denso de
puntos.

De esta manera, la desigualdad (4.10) implicara que R(F,m) = 1/n en el contexto
de la secciéon anterior. Asi, nuestra norma estable || - || serd de hecho una norma
euclidea.

Fijado un punto racional p € F'. Para casi toda geodésica y tenfamos la desigualdad

T
h’minfT‘l/O (7(t),0,)° dt > By(D(y'))?

que integrabamos para obtener

1 _ 2
1 /T (L0 dutu) > /F (By(a))2 dm(q).

n

Ahora, como consecuencia de la seccién anterior ya sabemos que eso es una igualdad,
luego se cumplira que

(4.12) lim — / % dt = B,(D(y))>.

Ademas ya sabiamos que

T
tim 7 [ (3 (0.0,) dt = BL(DG).
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asi que por nuestro lema de calculo tenemos que

1fm I/T ((4'(t),vp) + B (D(v'(t))))Z dt = 0.
T 0 » VP p

Pero una consecuencia del teorema ergodico de Birkhoff es que la integral de ese limite
coincidira con la integral de su integrando. Y como ese integrando es > 0 y su integral
vale cero, deducimos de aqui que

(w,vp) = —=Bp(D(w))

en casi todo punto. Y como D es continua en w = v, para g € F' racional, tendremos
que

(vg, vp) = —Byp(q)-

Ahora, tomando n puntos racionales p; € F' linealmente independientes, podemos con-
siderar sus rayos 7, (t) = exp tvp, (0), y tomar sus respectivas funciones de Busemann

(By,, (%), By, (7))

como funciones coordenadas. Y claro, la referencia que define estas coordenadas es
{vp,,...,vp,} por lo que la expresion local de la métrica es

gij = <Upivvpj> = _Bpi(pj)'

Como no depende del punto base, la métrica es constante, y por tanto la curvatura
es cero. Esto completa la demostracion a la conjetura de Hopf. O

Recordemos que la conjetura de Hopf se puede reformular sobre R”, donde una
métrica Z"-periddica sin puntos conjugados serd la métrica euclidea. Desde ese punto
de vista podremos enmarcar este resultado en una familia de teoremas de rigidez
que, partiendo de una métrica en R" sin puntos conjugados con ciertas restricciones
adicionales, concluirdn que la métrica es en realidad plana.

Asi, podremos citar algunos resultados similares pero més actuales. Por ejemplo
en el articulo [12] se demuestra que, si R™ tiene una métrica sin puntos conjugados
que es asintdticamente euclidea (es decir, cuanto mas nos alejemos de 0 més cerca
estard de ser la métrica euclidea) entonces la métrica sera en realidad euclidea.

Otro ejemplo es [7], donde se demuestra que si una métrica en el plano R? cumple
el axioma de las paralelas de Euclides (dada una primera geodésica y un punto, existe
exactamente una segunda geodésica que pase por ese punto sin cortar a la primera) y
ademés la curvatura total [z, K estd bien definida (aunque sea infinito), entonces la
métrica es plana. De hecho, se conjetura que este resultado podria ser cierto atin sin
esa hipotesis sobre la curvatura.



APENDICE A

Fundamentos de la geometria
riemanniana

A.1. Meétricas riemannianas

Supongamos conocido el concepto de variedad, que no es més que un espacio
topologico con una serie de condiciones que hacen que se parezca localmente a R™.
Esas condiciones son bastante restrictivas, lo que nos permite construir una teoria
interesantisima sobre estas variedades diferenciables.

A nosotros nos interesara trabajar con todavia mas estructura. Queremos anadir
una manera de medir en variedades, ya sean dngulos, longitudes o voliimenes. Y para
ello necesitaremos definir dentro de M una variedad el siguiente objeto:

Definicion A.1. Llamaremos métrica riemanniana a una funciéon
(, >p:TpM><TpM—>R

definida para cada p € M que sea bilineal, simétrica y definida positiva.

Ademas, pediremos que varie suavemente con p. Eso es que si tengo unas coordena-

das (x1,...,x,) definidas en algun abierto U C M, estas nos definiran una referencia
{8%1, ceey %} que generan el fibrado tangente a U. Por la bilinealidad del producto,
podremos reducir cualquier producto (v, w)p a una combinacién de los ntimeros

= (2] 2]
gsz o 6952 p7 ax]‘p »

junto a los coeficientes de v y w en nuestra referencia. A estos g;;(p) les llamaremos
coeficientes de la métrica en p, y diremos que la métrica varia suavemente con p
si esos coeficientes g;;(p) son suaves en p.

Dada una curva «, es decir, una aplicaciéon suave o : I — M donde I es un
intervalo, podemos definir su longitud como

fa) = /l (1), (1)) dt.

85
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Si M es orientable se puede definir el volumen de un subconjunto R C M primero en
un entorno coordenado (U, ¢) (pongamos ¢ = (z1,...,zy)) de la forma siguiente:

Vol(R) = / \/det(gij) dzy ... dxy,
o(B) ’

Esta definicion es invariante por cambios de coordenadas, por lo que partiendo un
subconjunto R C M arbitrario en trozos también podremos conocer su volumen.

Aunque yo no las haya motivado, estas definiciones abstractas de longitud y vo-
lumen generalizan las que conocemos desde el colegio, y tienen una razén de ser muy
intuitiva. Esto es porque ambas consisten en integrar medidas en el espacio tangente,
donde trabajamos con vectores o paralelepipedos y conocemos su longitud o volumen
respectivamente.

Asi pues, una métrica riemanniana es todo lo que podemos necesitar para medir
en una variedad. De hecho, también nos ayudara a definir una derivada de campos de
vectores canodnica. Para ello tendremos que hablar de derivaciones en un sentido mas
general.

A.2. Conexiones

Llamemos X (M) al conjunto de campos de vectores sobre M.

Definiciéon A.2. Una conexidn V es una aplicaciéon que toma dos campos de vectores

X,Y € X(M) y devuelve otro.
(X,Y) = VyY

Ademas, para f,g € C*(M) y X, X", Y,Y' € X(M), cumple

" vaJrgX’Y = fVXY +gVx'Y,
" VX(Y+Y/):VXY+VXY/
» Vx(fY)=Xf+ fVxY

Estas condiciones se pueden resumir en que V es C°°(M)-lineal en la primera
entrada, y cumple anélogos a las reglas de la suma y producto de derivadas en la
segunda.

Esto sera lo que necesitamos para derivar campos de vectores a lo largo de una
curva. Supongamos primero que V es un campo de vectores definido sobre una curva
a, pero ademés V es una restriccion de un campo en M. Entonces estarfamos en
condiciones de definir una derivada

DV
V= ﬁ = Va,(t)V.
Mas tarde comprobaremos que esto funcionara para campos un poco mas generales,

que en cada parametro ¢ devuelvan un vector de Tp, ;) M.
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La manera de hacer calculos con esto sera otra vez por medio de las expresiones
locales. En un abierto coordenado tendremos una referencia canoénica Xi,...,X,,
dada por X; = 6 . Podemos definir unas funciones Fk U — R de la forma

= Zn:rfjx
k=1

Esto seran los simbolos de Christoffel para esas coordenadas. Y seran intere-
santes porque aplicando las propiedades de una conexién uno puede escribir cual-
quier derivacion VxY en términos de esos coeficientes. Pongamos por ejemplo que
X =>,2X;,eY =),y X; son las expresiones locales de dos campos de vectores.
Entonces una breve cuenta nos dird que

n n
VxY =) [ X)) + > wayiTh | Xee
Q=1

Proposiciéon A.3. Erxiste una derivacion % de campos sobre una curva o que cumple
las reglas:

s (VW) =LY+ BY
D(fvy=4y + yBv

para V,W campos y f una funcion. Ademds, coincide con VoV cuando eso tenga
sentido.

Demostracion. La primera observacion serd que basta comprobar esto en un entorno

coordenado (U, ). Ahi dentro, supongamos por un momento que tal derivacion exista.

Escribamos (x1(t), z2(t), ..., 2,(t)) una expresion local de «, y como antes X; = 8%1-'

Asi el campo V' tendra una expresion local V = Zj Uij.

Si nuestra derivaciéon cumple las reglas que imponemos, se cumple que

J DX
DV it DI

dat dt
J

Si también coincide con V V', podemos expandir

DX;
WJ = Vo Xj = Vyax,Xj = > a4iVxX;.

Por tanto,
dv’
— g X + g x; KAV, X, X
7.7
De esta expresiéon podemos conclu1r que, si existe tal derivacién serd tnica. Pero

ademas podemos definir la derivaciéon de forma local gracias a esa férmula que hemos
deducido, y tendré las propiedades deseadas. ]
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Gracias a una conexion se define el concepto de campo de vectores paralelo a
lo largo de una curva. Si V() es un campo de vectores tangente a una curva «(t)
en una variedad riemanniana con una conexion, seré paralelo si no varia a ojos de la
conexion, es decir, si

DV
— =0 V&
dt
Proposicion A.4 (Transporte paralelo). Sia : I — M es una curva en una variedad
riemanniana M con una conexion V, y vy es un vector tangente a o(ty), to € I, existe

un unico campo V tangente a o con V(tg) = vo.

Demostracion. En entornos coordenados de M esto es muy facil de resolver, pues

% = 0 nos da una ecuacién diferencial de primer orden para la expresiéon local de V.

Asi que fijado un valor inicial V(tg) = v tendremos existencia y unicidad local del
campo V.

Pero podemos recubrir la imagen de o por entornos coordenados, en los cuales
podremos elegir una solucién a la ecuacioén diferencial que pegue bien en la interseccion
con entornos coordenados anteriores. O

Llamaremos transporte paralelo de vy a lo largo de « al campo V.

Quiza el lector esta preocupado por detalles técnicos sobre la conexién. ;jExiste
alguna que podamos utilizar? Si es que hay varias, jcual deberfamos elegir? Estas
preguntas se resuelven hablando de la conexiéon de Levi-Civita, que en esencia es
una conexion definida por la métrica con unas propiedades especialmente benévolas.

Definicién A.5. Una conexién V es compatible con la métrica ( , ) si para dos
campos de vectores V (t), W(t) a lo largo de la misma curva « se cumple la regla

producto
d DV DW

Ademés, diremos que V es simétrica si
VxY - VyX = [X,Y],
donde [+, -] es el corchete de Lie.

Teorema-definicion A.1. Sea M una variedad riemanniana. Existird una unica
conexion simétrica y compatible con la métrica. La llamaremos conexion de Levi-
Civita.

Demostracion. Argumentemos de forma similar a la proposiciéon anterior. Primero
supondremos que existe para asi encontrar una expresion sencilla, y después la defi-
niremos de esa manera.

Tomemos tres campos X,Y,Z € X(M). Por la compatibilidad por la métrica,
deberan cumplirse las identidades

XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),
Y (Z,X) = (Vy Z,X) + (Z,Vy X),
Z(X,Y) = (V,X,Y) + (X,V,Y).
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Si sumamos las dos primeras y restamos la tercera, utilizando la simetria de V dedu-
cimos

XX W+Y(Z,X)-Z(X,Y)=(X,Z],Y)+(Y.Z],X)+ (X, Y], Z2)+2(Z,VyX),

de donde podemos despejar

:%(X (X, Y)+Y (Z,X) - Z(X,)Y)

- <[X7 Z]>Y> - <[Y7 Z]3X> - <[X7Y]7Z>)'

(Z,VyX)

Esta expresion define V tnicamente por medio de la métrica. Es facil ver que efectiva-
mente esta bien definida y cumple las propiedades deseadas. Ademés, como cualquier
conexién simétrica y compatible con la métrica debe cumplir esa ecuacién, esta cone-
Xi6n sera tnica. 0

De aqui en adelante, al hablar de V y % en una variedad riemanniana, asumire-
mos que estamos trabajando con la conexién de Levi-Civita. También llamaremos a
esa derivada % la derivada covariante. Asi pues, en una variedad riemanniana M
tenemos una forma canénica de derivar campos de vectores.

A.3. Geodésicas y la aplicaciéon exponencial

A continuaciéon estudiaremos las geodésicas de una variedad riemanniana. Estas
son unas curvas muy especiales, pues pretenden ser las “lineas rectas”. Se caracterizan
por tener aceleracién cero a ojos de la métrica, pues en cierto sentido girar implica una
aceleracion. En seguida veremos que poseen propiedades muy deseables, y de hecho
nos ayudaran a conocer la estructura global de nuestra variedad M.

Definiciéon A.6. Sea v : I — M una curva. Diremos que es geodésica en ty € [ si

D

(A.1) =

(v'(1)) =0.

t=to

Diremos que simplemente es geodésica si esto ocurre en todo I.

Observacion. Para una geodésica se cumple que
d / / ‘nyl /
dt<7”y>_2<dt’7 =0.

En particular, el moédulo de la velocidad serd constante. Esto significa, entre otras
cosas, que el parametro ¢ es proporcional a la longitud recorrida por «y. Diremos
que una geodésica es unitaria, o que estad parametrizada por longitud de arco si
|7/ (t)] = 1. Es decir, si ¢t mide la longitud recorrida.

i Existen tales curvas? ;Cuantas hay? Quiza tiene mas sentido estudiar estas pre-
guntas en un entorno coordenado (U, (x1,...,zy)), donde podemos llevarnos los pro-
blemas a R" para asi utilizar la teoria de ecuaciones diferenciales.



90 Fundamentos de la geometria riemanniana

Efectivamente, utilizando la expresion local para la derivada covariante obtenemos

D~ 0
OZQJZE: Zﬁw@J R
que es equivalente al sistema de ecuaciones
:U"—I—ZF”Z]— k=1,2,...,n.

En la asignatura de ecuaciones diferenciales, cuando uno se encontraba un sistema con
derivadas segundas lo transformaba en uno de primer orden anadiendo unas variables
extras y;, e imponiendo las ecuaciones z} = y;.

Esto motivaré el traslado de nuestro estudio de geodésicas al fibrado tangente T'M.
Obsérvese que una curva 7(t) en M determina otra curva (v(t),~/(t)) en TM. De esta
manera podemos hablar de unas ecuaciones de las geodésicas en T'M, que localmente
seran de la forma

y;c+2i,jrﬁjyiyj =0 k=1,2,...,n;
T =y k=12....n

Podemos definir un campo G de vectores tangentes a T'M cuya expresion en coorde-
nadas (T1,...,Zn,Y1,---,Yn) S€a

& o
Glry = Zykaxk D | 2 Thwis | 5

k=1 \ i,j

Asi pues, la ecuacién de las geodésicas nos esté diciendo precisamente que la velocidad
de la curva (y(t),7/(t)) € TM coincidira con el campo de vectores G evaluado en el
punto correspondiente. Hemos reducido el problema de encontrar geodésicas al de
calcular un flujo, cosa que sabemos de Geometria Diferencial. Este flujo se conoce
como el flujo geodésico de M.

Precisamente, sabemos que alrededor de cada p € U C M con unas coordeandas
(U, (z1,...,x,)) existird un abierto Y C T'M y un ntmero § > 0 tal que tenemos
definido el flujo geodésico ® : (—0,0) x U — TU, y ~(t) = wo ®(t,q,v) (siendo
m: TM — M la proyeccion candnica) sera la geodésica que parta de ¢ con direccion
v para cualquier par (g,v) € U.

Podemos elegir U de la forma
U={(q,v) €eTU;qeV yveT,M con |v| <er},

siendo V' C U abierto.

Obsérvese que el intervalo de definicion de las geodésicas (—d, d) es inico para todo
dato inicial en . De hecho, es posible aumentar la velocidad inicial de las geodésicas
disminuyendo ese intervalo, o viceversa, gracias al siguiente lema.
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Lema A.7 (de homogeneidad). Sit — ®(t,q,v) estd definida en (—6,0) y tenemos
a > 0, entonces la geodésica t — ®(t,q,av) estd definida para t € (—d/a,d/a). De
hecho,

d(t,q,av) = ®(at,q,v).

Demostracion. Simplemente definimos la funcion ¢ — ®(at, ¢, v), que obviamente sera
una geodésica con velocidad inicial av y ese intervalo de definicién. Y por la unicidad
de las soluciones coincidira con ®(t, q, av). O

Gracias a ese lema, cambiando e; podremos asumir § = 1,2 o el nimero que
queramos. Eligiendo 6 = 2 y un € > 0 adecuado, habra un abierto &/ donde esté
definida la aplicacién exponencial:

v

exp(q,v) := ®(1,q,v) = ®(|v], q, ol

)

iEsta aplicacién serd diferenciable, pues @ lo es! En muchas ocasiones seré interesante
hablar de exp, = exp(q, -), la misma aplicaciéon con un punto base elegido.

La aplicaciéon exponencial recoge el estudio de las geodésicas de la variedad y por
tanto seré de vital importancia para nosotros. Demos un primer resultado sobre ella.

Proposicion A.8. Para todo q € M, existe un € > 0 tal que
exp, : B:(0) C TyM — M
sea un difeomorfismo a su imagen.

La explicacion es sencilla, d(exp,)o es invertible y por el teorema de la aplicacion
inversa exp, es un difeomorfismo local en algin entorno de 0 € T, M.

Demostracion.

d d d
d(expglo(v) = — |  expy(tv) = o (l,qtv) = —| &(t,q,v) =,
t=0 t=0 t=0

y por tanto d(exp,)o = idr,n - O

A.3.1. Propiedades minimizantes de las geodésicas

Antes hemos hablado de que las geodésicas recuerdan a las lineas rectas del plano,
pues en cierto sentido no se curvan. Pero por lo que realmente destacan las lineas
rectas es por minimizar la distancia entre dos puntos. Asi, aparece una pregunta
natural: ;Cumplen esto las geodésicas?

La respuesta es, en esencia, si. Demostraremos que en entornos pequenos de M
todas las geodésicas minimizan la distancia entre los puntos que unen. Bastante més
tarde comentaremos la versién global: Si una curva minimiza la distancia entre dos
puntos tendra que ser una geodésica. Por desgracia, puede haber geodésicas de distinta
longitud uniendo los mismos puntos (por ejemplo en la esfera), asi que no todas las
geodésicas minizaran la distancia globalmente.

Pero antes de probar esa minimalidad local tenemos que hacer un trabajo previo.
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Definicién A.9. Sea A C R? un conjunto conexo con frontera diferenciable a trozos.
Una superficie parametrizada es una aplicaciéon s : A — M diferenciable. Un
campo de vectores V a lo largo de la superficie s asocia a cada ¢ € A un vector
de Ty(qyM de forma suave (es decir, para cada f € C*°(M) la funcion ¢ — V(q)f es
suave).

Podemos empujar la referencia estandar 9, 9, de R? por medio de la diferencial

(ds) obteniendo una referencia de vectores tangentes a la superficie, denotados a—i

y a . Estos también pueden entenderse como las velocidades de las curvas s(u,vg) y
s(ug, v) para ug, vg fijos.

Similarmente, podemos definir las derivadas covariantes de un campo V a lo largo
de esas dos curvas. Las denotaremos £ 8u y av respectivamente.

Tenemos una cierta simetria para las derivadas covariantes de los vectores tangen-
tes a s.

Lema A.10. Se cumple que

D (8s\ _ D (0

ou\ov) Ov\ou)’
Demostracion. Basta comprobar esta igualdad en entornos coordenados (U, (21, ..., x,)).
Ahi podemos escribir la forma local de s como (z1(u,v),...,z,(u,v)). Asi,

o0x;
o <> (Z ou 835@)
Z &%, %V 0
Jvou 8@ P ou o ox;

Z 0%x; - 8xi%v 0
8U8u8xz 52 Ou Ov %j oz )’

)=

y esa ultima expresién es claramente simétrica en u y v, gracias a que la conexién es
simétrica. ]

También necesitaremos este lema, atribuido a Gauss. Obsérvese que en él abusamos
de que T,(T,M) = T,,M, cosa que seguiremos haciendo a lo largo de este trabajo.

Lema A.11 (de Gauss). Sean (p,v) € T,M con exp,v definido, y w € T,(T,M).
Entonces

(dexpy)o(v), (dexpy)u(w)) = {v,w).

Demostracion. Se puede encontrar en [5]. O

Definicion A.12. Sea la bola abierta B.(0) C T,M, con ¢ > 0 suficientemente
pequeiio, para que exp, sea difeomorfismo desde la bola a su imagen. Llamaremos
bola normal de centro p y radio € a exp,(B:(0)).



A.3 Geodésicas y la aplicacion exponencial 93

El lema de Gauss nos dice que su frontera serda una hipersuperficie ortogonal a
las geodésicas que parten de p. Esto nos recuerda al caso euclideo, donde la esfera es
ortogonal a sus radios.

Proposicion A.13. Tomemos B una bola normal de centro p € M, contenida en un
entorno coordenado U. Sea 7y : [0,1] — B una geodésica que parte de p. Entonces serd
de longitud minima entre las curvas con los mismos extremos. Y si existe otra curva
minimal, serdn iguales.

Demostracion. Tomemos «(t) una curva contenida en B con extremos «(0) = p y
a(l) = v(1). Podemos escribirla de la forma

a(t) = expy(r(t)o(t)) = f(r(t),1),

siendo r una cierta funcion positiva y v(t) una curva en T, M con |v(t)| = 1.

Entonces, salvo en puntos de no regularidad, se cumple que

, of , d
a(t):a—fr(t)—i-l

ot
Y como el lema de Gauss nos dice que <%, %—{> = 0, tenemos que
(g2 2 o |9f ? NP
' @OF = @OF + 5| 2 Ir @

Por tanto,
1 1
to) = [ la'®lde= [ 1ol =)
0 0
y esa cota inferior es justamente la longitud de -y, pues su descomposicion es exp,,(r(t)v)
para v un vector fijo.
Obsérvese que la igualdad ocurre si y solo si v es constante, por tanto deberan

coincidir las imagenes de las curvas. ]

Teorema A.14. Todo punto p € M tiene un entorno W y un 6 > 0 tal que para todo
q € W, exp, : Bs(0) — M es difeomorfismo a su imagen.

Obsérvese que esto implica por la proposicién anterior que las geodésicas minimi-
zan la distancia en todo W.

Demostracion. Sea U un entorno abierto de (p,0) € TM donde esté definida la apli-
cacion exponencial. Trabajemos con la aplicacion F': U — M x M definida por

(q,v) = (q,exp,v)

Partamos la matriz jacobiana de F' en cuatro cajitas n x n. La de arriba a la izquierda
tendra que ser la identidad, pues F' es la identidad M — M mirando solo las primeras
componentes de la aplicacion. La cajita de abajo a la izquierda se anula, pues el
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espacio tangente no afecta a la primera parte de la imagen. Y la cajita de abajo a
la derecha vuelve a ser la identidad, pues coincide con la jacobiana de la exponencial
que ya hemos calculado.

En particular, dF es invertible en (p,0), y por tanto podemos tomar un entorno
U’ C U donde F sea difeomorfismo a su imagen. Podemos ademas asumir que U’
es de la forma W x Bgs(0) para cierto W entorno de p. Estos seran los conjuntos

deseados. O

Con esto hemos concluido que hay entornos para todo punto p € M donde las
geodésicas son minimizantes. Pero existen entornos atn mejores, donde ademés de
cumplirse esta propiedad sabemos que podemos unir dos puntos gi, gs por una tnica
geodésica minimal, enteramente contenida en ese abierto. Este serd un conjunto fuer-
temente convexo. Las bolas normales cumpliran esto si el radio es suficientemente
pequeno. Una breve discusion sobre estos conjuntos se puede encontrar en [5].

Concluiremos nuestro estudio de las geodésicas probando que en esencia (es decir,
salvo reparametrizaciones) son estas las curvas que minimizan la distancia.

Proposicion A.15. Si una curva v minimiza la distancia entre dos puntos y tiene
velocidad constante (en mddulo), entonces debe ser geodésica.

Demostracion. Para cada parametro en el dominio de definicion de la curva t € [a, b]
podemos elegir un entorno totalmente normal W, como el del teorema anterior. Tam-
bién podemos restringir v a un intervalo cerrado I con v(I) C W. Ahi dentro, =
minimizara la distancia (o cambiando ese camino por un camino menor en el total de
la curva tendriamos otra méas corta). Y en estos entornos ya sabemos que las curvas
minimizantes son justamente las geodésicas. O

A.4. Curvatura

Ha llegado el momento de empezar a estudiar uno de los objetos mas interesantes
de una variedad riemanniana, la curvatura. Su interés reside en que es un objeto pun-
tual que encierra una gran cantidad de informacién sobre la variedad, y conociéndola
se pueden obtener muchas conclusiones importantes.

En esta seccién nos limitaremos a dar definiciones y propiedades. Mantendremos el
misterio sobre su significado geométrico hasta que conozcamos los campos de Jacobi,
mas adelante.

Definicién A.16. La curvatura R de una variedad riemanniana M es una aplicacion
R:X(M)x X(M)x X(M)— X(M) definida como sigue:

(A.2) (X,Y,Z)— R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixy|4
Se puede entender como una medida de la conmutatividad de la derivada covariante.

iOjo! Algunos autores intercambian la posicién de los dos primeros argumentos.
Nosotros, siguiendo a do Carmo, no utilizaremos esa notacion.



A.4 Curvatura 95

Proposicion A.17. R es C*°(M)-lineal en cada uno de sus argumentos.

Esta proposiciéon es muy importante, pues nos dice que el campo R(X,Y)Z eva-
luado un punto depende tinicamente del valor de los campos X,Y y Z en ese punto,
cosa nada evidente por su definicion.

Comentario sobre la demostracion. La prueba no es inmediata, pero si muy metodica.
Bastara con expandir la expresion de R evaluada en alguna combinacién lineal, y
aplicar propiedades de la conexiéon hasta deducir el resultado. Se puede encontrar
en [5]. O

A la hora de operar con este objeto es importantisimo conocer sus simetrias.

Estan recogidas en las siguientes dos proposiciones.

Proposicion A.18. Se cumple la identidad de Bianchi

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

Demostracion.

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VyVxZ —VxVyZ+ VixnZ
+VVyX = Vy VX + Viy g X
+VxVzY = VVxY + VizxY

= Vy([X,Z]) + Vz([Y. X]) + Vx([2.Y])
+VixnZ + ViygX + VizxY

= YV [X, 2]+ (2. [V, X]| + [X,[Z,Y]]

= 0. 0

Definamos la cantidad (X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T), la proyeccion de R contra
un campo 7T

Proposicion A.19. Se tienen las simetrias
1. (X, Y, Z21)+ (Y, 2, X, T)+ (Z,X,Y, T)=0
2. (X,Y,Z,T)=—(Y,X,Z,T)
3. (X,Y,Z2,T)=—-(X,Y,T,2)
4. (X, Y, Z2,T)= (Z,T,X,Y)

Demostracion. 1. Por la identidad de Bianchi.

2. Es obvia por la definicién de R.
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3. Por la multilinealidad, basta ver que (X,Y, Z, Z) = 0. Efectivamente,
(X,Y,2,2) =(VyVxZ —VxVyZ+Vixy|Z Z)
=Y (VxZ,Z) - (VNxZ,NyZ)—- X (VyZ,Z)+ (Vv Z,VxZ)

—i—%[X,Y] (Z,2)

= %YX (Z,7) — %XY (2,Z) + %[X, Y](Z,Z)

=0.

4. Aplicamos la identidad de Bianchi para X, Y, Z, T cuatro veces, con cada uno escrito
al final:

(X,Y, 2, T)+ (Y, Z,X,T)+ (Z,X,Y,T) =0
Y, 2,T,X)+ (Z,T,Y,X) + (T,Y,Z,X) =0
(Z,T,X,Y)+ (X, Z,T,Y)+ (T, X,Z,Y) =0
(T,X,Y,2)+ (X,Y,T,2) + (Y,T,X,Z) = 0

Sumando todas esas identidades y utilizando las simetrias 2 y 3 para cancelar térmi-
nos, concluimos

22, X,Y,T)+2(T,Y,Z,X) =0,

de donde se sigue la cuarta simetria. O

A continuacién daré un cierto lema sobre la curvatura en una superficie parame-
trizada, que nos sera de utilidad en las préximas secciones. Recuerde el lector que eso
es una funcién f : A — M, con A un subconjunto conexo de R? cuya frontera viene
dada por una curva.

Lema A.20. Sea f : A — M una superficie parametrizada, y V : A — TM un campo
de vectores sobre f. Entonces

DD DD of 0

——V-—=V=R —f,—f V.

Ot Os 0s Ot 0s’ Ot

Omitiré la demostracion, al no aportarnos nada nuevo. Consiste en trabajar en un

entorno coordenado y desarrollar la expresion de la izquierda con las reglas de calculo
conocidas, hasta transformarla en el lado derecho. Si el lector tiene curiosidad atn asi,
puede encontrarlo en la proposicion 4.1 de [5].

Ahora que sabemos operar con R, es el momento de presentar a su hermana
pequena, la curvatura seccional. En seguida veremos que es un objeto més sencillo e
intuitivo.

Teorema-definicion A.2. Sea o un plano (de dimension 2) de T,M, y {x,y} una
base de o. Se define la curvatura seccional de o como

(x7 y? x? y)

K(o) = K(r,y) = 720

donde |z Ny| = \/|:L‘|2|y|2 — (z, y>2 es el darea del paralelepipedo que generan x e y. La
definicion es correcta, pues K (o) no depende de la base elegida para calcularia.
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Demostracion. Podemos transformar una base en cualquier otra combinando las ope-
raciones elementales

{z,y} = {y, =},

{z,y} = {Az,y},

{z,y} = {z + Ay, y}-

Y es facil ver que ninguna de esas operaciones altera K(z,y). ]

Afortunadamente no perdemos informacién sobre R al restringirnos a ese tipo de
combinaciones:

Lema A.21. Sea V un espacio vectorial de dimension > 2 con un producto escalar.
Sean R y R’ aplicaciones V. x V. x V. — V que cumplen las simetrias vistas antes.
Definimos

(x,y,z,t) = <R(:L‘,y)z,t> y (2, Z7t>/ = <R,($7y)z7t>7

y después podemos definir unas “curvaturas seccionales” K y K' como antes.

Si para todo plano o C 'V tenemos que K (o) = K'(o), también coincidirin R y
R'.
Demostracion. Como R(z,y)z estd determinado con sus productos escalares contra
todo t € V, bastara ver que (z,y, z,t) = (z,y, 2,t)’.

Por hipotesis sabemos que (z,y,z,y) = (z,y,z,y) . Similarmente, podemos escri-
bir
(z+zy2+2y)=(@+zy2+27y)

Aplicando la linealidad, simetrias de la curvatura y nuestra hipotesis, se deduce

2(z,y,2,y) = 2(x,y, 2,y) .

Ahora, podemos reescribir esa igualdad (haciendo una sustitucion y = y + ¢, contado
con un cierto abuso del lenguaje) de la forma

(zy+tz,y+t)=(z,y+tzy+t).

Otra vez utilizando linealidad, simetrias y la identidad demostrada antes, podemos
extender eso a

(x,y,z,t) - (xay7 Zat)/ = (y,z,x,t) - (y,z,x,t)'.

Esto quiere decir que la diferencia (z,y, 2,t) — (x,y, z,t)’ es invariante por 3-ciclos
en los primeros argumentos. Asi que aplicando la identidad de Bianchi, esa cantidad
debe ser 0, como queriamos demostrar. O

Una aplicaciéon muy ttil para este lema serd dar explicitamente la curvatura R de
una variedad M con curvatura seccional constante.
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Lema A.22. Sea M una variedad riemanniana, y p € M. Definamos R’ : T,M X
T,M x T,M — T,M por

(X, Y, W, Z) = <R’(X,Y)W, Z> = (X, W)Y, Z) - (Y, W) (X, Z)
Entonces M tendrd curvatura seccional constante Ko en el punto p si y solo si R =
KyR'.
Demostracion. Como (R'(X,Y)X,Y) = |X[2|Y]2—(X,Y)?, una implicacion es trivial.

Para la otra, observamos que (X,Y, W, Z)" cumple las 4 simetrias de la curvatura.
Y por hipoétesis,

R(X,Y,X,Y) = Ko(|X’|Y]> = (X,Y)?) = KoR'(X,Y, X, Y),

asi que por el lema anterior, R = KoR'. ]

Antes de cerrar nuestra introduccién a la curvatura, se debe senalar ciertas combi-
naciones de la curvatura seccional de gran importancia, debido a su repetida apariciéon
en distintos resultados.

Definicion A.23. Sea x = z, un vector unitario (es decir, |z| = 1) en T,M, y
{z1,22,...,2n—1} lo completan a una base ortonormal. Definimos

1. La curvatura de Ricci como

n

. 1
Ricy(2) = — Z; (R(z, zi)z, 2i) -
2. La curvatura escalar como
K = 1S Ricy(o) = 15" (g2, )
= — icy(z:) = Zi,2i) 25, Zi) .
p n < p\%j n(n — 1) N 2 %i)%j

Ninguna de esas expresiones depende de la base elegida, pues K(z,y) es una forma
bilineal en cada entrada, y Ric, no es més que fijar x y tomar la traza en y. Y la
curvatura escalar consistird en tomar trazas otra vez en la curvatura de Ricci, que es
a su vez otra forma bilineal. Claro est, la traza es invariante bajo cambios de base.

A.5. Campos de Jacobi

Después de ese pequeno esfuerzo para aprender a trabajar con la curvatura nos
gustaria encontrarle un sentido geométrico y probar su utilidad. Para ello debemos
estudiar los llamados campos de Jacobi, una de las herramientas fundamentales de
la geometria riemanniana.

Su interés reside, entre otras cosas, en que unen los conceptos de geodésica y de
curvatura. Nos serviran por ejemplo para demostrar que la curvatura seccional K (p, o)
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determina con qué ritmo dos geodésicas que pasan por el punto p tangentes al plano
O se separan.

Estos campos no son mas que soluciones a una cierta ecuacion diferencial. Para
intentar motivar su apariciéon quedémonos con el objetivo de medir cémo se separan
las geodésicas en el punto p.

Las geodésicas por el punto p tienen la forma t + exp,,(tv). Y si variamos v = v(s)
con un parametro real s de manera que v(0) = v y v'(0) = w, uno obtiene una coleccion
de geodésicas proximas. Fijando ¢ = 1 y derivando respecto a s, uno obtiene una
medida de lo rapido que se separan las geodésicas. Estamos hablando de la cantidad

‘ (dexp,)y(w) ‘ .

Ahora, f(t,s) = exp,(tv(s)) es una superficie parametrizada de las que ya hemos

hablado varias veces. Y la derivada que estamos estudiando es %(t,()), con t = 1.
Pero esa cantidad deseada cumple una ecuacién diferencial, ya que

o_ D (Dof
_%<m&)
B DOf\ ,(0f of\of
_m<%60 <m m)w
_DD3f+RCﬁéﬁ>f

T Ototds ot’ ds ) ot

La primera igualdad es porque para s fijo, %%—{ es la aceleraciéon de una geodésica, y

por tanto cero. La segunda igualdad es el lema A.20. Y la tercera igualdad es utilizando
el lema A.10 y las simetrias de la curvatura.

Asi, poniendo % 9 ~(t,0) = J(t),y 7(t) = exp,(tv) se cumple la ecuacién de Jacobi

D%J

(J) gz

+ RO (5), T (2) = 0.
Definiciéon A.24. Sea v : [0,a] — M una geodésica, y J un campo de vectores sobre
. Diremos que J es un campo de Jacobi si satisface (J).

Hagamos un breve estudio de la EDO sobre una geodésica v fija. Podemos elegir
una base ortonormal e1(0), .. .e,(0) en T, )M, y transportarla paralelamente a cada
7v(t), obteniendo otra base ortonormal {e;(t)}" ;. Asi podremos escribir J de la forma
J(t) =3 fi(t)ei(t), y la ecuacion se traducira en una EDO de segundo orden para los
coeficientes f;.

Asi, por la teoria general de ecuaciones diferenciales sabremos que existiran 2n
soluciones de (J) linealmente independientes. De hecho, tendremos la unicidad fijados
valores para J(0) y J'(0) (donde el apostrofe indica derivada covariante, claro est4).

Obsérvese que 7/(t) y t7/(t) seran siempre campos de Jacobi. Asi que para hacer
un verdadero estudio de estos objetos bastara con mirar los campos normales a +/(t).
También habiamos comentado cémo tomando f(t,s) = exp,(tv(s)) y considerando
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J(t) = %(t, 0) obteniamos campos de Jacobi. Pero en realidad todos los campos de
Jacobi con J(0) = 0 son de esa forma:

Proposicion A.25. Sea v : [0,a] — M wuna geodésica, y J un campo de Jacobi
con J(0) = 0. Pongamos J'(0) = w, v(0) = p, y v'(0) = v. Si tomamos una curva
v(s) : (—e,e) = Tp,M con v(0) = av y v'(0) = w. Entonces la superficie f(t,s) =
exp,(Lv(s)) cumple que J = %(t,()) coincide con J(t).

Demostracion. Como J(0) = (dexp,)o(0) = 0, bastara ver que J'(0) = w. Calcule-
mos:

Do D D

DO~ D (dexp,uo(t)) = (dexp, uo(w) + 12 (dexpy)ew)

Evaluando en ¢t = 0 concluimos

Dy of B
Jil0ds = (dexpy)o(w) = w. O

Obsérvese que por la regla de la cadena ese campo también puede escribirse como
J(t) = (dexpp) ey (o) (tw).

Proposicion A.26. Sea v una geodésica con v(0) = p, v (0) = v. Tomemos J el
campo de Jacobi sobre vy con J(0) =0 y J'(0) = w, para |w| = 1. Entonces
1

|J(t)]? =12 — 5 (R(v, w)v, w) th +o(th).

Idea de la demostracion. Es muy sencilla. Se utiliza el teorema de Taylor, calculando
las derivadas de |J(t)|? = (J, J) con facilidad gracias a la ecuacién diferencial (J). O

Corolario A.27. Si |/ (t)] =1 y (v,w) = 0, aparece la curvatura escalar K (p,o) =
(R(v,w)v,w) (con o = span{v,w}), y tenemos

@2 = - %K(p,a)# o(th).

Corolario A.28. Si ademds tomamos una raiz cuadrada,
1 3 3
|J(t) =1t — EK(p’ o)’ + o(t?).

Esto es un resultado que habiamos comentado hace tiempo, y por fin nos aporta un
significado geométrico para la curvatura seccional. |J(¢)| era una medida de lo rapido
que se alejaban las geodésicas en p, y esta se distinguira por el termino K (p, o). En
curvatura positiva las geodésicas se separaran mas lento que en el caso plano, y en
curvatura negativa se separardn mas rapido.

Dicho esto, es el momento de hablar de la intima relacién entre las singularidades
de exp y los campos de Jacobi.
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Definicién A.29. Sea v : [0,a] — M una geodésica. Diremos que y(tp) es un punto
conjugado a 7(0) si existe un campo de Jacobi J no trivial cumpliendo J(0) =
J(tg) = 0. Si puedo encontrar j campos linealmente independientes que cumplan eso,
j sera la multiplicidad del punto conjugado (o).

Observacion. La multiplicidad j debe ser menor que n — 1, pues si J(0) = 0 hay
como mucho n campos de Jacobi linealmente independientes, y el campo t7/(¢) cumple
J(0) = 0 pero no se vuelve a anular.

Proposicion A.30. Sea v : [0,a] — M wuna geodésica con v(0) = p,v(to) = q.
Entonces se tiene la equivalencia

p y q son conjugados <= vy =ty (0) es un punto critico de exp,.

De hecho, la multiplicidad de q coincide con dim(ker((dexp,)y,))-

Demostracion. Ya hemos visto en la proposicion A.25 que podemos escribir J(t) como
(dexp,)w(tw), ast que J(tg) = 0 equivale a (dexp, )y, (tow) = 0. O

Esta ingenua proposicién nos serd de gran utilidad, pues por medio de campos
de Jacobi podremos aplicar la teorfa de ecuaciones diferenciales para estudiar las
singularidades de (d expp), que tendrdn mucho que ver con la minimalidad de las
geodésicas.

Cerremos esta seccion comentando algunas propiedades sobre (J, 7).

Proposicion A.31. Sea J un campo de Jacobi sobre la geodésica v : [0,a] — M.
Entonces

(J(),7'(t)) = (J'(0),7'(0)) t + (J(0),7(0)), Vte0,al

Demostracion. La prueba es sencilla. Como v es geodésica, tenemos que

C(T0.7/0) = (7'0),/1)).
Y tomando una segunda derivada tenemos que
% (J'(0),7'(8)) = (J"(),7 () = (=R(~, )y, 7) (t) = 0. O

Este resultado tiene consecuencias bastante fuertes:

Corolario A.32. Si el valor de (J,~') coincide para varios tiempos t;, entonces serd
constante. En particular esto sucederd si J es un campo que conjuga dos puntos.

Corolario A.33. Si J(0) = 0, la perpendicularidad J'(0) L ~'(0) implicard J(t) L
v (t) para todo t.

Ya sabemos que podemos elegir campos de Jacobi dados valores para J(0) y J'(0).
Pero en ocasiones también nos gustaria seleccionarlos de manera que los valores fijados
sean J(0) y J(a). Y si estos vectores no estan sobre puntos conjugados, podremos:
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Proposicion A.34. Sea : [0,a] — M una geodésica. Tomemos valores vy € TyoM,
vy € TyayM. Si vy(a),7(0) no son conjugados, existird un inico campo de Jacobi J
con J(0) =v1 y J(a) = vs.

Demostracion. Como esos puntos no son conjugados, (d expp)(w/(o) serd biyectiva. Asi
que basta tomar el J'(0) decidido por (dexp,)q (0)(J/'(0)) = J(a). O

Corolario A.35. Sea J= el espacio de campos de Jacobi sobre una geodésica v que
cumplen J(0) = 0 y J'(0) L +/(0). Tomemos una base {J1,...,Jn—1}. Si el punto
~(t) no es conjugado a (0), la evaluacion {Ji(t),...,Jn—1(t)} nos dard una base de

(@)}

Demostracion. La independencia lineal viene de la proposiciéon anterior, y la ortogo-
nalidad viene de la proposicién previa a esa. O

A.6. Inmersiones isométricas

En esta seccién nos vamos a dedicar a estudiar inmersiones ¢ : M — M, donde M
es una variedad riemanniana de dimension n + k, y M es una variedad de dimension
n. Nos interesara particularmente como M heredaré la métrica de la variedad grande
M.

Pero antes, observemos que en abiertos U C M suficientemente pequenos, i(U) sera
una subvariedad de M, y asi para todo ¢ € M podemos hablar de que T4M C Ti(q)M
(con el pequeiio abuso del lenguaje (di)q(TyM) = T,M, que gracias a la inyectividad
de (di)q es aceptable).

De esta manera, dado p = i(q) tendra sentido hacer una descomposicion

T,M = T,M @ (T,M)*

V= vT + vN.

Esta descomposicion también nos permite hablar de campos de vectores perpen-
diculares a M.

Es importante observar que las proyecciones (p,v) — (p,vT) y (p,v) = (p,v")
seran diferenciables en T'M.

Asi, M tendra una métrica inducida por la métrica en M de la siguiente manera:

(v, )y = ((di)v, (di)w) g

Proposicién A.36. Sea V la conexion de Levi-Civita de M, y sea V la conexion de
Levi-Civita de la métrica inducida. Entonces, sobre los puntos de M se cumplird que

VxY = (VYT

siendo X,Y campos de vectores en M y X,Y extensiones a M.
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Quizé tengamos que hablar de estas extensiones localmente, donde i es un embed-
ding, pero no nos importaré porque la conexién es un objeto local.

Idea de la demostracion. Consiste en utilizar que el campo (VY)? queda definido
por sus productos <(V XY)T, 7 > Escribiendo la definicién de esta conexion y restrin-
giendo los vectores, veremos sin dificultad que este producto coincide con (VxY, 7).

O

Ahora buscamos definir una segunda forma fundamental de la inmersion. Es-
tamos hablando de un objeto que mida la diferencia entre las curvaturas entre M y
M. Es decir, buscamos una medida de cémo se curva M dentro de M.

Para ello, definiremos una aplicacion auxiliar B : X (U) x X(U) — X(U)* de la
forma

B(X,Y)=VgY —VxY = (VgY)V,

para cualesquiera extensiones X, Y de los campos X e Y definidos en un abierto U

de M.

Obsérvese que esta no dependeré de la extension elegida.

Proposicion A.37. B es una forma C*(U)-bilineal simétrica, y por tanto solo de-
penderd del valor puntual de X e Y.

Demostracion. Gracias a las propiedades de la conexién ya conocemos la aditividad
en ambos argumentos, y la C*°(U)-linealidad en el primero. Para la linealidad en el
segundo argumento tomemos f € C*°(U), y f una extensién de f a algin abierto de
M que contenga a U. Asi,

B(X, 1Y) = V5 f¥ —VXfY = X(F)Y = X())Y + FBX,Y),

y X (f) coincide con X (f) sobre puntos de M, asi que tenemos la bilinealidad.

Para la simetria de B basta observar que, por la simetria de la conexién tenemos
y esos dos corchetes coincidiran sobre puntos de M. O

Después de esto estamos listos para definir la segunda forma fundamental de forma
dual a B(X,X). En concreto, primero definimos para p € M y n € (T,M )+ la
aplicacion Hy, : T,M x T,M — R de la forma

HT](xv y) = <B(:C> y)7 77) .
Definiciéon A.38. La forma cuadratica
11, (z) := Hy(x,x)

es llamada segunda forma fundamental.
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Podemos asociar un operador S, : T,M — T,M autoadjunto a la forma H,,
definido por

(S (), y) = Hy(,y).

Obsérvese que aunque hayamos definido un monton de aplicaciones en esencia son el
mismo objeto. Dada cualquiera de ellas podemos recuperar cualquier otra con tnica-
mente algebra lineal.

Definidos estos objetos, vamos a probar resultados que nos aportaran significado
sobre ellos.

Proposicién A.39. Seanp e M yx € T,M. N un campo de vectores normal a M
que extiende al vector n. Entonces

Sp(z) = —(VaN)T.

Es decir, S,(z) mide la variacién del vector normal en la direccion de x. Asi se
observa que estamos haciendo una medida de cémo se curva la variedad M dentro de
M . Por eso sera de esperar una relacion entre las curvaturas de M y M por medio de
la segunda forma fundamental.

Demostracion. Para probar la igualdad de esos vectores de T,M bastard ver que
coinciden sus productos con cualquier y € T,M. Tomemos Y una extension de y.
Ciertamente:

(
(y,VaN). O

Ahora denotemos por K y K las curvaturas seccionales en M y M respectivamente.

Teorema A.40 (de Gauss). Sea p € M y x,y € T,M ortonormales. Entonces
K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — | Bz, y)|*.

Demostracion. Consiste en escribir la expresion de la izquierda e ir expandiendo la
expresion, buscando que aparezca el operador H. Esta explicada en [5]. ]

Este resultado nos ayudara a dar mucha intuicién sobre la curvatura seccional. Esto
es porque coincide con la curvatura gaussiana que ya conocemos para superficies S C
R3, y en variedades abstractas se reduce a mirar la curvatura de ciertas subvariedades
inmersas de dimensién 2. En concreto, las siguientes:

Definicién A.41. Una inmersion i : M — M es geodésica en p € M si Vn €
(T,M )t IL,, es idénticamente cero en p. Si lo es en todo punto, diremos que es total-
mente geodésica.
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Proposiciéon A.42. Una inmersion i : M — M es geodésica en p € M si cada
geodésica en p € M también lo es en M.

Demostracion. Tomemos una geodésica v(0) = p con 7/(0) = z. Elijamos N un campo
vectorial extension de 1 normal a M, y X un campo vectorial tangente a M extension
de ~/(t). Asi,

IL,(z) = (Sy(z),z) = = (VxN,X) = =X (N, X) + (N, Vg X) = 0.

/
pues V ¢ X coincide con D(TZ en v(0), que por hipotesis se anulara tanto en M como

M. O

Con esto podremos detallar un poco mejor la interpretacion de la curvatura seccio-
nal que mencionabamos. Sea p € M,y B C T,,M una bola normal. Tomemos también
o C T, M un subespacio de dimension 2.

Entonces, exp, (0 N B) = S serd una subvariedad de dimensién 2 en M. Por la
proposiciéon S serd geodésica en p, asi que la segunda forma fundamental se anularé.
Asi, el teorema de Gauss nos dice que

Ku(p, o) = Ks(p).

Es decir, la curvatura seccional K(p,o) es la curvatura de la superficie de
geodésicas que pasan por p tangentes a 0. Como curiosidad, asi fue la definicion
de curvatura que propuso Riemann al hablar de geometria en estos espacios abstractos.

También es interesante tener en mente que ser una variedad totalmente geodésica
es en realidad una condicion muy restrictiva. Un teorema de Cartan dice que si M
tiene para todo p y ¢ C T,M una subvariedad totalmente geodésica tangente a o,
entonces M tendra curvatura seccional constante.

Antes de cerrar nuestra introduccién a la geometria riemanniana, parece obliga-
torio comentar la existencia de las ecuaciones fundamentales, que son una serie
de relaciones entre campos vectoriales con la curvatura de por medio. Cumplen un
rol muy similar al de las ecuaciones de compatibilidad en geometria de curvas y
superficies cuando M tiene curvatura seccional constante.

Fijemos la notacién. X,Y y Z serdn campos de vectores tangentes a M, y £,7,(
campos normales. Definamos también la componente normal de la conexion:

nxn = (Vxn) = Vxn— (Vxn)

Esta “conexion” también sera lineal en X, pero aditiva y cumple la regla producto en
7.
Asi podremos definir una curvatura normal en TM~* de la forma
L Lol Lol L
R(X,Y)n :=VyVxn — VxVyn + Vix yi-
Y, sin més dilacién, las ecuaciones fundamentales:

Teorema A.43. Se verifican las ecuaciones
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s de Gauss:

(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T) - (B(Y,T),B(X,Z)) + (B(X,T),B(Y, Z))

n de Ricci:

(R(X,Y)n,¢) = (R*(X.Y)n.C) = (1S5 SIX.Y)
v de Codazzi:

<R(X7Y)Zv77> = (vYB)(Xa Z777) - (vXB)(Y7 Zﬂ?)-

Obsérvese que las ecuaciones de Gauss y de Ricci son puramente algebraicas, solo
involucran a la métrica y nuestros operadores. En cambio, en la operacion de Codazzi
debemos derivar B.

Esta derivada (VzB) se define de forma que se cumpla la siguiente regla de deri-
vacion:
Z(B(X,Y)) = B(VZX,Y) + B(X,VY) + (VzB)(X,Y)
Como todos los elementos salvo (VzB) son conocidos, podemos despejar este ultimo
y definir asi la derivada.



APENDICE B

Otros teoremas globales

En este capitulo recogeré algunos resultados globales que, aunque también sean
de gran importancia, he decidido apartar de la parte principal del trabajo al no tener
una conexion tan inmediata con las variedades sin puntos conjugados.

B.1. Espacios con curvatura constante

Conocidos los teoremas de Hopf-Rinow y Hadamard, estamos en posicién de abor-
dar el problema de encontrar todas las variedades con curvatura seccional constante.
En concreto veremos que una variedad completa y simplemente conexa tendra que ser
la esfera S™, el espacio euclideo R™ o el espacio hiperbolico H". Esto es, asumiendo
que K =1,0 o —1, pues cualquier otro valor se lograra reescalando la métrica.

Antes de nada conviene presentar esas variedades riemannianas y comprobar que
efectivamente tienen curvatura constante. No hacen falta presentaciones en el caso de
R"™, donde su métrica es el producto escalar euclideo, y la conexién coincide con la
derivada direccional usual. Es inmediato ver que en ese caso R = 0.

La esfera S™ se puede entender como una subvariedad de R**!, asi que heredara
una meétrica de este espacio como vimos en el capitulo anterior. Ademas, las isometrias
de R™"! que fijan el origen también fijaran la esfera unidad, y por tanto seran isome-
trias de S™. Conocido eso, es facil ver que dado p € S" y v1,v2 € T,,S", existe una
isometria que traslade ese par a cualquier otro wy,we € T;,S™ para cualquier ¢ € S™.
De esta manera la curvatura seccional no puede ser otra cosa que constante, pues en
esencia siempre la estaremos mirando en el mismo sitio. Y esa curvatura es positiva
porque si fuese < 0, el recubridor universal de S™ seria R™, cosa que no tiene sentido!.

El espacio hiperbolico consiste en el conjunto H" = {(z1,...,2,) : x, > 0}
con una métrica distinta a la usual. Como ese abierto de R™ solo tiene una carta,
bastard por dar una expresion local de esa métrica. Esa es g;; = 0;; /22, Omitiré la
demostraciéon de que tiene curvatura constante —1, pues pasa por varias recetas para
el célculo que por sintetizar he omitido de esta memoria.

!Este argumento esta pensado para librarme del problema en un tnico péarrafo. Es matar moscas
a canonazos, pues en realidad los céalculos sobre la esfera se pueden hacer muy bien.
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Antes de hacer la clasificacién pasaremos por un teorema de Cartan de determina-
cion de la métrica segin la curvatura. Es enrevesado, asi que conviene fijar bastante
notacion antes. M y M seran variedades riemannianas en las que elegiremos puntos
peEMypEe M. Tomaremos V un entorno normal de p de manera que i o exp,, 1

tenga bien definida exp;. Asi definiremos también una funcién f : V' — M como
J = exp;; 0i o exp,,.
Para todo g € V existe una tinica geodésica normalizada v que une p con q.
Llamaremos P al operador que toma un v € T, M y devuelve su transporte paralelo
hasta v(t). Definiremos también P; el transporte paralelo sobre la geodésica con valores
iniciales (0) = p y 5'(0) = i(+'(0)). También podremos definir ¢; : Ty;M — Ty M
por ¢i(v) = P, oio P7(v).
Teorema B.1 (Cartan). Si para todo q € V' y para todos z,y,u,v € T,M se tiene
que

(R(w,y)u, v) = (R(@x(w), 61 (9))6e(w), 60(0))

entonces f serd una isometria local con df, = 1.

Demostracion. Seaq € V,y v :[0,1] — M la geodésica que une p con q. Sea v € T, M,
y J el campo de Jacobi que cumple J(0) =0, J(I) =

Sea también e, ..., e, = 7'(0) una base ortonormal en T,M, y e;(t) el transporte
paralelo de e; sobre . Entonces podemos escribir J como J(t) = >, y;i(t)e;(t) para
ciertas funciones. Y como los vectores e; son paralelos, se cumple que

+ § envez enae]> Y; = 0,

por la ecuaciéon de Jacobi.

Por otro lado, tomemos 7 : [0,1] — M, y definamos sobre esa curva el campo de
vectores J(t) = ¢t< (t)). Obsérvese que J(t) = 3 y:é;, para é = ¢4(e;). Y claro, por
hipétesis se satisface

+Z enaez €n76]>yz—0

que no es mas que la ecuaciéon de Jacobi para J.

Ademas, |J(1)| = |J()|, pues ¢; es una isometria (los transportes paralelos e i lo
son).

Si viesemos que J(I) = df,(J(1)), habriamos terminado, pues df, serfa isometria
lineal en cada ¢ y por tanto f seria isometria local. Pero claro, J(t) = ¢;(J(t)) es el
campo de Jacobi con dato inicial J/(0) = i(J'(0)). Asi que podemos escribir ambos
campos como

J(t) = (dexpy)iy (o) (tJ'(0))
J(t) = (dexpp)i(0) (tT(0)).

Asi que efectivamente J(I) = (dexp) o i o (dexp~')(J(I)), y hemos demostrado el
teorema de Cartan. U
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Observacion. Si las aplicaciones fuesen difeomorfismos, esa isometria seria global.
Asi sera facil en cierto sentido encontrar isometrias entre espacios con curvaturas
coincidentes.

Corolario B.2. Sean M y M wariedades con la misma curvatura (seccional constan-
te). Para p € M, p € M, elegidas bases ortonormales {e;} en T,M y {€;} en T;M,
existird una isometria f : V — V para entornos p € V., p € V, con (df ),(e;) = €;.

Corolario B.3. Sea M una variedad con curvatura seccional constante, existird una
isometria g : U — V entre entornos de dos puntos p,q € M cualesquiera.

Y ya estamos listos para probar el teorema central de la seccion. Antes, unos
breves comentarios sobre espacios recubridores. Se sabe que una variedad M cualquiera
tendra un recubrimiento 7w : M — M, con M un espacio topologico simplemente
conexo unico salvo homeomorfismo, y 7 una aplicaciéon recubridora.

Como una aplicacion recubridora 7 es un homeomorfismo local, M heredaré una
estructura de variedad diferenciable de M que convierte a 7w en difeomorfismo local.
Y ese difeomorfismo local inducird una métrica en M a partir de la métrica en M. Asi
hemos justificado hablar del recubridor universal como una variedad riemanniana.

Teorema B.4. Sea M una variedad completa de dimension n con curvatura seccional
constante K = —1,0,1. Entonces su recubridor universal M con la métrica inducida
serd isométrico a

1. H", si K = —1.
2. R", si K= 0.

3. 8" siK= 1.

Para digerir mejor la prueba adelantaremos un lema que, en términos poco rigu-
rosos, dice que no puede haber demasiadas isometrias.

Lema B.5. Sean f; : M — N, con it = 1,2 dos isometrias locales. Supongamos que
M es coneza. Si existe p € M con fi(p) = fa(p) v (df1)p = (df2)p, entonces fi = fo.

Demostracion. Tomemos V' un entorno normal de p tal que fi|y y f2|y sean difeomor-
fismos a su imagen, y esté definida ¢ = f; Lo fy : V = V. Esta aplicaciéon cumplira
e(p) =py dp, =id.

Y como dy, lleva cada v € T, M en si mismo, ¢ llevara la geodésica con dato
inicial (p,v) a si misma. Pero podemos escribir cualquier ¢ € V' de la forma exp,,(v),
el valor para t = 1 de la geodésica exp,(tv). Asi pues, ¢(q) = ¢. Por conexién de M
se seguird que fi = fo, al coincidir en entornos de cada punto. O

Demostracion (del teorema). Primero demostraremos los casos K = —1, 0, cuya prue-
ba es la misma. Escribiremos A = R"™, H" segun corresponda.
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Elegimos p € A, p € M puntos cualesquiera, y fijamos i : T,A — TﬁM una
isometria lineal. El teorema de Hadamard nos dice que

f:expﬁoioexpgle%M

es un difeomorfismo. Ademas, el teorema de Cartan nos garantiza que sea isometria
local.

El caso K = 1 requiere un poquito més de esfuerzo. Como antes, fijamos p € 5",
pEMei:T,S" — T5M una isometria lineal. Y llamemos ¢ al punto antipodal a p.
Definimos

fzexp,pioexp&1 :S"\ {q} = M.

El teorema de Cartan nos dice que es una isometria local.

Ahora, tomemos p’ # p, ¢, y pongamos p' = f(p’), i = df,y. Como f era isometria
local, ' es isometria lineal. Asi que como antes, tendremos

J' = expgoi’ oexp;,1 : 8"\ {¢'} = M.

Donde ¢’ es el antipodal a p’. Asi, W = 5™\ {q,q'} es un abierto , conexo y p’ € W.
Ademés f y f’ coinciden en W. Asi podremos pegar f y f’ en una sola g : S™ — M
que serd isometria local. En particular, debe ser un difeomorfismo local. Y como S™
es compacta, g serd aplicacion recubridora (es un resultado conocido de geometria
diferencial, no muy dificil). Como M es simplemente conexo, g serd un difeomorfismo
y por tanto isometria global. O

Hasta ahora hablabamos de una variedad M y construir su recubridor M. Pero
también podemos cocientar la variedad para obtener otras. Para espacios topolégicos,
esto funcionaba asi:

Supongamos que tenemos X un espacio topolégico y G un grupo de homeomorfis-
mos M — M que acttia de forma propiamente discontinua, es decir, Vr € X, tiene
un entorno U tal que g(U) NU = () para toda g € G \ {id}. Entonces 7 : X — X/G
serd aplicacion recubridora. Cada elemento de G “separara las hojas del cociente”.

Ahora, si X = M es una variedad riemanniana, y G = I' es un grupo de isometrias
que actua de forma propiamente discontinua, M /T heredaré una estructura diferen-
ciable de forma que 7 : M — M/I" sea difeomorfismo local. Asi, heredara también
una métrica de M para que 7 sea isometria local.

Observacion. M/T" es completa si y solo si lo es M, ya que las geodésicas de M se
relacionan con las de M/T por 7, proyectando o levantando segtn convenga.

También sabemos que M/I" tiene curvatura seccional constante si y solo si la
tiene M. En particular, los cocientes de R™, H" y S™ nos daran otras variedades de
curvatura seccional constante. Pero, json esas todas las posibles?

Proposiciéon B.6. Sea M una variedad de curvatura seccional constante K = —1,0, 1.
Entonces M es isométrica a M /T, con M = H™, R™ o S™ respectivamente y I" un
subgrupo de isometrias que actia de forma propiamente discontinua.
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Demostracion. Ya sabemos que p : M — M es el recubridor universal de M, con la
estructura de variedad riemanniana inducida. Consideremos también I' el grupo de

transformaciones recubridoras. Estas se encuentran como levantamientos p : M — M
de la proyecciéon p : M — M. Habra uno por cada capa del recubrimiento.

Por construccion, serédn isometrias, ya que p es isometria local. Actiian de forma

propiamente discreta, y
m: M — M/T

es aplicacion recubridora. Ademas, p(z) = p(y) <= T'e =Ty < 7(z) =7n(y). O
sea que 7 y p definen las mismas clases de conjugacion en M. En particular tendremos
una biyeccion inducida M — M /T, que de hecho es una isometria. O

Nos hemos dejado sin explicar muchos detalles que en realidad corresponden a la
teoria de espacios recubridores. Una buena referencia para consultarlos es el libro de
Hatcher [13].

Eso dltimo que hemos demostrado ha sido la reduccién del estudio de variedades
de curvatura constante al estudio de acciones propiamente discontinuas de grupos de
isometrias en H™, R™ y S™. Una consecuencia bonita pero sencilla sera el siguiente
resultado:

Proposicion B.7. Supongamos que M es una variedad de dimension 2n con cur-
vatura seccional constante K = 1. Entonces serd isométrica a la esfera o al plano
proyectivo.

Demostracion. Hemos comentado que las matrices O(2n + 1) estaban contenidas en
el grupo de isometrias de S?". Ademés, esas seran todas gracias al lema B.5.

Sea I' < O(2n + 1) un subgrupo de isometrias que acttie de forma propiamente
discontinua. Sea v € I'.

1. Si det(y) = 1, habra un autovalor 1, y v fijara un punto. Asi, v = id.

2. Si det(y) = —1, ¥2 = id. En particular 7 tiene por autovalores 1 o —1.

Asi, la tinica opcién de «y no trivial tendra todos los autovalores iguales a —1. Y por
tanto, ¥ = —id. Los tnicos cocientes de S?" admisibles como variedad riemanniana
seran entonces la propia esfera y el plano proyectivo 2" /{+id}. O

B.2. El teorema de Moore

Inmediatamente después del teorema de Rauch estariamos preparados para probar
un preciosisimo teorema de Moore acerca de la existencia de inmersiones isométricas.
En él, nuestro lema del indice (2.19) tendra un papel fundamental.

Teorema B.8 (Moore). Sea M una variedad completa simplemente coneza, con cur-
vatura seccional K < b <0. Y sea M una variedad compacta tal que K — K < —b. Si
dim M < 2dim M, entonces no podrd existir una inmersion isométrica f : M — M.
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Un caso muy interesante seré considerar inmersiones isométricas a M = R". Cual-
quier variedad compacta de curvatura < 0 necesitara ser de dimension < n/2 para
ser encajada sin problemas dentro de R™. Por ejemplo, el toro plano T = R™/Z" no
cabe en R?"~! aunque si lo hara en R?".

Demostracion. Supongamos que exista tal f y busquemos una contradicciéon. Primero
observemos todas las piezas del puzzle.

Tomemos un p € M \ f(M). Existe, pues M es difeomorfa a R™ por el teorema
de Hadamard, y en particular no es compacta. Después tomemos ¢ € M tal que
d(f(q),p) > d(f(p),p) para todo p € M. Existe, pues la funcion d(f(-),p) alcanza un
maximo en M por compacidad.

Ahora elijamos un entorno U C M entorno de ¢ tal que f|y sea un embedding. Asi
podemos permitirnos el abuso del lenguaje U = f(U) y g = f(q). Sea v : [0,{] - M
la geodésica minimizante entre p y q.

Esta geodésica deberia ser perpendicular a U en g, pues podemos considerar f una
variaciéon de v que fije p pero mueva el otro extremo en U. La férmula de la primera
variacién nos dice que

50 [ s v

La integral se anula, pues 7 es geodésica. Por tanto, el producto escalar también
se tiene que anular. Y podemos elegir variaciones tal que V() sea cualquier vector
tangente a U en q.

Ahora, Vv € T, M con |v| = 1, consideremos ¢(s) una curva con dato inicial (g, v).
Definamos también é(s) = exp,, ' (¢(s)). Podemos definir una superficie parametrizada

£(t,5) = expy é(s),

que generara un campo de Jacobi V(t) = g—ﬁ(t, 0) cumpliendo V(0) =0, V(1) = v.

Obsérvese que v : t — f(t, s) seran geodésicas mas cortas que 7, pues acaban en
U vy q es el punto mas lejano a p. Bajo este contexto, daremos un lema auxiliar.

Lema. Sea E(s) la energia de ~ys. Entonces
E//(0>
2

donde S es el operador de forma definido en la seccion 1.6.

= L(V.V)+ (Sy@V (1), V(1))

Demostracion. La formula de la segunda variacion (2V simple) nos dice que
E//(o)
2

Hemos introducido V' y N extensiones a M de V(I) y +'(I) respectivamente, para
buscar con ellos la segunda forma fundamental de la inversién. Basta observar que

(VeV.N) (@) = =(VyN, V) () = VD), SyyV (D) =

= II(V7 V) + <V,(l)77/(l)> = Il(V7 V) + <?\7V(Q)a N(q)> :
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Continuamos con la demostracion al teorema de Moore. Consideremos una varie-
dad M de curvatura seccional constante K = b, con dim M = dim M. Sea un punto
p € M. Tomemos también una geodésica 4 normalizada de longitud [, con punto
inicial p.

Como hemos hecho ya otras veces, tomemos {e;(t)}?_; una base de Tv(t)]\_f y
{&(t)}~, obtenidas por transporte paralelo. También recordaremos la aplicacion

(,D(Z aiei) = Z aiéi.

Definamos V := ¢(V). Por las hipotesis sobre la curvatura se cumple que I ( V) >

I(V,V) (ver la demostracion al teorema de Rauch). Nos gustaria estimar I;(V, V)
para acotar I;(V, V).

Para ello, busquemos el campo de Jacobi sobre 4 con J(0) = 0,J(I) = 9. En el
caso de curvatura constante esto es muy sencillo. Si consideramos U(t) = f(t)w(t)
para f una funcién y w un transporte paralelo, por la curvatura seccional constante
la ecuacion de Jacobi se reducira a f!’ 4+ bf; = 0, una EDO que conocemos muy bien.

Asfi, basta tomar w(t) el transporte paralelo de ug/|ug|, siendo ug = (d exp;)i5(0) (0)-

Nuestro J deseado sera

sinh [v/—b

F) = sihtv=b  i(4) sib <0
Low(t) sib=0

Ya tenemos una estimacion
L(V,V)=5L(V,V)=L(J,J).

Pero como conocemos explicitamente estos tltimos, vamos a buscar algo mas preciso.
Si b > 0, tenemos que

sinh?(tv/=b)
t:lm B COth(l\/jb) > v/—b.

L(J,J) = <j, j'>

_1la
2 dt

t=I
Y es atn més facil ver que, si b= 0, I;(J,J) > 0. Asi concluimos que

L(V,V) > v—=b.

Combinemos todas las piezas que han aparecido hasta ahora. Recordemos las geo-
désicas s, que eran més cortas que . Asi, v maximizaré la energia en esa variacion,
y por tanto

El/ (0)

0
2

Y

=L(V,.V)+{(SyoV(D), V(1)) > V=b+ {Sya), V().
Poniendo por fin V(L) = v, concluimos

(B(v,v),7'(1)) = (SypV,v) < —V/—b.
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En particular tenemos que ||B(v,v)|| > v/ —b. Ademas, por la formula de Gauss y
nuestra hipotesis inicial también tenemos que

(B(v,v), B(w,w)) — ||B(v,w)|]* = K(v,w) — K(v,w) < —b

Estas condiciones para una aplicaciéon bilineal B seran incompatibles con que dim M <
2dim M. Este es un problema puramente algebraico, que solucionaremos con el pro-
ximo lema.

Lema (Otsuki). Sea B : R" x R" — R¥ una aplicacion simétrica bilineal tal que
B(v,v)B(w,w) = |B(o,w)|> <vV=b y |B(v,v)| >+/(~b)

para todos los vectores v, w ortonormales. Entonces k debe ser mayor que n.

Demostracion. Definamos una aplicacion f : S»~1 — R” por

f(z) = (B(x,z), B(z, 1)) .

Sea v su minimo. Definamos v(t) = vcost+wsent,w € S"~ !, parat € (—¢,¢) elegido
cierto € > 0. Como v es minimo, se tiene que

d

@ o=diw -2(5

B(v(t),v(t)), B(v,v)> =4 (B(w,v), B(v,v)) .

t=0
Utilicemos ahora que v es minimo para obtener una desigualdad

0 < d®fy(w,w) = 4(B(v'(0),v),2B(v'(0),v))
+4(B(v"(0),v), B(v,v)) + 4 (B(w,v'(0), B(v,v))
—8HB( )|I* = 4(B(v,v), B(v,v))
4(B(w,w), B(v,v))

usando que v”(0) = —v. Combinemos lo que sabemos para que k < n llegue a un
absurdo.

Definimos la aplicacion lineal L : T;,S"~! — R* por la identidad L(w) = B(v,
La igualdad (a) nos dice que (L(w), B(v,v)) = 0. Asi que dim L(T;,S" 1) < k —
sea que ker L tendra dimensiéon de al menos 1, y tendra que existir wg # 0

tal que L(wp) = 0 = B(v, wp).

(b)

w).
1 0

Haciendo w = wyp en (b) obtenemos

0 < (B(wo,wo), B(v,v)) — ||B(v,v)||* < (B(wo, wo), B(v,v)) — Vs <-b+b=0,

que es una contradiccion. En la desigualdad estricta hemos aplicado a la vez (b) y las
hipétesis sobre B. O

Este lema termina de probar el teorema de Moore. O
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