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Resumen

En modelos de regresion donde el ndmero de predictores (p) excede el de
observaciones (n) es habitual asumir el supuesto de que solo unos pocos coeficientes van
a ser distintos de cero. Son las llamadas estimaciones escasas. La distribucion previa
horseshoe es un método bayesiano que tiene unos pardmetros de contraccion global (z) y
local (4;) que propician la seleccion de unas pocas variables. El objetivo del trabajo es

estudiar los efectos de la decision previa sobre la varianza de t al estimar modelos con
diferentes caracteristicas. Para ello, se han ajustado modelos de regresion escasos y no
escasos en una situacion p > n con coeficientes de diferente valor y definiendo varianzas
de T de més a menos constrictivas. Se han comparado los resultados obtenidos con dos
criterios de seleccion distintos. Los resultados muestran que, si se cumple el supuesto de
escasez y se utiliza un criterio conservador, la horseshoe obtiene distribuciones
posteriores precisas de los coeficientes independientemente del valor de estos, y una
varianza de t pequefia consigue contraer el valor de las variables irrelevantes mientras
detecta las relevantes. Se destaca la importancia del cumplimiento del supuesto de escasez
del modelo verdadero para el buen funcionamiento de la horseshoe.

Palabras clave: estimaciones escasas, previas de contraccion, horseshoe, problemas
de alta dimensionalidad, regresion bayesiana

Abstract

In regression models where the number of predictors (p) exceeds the number of
observations (n), it is usual to believe the sparsity assumption, where only a few
coefficients will be different from zero. They are the so-called sparse estimations. The
horseshoe prior distribution is a Bayesian method which has global () and local (4;)
shrinkage parameters that allow for solutions with only a few relevant variables. The
goal of this paper is to study the effects of prior choice for the scale of T on the estimations
of different models. We have fitted sparse and non-sparse regression modelsinap > n
situation with coefficients of different value and defining different scales for the global
parameter with different shrinking strength. Results have been compared using two
different variable selection criteria. Results show that, if the sparsity assumption is
fulfilled and by using a conservative criterion, the horseshoe obtains accurate posterior
distributions of the coefficients regardless of coefficients’ real values, and a small scale
for T is enough to shrink the noise variables while leaving signal variables unshrunk. We
highlight the relevance of a true sparsity for the horseshoe to properly functionina p >
n situation.

Keywords: sparse estimations, shrinkage priors, horseshoe, high-dimensional
problems, Bayesian regression.
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1. Introduccion

Uno de los procedimientos mas extendidos en estadistica, tanto frecuentista como
bayesiana, es el de regresion lineal. Se estudia y aplica en todo tipo de disciplinas,
incluyendo la Psicologia, cuyas publicaciones en la rama bayesiana se han incrementado
en términos absolutos y relativos en los ultimos afios (Van de Schoot, Winter, Ryan,
Zondervan y Depaoli, 2017). En palabras de Pardo y San Martin (1994), el modelo de
regresion lineal permite “valorar el impacto individual y colectivo de las variables
independientes sobre la dependiente y efectuar pronosticos sobre la variable dependiente”

(p. 372). Sobre esta base, el modelo viene dado por la expresion
Vi = P1xig+... +Ppxip + &, (1)

donde el subindice i hace referencia a la i-ésima observacion de las n totales (i =
1,...,m). Por su parte, x4,...,x, hacen referencia a las p variables predictoras; estas se
multiplican por los coeficientes, que podemos agrupar en el vector g = (f4,...,8,). Por

lo tanto, la observacion y; de la variable dependiente se obtiene como una suma
ponderada de los valores de las variables independientes a la que afiadimos un término de
error aleatorio &; que se distribuye normalmente segin e;~N(0,0), donde o es la
desviacion tipica del error, comln a todas las observaciones. La estimacion de los
parametros determinara el peso que tiene cada uno de los regresores en las predicciones.
En funcidn del problema a tratar, existen diferentes aproximaciones para llevar a cabo la

seleccién de variables.

El problema que nos ocupa en el presente trabajo es el conocido como sparse
estimations en high dimensional problems o estimaciones escasas (0 dispersas) en
situaciones de alta dimensionalidad. Las situaciones de alta dimensionalidad se producen
cuando el nimero de variables predictoras es elevado y sobrepasa al numero de
observaciones, es decir, p > n. Esta clase de problemas son frecuentes en la actualidad
en muchos ambitos dada la creciente accesibilidad a grandes cantidades de datos. En estos
casos, la incertidumbre de las estimaciones es elevada (Piironen, 2019), asi como la
inestabilidad; esto puede llevar a obtener modelos muy complejos con un mal ajuste
(Carvalho, Polson y Scott, 2009). Ademas, se da la posibilidad de que los investigadores
no posean argumentos que apoyen una combinacion concreta sobre otra y lo que se

busque sea un conjunto de variables que aporte informacidn relevante de entre todas las



posibilidades (veanse los ejemplos propuestos en Johnstone y Silverman, 2004; Scott y
Berger, 2010).

Para evitar los problemas mencionados, la solucion mas extendida en las situaciones
p > nes llevar a cabo una reduccion de la dimensionalidad asumiendo el supuesto de que
el modelo verdadero esta compuesto por pocos predictores (Clarke, Fokoue y Zhang,
2009) y que, por tanto, muchos de los coeficientes de las variables independientes van a
ser cercanos o iguales a cero, lo que se conoce como estimaciones escasas. En palabras
de O’Hara y Sillanpdd (2009), el conocimiento a priori acerca del grado de escasez del
modelo es muy especifico de dominio y depende de varios factores, como el objetivo
(prediccion, inferencia) o el nimero de observaciones n. Con las estimaciones escasas, a
cambio de sacrificar algo de sesgo (Tibshirani, 1996), se facilita la interpretacion del
modelo manteniendo una capacidad predictiva adecuada (Piironen, Paasiniemi y Vehtari,
2018; Tibshirani, 1996). Existen muchos procedimientos diferentes, pero segun Bhadra,
Datta, Polson y Willard (2019a), hay cuatro puntos que son comunes a todos ellos:
estimacion de parametros subyacentes, realizacion de comparaciones multiples, seleccién

de un conjunto de variables y prediccion de datos no observados.

En la rama frecuentista puede destacarse el Lasso (Least absolute shrinkage and
selection operator), introducido por Tibshirani (1996), en el que se propone un parametro
que penaliza el tamafio del modelo y fuerza algunos coeficientes a que tengan el valor
cero, asegurando la escasez de predictores. Con el tiempo se han propuesto alternativas
al Lasso original que permiten tratar con las mencionadas situaciones p > n (por ejemplo,
Paul, Bair, Hastie y Tibshirani, 2008). Estos métodos incluyen penalizaciones para
controlar la tasa de error al realizar las comparaciones multiples. En Hastie, Tibshirani y
Wainwright (2015) puede encontrarse una extensa recopilacion de los métodos clasicos.

Por su parte, en la literatura bayesiana se opta por establecer a priori un parametro -
sparsifying prior-, que propicie las soluciones con pocas variables relevantes, donde el
valor posterior de muchos de los coeficientes no sea distinto de cero. Aplicaciones
bayesianas de estimaciones escasas con bases de datos reales pueden encontrarse en
estudios genéticos (Ishwaran y Rao, 2005a; Peltola et al., 2012; Lee, Sha, Dougherty,
Vannucci y Mallick., 2003; Rockova y George, 2014), asi como de neuroimagen (Sanyal
y Ferreira, 2012), con pacientes clinicos (Malsiner-Walli y Wagner, 2011) o sobre el
cancer (Piironen y Vehtari, 2016, 2017a).



Debido a la complejidad que entrafian los problemas de dimensionalidad elevada,
desde el enfoque bayesiano las estimaciones suelen realizarse mediante simulaciones
Monte Carlo con Cadenas de Markov (e.g., Brooks, Gelman, Jones y Meng, 2011; Robert
y Casella, 2013), también Ilamadas MCMC por sus siglas en inglés. Ademas, ya hemos
mencionado que los problemas de alta dimensionalidad conllevan una mayor
incertidumbre en la estimacion de los pardmetros de los modelos (Piironen, 2019), asi
como una importante carga computacional al utilizar herramientas como MCMC
(Johndrow, Mattingly, Mukherjee y Dunson, 2015). Definir adecuadamente las
distribuciones a priori de los pardmetros puede ayudar a aliviar ambas consecuencias
(Piironen et al., 2018; Piironen, 2019).

El trabajo se estructurara de la siguiente forma: en la Seccion 1.1 vamos a comenzar
definiendo y desarrollando las distribuciones previas ya mencionadas. Posteriormente
trataremos el concepto de seleccion de variables y se revisardn los principales
procedimientos existentes en el area (Seccion 1.2). Después se expondran los objetivos
del presente estudio (Seccién 1.3) y el Método (Seccién 2), donde se desglosaran las
condiciones del trabajo y las decisiones tomadas acerca de la programacion y simulacién
de los modelos. En la Seccidon 3 se presentaran los principales resultados, y en la
Discusion (Seccion 4) se pondran en relacion estos resultados con la teoria, incluyendo
los hallazgos mas relevantes. Las principales limitaciones, propuestas de futuras lineas de

investigacion y algunas consideraciones finales se realizaran en la Seccion 5.
1.1.  Distribuciones previas

Las distribuciones a priori mas destacadas y comdnmente utilizadas al definir los
predictores de este tipo de problemas son las llamadas spike-and-slab (Mitchell y
Beauchamp, 1988), asi como alternativas que han surgido mas recientemente, de entre las
que destaca la horseshoe (Carvalho et al., 2009), que es en la que nos vamos a centrar en

el presente trabajo.
1.1.1. Spike-and-slab

Para facilitar la seleccion de predictores relevantes dentro de un conjunto grande de
variables, el spike-and-slab define una distribucion previa que se compone de dos
elementos, el spike y el slab. El spike, en la formulacién original de Mitchell y
Beauchamp (1988), es una concentracion de la masa de probabilidad en un Gnico punto,

generalmente el cero; posteriormente, George y McCulloch (1993) proponen en su lugar



una distribucién normal con una varianza muy pequefia. En cualquiera de los dos casos,
el spike permite que los coeficientes de las variables con efectos pequefios sean fijados a
cero y éstas no sean tenidas en cuenta para el modelo. Por su parte, el slab es una
distribucion vaga que se define para acotar los valores que tomaran los parametros en el
caso de gque no sean cero. Segun Piironen y Vehtari (2017a) ambas formulaciones pueden
obtenerse a partir del mismo planteamiento: consiste en definir una mezcla discreta de

dos distribuciones normales de la siguiente forma,
BjlA;, ¢, e~(1 — 4;)N(0, &%) + A;N(0, c?), 2)

La mitad izquierda de la suma, N(0,&?), corresponde al spike. Fijando ¢ = 0 se
obtiene la propuesta original de Mitchell y Beauchamp (1988), donde este elemento es
una linea vertical que concentra toda la masa, mientras que en la vertiente de George y
McCulloch (1993) se fijaria € > 0, lo que lo convertiria en una suma de normales con

distinta varianza. La mitad derecha de la expresion, N (0, ¢?), es el slab.

El subindice j toma los valores j = 1,...,p siendo p el total de predictores. El valor
del coeficiente B; dependera, por tanto, de si la informacion la aporta el spike, el slab o
ambos. Para determinar el peso de uno y otro se utiliza el parametro 4;. Se le puede
asignar un valor a este pardmetro en base a nuestras creencias previas 0 mediante algln
tipo de estimador (ver Scott y Berger, 2006). Lo mas habitual, no obstante, es que este
parametro se distribuya seglin A;~Ber (1) y que tome los valores 0 o 1. Para ello hay que
definir la probabilidad, rr, de obtener uno u otro valor, algo que suele hacerse mediante el
establecimiento de una determinada distribucion previa. Por ejemplo, Malsiner-Walli y

Wagner (2011) lo definen como m~Beta(a,b); Ishwaran y Rao (2005b) optan por

X1 X2

25 1 00 0% 10

Figura 1. Spike-and-slab: Distribuciones marginales posteriores de un ejemplo de regresion con dos
variables cuyo vector de coeficientes simulados es g = [1,0]. La imagen de la izquierda muestra la variable
relevante, con un spike poco probable y un slab centrado en torno al valor real. La derecha muestra la variable

ruido, con un spike y un slab que sefiala la alta probabilidad de que el coeficiente sea cero.



m~U(0,1). Una vez que se actualiza la informacion a la luz de los datos, el spike y el slab
muestran sus distribuciones posteriores (ver Figura 1). El interés reside en obtener las
probabilidades de inclusion a posteriori de los coeficientes y de esta forma identificar
aquellos que son relevantes para el modelo, descartando los que no lo son.

Posteriormente, Ishwaran y Rao (2005a, 2005b) introducen una definicion alternativa
en la que reescalan los valores de la variable independiente y afiaden un término inflador
de la varianza como penalizador por este reescalamiento; el resultado es una mayor
precision y robustez. Para una descripcion exhaustiva y fundamentada, véase el estudio
comparativo de Malsiner-Walli y Wagner (2011) sobre las diferentes variaciones de

previas del tipo spike-and-slab.
1.1.2. Horseshoe priors

El término shrinkage priors — que podriamos traducir como “previas de contraccion”-
hace referencia a un conjunto de distribuciones totalmente continuas, a diferencia de la
mezcla discreta que supone el spike-and-slab. Estas propuestas poseen la ventaja de que
son mas eficientes computacionalmente (Carvalho et al., 2009; Polson y Scott, 2010;
Piironeny Vehtari, 2016), y ademas evitan los problemas derivados de la sensibilidad que
las probabilidades a posteriori pueden mostrar a la eleccion previa de los parametros ¢ y
n (Piironen y Vehtari, 2017a; Piironen et al., 2018). Previas de contraccién es una
denominacion que engloba distribuciones como Dirichlet-Laplace (Bhattacharya, Pati,
Pillai y Dunson, 2015), la Normal-Gamma (Griffin y Brown, 2010) o la mas extendida,

la horseshoe.

Tanto el término como la formulacién original de la horseshoe fueron propuestas por

Carvalho et al. (2009), consistente en una mezcla de distribuciones normales
(1%, 7)~N(0, 472?), 3
donde
A~C*(0,1), (4)

en la que los coeficientes dependen de un parametro de contraccién global, 7, que “tira”
de todos ellos hacia el valor cero, y del parametro local 4; que permite que algunos de
estos coeficientes escapen a la contraccion gracias a la forma de la distribucion Cauchy,

que concentra mucha masa en torno al cero pero tiene una cola ancha; de esta forma, las



variables ruido quedan “atrapadas” en valores muy proximos a cero, y a su vez posee la
propiedad de que es robusta frente a las sefiales grandes y permite que se manifiesten
(Carvalho, Polson y Scott, 2010). La distribucion a priori half-Cauchy C*(0,1) esta
definida Unicamente para los valores reales positivos. En Polson y Scott (2012) y Bhadra,
Datta, Li, Polson y Willard (2019b) se observa como la introduccion de este parametro
local, cuyo valor puede variar entre coeficientes, mejora los resultados de prediccion con
nuevas muestras en comparacién con métodos previos que contienen Unicamente un

pardmetro global.

La media posterior de los coeficientes en la horseshoe (Datta y Ghosh, 2013; también
en Van der Pas, Kleijn y Van der Vaart, 2014 y Piironen y Vehtari, 20173, entre otros) se
obtiene mediante

1
EAP(BjlyiAj1,0%) = (1 — W)yi (5)

siendo k; = 1/1 + 1272 el denominado factor de contraccion o shrinkage factor
7

correspondiente al coeficiente f3;. Este tiene la siguiente distribucion previa:

T 1 1

PUSIT) = it v,

(6)

y, cuando t = 1, su distribucion adquiere la caracteristica forma que le proporciona el
nombre -horseshoe: herradura-. El factor de contraccion puede definirse como la fuerza
con la que S; se ve atraido hacia el cero. Como puede apreciarse en la Figura 2, su
formulacién favorece los valores muy cercanos a 0 o 1, donde x = 0 es la completa
ausencia de contraccion y k = 1 significa contraccion total. También puede verse que el
pardmetro global 7 tiene un peso importante en el modelo: cuando toma valores pequefios,
la densidad de x se acumula en torno al 1y todos los coeficientes experimentaran una
fuerte contraccion; por el contrario, si T es grande, el valor de x se encontrara préximo al
0 y la contraccion sera débil. En un contexto de regresion con un elevado nimero de
variables, como el que nos ocupa, la decision previa sobre 7 influye en k. La eleccion de

T se discute en detalle en el siguiente apartado. Dada la propiedad de x de tomar valores

cercanos a 0 0 1y, atendiendo a la Ecuacion 5, la expresion 1 — k; (siendo k; la media
posterior de x;) cumple un papel equivalente a 4;, la probabilidad de inclusion a posteriori

del spike-and-slab, mencionada anteriormente (Ecuacion 2).



Densidad
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|
Figura 2. Densidad del factor de contraccion k parat = 1 (azul), T = 1.7 (roja)
y 7 = 0.4 (verde)

La propuesta que Piironen y Vehtari (2017a) han denominado regularized horseshoe
(RHS) introduce un nuevo pardmetro, c, cuya funcion es equivalente a la que cumple el
slab en el modelo spike-and-slab (Ecuacion 2): determinar el rango de valores que toman
aquellos coeficientes que si son relevantes. El valor de los coeficientes condicionado al
resto de parametros vendra dado en este caso por

Bjl;, T, c)~N(O,rz/1]?), (7)
donde
Ty N
J c2+7223 (8)

y donde el pardmetro local se distribuye
A;~C*(0,1) j=1,...,p 9)

De esta forma puede imponerse una contraccion extra incluso a aquellos coeficientes
con valores grandes. Si bien es cierto que la propiedad de detectar valores grandes es uno
de los puntos fuertes de la horseshoe, Piironen y Vehtari (2017a) encuentran que esto
puede llevar a que las distribuciones posteriores de esas variables sean difusas,
especialmente en modelos complejos cuando la incertidumbre del problema es grande.

Los autores argumentan que este efecto regularizador es especialmente til en aquellos



modelos de regresion logistica donde se produce el fendmeno de la separacion, es decir,
aquel que ocurre cuando no existe superposicion entre los casos de ambos grupos. Esto
provoca que las estimaciones por maxima verosimilitud de los coeficientes sean infinitas
(Ghosh, Li y Mitra, 2018), dificultando la estimacion posterior. Existen soluciones
frecuentistas a este problema (Heinze y Schemper, 2002), asi como bayesianas (Ghosh et
al., 2018). Piironen y Vehtari (2017a) encuentran, tras su estudio de simulacion, que una
eleccion adecuada -informativa o vagamente informativa- de c aporta robustez y
eficiencia al proceso de estimacion, tanto si existe separacion como si no; la regresion
lineal también se beneficiaria del uso de este elemento, controlando el ancho de la
distribucion posterior y disminuyendo los problemas de transiciones divergentes en las
cadenas de Markov con el método No-U-Turn Sampling (Hoffman y Gelman, 2014), sin
comprometer la capacidad predictiva, como ocurriria si se produjese una
sobrecontraccion en las estimaciones de los parametros. La distribucion que Piironen y

Vehtari (2017a) proponen para este parametro es la siguiente
c2~I1G(a, B) (10)
Cuando ¢ — oo se obtiene la horseshoe original.
1.1.3. Decision sobre el parametro ©

Detengdmonos ahora en la eleccion del parametro de contraccion global . Pueden
encontrarse dos corrientes principales en torno a esta decision: el full Bayes approach,
donde 7 es un hiperparametro que sigue una determinada distribucion y la aproximacion
empirica o empirical Bayes, de donde se obtiene un valor fijo a partir de un determinado

indicador.
1.1.3.1. Full Bayes

Los autores originales de la distribucién horseshoe (Carvalho et al., 2009) introducen

en primer lugar que
~C*(0,1) (11)

y basan su eleccidon en los argumentos presentados por Gelman (2006) respecto a la
eleccion de las distribuciones previas de los pardmetros de la varianza en modelos
jerérquicos. Esta primera propuesta ha sido utilizada habitualmente, y también criticada

en ocasiones, como puede verse en Piironen y Vehtari (2016), donde defienden que la



distribucion previa t~C*(0,1) no es poco informativa, sino que puede tener bastante peso
en la inferencia posterior y que, ademas, este valor suele otorgar demasiada probabilidad

a valores muy altos de 7.

Los mismos autores (Carvalho et al., 2010; Polson y Scott, 2010) proponen mas tarde
una nueva distribucion para el parametro global t~C* (0, a?), abriendo asi la posibilidad

de flexibilizar el rango de 7 segun el tipo de problema.

Mas recientemente se ha introducido una propuesta que busca integrar las ideas de las

dos inmediatamente anteriores (véase su desarrollo en Piironen y Vehtari, 2016 y 2017a):

~C*(0,73), (12)
_ _Po O
L —— (13)

donde p, es nuestra creencia a priori del nimero de variables con coeficientes distintos
de ceroy p es el total de variables. Si imaginamos una situacion en la que un investigador
Ileva a cabo un anélisis de regresién con total ausencia de conocimiento previo acerca de
la cantidad de variables que conforman el modelo subyacente, esto significa que podria
decantarse por un valor dentro del intervalo p, =[1,...,p] -partiendo de que una
expectativa razonable, antes de emprender un anélisis, es que al menos una de las
potenciales variables explicativas contribuira a explicar la variable observada y, en el otro
extremo, todas aportaran informacion-. Mediante la Ecuacion 13 se obtendran distintos

valores 7,; donde j = 1,...,p, que podran ser utilizados como varianza de la distribucion
de 7 resultando en 7~C* (0, ng). El término o /+/n serviria para escalar este parametro y

evitar que se favorezcan modelos de mayor o menor tamafio en funcién de la desviacion
tipica error o y del nimero de observaciones n (Piironen y Vehtari, 2016). Puede intuirse
la utilidad que puede tener una propuesta de esta indole en contextos aplicados con datos
reales donde los investigadores posean razones previas para estipular un determinado
namero de variables relevantes. No obstante, dadas las caracteristicas de los estudios de
este tipo, en ocasiones no se dispondra de la informacion necesaria para tomar una
decision basada en las creencias previas (por ejemplo, en estudios exploratorios). Seria,
entonces, interesante conocer si el efecto de una decisién previa sobre p, que coincida o
se aproxime al nimero real de variables aumenta la precision en las estimaciones de
diferentes conjuntos de datos o si, por el contrario, su influencia en los resultados es

menor; en definitiva, ¢cuanto mejora la estimacion con respecto a la formulacién original?
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Obtener esta informacion en condiciones diversas a las del estudio de Piironen y Vehtari
(2016) seria util puesto que permitiria saber si la aplicacion de la horseshoe necesita de
condiciones fuertes como la nocion a priori de las variables relevantes o si, por el
contrario, puede seleccionarse una cantidad, si bien no universal, si adecuada y con

resultados satisfactorios.

Recopilemos la informacidn para tener una vision de conjunto de las ideas hasta ahora
expuestas. Por un lado, cuanto mayor sea p, mayor sera t, (ver Ecuacién 13). En la Figura

3 se representa dicha relacion:

Tp

Pa
Figura 3. Incremento de valores de T, respecto de p,.

Este incremento provocara que la cola de la distribucion de t se haga mas ancha, lo
que significa que se otorgard mas probabilidad a valores méas altos. En la Figura 4 se
muestran las colas de esta distribucion para distintos valores de su varianza. Este aumento
de la varianza de 7 tiene como consecuencia que su potencia como parametro de
contraccion global disminuira; por tanto, en concordancia con lo observado en la Figura
2, es mas probable que los diferentes valores de k sean cercanos a cero y, de esta manera,
se favorecera el hecho de que la media posterior de un determinado coeficiente, obtenida

mediante E(B;]y;) = (1 — k;)y;, sea distinta de cero.
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Figura 4. Colas de la distribucion halt-Cauchy para distintos valores de 7,;. Conforme

aumenta su varianza, la distribucién se aplana y se da mayor probabilidad a valores mas
altos.
También es interesante poner en relacién la Ecuacién 13 con la distribucién original
7~C*(0,1). Cuando la varianza t3 = 1, podemos obtener el p, equivalente, puesto que
mediante una pequefia transformacion de la Ecuacion 13 se llega a

_ np
bo = o+Vn’

(14)

Esta expresion permite apreciar que establecer 7~C*(0,1) hace que el componente p,
sea dependiente del nimero de observaciones, del total de variables y de la desviacién
tipica error. Esto, segun la formulacion de Piironen y Vehtari (2017a), equivale a
seleccionar un p, muy elevado; por ejemplo, parap = 200,n = 100y ¢ = 1, tendriamos
po = 181.82. Volviendo al ejemplo, significaria que el investigador tiene la creencia de
que la mayoria de las potenciales variables predictoras del modelo terminaran siendo
relevantes; esto concordaria con la critica de que, con la distribucion del parametro global
definida como 7~C*(0,1), se concede una mayor probabilidad a valores grandes. De
nuevo, parece pertinente poder conocer el alcance de estas decisiones de cara a futuras

aplicaciones con datos reales.
1.1.3.2. Empirical Bayes

Como defensores de esta segunda opcion pueden destacarse Van der Pas, Szabd y Van
der Vaart (2017a, 2017b). En estos articulos no se enfrentan a problemas de regresion

sino a la estimacion de parametros de un vector de medias donde la mayoria son cero,
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siguiendo la forma y; = 6; + ¢;. En ellos, proponen obtener en primer lugar el MMLE

(Maximum Marginal Likelihood Estimator) de t, restringiendo su intervalo a [%,1],

cumpliendo también de esta forma con el supuesto de que al menos una y como maximo

todas las variables contribuyen al modelo (Van der Pas et al., 2017a).

La discusion entre estos dos frentes continda abierta. Si bien ambos métodos efectian
un ajuste por la multiplicidad, disminuyendo la probabilidad posterior de inclusion de las
variables conforme aumenta el nimero de predictores ruido (Scott y Berger, 2010), los
defensores del “full Bayes” creen que un estimador empirico es habitualmente demasiado
pequefio (Datta y Ghosh, 2013) y ofrece problemas en los casos p > n (Piironen et al.,
2017a), ademas de no dar cuenta de la incertidumbre existente (Scott y Berger, 2010);
mientras, los seguidores del “empirical Bayes” defienden su eficiencia y un desempefio

equiparable a la utilizacion de un hiperparametro (Van der Pas et al., 2017a, 2017b).
1.2.  Seleccion de variables

Seleccionar un determinado subconjunto de variables en los modelos de estimacién
escasa es un tema que cuenta con una bibliografia muy extendida tanto en el ambito
frecuentista (Paul et al., 2008) como en el bayesiano (e.g., Barbieri y Berger, 2004;
O’Hara y Sillanp&d, 2009; Piironen et al., 2018). Con p predictores pueden construirse
hasta 2P modelos, por lo que evaluar cada uno de estos se convierte en algo virtualmente
imposible en situaciones de alta dimensionalidad; ademas, estas situaciones ponen de
relieve que, por muy fuertes que sean las creencias previas del investigador acerca de una
0 unas pocas combinaciones de variables determinadas, evaluar individualmente un tnico
modelo o un grupo concreto de ellos no seria adecuado desde un punto de vista tedrico
puesto que esta decision no refleja la incertidumbre que existe en todo el espacio de
modelos (Raftery, Madigan y Hoeting, 1997). Pueden darse dos objetivos diferentes al

estudiar modelos de regresion. En palabras de Piironen et al. (2018, p. 4):

es util distinguir entre dos problemas diferentes que pueden ser considerados

como “‘seleccion de variables”:

1. Encontrar un subconjunto minimo de variables que conduzca a un
buen modelo predictivo de y, de forma que afiadir mas variables no mejore

considerablemente la capacidad predictiva.
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2. ldentificar todas las variables que predicen (es decir, que estan

estadisticamente relacionadas con) la variable objetivo y.

Por lo tanto, el propio objeto de estudio puede determinar el método a emplear, bien
sea uno que se centre en la capacidad predictiva del modelo final o en la identificacion de
todas las variables que contribuyen al modelo.

Dentro del primer grupo pueden destacarse métodos que implican una reduccion
previa de dimensiones de los datos (Bair, Hastie, Paul y Tibshirani, 2006; Piironen y
Vehtari, 2017b) o el método projection predictive (Piironen y Vehtari, 2017c), cuya idea
subyacente es: dado que no podemos conocer cual es la combinacion real de predictores
que ha generado la variable dependiente, en primer lugar construimos un modelo de
referencia, que puede ser complejo y utilizar muchas variables (Piironen, 2019) y que
asumimos es la mejor aproximacién al modelo real en términos predictivos;
posteriormente tomamos la informacion proporcionada por la distribucion posterior del
modelo de referencia y la “proyectamos” sobre un grupo de potenciales modelos
restringidos, escogiendo aquel que mas se asemeje al modelo de referencia. Puede verse
que el projection predictive no aspira a discernir el conjunto total de variables relevantes,
sino a seleccionar un modelo que sea lo mas pequerfio posible sin perder ajuste. La sola
decision sobre el proceso a utilizar para obtener el modelo de referencia es todo un campo

de estudio actualmente.

El segundo tipo de objetivo (la identificacion de todas las variables relevantes),
incumbe directamente a las previas de contraccién. Hasta ahora se han descrito las
propiedades constrictivas de las distribuciones previas. El spike-and-slab original
(Mitchell y Beauchamp, 1988) permite que se den casos donde el valor posterior de los
coeficientes sea cero con probabilidad uno, dado que posee un componente que concentra
la probabilidad a priori en un Gnico punto. Sin embargo, en casos de alta dimensionalidad
la carga computacional convierte este método en intratable (por ejemplo, Ishwaran y Rao,
2005b; Carvalho et al., 2009), por lo que su modalidad de spike continua (George y
McCulloch, 1993), junto con sus variantes (Ishwaran y Rao, 2005a y 2005b; Malsiner-
Walli y Wagner, 2011, entre otros), es la mas extendida. Llegados a este punto, es
importante tener en cuenta que ni spike-and-slab ni horseshoe hacen una seleccion de
variables propiamente dicha, ya que sus distribuciones previas facilitan la contraccion
hacia el cero de los valores de muchos de los coeficientes, pero su continuidad conlleva

que el valor posterior no pueda ser exactamente cero (Bhadra et al., 2019a; Carvalho et
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al., 2009; Piironen et al., 2018). Esta continuidad es preferible en algunos casos reales,
como estudios genéticos (Bhadra, Datta, Polson y Willard, 2017) donde los genes pueden
tener efectos muy pequefios pero distintos de cero. Es necesario, por tanto, establecer un

determinado criterio para poder efectuar la seleccion.
1.2.1. Métodos previos

En cuanto al spike-and-slab, George y McCulloch (1993), ademas de definir este tipo
de distribucion, la usaron como método de seleccion del mejor subconjunto de variables
-aquel con una mayor probabilidad posterior-, que denominaron Stocastic Search
Variable Selection (SSVS). Para una revision del funcionamiento de este y otros métodos,
véase el estudio de O’Hara y Sillanpédé, (2009), donde se comparan también otras
distribuciones que se asemejan mas a la horseshoe (como el laplacian shrinkage) y que
no extenderemos mas aqui. No obstante, ya se ha mencionado que en los casos con un
namero de variables p muy grande la probabilidad de inclusion posterior de todos los
coeficientes disminuye, por lo que Barbieri y Berger (2004) proponen en su lugar el
Median Probability Model (MPM), mediante el cual se selecciona aquel modelo cuyos
coeficientes excedan en promedio el umbral de probabilidad de .5. Este método ha sido

utilizado posteriormente en Ishwaran y Rao (2005a, 2005b), entre otros.

La opcion mas popular hasta el momento dentro de esta area es el método conocido
como Bayesian Model Averaging (BMA), que puede encontrarse en Raftery et al. (1997)
y Hoeting, Madigan, Raftery y Volinsky (1999) y que consiste en utilizar MCMC para

recorrer el espacio de todos los posibles modelos M = {My,...,M;} y estimar la

distribucion posterior de futuros datos no observados (37) dados los datos disponibles D,

en un sumatorio ponderado por la probabilidad a posteriori de cada uno de los modelos

~ J ~
Pr(yID) = )" Pr (y|M;, D)Pr (M;|D) (15)

J=1

Las distribuciones previas en los modelos de este tipo han sido tipicamente de la forma
spike-and-slab, bien sea con la probabilidad del spike concentrada en un Unico punto,
bien permitiendo que esta tenga una pequefia varianza (Ecuacion 2 con e =0y € > 0,

respectivamente).
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1.2.2. Horseshoe

En lo referente a la horseshoe, Carvalho et al. (2010) proponen un criterio analogo al

del spike-and-slab basandose en la definicion del factor de contraccion k. Si k; es la

fuerza de contraccion a posteriori que experimenta un coeficiente §;, este se incluira en

el modelo si 1 — x; > .5. En la literatura sobre la horseshoe es habitual encontrar que se

compara su desempefio con el BMA por ser el método méas extendido. En estos articulos
los autores han mostrado que la horseshoe con el umbral obtiene resultados equivalentes
o incluso mejores que el BMA en algunas condiciones (Carvalho et al., 2009 y 2010;
Polsony Scott, 2010 y 2012), a lo que puede sumarse el ahorro de tiempo de computacion

respecto a la mezcla discreta.

Otro procedimiento se basa en estudiar directamente las distribuciones posteriores,
seleccionando aquellas variables cuyos intervalos no incluyan el valor cero. Van der Pas
et al. (2017b) llevan a cabo un estudio de simulacion donde obtienen T mediante MMLE
y comparan el criterio del umbral y el de las distribuciones. Sus resultados apuntan a que,
mientras que ambos detectan correctamente una gran mayoria de las medias fijadas en
cero, el criterio del umbral tiende a seleccionar méas elementos (tanto verdaderamente
relevantes como falsos positivos). En lo tocante a los intervalos posteriores, crecen
conforme aumenta el valor simulado de los parametros, aungue no indefinidamente (Van
der Pas et al., 2017b), lo que provoca que algunos de ellos con valores medios no sean
seleccionados como relevantes. En cuanto a la decision de qué amplitud del intervalo
utilizar, hay autores que se han decantado por una opcidn conservadora del 95% (Castillo,
Schmidt-Hieber y Van der Vaart, 2015; Van der Pas et al., 2017b) o del 90% (Piironen et
al., 2018), mientras que otros prefieren un intervalo de credibilidad liberal, del 50% (Li,
Craig y Bhadra, 2019), pretendiendo de esta forma controlar los falsos negativos
(variables relevantes no detectadas). Segun los autores, la propia naturaleza conservadora
de la distribucidn horseshoe mantiene a raya, a su vez, los falsos positivos. En base a los
trabajos consultados, nos parece que la informacion proporcionada por otros autores en
lo referente a la amplitud del intervalo esta poco justificada o extendida, y entendemos
que es conveniente atender a esta decision, puesto que segun Van der Pas et al. (2017b)
puede ofrecer mejores resultados que utilizar un umbral y la decision sobre el intervalo

se convierte en algo de gran trascendencia.
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El dltimo elemento de interés que vamos a tratar en relacion con la seleccion de
variables es el llamado universal threshold o umbral universal. Introducido en primer
lugar por Donoho y Johnstone (1994), es aplicado por Johnstone y Silverman (2004) al
problema del vector escaso (sparse) de medias. Ellos proponen seleccionar parametros
basadndose en un umbral que se establece en funcidn de la escasez del vector. Si hay poca
escasez -es decir, si hay una cantidad grande de medias con valores distintos de cero-, el
umbral a partir del cual las seleccionaremos tras la estimacion serd también pequefio.
Dicho umbral aumenta junto con la escasez y, en situaciones con muy pocas medias

diferentes de cero, encontraron que el valor méas adecuado para seleccionarlas es el umbral

universal, que es igual a U = /2logp, siendo p el total de parametros. Todas aquellas

medias por debajo de ese valor no seran incluidas.

Lo que nos interesa de este concepto es su aplicacion en el contexto de las estimaciones
escasas con horseshoe, pues ha sido utilizado por VVan der Pas et al. (2014, 2017a, 2017b)
para mostrar que, cuando el valor simulado de los parametros esta alrededor o por debajo
del umbral universal, sus distribuciones posteriores pueden verse sobrecontraidas, lo que,
unido al aumento de los intervalos en funcion del valor simulado de los parametros,
aumenta el error de las estimaciones. Asimismo, encuentran que la estimacién es tanto
mejor cuanto mayor es el valor simulado de los parametros puesto que es mas facil

discernir entre aquellos que son cero y los que no.

La forma de obtener 7 en estos trabajos es tanto mediante el método empirical Bayes
como full Bayes (Van der Pas et al., 2014, 2017a, 2017b), pero siempre en el contexto de
la estimacion de un vector de medias escaso (recordemos, de la forma y; = 6; + &;) y no
en modelos de regresion. Por tanto, se desconoce el efecto de la dimensionalidad (relacion
entre el nUmero de observaciones y de variables) y, en ese caso, como influye la varianza
a priori de 7 y si muestra robustez a la hora de estimar coeficientes cuyos valores se
encuentren en torno o por debajo del umbral universal. De lo expuesto hasta ahora se
desprende que, dado este caso, una distribucion previa del parametro global que implique
una contraccion laxa, es decir, establecer una mayor varianza de t a priori, podria
contrarrestar una posible sobrecontraccion cuando el valor de los coeficientes esta situado

en torno al umbral.
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1.2.3. Consideraciones sobre la escasez y la dimensionalidad

Antes de desarrollar en detalle el estudio que nos ocupa, conviene hacer algin
comentario al respecto del tratamiento que han recibido en la literatura la alta
dimensionalidad y la escasez de los modelos, dos de los principales conceptos con los que
estamos trabajando. Esto ayudara a comprender el foco de interés del presente trabajo.

En cuanto al tratamiento de la escasez, cabe mencionar que los estudios se han
realizado generalmente con vectores de medias o coeficientes escasos como, por ejemplo,
el 20% (Carvalho et al., 2009; Polson y Scott, 2011y 2012) e incluso mucho mas escasos
(Bhattacharya, Chakraborty y Mallick, 2016). Estas son decisiones tomadas por los
autores y podrian deberse, entre otras cosas, a criterios tedricos, razones de espacio,
disponibilidad de recursos o porque las distribuciones previas no fueran el objeto de
estudio principal como, por ejemplo, en los articulos sobre el método projection
predictive (Piironen et al., 2018; Piironen y Vehtari, 2017c). De cara a posibles estudios
aplicados a datos reales, el analisis del cumplimiento o incumplimiento del supuesto de
escasez y sus efectos en la estimacion en modelos de regresion nos parecen temas de gran
importancia, especialmente cuando se desconoce el modelo real subyacente, si bien la
decision de aplicar una previa de contraccion implica la creencia en que el modelo sera

escaso, y por tanto la asuncion de este supuesto.

La dimensionalidad del modelo en los estudios que se han ido mencionando a lo largo
del trabajo es también muy variada. En varios de ellos los modelos de regresion ajustados
son del tipo p < n o0 p = n. Cuando el nimero de observaciones supera al de parametros
(Carvalho et al., 2009) o existe una igualdad como en los casos del vector de medias (por
ejemplo, Van der Pas et al., 2014), la horseshoe muestra buenos resultados. Sin embargo,
no hemos encontrado estudios que traten exhaustivamente los problemas de regresion
donde p > n en conjuncién con la distribucion horseshoe. De hecho, es en el reciente
articulo de Bhadra et al. (2019b) donde evalGan el comportamiento de la horseshoe en
diferentes condiciones p > n en comparacioén con otros metodos. No obstante, no se

estudian variaciones en el conjunto de parametros (e.g. t) que definen la horseshoe.

Resumiendo, dada una situacion de regresion con p > n, no se ha llevado a cabo aun
una comparativa del efecto que tiene la eleccion de diferentes varianzas previas del

parametro global 7 en la estimacion de coeficientes de regresion de datos simulados, ni
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de la robustez que muestra la distribucion horseshoe asi definida en diferentes niveles de

escasez para distintos valores simulados de los coeficientes relevantes.
1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo general

El presente trabajo tiene como objetivo general el estudio, dada una situacion
especifica de dimensionalidad elevada, de las propiedades de estimacion de la
distribucion previa horseshoe en modelos de regresion lineal. Se pretende, asi, analizar
las consecuencias que tiene la decision previa sobre la varianza del parametro global en
la estimacion de las distribuciones posteriores de los coeficientes ante distintas
caracteristicas de escasez, de los valores de los parametros y de criterio de seleccion de

variables.
1.3.2. Objetivos especificos

Podemos dividir este objetivo general en cuatro objetivos especificos, que recogen las

condiciones que vamos a manipular y los resultados esperados de cada uno de ellos:

a) Varianza de t: queremos conocer si establecer dicha varianza partiendo de la
creencia a priori sobre el nimero de variables relevantes (p,, Ecuacion 13),
asumiendo que este numero es acertado, mejora la estimacion con respecto tanto
a una creencia errénea de p, como a la formulacién original 7~C*(0,1). Esto
permitira saber cual es la mejor opcién cuando no se tengan conocimientos

previos sobre el tamafio del modelo.

Hipotesis: una decisién acertada respecto a este parametro aumentara la
precision y el numero de aciertos respecto a decisiones extremas. Valores muy
bajos de p, se traduciran en varianzas pequefias con alta potencia constrictiva que
aumentaran el niamero de falsos negativos especialmente en casos de baja escasez
donde haya muchas variables que contribuyan al modelo; por el contrario, valores
muy altos de p, daran lugar a varianzas elevadas provocando el efecto contrario,
puesto que podran producir desplazamientos en las distribuciones de ciertas

variables ruido, con lo que aumentara el nimero de falsos positivos.

b) Escasez del modelo: analizaremos la estimacion de la distribucion horseshoe

cuando el modelo subyacente es escaso y lo compararemos con la estimacion
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cuando estd conformado por muchas variables predictoras y no se cumple el

supuesto de escasez, para comprobar su robustez en este Gltimo caso.

Hipdtesis: en la situacion de no escasez, debido al elevado numero de
predictores, la penalizacion automatica tenderd a hacer que las distribuciones
posteriores sean proximas al cero. Esto, unido a la propia naturaleza de un
shrinkage prior como la horseshoe, provocara que las estimaciones de las
distribuciones posteriores de los coeficientes sean mas inestables y con una mayor
varianza puesto que los parametros de contraccion tiraran de muchas de ellas hacia
el cero. Esperamos encontrar, por lo tanto, una mayor cantidad de falsos negativos
y, en definitiva, resultados que ofrecen peores estimaciones que los modelos
escasos, en los que la estimacion sera mas precisa. Hipotetizamos que, en casos
de no escasez, una varianza elevada de t permitird aliviar la contraccion y

aumentara el nimero de aciertos.

Valor de los coeficientes relevantes: basandonos en el concepto de “umbral
universal”, queremos conocer como afecta el valor de los coeficientes a la
estimacion y seleccion de variables en funcion de la varianza de 7 y dadas las

condiciones de escasez ya mencionadas (escasez y baja escasez).

Hipotesis: esperamos observar que los coeficientes grandes son més facilmente
estimados y, en consecuencia, seleccionados, encontrando menos falsos positivos
que aquellos cuyos valores estén cercanos al umbral o por debajo del mismo,
donde observaremos una mayor incertidumbre en las estimaciones. Esta
inestabilidad sera mayor en situaciones de baja escasez, donde el nimero de falsos
negativos sera mayor en los modelos con coeficientes bajos. Por el contrario, la
identificacion de variables relevantes sera mas precisa en contextos con una alta
escasez y coeficientes con valores elevados. No se espera que distintas varianzas
de 7 afecten a la media posterior de los coeficientes relevantes, dada la capacidad
de la horseshoe a detectar sefiales grandes.

Intervalos de credibilidad: por ultimo, estudiaremos -de manera exploratoria- el
numero de variables seleccionadas con diferentes intervalos, para de esta forma
percibir diferencias y encontrar en qué condiciones es mas adecuado el uso de un
intervalo liberal u otro conservador. Si bien es esperable encontrar que un

intervalo liberal selecciona mas variables que uno conservador puesto que su
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amplitud es menor y, por tanto, es menos probable que incluya el cero, la
influencia de los factores de contraccion o la inestabilidad derivada de la escasez
(sparsity) y el tamafio de los coeficientes pueden generar situaciones donde
existan grandes diferencias en el nimero de variables seleccionadas por ambos

intervalos.

Antes de continuar, hay que mencionar que, en cuanto a la relacion entre las variables
que conforman la matriz de datos, el estudio de los efectos de la colinealidad sigue siendo
un tema activo (Barbieri, Berger, George y Rockova, 2018), asi como el de otros
supuestos y propiedades de los modelos de alta dimensionalidad (véase Bhadra et al.,
2019a). Sin embargo, una parte importante de los articulos han preferido centrarse en las
propiedades de las distribuciones previas en situaciones de idoneidad, es decir, con
matrices de variables no correlacionadas, para asi estudiar su comportamiento sin que este
se vea contaminado por los efectos y problemas derivados de la colinealidad (Carvalho
et al., 2009; Scott y Berger, 2010; Polson y Scott, 2010). Puesto que nuestro objetivo es
someter estas distribuciones a nuevas condiciones, trabajaremos simulando de manera

similar, creando matrices de datos con variables no correlacionadas
2. Método

Se van a simular 50 matrices de datos que tendran n = 100 observacionesy p = 150

variables. El umbral universal para estos datos sera por tanto U = ,/2log150 = 3.166.

Simularemos segun
Y=pX+¢ (16)

En este caso, todos los predictores que conforman la matriz de variables
independientes X (cuyo tamafio serd n X p) se simulan aleatoriamente a partir de la
distribucion x;~N (0,1); B es un vector de longitud p que contiene ceros y los valores de
los coeficientes relevantes. De esta manera, solo se utilizan aquellas variables que
queremos que contribuyan a formar el vector respuesta ¥, al que afiadimos un téermino de
error aleatorio, €. Este error se distribuira normalmente &~N(0,0) con media 0 y
desviacion tipica ruido ¢ = 1, donde i = 1, ..., n. La correlacion existente en este caso

entre las variables predictoras es Unicamente producida por el azar.

Trabajaremos con dos niveles distintos de escasez (sparsity), del 10% y del 40%, que

Ilamaremos SP1y SP2, respectivamente. Por tanto, SP1 contara con p,..;; = 15 variables



21

relevantes y con p,,1 = p — Pre;1 = 135 variables ruido. Por su parte, SP2 tendra
Preiz = 60 Y P = 90. Esta condicién nos permitird comparar la estimacion en

condiciones de escasez y de baja escasez.

Vamos a trabajar con tres valores diferentes de los coeficientes relevantes, aplicados a
cada uno de los dos niveles de escasez, que seran la condicion Al: A;1 = 1(i.e. todos
ellos por debajo del umbral); la A2: A, = U + g;(i.e. con valores situados en torno al
umbral); y la A3: A; = 3U + ¢;(i.e. valores muy por encima del umbral). EI componente
aleatorio se distribuira £;~N(0,a) con a = 0.5, para garantizar que sus valores no se
alejan demasiado del umbral universal (en el caso de la condicion A2), y a su vez asegurar
que existe cierta variabilidad (condiciones A2 y A3); el subindice cubre el rango j =
1, ..., pre;- Para obtener los vectores de coeficientes relevantes de SP2, se afadiran 45
valores nuevos a los de SP1. De esta forma compartiran los coeficientes de las 15 primeras
variables. Los demas elementos de los vectores f seran iguales a cero. Asi podremos

estudiar si la estimacion de los coeficientes varia segun el valor de estos.

Para estudiar la varianza de 7 se va a implementar la distribucion regularized
horseshoe (RHS), para la que utilizaremos cuatro varianzas (tg ;) diferentes 7~C* (0, T8 )
partiendo de cuatro valores p,; escogidos de entre todo el espacio p, = [1, ..., p], de mas
a menos restrictivo. EI primero obedecera a la creencia de que existen muy pocas
variables que contribuyen a explicar la variable dependiente, p,; = 3. El segundo y el
tercero coincidiran con el nimero de variables relevantes simuladas en SP1 (p,, = 15)y
SP2 (py3 = 60). Segun Piironen y Vehtari (2016) seran las decisiones dptimas en sus

condiciones. Por ultimo, obtenemos el p,, equivalente a la varianza original, T~C*(0,1),

mediante p, = %. Con nuestros datos obtenemos que py, = TL\/ETS(? = 136.364. La

Tabla 1 recoge estos valores junto con las varianzas consiguientes, obtenidas segun la
Ecuacion 13. En cuanto al parametro c, se distribuira c2~I1G(2,8), la propuesta poco

informativa segun Piironen y Vehtari (2017a).

! La nomenclatura para los vectores de coeficientes distintos de cero es la utilizada en varias ocasiones
en la literatura de este &mbito. Por ejemplo, Piironen y Vehtari (2017b); Van der Pas et al. (2014).
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Tabla 1

Equivalencia entre los valores de p, y la varianza de T

Taul Tau2 Tau3 Tau4
Poj 3 15 60 136.364

5 0022 .011% .0677 12

Todos los modelos resultantes se ajustaran para cada una de las rg,., por lo que

estudiaremos los resultados de un total de 24 condiciones. Las variables se consideraran
seleccionadas siempre que el intervalo de credibilidad de su distribucién posterior no
incluya el valor cero. Los dos criterios que se van a utilizar son uno liberal (intervalo al
50%) y uno conservador (al 90%). Los resultados de las 50 matrices de datos se
promediaran; por lo tanto, tendremos la frecuencia media de las veces que una variable
ha sido seleccionada en cada una de estas condiciones. Por ultimo, si la variable
seleccionada es una variable relevante en el modelo simulado, se clasificara como
“acierto” (HIT). Si, por el contrario, se ha seleccionado pese a ser una variable ruido, se

clasificara como “falso positivo” (FP).

En muchos de los apartados de simulaciéon de los articulos mencionados hasta el
momento se utiliza MCMC con Gibbs Sampling y el Metropolis-Hastings (Brooks et al.,
2011; Gelman et al., 2013 p.275). Sin embargo, como puede verse en Ghosh et al. (2018),
este método es lento en términos de tiempo de computacion en comparacion con
algoritmos mas novedosos como el No-U-Turn Sampling (Hoffman y Gelman, 2014)
implementado mediante el software R (R Core Team, 2018) en Stan (Stan Development
Team, 2018a). Debido a esto, emplearemos el paquete rstanarm (Stan Development
Team, 2018b), que es muy reciente y, ademas de implementar las herramientas de
muestreo ya mencionadas, incluye la distribucién RHS para la manipulacion de sus
pardmetros y cuenta con una sintaxis en R similar a los modelos de regresion frecuentistas
que es muy facil de utilizar. Todo ello hace mas eficiente el proceso, simplificando la

manipulacion de condiciones. Todos los modelos se han ajustado con 4 cadenas y 2000

iteraciones. La convergencia de las cadenas se ha evaluado mediante el estadistico R
(potencial scale reduction statistic), que compara las estimaciones inter e intra-cadenas

para ver si estas se han mezclado adecuadamente (Vehtari, Gelman, Simpson, Carpenter
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y Birkner, 2019). Es habitual utilizar el criterio R < 1.05 para indicar que hay

convergencia.
3. Resultados

En este apartado analizaremos los principales resultados obtenidos del ajuste de los
modelos. La Tabla 2 muestra el porcentaje de aciertos (HITS) y de falsos positivos (FP)
obtenidos en cada condicion, en funcion de si el criterio de seleccion es un intervalo
liberal (i.e. 50%) o uno conservador (i.e. 90%). En el Apéndice A se recogen estos

resultados expresados en frecuencias absolutas.

Tabla 2

Porcentaje de aciertos (HITS) y de falsos positivos (FP) en cada una de las condiciones del estudio

Taul Tau?2 Tau3 Tau4
HITS FP HITS FP HITS FP HITS FP
SP1 Al 50% 100 8.78 100 8.78 100 10.13 100 11.45
90% 100 31 100 32 100 37 100 46
A2 50% 100 7.80 100 7.90 100 9.23 100 10.68
90% 100 27 100 29 100 32 100 .50
A3 50% 100 8.07 100 8.07 100 9.38 100 11.14
90% 100 21 100 21 100 25 100 .36
SP2 Al 50% 58.60 13.64 60.40 1358 65.63 1578 76.10 2247
90% 11.13 .33 11.87 31 13.90 47 2347 .93
A2 50% 81.80 27.33 8153 2744 8210 2742 8470 30.84
90% 32.27 1.36 3203 122 3290 142 38.03 1.87
A3 50% 8350 29.31 8333 2944 8360 2951 8560 32.04
90% 3170 1.40 32 1.44 3250 142 37 1.60

La Tabla muestra los resultados en forma de porcentaje para cada una de las varianzas de t (columnas).
Est4 dividida en las condiciones de escasez (SP1) y no escasez (SP2), para los tres niveles de coeficientes
simulados (A1, A2y A3) y segun los intervalos utilizados (50% y 90%). Las cantidades marcadas en negrita
muestran el porcentaje mas bajo de FP en cada nivel de A.

Esta informacion nos permite apreciar algunos elementos a simple vista. En primer
lugar, si se cumple el supuesto de escasez (pocas variables relevantes, condicion SP1), el
porcentaje de aciertos es del 100% en todas las condiciones independientemente del valor
de los coeficientes y de la potencia restrictiva del pardmetro global. Parece que, en la
situacion de alta dimensionalidad con la que estamos trabajando (p = 150, n = 100), ni

un tamarnio critico de los coeficientes, es decir, por debajo del umbral universal o en torno
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al mismo (Aly A2, respectivamente), ni una varianza de T muy restrictiva han provocado
falsos negativos (variables simuladas como relevantes pero que no han sido
seleccionadas); la horseshoe en estas condiciones hace una deteccion perfecta de las

variables sefal.

En segundo lugar, podemos observar que el intervalo liberal (50%) aumenta
sensiblemente el nimero de variables ruido seleccionadas o, lo que es lo mismo, los falsos

positivos (FP) en todas las condiciones, frente al intervalo al 90% (ver Tabla 2).

En tercer lugar, y dados los dos puntos anteriores, observemos las diferencias
existentes en la seleccion en funcion del tamarfio simulado de los coeficientes en modelos
escasos (SP1, mitad superior de la Tabla 2). El porcentaje méas bajo de FP se encuentra
en la condicién Taul en los tres niveles de A (sefialados en negrita). Puede apreciarse
que, con el intervalo al 90%, cuanto mayor es el valor de los coeficientes, mayor es la
precision y disminuye, por tanto, el porcentaje de FP entre A1, A2 y A3 en todos los
niveles de varianza de t. Con el intervalo al 50%, y tomando Taul como ejemplo, dicho
porcentaje disminuye entre Al (8.78%) y A2 (7.80%) y vuelve a incrementarse
ligeramente en A3 (8.07%).

Lo mismo ocurre con el resto de las varianzas. Observando la mitad superior de la
Figura 5, el total de variables seleccionadas con el intervalo al 90% se encuentra por
encima, pero cerca de la cantidad simulada en cualquier nivel de A'y Tau (barras azules).

El total seleccionado por el intervalo liberal (50%, barras rojas) es siempre superior.

Total de variables seleccionadas
SP1 A1 SP1A2 SP1AZ

20 204
10 10
04 0
t 2 3 H t 2 [ t4 t 2 3 t¢

SP2 A2 SP2 A3

LLLL LLLL

. Intervalo 50% . Intervalo 90%

Figura 5. Nimero total de variables seleccionadas en cada condicion (promediando todas las
réplicas). Las barras rojas muestran el criterio de seleccién con un intervalo al 50%, mientras que las
azules representan el intervalo al 90%. La linea discontinua horizontal representa el nimero de
variables relevantes simulado en cada condicion.
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En cuarto lugar, atendiendo ahora a SP2 (mitad inferior de la Tabla 2), dos elementos
nos indican la enorme inestabilidad derivada del incumplimiento del supuesto de escasez:
el bajo porcentaje de aciertos y la enorme diferencia en dicho porcentaje entre las dos
amplitudes del intervalo posterior. La condicion A3 es la que mejor ejemplifica este hecho
puesto que los valores de los coeficientes se han simulado segin A; = 3U + ¢; y, por
tanto, estan bastante alejados del cero. Con el intervalo al 50% en la condicion Taul se
identificaria el 76.10% de las variables frente al 23.47% del intervalo al 90%; en Tau4,
un 85.60% frente al 37%. Esta variabilidad redunda también en el porcentaje de falsos
positivos, variando en funcion del valor real de los coeficientes y del nivel de t, siendo el
minimo 13.58% (SP2 A1, Tau2 al 50%) y el maximo 32.04% (SP2 A3, Tau4 al 50%). En
la Figura 5 puede verse que esto se traduce en la decision de seleccionar, en términos
absolutos, més variables de las realmente relevantes utilizando el intervalo al 50%. Por el
contrario, el total seleccionado para el intervalo 90% queda muy por debajo del nimero

real.

En lo referente al tamafio de los coeficientes en SP2 (Tabla 2), se habra podido advertir
que el tanto por ciento de FP, al contrario que en SP1, aumenta conforme lo hace el
tamafo de los coeficientes. En consecuencia, podemos ver que, en cualquiera de las
varianzas de t, el paso entre Al y A2 produce un desplazamiento generalizado de las
distribuciones hacia el lado positivo, resultando en un considerable aumento tanto de
aciertos como de FP. Entre A2 y A3 este cambio es mucho menos acusado; esto
concordaria con los resultados encontrados por Van der Pas et al (2017b) y recogidos en
la Seccion 1.2.: conforme aumenta el valor de los pardmetros a estimar aumenta la
amplitud de sus intervalos posteriores, aunque no de forma indefinida, por lo que las
mayores diferencias en esta amplitud se producen entre valores pequefios e intermedios
de los coeficientes. Esto puede apreciarse también en el total de variables seleccionadas
entre Aly A2y entre A2 y A3 (Figura 5, mitad inferior).

Para poder observar con mas detalle los efectos del incumplimiento del supuesto de
escasez y del tamafio de los coeficientes, se han seleccionado una variable sefial y una
variable ruido (x, y xq¢, respectivamente) para una de las varianzas del parametro global
(Tau3) en una de las réplicas (la numero 17); todas estas decisiones se han tomado
aleatoriamente. Las distribuciones de estas variables pueden verse en el Apéndice B. De
esta forma pueden compararse visualmente las diferencias en la amplitud de los intervalos

entre SP1 y SP2 en cada uno de los niveles de A.
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Dentro del Apéndice B, en la condicion Al (Figura B.1, Tabla B.1) observamos que
en esta realizacion el valor real del coeficiente (A; = 1) es poco plausible en SP1 dada la
distribucion posterior de x, (izquierda arriba). No obstante, tampoco se incluye el valor
cero, por lo que esta variable ha sido seleccionada con el criterio liberal y con el
conservador. En SP2 (izquierda abajo) la media posterior esta centrada en cero indicando
que, en circunstancias de poca escasez y coeficientes pequefios, pueden aparecer
situaciones de sobrecontraccion, como en ese ejemplo. La varianza de Tau3 no ha
favorecido que la variable haya podido ser seleccionada. Por otro lado, las distribuciones
de x4 en SP1 y SP2 tienen medias préximas a cero, pero la varianza en SP2 es mucho
mayor. En A2 (Figura B.2, Tabla B.2) y A3 (Figura B.3, Tabla B.3) se da una situacion
similar, donde en condiciones de escasez (SP1, arriba) la precision es mayor que en SP2.

Por dltimo, el aumento de la varianza t~C* (0, rgj) se traduce en una relajacion de la
fuerza de contraccion del parametro global, lo cual afecta a las distribuciones posteriores
y es acompafiada por un incremento en el porcentaje de FP (Tabla 2). En el caso de SP1
con el intervalo al 90%, siempre aumenta entre Taul y Tau4 en los tres niveles de A, es
decir, Taul es la condicion con menor ocurrencia de FP. Una eleccion correcta de p,
(Tau2) obtiene méas FP que en Taul, pero menos que en Tau3 y Tau4. Eso si, ninguno
supera el .5% (SP1 A2, Tau4 al 90%). En SP2 crece el porcentaje tanto aciertos como de
FP al aumentar la varianza de t (solo disminuyen los FP entre Taul y Tau2 en Aly A2
al 90%; los porcentajes de Tau2 estdn marcados en negrita en la Tabla 2). El porcentaje
de FP mas reducido es .31% (SP2 Al, Tau2 al 90%), aunque su porcentaje de aciertos es
de un 11.87%. Por lo tanto, la eleccidn adecuada de p, (en la condicién SP2 es Tau3 con

Po3 = 60) ofrece mas aciertos y FP que Tauly Tau2, pero menos que Tau4.

En cuanto al criterio de convergencia, las estimaciones de todos los parametros en la
condicion SP1 han obtenido un R < 1.05. Esto también ocurre en la condicién SP2 (en

A

el 99% de las réplicas, la media de R esta por debajo de 1.05), aunque se han encontrado

parametros aislados que no cumplen este criterio y muestran un valor un algo superior
(R < 1.1). Los mas elevados corresponden al logaritmo posterior de la densidad de la

condicion SP2 A2, Taul (réplica 47, R = 2.44) y de SP2 A3, Tau3 (réplica 13, R =
1.72).
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4. Discusion

En vista de los resultados obtenidos, parece que basar la seleccién utilizando una
amplitud de los intervalos posteriores del 50% no es adecuado en ninguna de las
condiciones propuestas. Pese a que la horseshoe es una previa de contraccion, pequefias
desviaciones en las distribuciones posteriores de algunos coeficientes provocan que, con
este intervalo, determinadas variables ruido sean seleccionadas como relevantes incluso
cuando la varianza de T es muy pequefia y ejerce una fuerte contraccion. El uso de un
intervalo al 90% permite abarcar la incertidumbre sobre la distribucién posterior del
parametro de una forma mas adecuada, evitando que estos pequefios desplazamientos

conduzcan a seleccionar una variable que tenga muy poco peso en el modelo.

También hemos podido observar en los resultados que el porcentaje de falsos positivos
disminuye conforme aumenta el tamafio de los coeficientes (es decir, entre las
condiciones A1, A2 y A3) en la condicién SP1 y, en cambio, en SP2 dicho porcentaje
aumenta al aumentar el tamafio de los coeficientes. Creemos que este comportamiento
opuesto puede deberse a la conjuncion de una serie de factores: por una parte, en
condiciones de escasez (SP1) se cumple la hipétesis de que la precision en la estimacién
es mayor cuanto mayor es el valor de los coeficientes; por otra parte, en condiciones de
baja escasez (SP2) ocurre que la distribucidn horseshoe se muestra “incapaz” de estimar
adecuadamente las distribuciones posteriores cuando existen muchos coeficientes
alejados del valor cero. Mientras que la forma de la distribucion previa tiende a “arrastrar”
muchos coeficientes hacia el cero, la informacién aportada por la variable observable dice
lo contrario. Esto conduce, como puede verse en las distribuciones posteriores de SP2 en
el Apéndice B, a un aumento considerable de la varianza de cada coeficiente. De esta
manera los datos son congruentes con la hipotesis respecto al incumplimiento del
supuesto de escasez dado que se obtienen coeficientes con distribuciones posteriores muy
grandes, lo que es indicativo de estimaciones inestables, produciendo ademas
sobrecontraccion en la condicion Al y aumento de falsos positivos en A2 y A3. La
aparicion de falsos negativos es un fenémeno que ocurre sea cual sea el valor de los
coeficientes (Tabla 2, SP2). En cambio, podemos decir que la hipotesis de que una
varianza grande de t ayuda a contrarrestar estos efectos no se ha cumplido ya que los
porcentajes de Taul y Tau4 en SP2 son similares y, ademas, una varianza méas grande

obtiene mas aciertos, pero también mas FP. Los problemas de convergencia segun el
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A

estadistico R solo han aparecido en la condicion SP2, lo cual es otro indicador de la

inestabilidad de estas estimaciones.

En lo referente a los efectos de la varianza de t, los resultados de nuestro trabajo estan
en consonancia con la teoria (Seccion 1.1.3): escoger valores mas grandes a priori
conlleva que la fuerza de contraccion sera mas débil y la probabilidad de obtener valores
mas altos de los coeficientes es mayor. Se cumple, por tanto, la hipdtesis de que el tanto
por ciento de FP se incrementa segin aumenta la varianza. Sin embargo, la hipotesis de
que un valor muy restrictivo de t produciria mas falsos negativos ha ocurrido unicamente
en SP2, donde la ausencia de escasez de los modelos hace més inestables las estimaciones.
Ademas, como hemos visto en los resultados, el aumento en el porcentaje de aciertos y
FP en Tau4 respecto de Taul es especialmente notable en SP2 Al, condicién en la que
hay baja escasez y el valor de los coeficientes relevantes estd por debajo del umbral

universal, por lo que se produce el fendmeno de sobrecontraccion.

Recordemos que la varianza de Tau2 (t,, = 0.011) se obtenia a partir de p,, = 15,
es decir, el numero de variables relevantes en SP1; la de Tau3 (7y3 = 0.067) a partir de
Po3 = 60, coincidiendo con el nimero simulado en SP2. Sin embargo, estas decisiones
previas no han resultado ser la mejor estimacion en sus respectivas condiciones en
ninguno de los niveles de A, por lo que no se cumple la hipétesis de que la decision
adecuada de p, mostraria los mejores resultados. Esto, unido a las pequefias diferencias
en FP observadas en las demés condiciones (sobre todo al 90%), nos devuelve a la
problematica planteada en la Seccion 1.1.3: la propuesta de Piironen y Vehtari (20173;
ver Ecuacién 13), ¢(mejora sustancialmente las estimaciones respecto a la propuesta
original de Carvalho et al. (2009; ver Ecuacion 11)? La recomendacion que modestamente
se desprende de los resultados de este trabajo es que siempre se establezca una varianza
de t por debajo de 1. En nuestra simulacién, las condiciones Taul, Tau2 y Tau3 tenian
varianzas por debajo de .1, y pese a ello la horseshoe ha mostrado robustez y ha detectado
las variables relevantes (en SP1). Esta seria, por lo tanto, una solucién a medio camino
entre la propuesta original y la de Piironen y Vehtari (2017a): establecer una varianza
menor que 1, pero sin necesidad de poseer un conocimiento a priori sobre el tamafio del
modelo. Este hecho puede ser de utilidad cuando se aplique este método en analisis con

datos reales.
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Conviene recordar que, en situaciones aplicadas, la escasez del modelo real subyacente
se desconoce y, en tal caso, son razones teoricas las que conducen al investigador a asumir
el supuesto de escasez y a utilizar una previa de contraccion como la horseshoe. Creemos
que en estos casos siempre es recomendable estudiar las distribuciones posteriores de los
coeficientes con detalle. Si estas muestran una varianza inusualmente grande, esto sera
un indicativo de la inestabilidad y del posible incumplimiento del supuesto. Esto puede
llevar a una reformulacién del modelo o a su sustitucién (o combinacién) con modelos
que reduzcan previamente las dimensiones, como los que se han mencionado en la

Seccion 1.2.

El anélisis del criterio de convergencia es también necesario para conocer si se estan
produciendo estimaciones inestables. En el caso de nuestro estudio de simulacion se han
encontrado algunas de ellas en pequefia medida. Estos comportamientos son indeseados,
pero pueden ocurrir cuando se estiman modelos complejos o de alta dimensionalidad,
como en nuestro caso. Ademas, la distribucién del log-posterior (pardmetro en el que mas

problemas se han observado en las diferentes réplicas de SP2) no suele ser Gaussiana, por
A

lo que pueden aparecer valores elevados de R (Stan Development Team, 2019).
Promediar los resultados a través de varias réplicas permite reducir los posibles efectos
adversos de esta inestabilidad ocasional. Un aumento en el nimero de iteraciones habria
ayudado probablemente a reducir alguno de estos problemas, pero el tiempo de

computacion se habria visto incrementado como consecuencia de ello.

Un factor crucial, que matiza y limita el alcance de la interpretacién de estos
resultados, es el de la dimensionalidad. Como se ha mencionado en las Secciones 1y
1.2.3., la incertidumbre de las estimaciones aumenta cuanto mayor es el numero de
variables respecto al nimero de observaciones. En una situacion p <n o p=n la
precision es mas alta y los algoritmos tienen mayor facilidad para converger en torno a
un valor incluso cuando el vector de pardmetros no es escaso (como en Van der Pas et al.,
2014, donde el porcentaje de parametros relevantes del vector de medias alcanza el 50%).
Sin embargo, en situaciones de alta dimensionalidad, donde la complejidad del modelo
es mayor, la distribucion horseshoe se vuelve mas sensible a fendmenos como el
incumplimiento del supuesto de escasez y el tamafio de los coeficientes. Si el modelo
verdadero es escaso, la forma de la distribucién representa mas fielmente los distintos
valores que pueden tomar los coeficientes (como en la condicion SP1) y las estimaciones

son precisas a pesar de la alta dimensionalidad de nuestra simulacién. Si, en cambio,
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muchos de ellos se alejan del cero, en condiciones p > n la horseshoe deja de ser una
distribucion adecuada puesto que, si el nimero de observaciones es pequefio, la
informacion proporcionada por la variable observable puede no ser suficiente, y en esos
casos la distribucion previa puede tener mucho peso en la inferencia posterior (Kruschke,
2014), por lo que aumenta la varianza de las distribuciones posteriores y se produce una
sobrecontraccion si el tamafio de los coeficientes es pequefio (como en la condicion SP2

Al, por debajo del umbral universal).
5. Conclusiones

El trabajo ha mostrado que el uso de la distribucion previa horseshoe en modelos de
regresion p >n es una herramienta (til que ofrece estimaciones precisas de las
distribuciones posteriores de los coeficientes. La eleccion cuidadosa de la varianza del
parametro global y de la amplitud del intervalo posterior como criterio de seleccion
contribuyen al aumento de la precision en las estimaciones y a la disminucion de falsos

negativos y FP en la seleccion de variables.

Cuando el modelo verdadero es escaso, la horseshoe ha demostrado robustez y
capacidad para seleccionar un numero adecuado de variables independientemente del

valor real de los coeficientes incluso en condiciones de alta dimensionalidad.

A partir de los resultados obtenidos y algunas pruebas realizadas, pensamos que parece
existir un equilibrio entre dimensionalidad y escasez que separa las estimaciones precisas
de las inestables o, dicho de otra manera, un limite en la dimensionalidad del modelo a
partir del cual la horseshoe es sensible al incumplimiento del supuesto de escasez y sus
estimaciones empeoran. La principal limitacion del trabajo ha sido el no abordar esta
problematica en profundidad. Para poder dar una respuesta mas firme a esta cuestion
habria sido necesario comparar los resultados de la actual dimensionalidad (n = 100, p =
150) con otros donde variase esta condicién, incluyendo casos p < n. Una segunda
limitacion es que, dado que el uso del spike-and-slab esta mas extendido, los resultados
se verian reforzados de haber ajustado los modelos con esta distribucion en las diferentes
condiciones, y ver las diferencias en las estimaciones entre esta y la horseshoe. En tercer
lugar, un estudio méas detallado de los problemas de convergencia permitiria conocer las
circunstancias en las que se producen, y las caracteristicas de los datos y los parametros

en esas situaciones.
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El estudio de los efectos tanto de la colinealidad como de la desviacion tipica error
exceden los objetivos de este trabajo. No obstante, las decisiones tomadas en lo referente
a estos dos elementos (predictores no correlacionados y o = 1, respectivamente) limitan
la generalizabilidad del trabajo, puesto que la existencia de multicolinealidad o valores
extremos de o pueden producir importantes alteraciones en las estimaciones y
desconocemos el comportamiento que mostraria la horseshoe. La falta de tiempo y
recursos computacionales han sido los motivos por los que no se han podido explorar

estas cuestiones.

En futuras investigaciones seria interesante, por tanto, profundizar en la relacion entre
la dimensionalidad y el supuesto de escasez para complementar la informacion que se
posee sobre esta distribucion y conocer las situaciones en la que puede ser, 0 no,
convenientemente utilizada. Otras lineas de investigacion pertinentes son el estudio de
los efectos que provoca la colinealidad en las estimaciones, las consecuencias de valores
extremos de o y de los coeficientes relevantes, y los resultados que ofrece la horseshoe

en combinacion con métodos como projection predictive.

Por la flexibilidad que permite en su definicion, el ahorro en tiempo de computacion
frente a otros métodos y su sencilla implementacion a través herramientas como
rstanarm, la horseshoe se presenta como una alternativa atractiva para aquellos analistas

que se enfrenten a un problema de regresion en condiciones p > n.
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APENDICE A

Tabla A.1

Promedio de variables seleccionadas en cada condicién en frecuencias absolutas

SP1 Taul Tau2 Tau3 Taud
Prory = 15 HITS FP HITS FP HITS FP HITS FP
Al 50% 15 1186 15 1186 15 1368 15 15.46
(0) 4.32)  (0) 4.29)  (0) (4.25)  (0) (5.26)
90% 15 42 15 44 15 50 15 62
(0) (:83) (0) (.73) (0) (:89) (0) (1.00)
A2 50% 15 1054 15 1066 15 1246 15 14.42
(0) 4.54)  (0) 4.39)  (0) (4.89)  (0) (6.26)
90% 15 36 15 40 15 44 15 68
(0) (:83) (0) (:83) (0) (1.07) (0 (1.33)
A3 50% 15 1090 15 1090 15 1266 15 15.04
(0) (6.15)  (0) (6.10)  (0) (6.39) (0) (7.98)
90% 15 28 15 28 15 34 15 48
(0) 0.71)  (0) 0.71)  (0) 0.71)  (0) (0.84)
SP2 Taul Tau2 Tau3 Taud
Protz = 60 HITS FP HITS FP HITS FP HITS FP
Al 50% 35.16 1228 3624 1222 3938 1420 4566  20.22
(11.03) (6.46) (9.35) (6.15) (6.61) (5.33) (4.59) (5.17)
90% 6.68 30 712 .28 834 .42 14.08 .84
(5.28)  (61)  (5.08) (57)  (4.78) (0.83) (457)  (1.20)
A2 50% 49.08  24.60 48.92 2452 4926 2468 5082  27.76

(358) (5.34) (3.92) (553) (3.46) (5.28) (2.84)  (4.90)

90% 1936 122 1922 110 1974 128 2282 168

(6.02) (1.20) (5.65) (115 (5.49) (1.16) (4.21) (1.41)

A3 50% 50.10 2638 50.00 2650 50.16 2656 51.36  28.84
(3.73)  (6.26) (3.42) (6.03) (3.45) (597) (2.85) (5.54)

90% 19.02 126 1920 130 1950 128 2220 144

(5.74)  (140) (5.53) (150) (5.36) (1.38) (4.88) (L57)

La Tabla muestra la frecuencia de seleccion de variables en cada condicién tras promediar las 50
réplicas, junto con la desviacion tipica (entre paréntesis). La mitad superior corresponde a la condicion
SP1y lainferior a SP2.
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APENDICE B

A modo de ejemplo, en este Apéndice se presentan las distribuciones posteriores de
una variable sefial (X4) y una variable ruido (X90) seleccionadas dentro de una de las

réplicas (la nimero 17) para un valor de t (Tau3); todas las decisiones han sido al azar.

TablaB.1

Valores simulados y medias estimadas de los coeficientes de las variables X4 y X90 en la condicion Al

Al X4=1 X90=0
SP1 SP2 SP1 SP2
Media .75 -.01 .04 13
Desv. Tipica 12 .38 .07 .35
SP1

Nivel coeficientes: A1 Nivel varianza: Tau3

X4 X390

025 050 075 1.00 -02 0o 0z 04

SP2

Nivel coeficientes: A1. Nivel varianza: Tau3

X4 X90

Figura B.1. Distribuciones posteriores de las variables X4 y X90 en las condiciones SP1 Al

(arriba) y SP2 Al (abajo). Los colores muestran las cuatro cadenas de Markov utilizadas.
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Tabla B.2

Valores simulados y medias estimadas de los coeficientes de las variables X4 y X90 en la condicion A2

A2 X4 =2,956 X90=0
SP1 SP2 SP1 SP2
Media 2.79 2.04 -.02 -25
Desv. Tipica A3 1.45 .06 1.12
SP1

Nivel coeficientes: A2. Nivel varianza: Tau3

X4 X90

250 275 3.00 325 -0.25 0.00 0.25

SP2

Nivel coeficientes: A2. Nivel varianza: Tau3

X4 X90

25 0o 25 5.0 7.5 =25 0o 25

Figura B.2. Distribuciones posteriores de las variables X4 y X90 en las condiciones SP1 A2

(arriba) y SP2 A2 (abajo). Los colores muestran las cuatro cadenas de Markov utilizadas.
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Tabla B.3

Valores simulados y medias estimadas de los coeficientes de las variables X4 y X90 en la condicion A3

A3 X4 =9,53 X90=0
SP1 SP2 SP1 SP2
Media 9.33 9.45 0 -2.26
Desv. Tipica 12 4.24 11 3.72
SP1

Nivel coeficientes: A3. Nivel varianza: Tau3

X4 X90

9.0 a3 9.6 9.9 -0.2 0.0 0.2

SP2

Nivel coeficientes: A3. Nivel varianza: Tau3

X4 X890

Figura B.3. Distribuciones posteriores de las variables X4 y X90 en las condiciones SP1 A3
(arriba) y SP2 A3 (abajo). Los colores muestran las cuatro cadenas de Markov utilizadas.





