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1. Resumen

Este Trabajo de Final de Méaster presenta el calculo matricial de 2° de Bachillerato
a través de problemas de dinamicas de poblaciones. Con este hilo conductor se
consigue ir desarrollando los contenidos de una forma natural, llegando a los resultados
a través de la necesidad, no siendo presentados de forma aislada. Tratando de justificar
en todo momento el porqué de ciertos procedimientos matematicos a través de

conceptos fundamentales como las aplicaciones lineales.

En primer lugar, se justificara la oportunidad de plantear un nuevo modelo de
desarrollo para este tema, fundamentado en distintas teorias pedagdgicas. Ademas, el
punto de partida sera el analisis del contexto actual a través de la normativa, libros de

texto y un cuestionario realizado a los estudiantes.

Posteriormente, gracias a los problemas de dinamicas de poblaciones, se iran
planteando a los estudiantes distintas simulaciones y preguntas a través de las que ellos
seran los que o bien lleguen a las respuestas o bien lleguen a comprender la necesidad

de construir nuevos conocimientos para poder responderlas.

El hecho de realizar todo el desarrollo con una aplicacion real conseguira asentar
la idea en los estudiantes de que el célculo matricial tiene una utilidad practica en la vida
cotidiana, asi como incrementar su motivacion e interés en el tema.

Palabras clave
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2. Introduccién

2.1. Justificacion

Actualmente, la forma de presentar y desarrollar los contenidos se basa en
distintas teorias constructivistas, que exponen la necesidad de dar al estudiante
herramientas que le permitan construir conocimientos. Los maximos exponentes de
estas teorias son Jean Piaget y Lev Vygotsky. Segun la teoria de este ultimo, el alumno
tiene una zona de desarrollo proximo que se fundamenta en la diferencia entre lo que
un estudiante puede aprender por si mismo, que se definiria como nivel potencial, y lo
gue puede aprender con ayuda de un guia o tutor, que se define como nivel tutor. Este
guia seria en nuestro caso el docente, que proporciona el conjunto de herramientas

necesarias para que el estudiante alcance ese conocimiento, denominado andamiaje.

Otro de los grandes exponentes del constructivismo es David Paul Ausubel,
psicélogo y pedagogo que definié el aprendizaje significativo, el cual hace énfasis en el
aprendizaje basado en conocimientos previos del estudiante. Segun su teoria, los
nuevos conocimientos conectan con los antiguos, dotandolos de significado. En esto se
fundamenta la conexién realizada en el presente trabajo con otros contenidos anteriores,
como espacios de vectores, propiedades de las operaciones entre ellos, y resolucion de
sistemas lineales. Igualmente, los conocimientos adquiridos en este tema actuaran
como base para otros avances posteriores, cuando se estudien temas como

determinantes, el concepto de limite o la resolucion de sistemas mas complejos.

El pedagogo John Elliott es también defensor del aprendizaje significativo. Se
enfoca en que los estudiantes no aprendan contenidos sin razén o sin sentido aparente
sino que aprendan los contenidos y su naturaleza, siendo conscientes de sus
aplicaciones préacticas y creativas en el interior de sus vidas. Esto respalda el hilo
conductor tomado a lo largo del desarrollo de este trabajo, que conecta los nuevos
conocimientos con respecto al calculo matricial con ejemplos de su uso en la vida real

en situaciones como las dindmicas de poblaciones.

En dltimo lugar, se tiene en cuenta el aprendizaje por descubrimiento, desarrollado
por el psicélogo y pedagogo Jerome Bruner en el que el docente motiva a los estudiantes
a que ellos mismos descubran relaciones entre distintos conceptos y construyan el
conocimiento, produciéndose un dialogo activo entre el docente y el alumnado. Durante
todo el desarrollo del presente trabajo se llevara a cabo este dialogo, fomentando que

los estudiantes respondan a las preguntas a través de la observacion, consiguiendo asi



que ellos mismos lleguen al conocimiento, convirtiéndose asi en sujetos activos del
proceso de Ensefianza-Aprendizaje. Un ejemplo claro, que se presentara mas adelante,
en la comprension de las distintas caracteristicas de la matriz de Leslie, asi como de los

valores asociados a dichas matrices, que aparecen en distintas simulaciones.

2.2. Objetivos

Los objetivos del presente trabajo se establecen de acuerdo a la legislacién
vigente Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo
basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. Para el desarrollo del
mismo definiremos tres objetivos. El primero, trabajar las distintas competencias que
apareceran reforzadas de manera natural durante todo el desarrollo de los contenidos.
El segundo, relacionar las matematicas y su uso con otras materias como la biologia y
situaciones de la vida cotidiana en las que se emplean. Y en tercer lugar, los objetivos
especificos directamente relacionados con los estandares de aprendizaje evaluables

definidos por la ley.

Competencias

Tal como se ha mencionado, gran parte de las competencias aparecen reforzadas
de manera natural durante todo el desarrollo de los contenidos. Como muestra de ello
podemos dar algunos ejemplos. La comunicacion linglistica sera trabajada a través de
la compresion de los problemas planteados y en la necesidad de expresar
correctamente sus conjeturas acerca de las cuestiones planteadas. Del mismo modo,
se aprendera el lenguaje matematico para una correcta expresion en la disciplina y
comprension de contenidos de forma general. La competencia matematica y
competencias bésicas en ciencia y tecnologia es intrinseca a la propia asignatura, pero
ademas, se trabajara al resolver problemas de la vida cotidiana a través de las
matematicas por lo que las veran desde un punto de vista mas aplicado. Por otro lado,
en lugar de seguir Unicamente el método tradicional en el que los contenidos son
expuestos y posteriormente copiados por los estudiantes, se les proporcionaran
ejemplos y datos sobre los que, a través de la observacion y la respuesta a preguntas
construirdn su propio conocimiento. De este modo, aprenderan a razonar por si mismos
y a extraer conclusiones sobre las que trabajar y desarrollaran la competencia de
aprender a aprender (CPAA). Ademas, durante todo el desarrollo se emplearan diversas
TIC, por lo que se reforzard la competencia digital. En dltimo lugar las competencias
social y civica aparecerdn durante todo el desarrollo, porque se fomentara la

participacion activa y constante por parte de los estudiantes para ir llegando al
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conocimiento. Por lo tanto, se trabajard el respeto por las opiniones de los demas, el

pensamiento critico y los intercambios de opiniones.

Transversalidad

En este caso, la transversalidad es entendida en primer lugar con respecto a la
relacion con otras asignaturas como es la biologia, mas concretamente la ecologia, ya
gue todo el desarrollo se realiza en base a ejemplos de poblaciones. Por este motivo,
seria factible coordinar el aprendizaje de estos conocimientos matematicos con
conocimientos sobre el concepto de poblacion y otros relacionados en la asignatura de
Biologia. Esto puede ser muy positivo para los estudiantes, al evitar que vean las
distintas asignaturas de forma aislada. Ademas, con respecto a la importancia que dan
a las propias matematicas, es necesario que asimilen la multitud de utilidades que tienen
en la vida cotidiana y no Unicamente en relacién a campos que puedan considerar mas
afines, como ingenierias, sino que estan intimamente relacionadas con gran cantidad

de disciplinas.

Hay otro concepto de transversalidad que cobra gran peso en este trabajo al
relacionar conceptos como limite o aplicaciones lineales. Usualmente, durante la
enseflanza de las matematicas los bloques suelen tratarse de forma aislada y
compartimentadas entre si. Un ejemplo de ello es la propia ley educativa, que cuenta
con cinco bloques y Unicamente el primero se trabaja de forma transversal. Los otros
cuatro correspondientes a: “Numeros y algebra”, “Analisis”, “Geometria” y “Estadistica y
Probabilidad” son definidos de forma aislada. Igualmente ocurre en los libros de texto,
por lo que los cuatro blogues terminan siendo temporalizados de forma aislada. Durante
un determinado bloque, los estudiantes aprenderan todos los contenidos del mismo y
todos los ejercicios y problemas se resolveran segun esa perspectiva aunque pudieran
ser resueltos de otra forma. Sabemos que las mateméticas son parte de un todo vy,
aungue se pueden compartimentar, es realmente importante para los estudiantes que

aprendan a conectar los distintos conocimientos y emplearlos simultaneamente.

Objetivos especificos

Tal como se mencionaba anteriormente los objetivos especificos se corresponden
con los estandares evaluables definidos para el “Bloque 2. Numeros y algebra” de la ley.
Este bloque se suele desarrollar en la practica y en los libros de texto en tres unidades:
una correspondiente a matrices, otra a determinantes y otra a sistemas de ecuaciones.

Por lo tanto, y ya que el presente trabajo se centra en las matrices, no todos los
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estandares seran objetivo del mismo, o al menos no de forma completa. Por lo tanto,
tendremos objetivos que seran completamente desarrollados y trabajados y otros
objetivos que deberan ser completados con el desarrollo de las otras dos unidades
posteriores. Por este motivo los denominaremos objetivos especificos completos y

parciales respectivamente.

Objetivos especificos completos

- Utiliza el lenguaje matricial para representar datos facilitados mediante tablas
o grafos y para representar sistemas de ecuaciones lineales, tanto de forma

manual como con el apoyo de medios tecnoldgicos adecuados.

- Realiza operaciones con matrices y aplica las propiedades de estas
operaciones adecuadamente, de forma manual o con el apoyo de medios

tecnoldgicos.

- Resuelve problemas susceptibles de ser representados matricialmente e

interpreta los resultados obtenidos.

Objetivos especificos parciales

- Determina las condiciones para que una matriz tenga inversa y la calcula

empleando el método mas adecuado.

- Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacién de la
vida real, estudia y clasifica el sistema de ecuaciones lineales planteado, lo

resuelve en los casos que sea posible, y lo aplica para resolver problemas.



3.

Contexto actual

3.1. Contexto normativo

Los contenidos correspondientes a calculo matricial corresponden al nivel de 2°
de Bachillerato, tanto en Matematicas Il como en Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales, tal como viene definido en el Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre, por
el que se establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato. Estos contenidos aparecen en ambos casos definidos en el “Bloque 2.
Numeros y algebra”, en el que se definen ademas los criterios de evaluacion y los

estandares de aprendizaje evaluables.

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables
Bloque 2. NUmeros y algebra
Estudio de las matrices como| 1. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones 1.1. Utiliza el lenguaje matricial para representar

herramienta para manejar y operar con
datos estructurados en tablas y grafos.
Clasificacion de matrices. Operaciones.

Aplicacion de las operaciones de las
matrices y de sus propiedades en la
resoluciéon de problemas extraidos de
contextos reales.

Determinantes. Propiedades elementales.

Rango de una matriz.

Matriz inversa.

Representacion matricial de un
sistema: discusion y resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales.
Método de Gauss. Regla de Cramer.
Aplicacion a la resolucion de problemas.

con matrices para describir e interpretar datos y
relaciones en la resolucion de problemas diversos.

2. Transcribir problemas expresados en
lenguaje usual al lenguaje algebraico y resolverlos
utilizando técnicas algebraicas determinadas
(matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones), interpretando criticamente el
significado de las soluciones.

datos facilitados mediante tablas o grafos y para
representar sistemas de ecuaciones lineales, tanto de
forma manual como con el apoyo de medios tecnolégicos
adecuados.

1.2. Realiza operaciones con matrices y aplica las
propiedades de estas operaciones adecuadamente, de
forma manual o con el apoyo de medios tecnolégicos.

2.1. Determina el rango de una matriz, hasta orden4,
aplicando el método de Gauss o determinantes.

2.2. Determina las condiciones para que una matriz
tenga inversa y la calcula empleando el método mas
adecuado.

2.3. Resuelve problemas susceptibles de ser
representados matricialmente e interpreta los resultados
obtenidos.

2.4. Formula algebraicamente las restricciones
indicadas en una situacion de la vida real, estudia y
clasifica el sistema de ecuaciones lineales planteado, lo
resuelve en los casos que sea posible, y lo aplica para
resolver problemas.

Tabla 1. Extracto del curriculo de Matematicas Il.

Si observamos el curriculo, se nos plantean varias cuestiones. En primer lugar,

realizando una comparacion entre los contenidos definidos para Mateméticas Il (Anexo
) y los definidos para las Mateméticas Aplicadas a las CCSS (Anexo Il), observamos
una clara diferencia. En lo relativo a Matematicas Il menciona la aplicacién de las
matrices a la resolucion de problemas, pero no define de qué tipo, por lo que puede ser
interpretado como problemas formales en los que aparezcan maitrices, pero no es
necesaria ninguna conexion con situaciones reales, es decir, se trataria de problemas
fundamentalmente abstractos. Por el contrario, en los contenidos de Mateméticas
Aplicadas a las CCSS dice “Resoluciéon de problemas de las ciencias sociales y de la
economia.” Aungue en principio este detalle pueda parecer un aspecto menor, nos

aporta una idea clara acerca de la problematica que enfrentamos. Muchos de los



contenidos Unicamente tienen importancia por si mismos y no les damos un contexto ni

uso concreto mas alla del estudio de sus propiedades algebraicas formales.

Cualquier propuesta de una posible metodologia para presentar uno de los temas
de segundo de bachillerato debe tener en cuenta el tiempo disponible. Segun el curriculo
oficial de bachillerato y la normativa de las pruebas de acceso a la universidad, los
contenidos se estructuran en bloques que tienen todos el mismo peso a la hora de la
evaluacién final. Sin embargo, habitualmente estos blogues (calculo diferencial,
geometria, algebra lineal y probabilidad) no son homogéneos y ocupan una extension
desigual en los libros de texto, y como consecuencia también en el calendario, que en
segundo de bachillerato esta bastante sobrecargado. Por todo ello, entendemos que la
propuesta que desarrollamos a continuacion no debe exigir un incremento sustancial del

tiempo de clase dedicado a este tema.

3.2. Libros de texto

Otro de los aspectos que podemos analizar para conformar una idea global de la
situacion y del modo en que se imparte actualmente esta parte de los contenidos son
los libros de texto. Aunque hay profesores que pueden, y de hecho aportan contenido
propio a sus estudiantes, en lineas generales los libros determinan como y qué se
ensefla. Por este motivo hemos analizado una muestra de cuatro libros de texto
diferentes, teniendo en cuenta la introduccion general del tema, la forma de exponer los

contenidos y los ejercicios y problemas propuestos para su resolucion.

Andlisis libro de texto 1 (Grence Ruiz et al., 2016)

En primer lugar, comienza introduciendo el tema con una referencia a un problema
real, citando la navegacion por GPS y comentando como estos sistemas eligen la ruta
mas rapida, pero realmente no aporta una solucion a la pregunta ni explica de qué modo
esta relacionado con el calculo de matrices, posponiendo hasta el final del tema a la
respuesta. Por lo tanto, al hacerlo en este orden en ningin momento su utilizacion puede

ser considerado como elemento motivacional del tema tratado.

Con respecto al desarrollo de los contenidos, se realiza de una manera
completamente expositiva, saltando de un concepto a otro, cubriendo todo el curriculo,
pero sin una justificacion de por qué son necesarios o se emplean mas alla de la

resolucion de ejercicios abstractos. Unicamente aparece un ejemplo en el cual utiliza las



matrices como herramienta de célculo para la resolucién de un problema relacionado

con el gasto de un restaurante en la elaboracion de tres menus (Anexo ll1).

En dltimo lugar, de los 145 ejercicios y problemas propuestos en el tema
Gnicamente 7, que representan menos de un 5% del total, son problemas con algun tipo
de contexto o referencia a la vida real. En dichos problemas Unicamente se emplea el

producto de matrices.
Tal como he mencionado anteriormente, en la Ultima pagina del tema se hace una
breve referencia a la teoria de grafos, pero aparece como algo superficial y marginal con

respecto al resto del tema.

Anadlisis libro de texto 2 (Ruiz Jiménez et al., 2016)

En este libro encontramos un gran contraste con el analizado anteriormente, ya
que en la primera pagina del bloque se menciona un gran nimero de aplicaciones de
las matrices en la vida real, tal como se puede ver en el Anexo lll. Entre otras, menciona
la aplicacién de las matrices al estudio de la dinAmica de poblaciones desarrollada por
Patrick H. Leslie (Leslie, 1945). Ademas, en la introduccion del tema vuelve a hablar de
SuUs usos y asemeja las matrices y su organizacion y distribucion a situaciones de la vida

real como la disposicion de alumnos en una clase o un tablero de ajedrez.

A partir de ahi, comienza a presentar los contenidos de manera expositiva, aunque
en el ultimo apartado denominado “8. Las matrices en la vida real” propone y resuelve
cinco problemas acerca de tematicas y aplicaciones diferentes mediante matrices. En
este libro también se menciona la utilizacién de una herramienta informatica, en este

caso Wiris, para trabajar con matrices.

Con respecto a las actividades propuestas como ejercicios para resolver, hay 54
actividades, de las cuales 10, casi el 19%, requieren ir mas alld de la aplicacion
mecanica de los contenidos, incluyendo varias actividades en las cuales los alumnos no

tienen que utilizarlas anicamente como herramienta sino entender qué representan.

En resumen, este libro si hace una conexion con la vida real y las aplicaciones de
las matrices, pero continia mostrando los contenidos principales de la unidad de una

manera aislada y expositiva.



Andlisis libro de texto 3 (Bescds i Escruela and Pena i Terrén, 2016)

Siguiendo el mismo criterio que en el andlisis de los libros anteriores,
comenzaremos observando la introduccién al tema. En este caso, se hace una minima
mencion al uso de matrices en la teoria de toma de decisiones, pero de manera un tanto

superficial.

A partir de ahi, comienza de manera expositiva a presentar todos los contenidos
descontextualizados y de una manera abstracta. Unicamente realiza breves referencias
en forma de leyendas de las imagenes que aparecen a lo largo del tema. Por ejemplo,
una de estas referencias al pie de una imagen en la que aparecen dos aviones parados
es “Entre las numerosas aplicaciones de las matrices se incluye el control del trafico

aéreo.” Los escasos ejemplos son todos de este tipo.

Cuenta en uno de los puntos de teoria con el apartado “6. Aplicaciéon de las
matrices a la resolucién de problemas”. En este apartado menciona campos en los que
se pueden aplicar y resuelve un problema a través del producto de matrices. Sin
embargo, elabora de una forma mas detallada y con un ejemplo la relacion entre

matrices y grafos (seccion 6.2).

En dltimo lugar, de los 63 ejercicios propuestos para su resolucion solo 5

(aproximadamente el 8%) corresponden a problemas no abstractos.

Andlisis libro de texto 4 (Hernandez Rodriquez, Quirés Gracidn and Tarrés
Freixenet, 2001)

En este ultimo libro analizado observamos que si hace una breve introducciéon

mencionando algunos de los usos de las matrices.

A la hora de desarrollar la unidad, practicamente en su totalidad lo hace de manera
similar al resto de materiales analizados en cuanto a motivacion. Es decir, se desarrolla
de una manera mayoritariamente expositiva, aunque mas detallada que en alguno de
los otros analizados, y sin referencias a situaciones que requieran de su utilizaciéon. Sin
embargo, si apreciamos tres diferencias. La primera, dedica mas espacio a definir una
matriz y explicar qué es, con el objetivo de que este contenido sea realmente entendido,
algo mas alla de lo que normalmente se aporta con respecto a este aspecto. En segundo
lugar, es el Unico libro que, al explicar el producto de matrices, da una justificacién o

referencia al motivo por el cual esta operacion se realiza de este modo. En concreto, lo
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explica a través de una analogia con el producto escalar de vectores. En tercer lugar,
cuenta con un apartado “9. Algunas aplicaciones de las matrices”, en el que desarrolla
aplicaciones de las matrices de una manera mas detallada, no inicamente nhombrando
los usos, sino explicando como se aplican. En concreto, habla de teoria de juegos,
movimientos en el plano, teoria de grafos y dindmica de poblaciones. Esta ultima
aplicacion es de gran importancia en el contexto de este trabajo, puesto que es el tema
que hemos elegido como motivacién central para el desarrollo de nuestra unidad.
Ademas, el texto amplia algunas de las aplicaciones en la Ultima pagina del tema dando
un contexto historico a la teoria de juegos y conectando los codigos QR o de barras con

la teoria de matrices.

A pesar de estas tres diferencias, en cuanto a las actividades planteadas nos
encontramos que la diferencia con los otros libros es menos importante. Es decir, de los
76 ejercicios y problemas planteados, Unicamente 4 de ellos (5% aproximadamente) no
son abstractos. Concretamente, dos de ellos trabajan la primera parte relacionada con
el concepto de matriz y los otros dos estan relacionados con las aplicaciones

mencionadas de grafos y movimientos en el plano.

Otro aspecto a remarcar de este Ultimo libro es la inclusion de los conceptos de
autovalores y autovectores en un apartado de profundizacion. En la presente propuesta

ambos conceptos también seran tenidos en cuenta.

Este dltimo libro es de un afio muy anterior a los demas analizados, por lo que
debemos valorar que es de otro plan educativo distinto, pero sigue teniendo interés de
cara a nuestro trabajo, puesto que el contenido de tema de matrices en el plan antiguo

y en el plan moderno es basicamente el mismo.

En conclusién, después del analisis de los cuatro libros que tomamos como
muestra, dos de ellos tratan de dar una idea, contexto y motivacién al porqué del estudio
de las matrices y su utilidad. Ademas, uno de ellos si aplica lo trabajado a ejemplos
reales. Sin embargo, en ninguno se realiza una conexion directa entre los ejemplos y
los contenidos. Este trabajo pretende, no solo usar los ejemplos en la fase de
consolidacion de la unidad, como hace el segundo libro analizado, sino emplearlos
como hilo conductor y motivacional durante el desarrollo de los contenidos,

dando sentido y coherencia a su estudio.
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3.3.  Anadlisis respuesta cuestionario alumnos

Durante el periodo de préacticas en el centro se realizd un cuestionario como el que
aparece en el Anexo IV a 47 estudiantes de 2° de Bachillerato, que ya habian estudiado
el tema correspondiente a Matrices, y a 15 estudiantes de 1° de Bachillerato, que no las

estudiaran hasta el curso siguiente.

El objetivo era justificar la necesidad de un nuevo enfoque. Nuestra hipotesis
previa era que, a pesar de haber estudiado ese tema, al hacerlo tal como hemos
analizado en los libros de texto de manera mayoritariamente expositiva y
descontextualizada, los estudiantes sabrian operar con ellas, pero no serian capaces
de definirlas, de explicar su significado o de comentar alguna de sus aplicaciones en la
vida real. Esta hipétesis, en caso de confirmarse, justificaria la necesidad de enfocar la

unidad didactica de una manera menos abstracta, como se pretende en este trabajo.

A continuacion, se analizan algunas de las respuestas obtenidas.

En primer lugar, se les preguntaba a los estudiantes “; Qué es una matriz?”. Tal
como se aprecia en el diagrama de sectores de la figura 1, el 55% de las respuestas
eran del tipo “un conjunto de numeros ordenados en filas y columnas”. La segunda
respuesta mas comun (17%) consistia en expresar graficamente una matriz. De estas
respuestas, aproximadamente la mitad (8,5%) respetaba la representacién genérica

establecida. Es decir, habia respuestas similares a estos dos tipos:

a a a
a b c all a12 aln
d e f :21 22 2n
h i '
9 Am1 Am2 " Qmn

El 9% de las respuestas correspondian a estudiantes que afirmaban cosas tales

como “Un método para mantener datos numeéricos organizados”.

Cabe destacar que el 2% restante corresponde a una respuesta que por primera
y Unica vez se referia a las matrices como una “herramienta matematica”, tal como se

puede ver en el anexo V.

Con respecto a las respuestas incluidas como “Respuestas no validas” son
aguellas correspondientes a estudiantes que lo han dejado en blanco, han respondido

“No lo sé” o incluso “=(".
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¢, Qué es una matriz?

9%2

Respuesta no valida
Representacion gréfica genérica
m Filas y columnas
m Ordenar datos
m Herramienta matematica

Figura 1. Resultados cuestionario acerca de la definicion de matriz.

Es interesante que, leyendo estas respuestas analizadas, la sensacién es que
practicamente la mayoria podian definir una matriz a través de una descripcion de su
forma de representacién grafica, ya fuera escribiéndola como tal o describiéndola, pero
no a través de su uso. Si tenemos en cuenta que la media de la nota de la muestra es
de 7,95 vemos que préacticamente todos los grupos son cercanos a la misma, sin
apreciarse diferencias entre los estudiantes que daban una respuesta no vélida y el
resto. Todo esto sugiere que los estudiantes no han entendido el concepto
completamente pero que esto no afecta a sus notas.

En el siguiente gréafico se presenta una nueva respuesta de los estudiantes de 2°
de Bachillerato, que, como ya hemos mencionado, han estudiado las matrices durante

este curso.

¢Has usado las matrices? ¢Para qué?

K
N—

Para aprobar la asignatura, etc.
Matematicas, Fisica y Tecnologia Industrial

u S

Figura 2. Resultados cuestionario acerca del empleo de las matrices por los estudiantes.
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Las respuestas mas repetidas son del tipo: “Si, para aprobar matematicas.”, “Si,
para aprobar el examen.” o “Si, para aprobar 2° de Bachillerato.”. El 34% de los
estudiantes dan respuestas mas especificas como: “Para resolver sistemas de
ecuaciones”, “en fisica en ejercicios de induccion electromagnética” o “los determinantes
para el producto mixto y el producto vectorial’. Es decir, menos de la mitad de los
estudiantes son capaces de decir usos directos que han dado a dicho conocimiento, a
pesar de que todos ellos los han empleado en distintas situaciones en distintas
asignaturas. De ello podemos interpretar que, a pesar de que si las emplean, para la
gran mayoria el motivo para el que sirven las matrices es “para aprobar’. Se ven

obligados a ello y no tienen mas usos ni intereses.

En mi opinion, parte del problema es debido a que en la ensefianza de los
contenidos no se relacionan con sus usos en la vida cotidiana, por lo que su sensacién
es que las matematicas Unicamente sirven para aprobar. Esta teoria la respaldan las
respuestas dadas a la pregunta “¢ Conoces alguno de los usos de las matrices en el dia
a dia? Si la respuesta es si, ¢cuales?”. A continuacion, se exponen dos graficas que
representan el porcentaje de alumnos que conocian algin uso en la vida cotidiana de
las matrices y los que no de ambos cursos, tanto 1° como 2° de Bachillerato. Es llamativo
que en ambos cursos el porcentaje es bastante similar, el conocimiento de las
aplicaciones de las matrices no parece estar relacionado directamente con que lo hayan

estudiado en clase,

1° Bachillerato 2° Bachillerato

— N—r

Si mNo Si mNo

Figura 3. Comparativa resultados acerca del conocimiento de usos de las matrices.

De entre los que si dieron respuesta, estos fueron los usos mencionados:
informética (38%), volumenes y areas (15%), triangulacion, movimientos en el espacio
y cartografia (15%), cédigos QR (12%), datos de un hotel o restaurante (8%), redes

neuronales en Al (4%), criptografia (4%) y poblaciones (4%).
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Es muy interesante que él o la estudiante que definid la matriz como una
“herramienta matematica”, ademas de ser capaz de dar mas de un uso es la Unica
respuesta que incluye la dindmica de poblaciones, objeto del presente trabajo. Si
analizamos ese cuestionario con mas detenimiento, Anexo V, observamos que dicha
estudiante es capaz de asociar su uso con la geometria analitica y la resolucion de
sistemas de ecuaciones. Ademds, su respuesta a la pregunta con respecto a las
operaciones con matrices nos da una idea de la problematica general, que es que las
operaciones y demas aspectos formales trabajados ya los han olvidado pero al contrario

gque este estudiante tampoco recuerdan usos.

En definitiva, los resultados obtenidos sustentan la idea principal del presente
trabajo, en el que se pretenden acercar los conocimientos matematicos a los estudiantes
de una forma mas interrelacionada, tanto con la vida cotidiana como con otros conceptos
de la propia materia. Ya que el objetivo no es que los estudiantes unicamente “aprueben
la asignatura” sino que vean utilidad y sean capaces de responder a estas preguntas
como la mayoria responderiamos a qué es una determinada cosa, es decir, a través de

nuestra experiencia y uso de ello y no como simple memorizacién de un concepto.
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4. Propuesta
4.1. Desarrollo

Concepto de matriz

Empezamos con un ejemplo. Hacia el afio 1.202, Leonardo Pisano Fibonacci
publico un libro llamado “Liber Abaci” en el que aparecia un problema que serd utilizado

como motivacion.

Supongamos que vamos al mercado y compramos cuatro parejas de conejos
jévenes. Los animales tienen unos ciclos vitales y siguen unos patrones a la hora de
reproducirse. En nuestro caso, suponemos que las parejas jovenes se convierten en
adultas al cumplir un mes de vida. Las parejas adultas se reproducen dando lugar a una
nueva pareja cada mes. En este ejemplo vamos a suponer que no hay mortalidad, por
lo que todas las parejas jovenes pasaran a ser adultas y las adultas se multiplicaran

continuamente.

Siguiendo estas normas, al final del primer mes las cuatro parejas jovenes que
hemos comprado se han transformado en adultas, que comienzan a reproducirse. Asi,
al final del segundo mes tendremos cuatro parejas jovenes y cuatro parejas adultas y al
final del tercer mes tendremos cuatro parejas jévenes y ocho parejas adultas. Si
observamos esta sucesion podemos apreciar que hay un patrén: siempre tenemos el
mismo numero de parejas jovenes que parejas adultas habia el mes anterior, y el
namero de parejas adultas es la suma de las parejas que habia el mes anterior, tanto
jovenes como adultas. Podemos formularlo como sistema suponiendo que J,, son el

namero de parejas jovenes en un mes ny A, el nUmero de parejas adultas.

Ap =Jno1 HAn

Este sistema representa un proceso iterativo, en el que a partir de los datos del

mes n — 1 obtenemos los resultados del mes n.

A partir de la situacion planteada podemos realizar una simulacién a través de
Excel para observar como se desarrolla la poblacién a lo largo de los n primeros meses,

en este caso se exponen los quince primeros meses. En ella se aprecia que, a partir de
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los once primeros meses, la proporcion entre los jévenes de un periodo y los del anterior

permanece constante, siendo igual a la existente entre los adultos de un periodo y del

anterior. De igual modo, permanece constante a partir del octavo mes la proporcion de

jovenes con respecto al total de individuos.

n ]TL An ]n/]n—l An/An—1 ]n/ (]n+An)
0 4 0 - - -

1 0 4 - - -

2 4 4 - 1,000 0,500
3 4 8 1,000 2,000 0,333
4 8 12 2,000 1,500 0,400
5 12 20 1,500 1,667 0,375
6 20 32 1,667 1,600 0,385
7 32 52 1,600 1,625 0,381
8 52 84 1,625 1,615 0,382
9 84 136 1,615 1,619 0,382
10 136 220 1,619 1,618 0,382
11 220 356 1,618 1,618 0,382
12 356 576 1,618 1,618 0,382
13 576 932 1,618 1,618 0,382
14 932 1508 1,618 1,618 0,382
15 1508 2440 1,618 1,618 0,382

Tabla 2. Primera simulacion evolucion de la poblacién ejemplo de Fibonacci.

Este experimento podria realizarse empleando mas decimales, en ese caso se

observaria que la estabilizacion se produciria cada vez mas tarde cuantos mas

decimales quisiéramos igualar. Este hecho debe ser empleado para conectar con el

concepto de limite que se incluye en el bloque de calculo, favoreciendo asi la

comprension por parte del alumnado.

Sin embargo, esta simulacion no nos permite definir a qué se debe dicha tendencia

que define el desarrollo de la poblacion. Para comprobar la influencia del dato inicial, se

realiza una nueva simulacion suponiendo que en lugar de comprar cuatro parejas de

conejos jovenes, compramos dos parejas de conejos adultos y veinte de jovenes. A

continuaciéon se puede ver el desarrollo de la poblacion partiendo de esta nueva

situacion inicial.
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n Jn Ap i Ap/An_y | Jn/UntA4s)
0 20 2 - - -

1 2 22 - - -

2 22 24 - 1,091 0,478
3 24 46 1,091 1,917 0,343
4 46 70 1,917 1,522 0,397
5 70 116 1,522 1,657 0,376
6 116 186 1,657 1,603 0,384
7 186 302 1,603 1,624 0,381
8 302 488 1,624 1,616 0,382
9 488 790 1,616 1,619 0,382
10 790 1278 1,619 1,618 0,382
11 1278 2068 1,618 1,618 0,382
12 2068 3346 1,618 1,618 0,382
13 3346 5414 1,618 1,618 0,382
14 5414 8760 1,618 1,618 0,382
15 8760 14174 1,618 1,618 0,382

Tabla 3. Segunda simulacién evolucién de la poblacion ejemplo de Fibonacci.

Gracias a estas dos simulaciones observamos que, a pesar de que el numero de
parejas de conejos tanto jovenes como adultas varia, las distintas proporciones
existentes siempre van a permanecer estables. Realizamos una tercera simulacion para
contrastar las anteriores suponiendo que compramos cuatro parejas adultas y
Gnicamente una joven para confirmar nuestra hipGtesis de que las proporciones se

mantienen.
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n ]Tl An ]n/]n—l An/An—1 ]n/Un+An)
0 1 4 - - -

1 4 5 - - -

2 5 9 - 1,800 0,357
3 9 14 1,800 1,556 0,391
4 14 23 1,556 1,643 0,378
5 23 37 1,643 1,609 0,383
6 37 60 1,609 1,622 0,381
7 60 97 1,622 1,617 0,382
8 97 157 1,617 1,619 0,382
9 157 254 1,619 1,618 0,382
10 254 411 1,618 1,618 0,382
11 411 665 1,618 1,618 0,382
12 665 1076 1,618 1,618 0,382
13 1076 1741 1,618 1,618 0,382
14 1741 2817 1,618 1,618 0,382
15 2817 4558 1,618 1,618 0,382

Tabla 4. Tercera simulacion evolucién de la poblacion ejemplo de Fibonacci.




Por lo tanto, podemos deducir que la evolucién de una poblacion no viene definido
por el numero de individuos inicial sino por otro aspecto interno del problema.
Recuperando el sistema anteriormente planteado que regia la evolucion de nuestra

poblacion:

Ay =Jno1 HApq

Podemos afirmar que la informacién relevante en este esquema iterativo esta
recogida en los tres coeficientes que aparecen en el lado derecho de las ecuaciones, y

gue podemos extraer de forma ordenada en lo que llamaremos matriz:

()= D)

Mas adelante explicaremos por qué este es el modo en que se escribe y como el

hecho de hacerlo asi define como se realiza el producto de matrices.

Si el sistema evolucionara de acuerdo con otra ley distinta (por ejemplo, un mayor
namero de crias, como que cada pareja tuviera una descendencia mensual de dos

parejas) esto se reflejaria en un cambio de alguno de los nimeros anteriores.
0 2
(1 1)

Realizando las simulaciones correspondientes a la nueva ley pero con las parejas
iniciales de los casos anteriormente tratados obtendriamos los siguientes resultados. En

el caso de contar con cuatro parejas jévenes:
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n ]n An ]n/]n—l An/An—l ]n/ (]n+An)
0 4 0 - - -

1 0 4 - - -

2 8 4 - 1,000 0,667
3 8 12 1,000 3,000 0,400
4 24 20 3,000 1,667 0,545
5 40 44 1,667 2,200 0,476
6 88 84 2,200 1,909 0,512
7 168 172 1,909 2,048 0,494
8 344 340 2,048 1,977 0,503
9 680 684 1,977 2,012 0,499
10 1368 1364 2,012 1,994 0,501
11 2728 2732 1,994 2,003 0,500
12 5464 5460 2,003 1,999 0,500
13 10920 10924 1,999 2,001 0,500
14 21848 21844 2,001 2,000 0,500
15 43688 43692 2,000 2,000 0,500

Tabla 5. Simulacion evolucion de la poblacion ejemplo 2.

En ambos casos observamos que las proporciones se estabilizan igualmente pero
con respecto a una constante diferente que cuando se regia por el sistema anterior. Es
decir, podemos resumir la informacion relevante que nos permite reconstruir el sistema
simplemente con estos cuatro nimeros. Ademas, podemos concluir que esos cuatro
nameros son los que definen esa constante. Pero, ¢qué relacion guardan con ella?
¢ Realmente las constantes dependen de esos cuatro nimeros? ¢, Qué significan y cémo

podemos hallarlas?

En dltimo lugar, para ver si hay alguna diferencia cuando los nimeros que
aparecen no son enteros, si suponemos que todas las parejas jovenes pasan a ser
adultas, cada pareja de conejos jévenes se reproduce a razoén de una pareja joven y
gue el 20% de las parejas adultas mueren tras cada ciclo reproductivo la matriz asociada

a dicho sistema seria la siguiente:
0 1
(i 08)

Realizando las correspondientes simulaciones igual que en los casos anteriores

observamos los mismos patrones. Para el caso inicial de cuatro parejas jovenes:
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n ]n An ]n/]n—l An/An—l ]n/ (]n+An)
0 4 0 - - -

1 0 4 - - -

2 4 3 - 0,800 0,556
3 3 7 0,800 2,050 0,328
4 7 8 2,050 1,288 0,437
5 8 13 1,288 1,577 0,388
6 13 19 1,577 1,434 0,411
7 19 29 1,434 1,497 0,400
8 29 42 1,497 1,468 0,405
9 42 62 1,468 1,481 0,403
10 62 92 1,481 1,475 0,404
11 92 136 1,475 1,478 0,404
12 136 200 1,478 1,477 0,404
13 200 296 1,477 1,477 0,404
14 296 437 1,477 1,477 0,404
15 437 645 1,477 1,477 0,404

Tabla 6. Simulacion evolucion de la poblacion ejemplo 3.

Por lo tanto, gracias a estos ejemplos podemos definir qué es una matriz mas alla
de una serie de numeros dispuestos de una determinada manera. Por ello, definiremos
una matriz como una herramienta matematica en la cual se representan unos datos
relacionados entre siy que nos sirve para codificar sistemas de ecuaciones y finalmente

procesos. La representacion genérica es la siguiente:

a1 Q12 0 Q15 0 Qip
Az1 Gz = QAzj - dyp
@iy A v Qo ot Azp
AGn1 Am2 " Amj " Ann

Cada componente de la matriz se denomina elemento y sus subindices definen
la posicion que ocupan en ella. En primer lugar en la fila y en segundo lugar en la

columna. Es decir, a;; representa el elemento que ocupa la posicion que corresponde

alafilaiylacolumnaj.

Otra caracteristica que define a las matrices es el nimero de filas y columnas, que
determina lo que se denomina dimension de la matriz y se representa de la forma m x

n, en donde m es el numero de filas y n el nUmero de columnas.

Por ejemplo, si en lugar de tener Unicamente parejas de conejos jovenes y parejas

de conejos adultos incluyéramos un tercer grupo de edad que cumpliera otros
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condicionantes, obtendriamos una matriz de distinto orden. Supongamos pues que los
conejos vivieran tres afos. En los cuales las parejas jovenes (J,,) no se reproducen el
primer afio y mueren el 30%, lo cual quiere decir que sobreviven el 70%. Las parejas de
conejos del segundo afio (4,) se reproducen a razén de dos parejas cada pareja, y
ademas muere un 10% de ellas. Y por ultimo, las parejas del tercer afio (B,,) Unicamente
tienen una pareja cada una y después mueren. Quedaria representado por el siguiente
sistema:

Jn =241+ By
Ap =07y
B, =094,_;

Por lo tanto, la matriz asociada a este caso seria la siguiente:

0 2 1
07 0 O
0 09 0

La dimension de esta matriz es 3x3 (3 filas y 3 columnas). Cuando una matriz
tiene el mismo ndmero de filas que de columnas (m = n) se le llama matriz cuadrada,
yn es el orden de la matriz. En este caso es una matriz cuadrada de orden 3. Todas
las matrices asociadas a problemas de este tipo son siempre cuadradas, pero las
matrices no tienen por qué serlo siempre. Es decir, el nimero de filas y de columnas no
tienen que ser iguales. De hecho, para escribir el sistema anterior de forma matricial lo

hariamos de la siguiente manera:

]n 0 2 1 ]n—l
An =10.7 0 0 An—l
B, 0 09 0/\By_4

Ahora nos fijaremos en que en este caso vemos que las dos matrices nuevas son

de dimension 3x1. Otros ejemplos de matrices de distinta dimension son:

/163 —412 2\

1 -1
(3 9> S | 2 1 -1 a 2
0 -8 \—4/5 6 0 /
32 0 1
Dimensién: 3x2 2x3 5x3 1x2
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La dimension de una matriz tiene gran importancia a la hora de realizar
operaciones. Al igual que los sistemas de ecuaciones, las matrices se pueden sumar y
restar. Pero para poder hacerlo, las matrices que intervengan en la operacién deben

tener la misma dimension.

Ademas de las matrices cuadradas, existen otros tipos de matrices segun su
dimensién. Todas aquellas que no son cuadradas, es decir que su nimero de filas y de
columnas es diferente (m #n) se llaman matriz rectangulares. Si una matriz
rectangular tiene una unica fila se llama matriz fila y su dimension sera 1 x n. Si tiene

una Unica columna se le denomina matriz columna y su dimension serd m x 1.
Matrices y aplicaciones lineales

El modelo de partida de la sucesion de Fibonacci es en realidad un ejemplo de lo
que se conoce con el nombre de aplicacion lineal. Es una formula que, a cada par
(Jn-1, An—1), le hace corresponder otro par (J, A,) = (Ap-1, Jn-1 +An—1), de modo
que tenemos una aplicacion L: R? - R? que podemos comprobar que cumple dos

propiedades:

L(x+y)=LXx)+ LG
Def. {L(cf) — cL(X) Vc€ER

Estas son las dos propiedades que caracterizan lo que se denomina como
aplicacion lineal. Teniendo esto en cuenta, dada una aplicacion lineal genérica de R? en
R?, podemos escribir:

X = (x1,%2) = x1(1,0) + x,(0,1)
L(x) = (L, 1)

Por lo tanto,

(i, 1) = L(%) = L(x1,%3) = L(x,(1,0) + x,(0,1)) = x;L(1,0) + x,L(0,1)

Si nombramos L(1,0) como (4,B) y L(0,1) como (C, D)entonces,

(11, 13) = L(x) = x1(A, B) + x(C,D) = (Ax; + Cx3,Bx; + Dx;)
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Entonces,
l]_ = Ax1 + sz lz = Bx1 + sz

Es decir, tenemos un sistema analogo al obtenido en el caso del ejemplo de
A C)

Fibonacci, que se puede representar en este caso por la matriz (B D

En dimension 2, estas aplicaciones lineales admiten una representacion grafica
muy atractiva, que permite presentar algunas propiedades bastante interesantes. En
este caso, hemos optado por una animacion basada en GeoGebra:

Pincha aqui para ver la representacion en GeoGebra

Al ver la animacion, se plantea una observacion natural: en el movimiento de los
dos vectores, hay unos instantes especiales en los que los dos tienen la misma

direccion. Estos valores especiales jugaran un papel importante mas adelante.

Pero una vez que hemos conectado las matrices con estas aplicaciones lineales,
surge de manera natural la pregunta de cdmo se comportan las matrices con respecto

a las operaciones que se pueden establecer entre estas funciones.

En lo que sigue, y puesto que en ningln caso se puede prestar a confusion, vamos
a usar la misma notacién para las aplicaciones lineales y las matrices que las
representan. Es decir, segun el contexto, el simbolo M puede referirse a una aplicacién
lineal, o a la matriz asociada. Si en algun momento tuviéramos que distinguir entre

ambos conceptos, usaremos la notacion Ly, para la aplicacion lineal.

Operaciones con matrices

Suma de matrices
En primer lugar podemos definir la suma de matrices escribiéndolo de forma
matricial y a partir de la definicion de la suma de vectores y basdndonos en la primera

condicion de la definicion de aplicacion lineal.

Definiendo la aplicacién lineal M y escribiendo el sistema de forma matricial como

anteriormente,
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https://www.geogebra.org/m/pfcrcmpn

M) = (4 53

Expresado como vector de n filas y una columna,
(A C) (xl) B (Ax1 + sz)
B D/\xz) ~ \Bx; + Dx,
Del mismo modo definimos la aplicacion lineal N y la expresamos como vector,
_ E G X1 _ Ex1+Gx2)
Ny, xp) = (F H) (xz) = (Fx1 + Hx,

A partir de aqui, podemos definir la suma teniendo en cuenta la forma ya conocida

de suma de vectores.
M (x1,%5) + N(xq, x7)
En primer lugar llevaremos a cabo la operacién trabajando con vectores:

Axq + sz) (Ex1 + ze)

M(xy,x2) + N2, 22) = (Bx1 + Dx, Fx; + Hx,

En este caso sumaremos cada componente del vector,

Ax{ + Cxy, + Exq + Gx
M1, x2) + Ny, x2) = (Bxi + sz + in + szz)

Si sacamos factor comun,

(A+E)x;+ (C+ G)xz)

M (x1,x3) + N(xq,x2) = ((B + F)x; + (D + H)x,

Expresandolo con el formato inicial Matriz * Vector, obtendriamos la forma en que

se suman,

M(x1,%x5) + N(xq1,x5) = (A tEL G)(i;)

B+F D+H

Por lo tanto, de este modo queda definido como realizar la suma de matrices,

COMmo se muestra a continuacion.
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M(x1,x3) + N(x1,x;) = (g g) (2) + (1€ IC-;I) (2)

Extrayendo factor comian obtenemos,

Mo i = (4 6+ 9))(E)

Como conclusion, y dado que el resultado tiene que ser igual que en la
demostracion con vectores, obtenemos el modo en el que se suman matrices:

Man=(ATE CHO

B+F D+H

Este mismo proceso define también la resta de matrices.

Tal como hemos visto, para sumar o restar matrices ambas tienen que tener la
misma dimensién al igual que para sumar o restar vectores estos deben tener la misma
dimensién. Al igual que en la suma de vectores podemos sumar dos o mas vectores
sumando los componentes que ocupan la misma posicién, en la suma de matrices

también podemos sumar dos 0 mas matrices del mismo modo.

Por lo tanto, para sumar o restar matrices se suman 0 se restan entre si los

elementos que ocupan la misma posicion.

A3 Qi Qg by1y bz 0 by a1 by aizt by, A by,

Gz1 Qzz  dzn by1 by, v by Ay1 by Ayt by 0 Ay by
+ =

Qi1 Az Qin by by v b antby  agptby - aptby

Gm1 Gmz  *° Omn bni bma  bma Am1 £ bm1 Ao T by - Qg F by

A continuacion se exponen algunos ejemplos:

(_21 ;) + (:?1) _13) = (—21_—31 ;J—ré) = C% —41)

1/2 —2/3 1 5/6
(4 )+< 0 >+<1/4>=<17/4>
-3 1 6 4
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Producto de una matriz por una constante

Una vez definida la sumay resta de matrices apoyandonos en la primera condicién
de la definicion de aplicacion lineal, podemos definir como realizar el producto de una

matriz por una constante k gracias a la segunda condicién de la definicion.
L(cx) = cL(x)

Utilizando la aplicacion M definida anteriormente y suponiendo una constante k

esta propiedad quedaria del siguiente modo expresada:

M (kxy, kxy) = kM(xq,x7)

Desarrollando la primera parte de la ecuacién anterior
M (kxy, kxy) = (A C) (kxl)
L2 B D/ \kx,

Expresandolo de forma vectorial,

Akx, + Ckx
M(kxy, kx;) = (kai + Dkxi)

Si lo expresamos de nuevo tal como lo haciamos de forma matricial obtenemos,

M (kxy, kxy) = (gi gi) (9}2)

Ahora, expresaremos de forma matricial la segunda parte de la ecuacion de

partida por la cual,
_ (A C\(*1
kM(xqy,%x,) =k (B D) (xz)
Por lo tanto, basandonos en la ecuacion inicial establecida basandonos en la

definicion de aplicacion lineal,

M(kxl, k.xz) = kM(xl, xZ)

Obtenemos que,
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Ak Cky (*1\ _ A C\(*1
(Bk Dk) (xz) =k (B D) (xz)
Quedando asi definido el producto de una constante por una matriz.

Por lo tanto, para multiplicar una matriz por un nimero o constante, cada

elemento de la matriz resultante queda multiplicado por dicho nimero o constante.

A1 Azt Qi ka,,  ka;, - kag,
Az1 Gz 0 Qop kay,, kay, - kay,
k

l Ay Az vt A3p |

\aml Amz amn/

ka;; kay, - kag,

|
I
\kam1 ka,, - kag,

Por ejempilo,

Producto entre matrices

Continuando con la identificacion realizada anteriormente con las aplicaciones

lineales podemos definir también como se realiza el producto entre matrices.
L(f) = xl(A, B) + XZ(C,D) == (Axl + sz,Bxl + sz)

La forma en la que segln convenio expresaremos esto de forma matricial definira
la manera en la que se realiza el producto de matrices por vectores columna (que se

pueden entender como una matriz con varias filas y una unica columna).
(A C) (xl) _ (Axl + sz)
B D/\xz) ~ \ Bx; + Dx,
Veamos un ejemplo con coeficientes para asentar esta definicion,
1 4N\(2\_(2—4\_ (-2
(0 —3)(—1)_(0+3)_( 3)

Tal como hemos visto queda definido el producto de una matriz por un vector

columna o matriz de dimension 2x1. Pero para justificar el producto general entre
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matrices y sus caracteristicas principales nos basaremos en otra operacion importante

entre aplicaciones lineales como es la composicion.

A continuacion, veamos como se refleja esta operacion composicién con respecto

a las matrices que representan a las aplicaciones lineales correspondientes.

L L
RZl RZL RZ

Donde,

v 9= )

Por lo tanto, y con la nomenclatura anteriormente utilizada, el proceso llevado a

cabo seria:
(1, %2) = Ly (1, %2) = Ly (Lp (%1, %2))
O lo que es lo mismao,
Ly(Ly(x1,%2)) = Ly(Ax; + Cx3, Bx; + Dx3)
Expresado de forma matricial seguin lo establecido anteriormente,

E G\ [(Axi +Cx
LN(LM(xsz)) = (F H) (Bx11 + Dx22>

Y operando la matriz por el vector columna,

E(Ax; + Cx,) + G(Bxy + sz))

Ly (LuG1,x2)) = (F(Ax1 + Cxy) + H(Bx; + Dx3)

Agrupamos los términos sacando factor comun,

_ ((EA+GB)xy + (EC + GD)x
LN(LM(X1,X2)) = ((FA + HB)xl1 + (FC + HD)XZZ)
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Si lo expresamos de nuevo de forma matricial obtenemos,

_(EA+GB EC+GD\ (%1
Ly (L (1, %2)) = (FA +HB FC+ HD) (xz)

Del mismo modo, si expresamos el proceso con matrices directamente

obtenemos,

i) = (5 6) (4 5)G)

Al igualar ambas ecuaciones obtenemos que,
E G\(A C\(*1\_ (EA+GB EC+GD\(*1
(F H) (B D) (xz) B (FA +HB FC+ HD) (xz)
Por lo que queda definido como realizar el producto de dos matrices,

(E G)(A C)_(EA+GB EC+GD)

F H/\B D/ \FA+HB FC+HD

Debemos tener muy presente, teniendo en cuenta lo demostrado, que el producto
de matrices es la composicion de dos aplicaciones lineales, y tal como sabemos, la
operacion de composicion no es conmutativa. Es decir, el orden en que se produce el

producto define el resultado.

Como ejemplo de ello compararemos con la composicion en orden inverso:

" C)(L(E o) (;;))=L(EA+GB c+op) (2)

B D F H FA+HB FC+HD

Que como producto de matrices es,

(A C)(E G)_(AE+CF AG+CH)

B D/\F H) ™ \BE+DF BG+DH

Comparando ambos productos confirmamos lo definido,
F WG *G G B
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Y, en general,

(EA+GB EC+GD) (AE+CF AG+CH)
FA+HB FC+HD BE + DF BG + DH

La demostracion ha sido realizada Unicamente para aplicaciones lineales entre
espacios de dos dimensiones, pero a partir de aqui se puede definir exactamente igual

en el resto de dimensiones.

En el caso del producto, al contrario que en la suma, para que se pueda realizar
la condicién no es que las dos tengan la misma dimensién, sino que las dimensiones
sean compatibles entre si. Hay que tener en cuenta que la dimension de los espacios
entre los que se produce la aplicacion lineal y la matriz correspondiente guardan
relacion, siendo determinado el numero de columnas de la matriz por la dimension del
espacio origen y el niumero de filas por la dimensién del espacio imagen. Para poder
realizar dos aplicaciones lineales consecutivas, la dimension del espacio imagen de la
aplicacion que actta en primer lugar (L), en el ejemplo) debe ser igual a la dimensién

del espacio origen de la que actda en el segundo lugar (Ly).

Ly Ly

R* — R*—R¢

Esto traducido al producto de matrices, define que para que el producto entre
dos matrices se pueda realizar el nimero de columnas de la primera matriz debe ser
igual al namero de filas de la segunda, obteniendo una matriz resultante con el mismo
namero de filas que la primera matriz y el mismo nimero de columnas que la segunda

matriz.

Por lo tanto, para realizar el producto entre dos matrices se multiplicaran y
sumaran de forma ordenada los elementos uno a uno de cada fila por cada columna.

Escrito de forma genérica:
(all a1n> <b11 blk) <a11 *byy + o F by g R by ag, bnk)
Ap1 " Gmn bnl bnk am1 * by +'"+amn*bn1 o Ay *b1k+ st Qg *bnk
Estos son un par de ejemplos con coeficientes:

— 2% (=3)+3=(-1) 214+ 3%(-3) -9 -
( ’ 3) * (—i —13) - ((—1) * (—3-)|_+ 2*x(—=1) (—-1)= -1I_+ 2% (—3)) - ( 19 —;)
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1 3 172\ (1 1#143%(=3)+1/2%2 —7
(4 2/5 —2) * (_23> = (4 1 +J£/5 * (—3)1 (—2) * 2) = (_ 6/5)

Matriz traspuesta

Como hemos visto, inicialmente definiamos el producto entre una matriz y un
vector columna pero, ¢y si el vector se colocara de forma horizontal? Es decir, si lo
escribiéramos como una matriz fila. En ese caso, debemos tener en cuenta dos
condicionantes. El primero es que deberiamos cambiar el orden de las matrices, ya que
como hemos dicho para poder realizar el producto la primera matriz debe tener el mismo
namero de columnas que la segunda de filas. Ademas, para que el producto sea lo
mismo debemos llevar a cabo un cambio en la matriz: tendremos que cambiar el orden
de los elementos, pasando las filas a ser las columnas y viceversa, para que se
multipliquen en el orden correcto. Esta nueva matriz sera la matriz traspuesta (M%) de
la anterior. Si nos fijamos, en realidad al escribir el vector como fila también estamos
realizando su traspuesta del vector columna correspondiente. Veamos esto con uno de

los ejemplos utilizado anteriormente,

Si cambiamos los elementos de las filas y los colocamos como columnas

obtenemos las matrices traspuestas:

m=(; O)yNi=@ -1

Si realizamos el producto entre estas dos matrices,

0

2 -1 (411 e

)=(2 3

Observando el resultado, que es la traspuesta del producto podemos deducir una

propiedad muy interesante y facil de demostrar en general del producto de la traspuesta:

(M-N)t =Nt-Mt
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Matriz simétrica

Otra pregunta interesante que surge a partir de las matrices traspuestas es saber
si hay alguna matriz que sea igual a su traspuesta (M = M*), lo que significaria que los
elementos que componen una fila serian iguales que los que componen la columna de

la misma posicion. Escrito de forma genérica: a;; = a;;

Estas son las matrices simétricas, ya que los elementos bajo la diagonal principal

son simétricos con respecto a ella de los elementos sobre la misma.

Una vez definidas estas operaciones podemos volver a nuestro supuesto inicial
en el que suponiamos que vamos al mercado y compramos cuatro parejas de conejos
jovenes. Las parejas jovenes se convierten en adultas al cumplir un mes de vida y las
parejas adultas se reproducen dando lugar a una nueva pareja cada mes. En este
ejemplo no hay mortalidad, por lo que todas las parejas jovenes pasaran a ser adultas

y las adultas se multiplicaran continuamente.

Este era el sistema que regia dicho caso,

Ap =Jno1 HAp
Y que ahora podemos escribir de forma matricial,
(]n) — (0 1) (]n—1>
Ap 1 1/\Ap_1

Si queremos calcular el nimero de parejas al final del primer bastaria con sustituir

con los datos iniciales y operar como hemos definido,

(1)=-G D=6

Esto quiere decir que el primer mes las parejas de conejos jovenes se habran

convertido en adultos y al no haber adultos inicialmente no tendremos nuevas crias.
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Si quisiéramos saber cuantas parejas de conejos tendremos el segundo mes,
bastaria con sustituir con los nuevos datos, es decir, con ninguna pareja joven y cuatro

parejas adultas,
]2) _ (0 1)\/(0\ _ (4
()=G DE-=G)
Por lo tanto el segundo mes tendremos cuatro parejas jovenes y cuatro adultas.

Sin embargo, gracias al producto de matrices definido anteriormente, podriamos

obtener una nueva matriz que representara este proceso.

(2)=C H(C H)

Como el producto de matrices tiene propiedad asociativa,

(2)=(C DE D))
Operando obtenemos,

(%)-G 2(G)

Si comprobamos con los datos iniciales,

() =G 2@-0

Por lo tanto, gracias a nuestro ejemplo, podemos observar cémo el proceso
iterativo del cual habiamos hablado al principio es en realidad el producto de forma
iterativa de matrices. De hecho, podemos comprobar que el resultado es el mismo que

en nuestra simulacion por ordenador.

Hasta ahora hemos definido gracias a nuestro ejemplo con poblaciones y las
aplicaciones lineales qué es una matriz y como podemos realizar las operaciones y

suma y producto.
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Matriz identidad

Como bien sabemos, las operaciones cuentan con elementos especiales. Por
ejemplo, en el producto de nimeros reales el nimero 1 es el elemento neutro o elemento
identidad. En el caso del producto de matrices también hay un elemento neutro llamado
matriz identidad. Esta matriz representa la aplicacion lineal llamada aplicacién
identidad, que va de un espacio vectorial a si mismo, identificando cada elemento con

si mismo.

Al contrario que en el producto de nimeros reales, no hay una Unica matriz
identidad pues su dimensién depende de la del espacio de trabajo, aunque todas ellas
tendrén unas caracteristicas comunes.

Las matrices identidad son siempre matrices cuadradas de orden n en cuya
diagonal principal, que es la compuesta por todos los elementos que van desde la
esquina superior izquierda a la esquina inferior derecha, todos los elementos son la

unidad y el resto son el cero.

Por ejemplo, segun la dimensién, tenemos:

10 0
L =) 12=(é 2) 13=<0 1 0)

Escrita de forma genérica,

10 0
e
0 0 1

Podemos comprobar que se cumple realizando el producto de una matriz

cualquiera por la matriz identidad correspondiente:

(—42 1{5) ((1) (1)) B (—42++00 00++1{5) B (—42 1{5)

La matriz identidad, ademas de ser cuadrada es también del tipo diagonal. Las
matrices diagonales son todas aquellas en las que todos sus elementos son nulos (0)

excepto aquellos pertenecientes a su diagonal principal. Si ademas todos los elementos
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de su diagonal principal son iguales se las denominan matrices escalares, que son
multiplos de la matriz identidad.

Lo tanto, la matriz identidad es una matriz cuadrada, porque tiene el mismo
namero de filas que de columnas, diagonal, porque todos sus elementos son nulos
excepto los de la diagonal principal, y escalar, ya que los elementos que forman esa
diagonal principal son iguales.

Matriz inversa

Tal como hemos definido, la matriz identidad corresponde a la aplicacion lineal

gque va desde un espacio vectorial a si mismo. Por ejemplo:

I
R12 %Rlz

Del mismo modo, si suponemos una matriz M que es la aplicacién lineal que va
de un espacio a otro, es posible que exista una matriz M~! que vuelve del segundo

espacio al original dejando las cosas como estaban al principio.

M
R? = R?

M—l

Por lo tanto, la composicion de esas dos aplicaciones lineales, 0 como ya hemos
visto, el producto de ambas matrices es equivalente a la aplicacién lineal identidad o
matriz identidad. Asi que si hay una matriz M~! que multiplicada por M es igual a la
matriz identidad, esta matriz se denomina matriz inversa. En este caso, si podemos
cambiar el orden de las matrices en el producto y seguimos obteniendo la matriz
identidad puesto que si se da primero la aplicacion M~ y después M iriamos del

segundo espacio vectorial a si mismo.
Asi que sabemos que,

M-M"1=]
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Gracias a esta condicion con respecto al producto, podemos intentar hallar la
matriz inversa. Si suponemos que M es la matriz que regia nuestro primer ejemplo,
sabiendo cual es su matriz identidad correspondiente y definiendo la matriz inversa a

hallar:

w126 ) €Y

Sustituimos las matrices en la ecuacion:

G )G D=6

Si operamos tal como hemos definido el producto de matrices,
0 1\ .(x »N_( Z t
G )G D=Gas yad

Y lo igualamos a la matriz identidad, obtendremos un sistema de ecuaciones
sencillo de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas ya que sabemos que para que dos
matrices sean iguales deben tener la misma dimension y que todos sus elementos sean

iguales,

(x-ZI—z y-ti-t)z(é (1))

z=1

t=20
x+z=0
y+t=1

Por lo tanto la matriz inversa en este caso es,

= (3D

Desgraciadamente, el sistema anterior no siempre es compatible como podemos

ver en el siguiente ejemplo.
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Operando directamente,

G DG D=GZ 720=0 )
Obtendriamos el siguiente sistema que es incompatible.

—x+z=1
x—z=0

—-y+t=0
y—t=1

Por lo tanto, es importante tener en cuenta que no siempre existe matriz inversa,
es decir, no todas las matrices son invertibles. Para que una matriz tenga inversa debe
ser cuadrada y la matriz inversa también debe serlo. ¢ Existe alguna otra condicion que
permita saber si una matriz es invertible? Como se muestra en el ejemplo, si el sistema
obtenido es incompatible no habrd matriz inversa. En unidades posteriores se
desarrollaran métodos mas rapidos y gracias a los que podremos concluir por qué las
matrices con las que estamos tratando en nuestro ejemplo de poblaciones siempre son

invertibles.
Matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

Una forma de hallar esta matriz inversa de manera rapida, puesto que no todos
los sistemas seran tan sencillos como el anterior, consiste en el llamado “Método de
Gauss-Jordan”. En este método consiste en dos pasos: uno primero en el cual se
construye una nueva matriz (M|I) formada por la matriz a invertir (M) y la matriz
identidad (I) de la misma dimension. Y un segundo paso en el que realizaremos
ordenadamente transformaciones consistentes en hacer combinaciones lineales entre
las filas de la matriz con el objetivo de que al final la identidad quede en la mitad
izquierda. En este punto, la matriz inversa buscada serd lo que quede a la derecha
(I|M~1). Este proceso sera imposible si en la mitad izquierda nos aparece alguna fila de
ceros, con lo que nunca podremos llegar a la identidad. En este caso, M no tendria

inversa.
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Vuelta al problema inicial

Recuperando la simulacion sobre la evolucion de la poblacién del ejemplo de
Fibonacci (Tabla 2), vamos a analizar qué son y qué significan las distintas columnas y
valores. Segun la nomenclatura empleada es sencillo deducir las tres primeras

columnas pero, ¢qué significa que las tres Ultimas columnas tiendan a estabilizarse?

Si nos fijamos en la tabla, observamos que dos de las columnas tienden siempre
a estabilizarse en torno al mismo valor cuando la n aumenta. Por lo tanto, podemos decir

que cuando n tiende a infinito se cumple que,

O lo que es lo mismo,

Esto significa que existe un valor A para el que, aproximadamente (tanto mas

preciso cuanto mayor es n)

() =2(21)

Ademas, tal como ya sabemos existe otra forma de hallar la cantidad de individuos

en el mes siguiente, y corresponde con la igualdad,

G = D)

Por lo tanto, si lo equiparamos obtenemos una nueva ecuacion,

G D()=2()

Gracias a los conocimientos que ya tenemos podemos expresarlo como una

ecuacion igualada a cero.
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¢ D))=

Y multiplicaremos la constante por la matriz identidad con el objetivo de conseguir
una homogeneidad y facilitar su operacion.

C D0 -G D=

Podemos operar para convertirlo en la forma matricial de un sistema,

(_1/1 1 ix) (il?l) - (8)
Escrito como sistema,

{’—A]n+An=0
nt(1—=—DA4,=0

Como bien sabemos hay tres tipos de sistemas: sistemas incompatibles, que son
aguellos que no tienen solucién; y dentro de los sistemas compatibles, que son aquellos
que si la tienen, pueden ser compatibles determinados, los que tienen una Unica

solucién, y compatibles indeterminados, que tienen mas de una solucion.

Si pensamos cémo podemos hallar esa constante podemos valorar las distintas
opciones. Como queremos que tenga solucién debemos hacer que la constante no sea
un valor que haga incompatible el sistema. Ahora bien, dentro de las dos opciones que
tenemos para que sea compatible, si asignamos a A un valor que hiciera que el sistema
sea compatible determinado, y al ser todas las ecuaciones iguales a cero, la Unica
solucion seria la trivial. Podemos deducir que en nuestro caso esta situacion careceria

de sentido puesto que entonces estariamos diciendo que no hay individuos.

Por lo tanto, el objetivo es encontrar los valores de A para los cuales el sistema es

compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

Este sistema se puede resolver de forma muy sencilla por el método de

sustitucion:

Despejando 4,, en la primera ecuacién obtenemos que 4, = 4/,
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Sustituyendo en la segunda ecuacion,

JntA-DAY,=0

Operando y sacando factor comun J,, obtenemos,

1+1-22)],=0

Para que esta igualdad se cumpla sin importar el valor de J,,, lo que convertiria el
sistema en compatible indeterminado, lo contenido en el interior del paréntesis (1 + A —
A?) debe ser igual a cero. Por lo tanto hallaremos los valores de A para los cuales se

cumple la siguiente igualdad.

—1-2+2*=0

Esta ecuacién de segundo grado se corresponde con el determinante de la matriz

1
pero que en matrices de orden dos se corresponde con el producto de los elementos de

(_”l 1 1/1) concepto que se verd mas adelante en unidades didacticas posteriores

la diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria. Este
ejemplo nos sirve como excelente introduccion a dicho tema explicando posteriormente

cémo se realiza en matrices de orden superior.

Resolviendo mediante la formula obtenemos dos valores,

14++/5 1—+/5
A= > YA, = )

Si sustituimos el mayor en valor absoluto, que es el autovalor dominante, en el

sistema inicial, daria lugar al siguiente:

(1445
{— 2 ]n+An:0

1-+5
k ]n_TAn =0

Este sistema lo podemos resolver empleando el método de Gauss aprendido en

cursos anteriores. En primer lugar lo escribimos de forma matricial,
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Como ya sabemos, el objetivo es hacer ceros mediante operaciones entre filas

para dejarlo de forma escalonada. Si a la segunda fila la multiplicamos por %ﬁ y le

sumamos la primera obtenemos la siguiente matriz:

<_1+2\/§ 1‘())
o ol

Por lo tanto sabemos que tal como queriamos se trata de un sistema compatible

indeterminado cuyas soluciones obtenemos asignando una variable.

1++5
Jn=2 A, = > z=~1,618

Utilizando el dato aproximado a tres cifras decimales obtenemos cualquier vector

de la forma,

v= (1,62182)

Existen distintos tipos de normalizaciones, por ejemplo en la normalizacién
euclidea se busca que la longitud del vector sea igual a 1. En este caso, lo
normalizaremos con el objetivo de que la suma de ambos elementos del vector sea 1.

Posteriormente encontraremos sentido al porqué de esta normalizacion.
z+ 1,618z =1

Por lo que z = 0,382, teniendo en cuenta siempre la aproximacion realizada

anteriormente. Sustituyendo dicho valor obtenemos el llamado vector normalizado,

7= (6e15)

Si nos fijamos en ese valor y en la simulacién (Tabla 2) pronto observamos que

es la constante a la que tiende la ultima columna.
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En este caso, al tratarse de un ejemplo muy sencillo podemos resolverlo por este
método. Sin embargo, si aumentdramos el nimero de rangos de edad, es decir, la
dimensién de la matriz, la resolucion ya no seria tan sencilla y requeriria nuevos
conocimientos. Ademas, como ya sabemos, no todas las ecuaciones de segundo grado
tienen solucion real por lo que no siempre podremos hallar el valor 1. Gracias a
conocimientos de temas posteriores, como el empleo de determinantes podremos
deducir qué tienen de especial las matrices del caso estudiado y por qué siempre

aparecen estos valores.

Por lo tanto es posible continuar y resolver otros ejemplos de poblaciones y llegar
a nuevas respuestas ante preguntas que surgen de este estudio. Esto nos daréa pie a
continuar con las siguientes unidades didacticas correspondientes a determinantes y su
aplicacion a la resolucién de sistemas. Permitiéndonos asi, explicar todo el bloque
correspondiente a Algebra de 2° de Bachillerato a través de un ejemplo real siguiendo
el modelo planteado en este trabajo.

A raiz de lo desarrollado se plantean una serie de preguntas: ¢Qué son estos
valores obtenidos? ¢Qué representan con respecto a una poblacién? ¢ Tienen algo de
especial las matrices que representan poblaciones? Estas preguntas son muy
interesantes para responderlas mediante la observacion y la comprensién de: todo lo
realizado para obtener los valores, de los datos obtenidos, de la representacion grafica
de GeoGebra y de las tablas que representan la simulacion del desarrollo de la
poblacion. Por lo tanto, se intentard que los estudiantes lleguen a estas respuestas,
consiguiendo asi una comprension real y no Unicamente una memorizacion de pasos a

seguir.

¢, Qué son los valores obtenidos?

Recuperando |a representacion en GeoGebra visualizamos que el vector obtenido

indica la direccién en la cual ambos vectores (¥ y 1) de la representacion coinciden.
Ademas, los valores (1) se corresponden con los médulos del vector cuando esto ocurre.
Teniendo lugar dos veces, siendo el autovalor dominante el médulo en el momento que

la dilatacion es mayor.

El vector que cumple esto y que hemos obtenido es llamado autovector. Los
valores obtenidos (1; y 1,), de los cuales nos quedamos con el mayor en valor absoluto,
son llamados autovalores y autovalor dominante respectivamente. Ambos conceptos

con esta denominacion serdn desarrollados cuando se amplien sus conocimientos
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matematicos en su formacion académica posterior. Por lo tanto son mencionados pero

no desarrollados mas profundamente en el presente trabajo.

En caso de que el grupo de estudiantes con los que se esté desarrollando el tema
estuvieran motivados para continuar profundizando, podrian proponerse calculos
adicionales. Por ejemplo, intentar establecer condiciones que debe cumplir una matriz
de dimension 2x2 para que tenga autovalores. Poniendo especial énfasis en el caso

simétrico.

¢ Qué representan estos valores con respecto a una poblacion?

Si observamos los valores calculados y la simulacion del ejemplo analizado (Tabla
2) podemos llegar a la conclusion de que: el valor obtenido en la cuarta y en la quinta
columna se corresponden con lo denominado autovalor dominante y el valor obtenido
en la sexta columna se corresponde con el primer componente del autovector asociado
a este autovalor. Podriamos elaborar una columna mas que representara el valor de

A,/(n + Ay) y se corresponderia con el segundo componente del vector.

Por lo tanto, partiendo de esta afirmacion y observando el resto de simulaciones
podremos llegar a diversas conclusiones. En relaciébn al autovalor dominante,
analizando la cuarta columna, que representan la proporcion entre jévenes en un
determinado periodo y jovenes en el periodo anterior, junto con la quinta columna que
representa esa misma relacion pero entre adultos, podemos apreciar que ese valor es
el factor por el que se multiplica la poblacién cada mes. Es decir, el autovalor dominante

es el coeficiente por el cual se multiplica la poblacién cada ciclo reproductor.

Si se comprende esto, es sencillo llegar a la conclusién de que si dicho valor es
menor que uno, debiendo estar siempre entre cero y uno ya que una poblacion no puede
multiplicarse por un factor negativo, la poblacion tenderd a decrecer. Llegando a
desaparecer, puesto que tendera a cero cuando n tiende a infinito. Por el contrario, si el
factor es mayor que uno la poblacion ira en aumento constantemente. ¢Hay alguna
posibilidad de que la poblacion se mantenga constante? Obviamente, si el factor

(autovalor dominante) asociado es igual a uno la poblacién no variara.

Esto nos sugiere la pregunta de cédmo el ser humano u otros factores podrian influir
en variar estos autovalores. Observando las distintas simulaciones o realizando el
calculo de los autovalores y autovectores, veremos que siempre estan definidos por la

matriz a la que estan asociados. Por lo que si por ejemplo el ser humano cazara con el
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objetivo de mantener una poblacién estable, dicha accion se veria reflejada en la matriz.

Al igual que si se introdujera un depredador en el ecosistema.

En Jdltimo lugar, observamos que el autovector normalizado asociado se
corresponde con la ultima columna de la tabla Excel. Esta representa la proporcion de
individuos jovenes con respecto al total de individuos. Por lo tanto, podemos saber que
la proporcion entre ambos siempre tendera a ser constante. Estando en el ejemplo
siempre un 38,20% de la poblacién compuesta por jévenes y un 61,8% por adultos.
Valores que se corresponden con el autovector asociado calculado, una vez
normalizado convenientemente. Por lo que al tratarse de porcentajes el objetivo es que
el total sume el 100%, este es el motivo por el que se normaliza haciendo que la suma
sea 1.

¢ Tienen algo de especial las matrices que representan poblaciones?

En el afio 1945, el ecélogo escocés Patrick Holt Leslie escribié un articulo (Leslie,

1945) en el cual explicaba las matrices que regian las poblaciones.

Vorume XXXIII, Parr III NoveMBER 1945

ON THE USE OF MATRICES IN CERTAIN
POPULATION MATHEMATICS

By P. H. LESLIE, Bureau of Animal Population, Ozford University

CONTENTS
PAGE PAGE
1. Introduction . . 183 13. The approach to the stable age dis-
2. Derivation of the mai.mx e]ementa . 184 tribution . 199
3. Numerical example . 5 f . 185 14, Special case of the mnt.nx w1th rm]y a
4. Properties of the basic matrix . 187 single non-zero F, element . 200
5. Transformation of the co- crrdlnat-a 15. Numerical comparison with the usua-!
system . . 188 methods of computation . .20
8. Rélation between bhe cannmca,l form 16. Further practical applications . . 207
B and the L,m, column . . 190 . :
7. The stable age distribution . . 191 Appendix: (1) The tables of mortality and
8. Properties of the stable vecto: 192 fertility g 200
: P BEv s : (2) Calculation of the rat,e of
9. The spectral set of operators . 193
increase 210
10. Reduction of B to classical cancmcal 3 N ical I f th
form . 194 (3) Numeri ]va- u: o e o1
11. The relation bet.ween gi‘i and i vactors 195 matrix elemen ' )
12, Case of repeated latent roots . . 197 References . . f 5 = . 212

Imagen 1. Articulo original P. H. Leslie.
Estas matrices se siguen empleando hoy en dia para el estudio de poblaciones

tanto de animales como de plantas, asi como incluso en el campo de los seguros de
vida.
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Tal como hemos visto en nuestros ejemplos, las poblaciones se deben poder
estructurar en grupos de edad y tener ciclos reproductivos determinados. En muchas
especies, los ciclos reproductivos van asociados a la edad de los individuos. Por
ejemplo, la campanilla parpura, una flor de las praderas, no se reproduce en sus tres
primeros afios de edad pero posteriormente produce semillas durante el resto de su
vida. P. H. Leslie define modelos en tiempo discreto estructurados por edades, en ellos
se estudia Unicamente a los individuos hembra, ya que son los que producen las crias,
se supone una unica reproduccion en el periodo definido y se censa la poblacién al final

de cada ciclo reproductivo.

En dicho articulo, y tal como los estudiantes pueden deducir de distintos ejemplos
empleados, se explican las caracteristicas de estas matrices en las que la mortalidad y
la natalidad ocupan siempre las mismas posiciones y el resto de elementos son 0.
Ademas se demuestra que siempre hay autovalores y en concreto hay un autovalor
dominante real. Esta demostracién es necesaria ya que no todas las matrices tienen
autovalores y por lo tanto autovectores. El estudio de en qué casos hay o no se realizara

en niveles superiores una vez los estudiantes cuenten con conocimientos mas amplios.

A continuacién, veamos en el siguiente ejemplo a través del que los estudiantes
tendran que deducir y definir qué expresa cada dato en la matriz de Leslie y por el que
llegaremos a la forma genérica dada en su articulo. La matriz de Leslie de la poblacion

a estudiar es:

0 2 15 0
04 O 0 O
0 04 0 O
0 0 02 0

Tal como se ha visto en los ejemplos podemos deducir que en este caso habra
cuatro grupos de edad, ya que las matrices de Leslie son siempre cuadradas de orden

el nimero de grupos de edad de los que se componga la poblacion.

Si expresamos la dinamica de forma matricial obtenemos,

Ant1 0 2 15 0\ /A,
Bhy1 ) _[04 0 0 0)[B,
Crit 0 04 0 0]\Cy
Dpiq 0 0 02 0/\D,
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Continuando con el andlisis, y tal como hemos definido que se multiplican las
matrices, obtenemos que los nuevos miembros que compondran el grupo de edad mas
joven resultaran de la multiplicacion de la primera fila de la matriz de Leslie por la matriz
columna.

0 2 15 0
04 0 0 0
0 04 0 O
0 0 02 0

Por lo tanto, esta primera fila representa la natalidad, incluyendo las crias que
tienen cada grupo de edad. Ademas, podemos llegar a la conclusion de que la aparicién
de cifras decimales, como el 1,5 se debe a que se calcula la media de crias que tiene
cada grupo. Con respecto a esta fila también deducimos que el grupo de edad mas joven

y el méas viejo no se reproducen.

Observando las tres filas restantes y al igual que en el caso anterior segun lo
aprendido en cuanto al producto de matrices. Vemos que de forma obligatoria algunos
elementos de la matriz deberan ser ceros. Puesto que el envejecimiento es siempre

lineal y un individuo no podra saltarse un grupo de edad en su maduracion.

En ultimo lugar observamos los elementos en diagonal bajo la diagonal principal,

gue son los Unicos que no son necesariamente nulos junto con la primera fila.

0 2 15 0
04 -.0 0 o
0-04 -0 0
0 0--02,0

Estos elementos se corresponden con la mortalidad de la poblacién. Podemos
observar que en cada grupo de edad sobreviven un determinado porcentaje de
individuos en cada ciclo reproductivo. Por ejemplo, el valor nos indica que el 60% de los
individuos del primer grupo de edad mueren y solo el 40% pasa a ser adulto. Por ello, si
no hubiera mortalidad dentro de estos grupos de edad el valor de los elementos
correspondientes seria 1, es decir, el 100%. Es importante ser conscientes de que nunca
podria ser mayor ya que no pueden pasar a ser de un grupo de edad mas individuos de
los que habia en el periodo anterior en el grupo inmediatamente mas joven. Ademas,

debemos ser conscientes de que ese valor nunca podria ser 0, ya que significaria que
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mueren todos los individuos de un grupo lo que haria que los grupos de mayor edad

posteriores nunca existieran dando lugar a una matriz distinta.

Una vez comprendido lo que significan estos valores y tal como hemos
mencionado antes al referirnos a la estabilidad de la poblacion si el autovalor dominante
esigual a 1. Llegamos a la necesidad de discutir una matriz en funcion de un parametro
¢ que en este caso se corresponderia con el porcentaje de caza permitido y en qué

grupos de edad se permite.

Realizando el ejemplo con el caso inicial de Fibonacci y permitiendo la caza
Unicamente en adultos vamos a determinar el porcentaje de caza que se necesitaria
para conseguir mantener la poblacion estable. Llegariamos a la conclusion de que dicha
variable que se expresaria igualmente como un nimero real entre 0y 1 deberia restarse

en los elementos correspondientes tal como aparece a continuacion:

(2 D)

Empleando la formula definida antes para matrices de orden 2

/1_1i\/12+4'1'(1—c)_1i\/5—4c
B 2 B 2

Si queremos que el autovalor dominante sea 1 necesitamos que v5—4c=1, lo
que significa que tiene que ser 5 — 4c = 1. Por lo tanto en este caso, c =1 o lo que es
lo mismo, se deben cazar el 100% de los conejos adultos después de la reproduccion.

Esto tiene sentido en nuestro caso ya que este supuesto era sin mortalidad.

Volviendo al ejemplo con cuatro clases de edad anterior y planteando la cuestion
de qué porcentaje de caza se tiene que permitir en el tercer y cuarto grupo de edad para
conseguir que la poblacion sea estable, teniendo en cuenta que la cada se produce justo

después de la reproduccion y antes del final del periodo.

0 2 1,5 0
0,4 0 0 0
0 04-c 0 0
0 0 02—-c O
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En este caso aun no se cuenta con la capacidad de calcular el determinante
correspondiente ya que se aprenderd en unidades posteriores. Sin embargo, los
estudiantes podran realizar un analisis numérico con WolframAlpha que les
proporcionara los autovalores y podran llegar a la solucion por tanteo, siguiendo el
método de biseccion con el objetivo de que el autovalor dominante sea 1. Después de
realizarlo tal como se ve en el anexo VI aproximaremos el valor ¢ a dos cifras decimales
obteniendo un autovalor equivalente a 1,00002 siendo c igual a 0,0666. Por lo tanto, se
podria permitir un porcentaje del 6,66% en cada clase.

Es importante tener en cuenta que los autovectores que nos proporciona
WolframAlpha no estan normalizados del modo que define Leslie en su articulo (Leslie,
1945) por lo que para conseguir la proporcion deberiamos adaptarlo. Para ello cada
componente tiene que dividirse entre la suma total de los componentes. Es decir, el

autovector normalizado al estilo Leslie partiendo de un vector v = (v, v5, v3) Seria

1 U, VU3
ViU, 3 v+ U, 3 v U, + s

W=

En ultimo lugar, podemos plantear un ejercicio resumen que por un lado nos
servird para consolidar los contenidos trabajados, y por otro nos permitiria avanzar un

paso mas alla si el interés de los alumnos lo requiere. Dada una matriz de Leslie de
orden 2 como por ejemplo (2 i) , correspondiente al segundo ejemplo planteado en

las simulaciones, en primer lugar se les pedira que calculen los autovalores (1; y 1,) y
los autovectores asociados (v y 1). Una vez calculados deberan interpretar qué significa
el autovalor dominante y el autovector asociado, tal como se ha realizado en los

ejemplos. Posteriormente se les planteard que comprueben la siguiente igualdad,
0 2\ _ [Us U Ay 0\ up u_\t
(1 1) - (v+ u_) ( 0 ,1_) (v+ u_)

A través de dicha comprobacion practicaran el célculo de la matriz inversa asi
como el producto de matrices.

Ademas, dicha comprobacion nos daria una base sobre la que poder explicar el
motivo por el que se elige el autovalor dominante. Esto podria ser demostrado facilmente
en dimensién 2, conectando nuevamente de modo natural con el concepto de limite.
Dicha demostracién quedaria fuera de los contenidos del nivel, pero podria ser muy

positivo de cara a no dejar sin respuesta a algun estudiante especialmente interesado.
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Reforzando asi de manera natural una de la atencién a la diversidad contemplada por

la ley.

4.2. Herramientas TIC empleadas

Del mismo modo que se han ido enlazando y desarrollando contenidos a raiz de
la necesidad impuesta por los ejemplos del hilo conductor, durante el desarrollo
propuesto también se requerird del uso de diversas Tecnologias de la Informacién y
Comunicacién (TIC) a través de las cuales se trabajard la competencia digital. Estas
herramientas son el programa informatico Excel, el software mateméatico GeoGebra, la

aplicacion movil Matrix Calculator y el software WolframAlpha.

Los estudiantes podran realizar sus propias simulaciones de evolucién de una
poblacion con el programa Excel o el software Google Sheets, de empleo practicamente
idéntico. Gracias a ello aprenderan a realizar célculos iterativos de forma rapida
incluyendo la introduccion de férmulas asi como las distintas configuraciones que deben

dar a las celdas para obtener el nimero de decimales que quieran en cada situacion.

Parailustrar el concepto de aplicacién lineal se ha empleado una simulacién hecha
con el software GeoGebra. Si los estudiantes tuvieran en ese momento unas nociones
del mismo podrian realizar pruebas modificando los distintos datos para entender mejor
como afecta a la simulacién. Ademas, se ampliaria su conocimiento sobre él en relacion

al uso de deslizadores, introduccién de texto con férmulas y otros comandos Utiles.

También se empleara la aplicacién para mdviles y tablets Matrix Calculator, que
también cuenta con version para ordenadores. Hoy en dia los estudiantes estan
completamente acostumbrados al uso de aplicaciones moviles por lo que es importante
gue conozcan nuevas aplicaciones con distintas utilidades. Esta aplicacion servira para
confirmar calculos hechos por ellos, como por ejemplo el calculo de una traspuesta, asi
como para respaldar las afirmaciones hechas en cuanto a las caracteristicas que deben
cumplir distintas matrices para realizar operaciones o la neutralidad de la matriz
identidad con respecto al producto. Probando en la aplicacion qué matrices permite

multiplicar y cuéles no.
Por ultimo se utilizara el software WolframAlpha, una herramienta muy util en el

campo de las matematicas y que la gran mayoria de los estudiantes no conoce. En este

caso aprenderdn la sintaxis para introducir matrices e interpretar los distintos datos que
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les proporcionara. En el anexo VI se encuentra un ejemplo del método a realizar con

algunos de los pasos dados.

Todas las TIC empleadas son gratuitas y de libre acceso con el objetivo de que
ningun estudiante tenga dificultades a la hora de su utilizacion.
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5. Conclusiones

En la actualidad, el modo el modo en que se explican las matematicas continua
empleando mayoritariamente una metodologia tradicional en la que el docente expone
los contenidos y el estudiante es un mero receptor. Practicamente todos los contenidos
se exponen de manera descontextualizada de sus usos, dejando los mismos como un
apartado meramente anecdoético en el desarrollo de los mismos. Este hecho dificulta el
interés y la motivacion de los estudiantes en el mismo asi como la comprension de
ciertos conceptos mas alla de la mera memaorizacion de mecanismos y procedimientos.
Por estos motivos el presente trabajo se desarrolla a través de un hilo conductor
generando los conocimientos a través de un problema perfectamente visualizable y
entendible por los estudiantes. Propiciando ademas el descubrimiento de los
conocimientos mateméaticos por parte de los estudiantes a través de preguntas y
ejemplos dirigidos a tal objetivo.

El presente trabajo es un documento inicial que proporciona las pautas en cuanto
a qué contenido desarrollar, cdbmo hacerlo y cémo conectarlo, con el objetivo de que
todo aparezca de forma completamente natural y coherente cuando los ejemplos asi lo
requieren. Ademas de dar pie en diversas ocasiones a otros contenidos del curriculo de
esta misma manera. A partir del mismo podriamos continuar con un desarrollo mas
exhaustivo de la unidad didactica llevando a cabo una temporalizacién, disefiando las
distintas actividades para la misma siguiendo el modo en el cual se ha explicado la
misma, etcétera. Ademas, se podria continuar desarrollando el presente trabajo
incluyendo todos los contenidos del bloque de numeros y algebra, es decir,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, siguiendo con el mismo hilo
conductor. También se podria utilizar como muestra este documento para llevar a cabo
un desarrollo alternativo de la unidad con otro tipo de modelos como por ejemplo
cadenas de Markov, pudiendo quedar las mismas relacionadas con las Matematicas

Aplicadas a las Ciencias Sociales.

Gracias a este trabajo podemos confirmar la teoria de que es factible explicar las
matrices en particular y las mateméticas en general, de un modo distinto incorporando
nuevas teorias de aprendizaje, reforzando ademas las distintas competencias
establecidas por la legislacién vigente y cumpliendo de igual manera con los estandares
de aprendizaje evaluables. Por ello, el presente trabajo asienta unas bases que podrian
ser tomadas como modelo para el desarrollo completo de la asignatura en distintos

niveles y a través de diversos ejemplos, intentando mantener siempre la relacion, no
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solo con la vida cotidiana y otras asignaturas, sino con el resto de conocimientos de la

propia asignatura.
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Anexo |

BOLETIN OFICIAL DEL ESTADO

Sabado 3 de enero de 2015

Matematicas II. 2° Bachillerato

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Planificacion del proceso de resolucion
de problemas.

Estrategias y procedimientos puestos
en practica: relacion con otros problemas
conocidos, modificacion de variables,
suponer el problema resuelto.

Soluciones y/o resultados obtenidos:
coherencia de las soluciones con la
situacion,  revision  sistematica  del
proceso, ofras formas de resolucion,
problemas parecidos, generalizaciones y
particularizaciones interesantes.

Iniciacion a la demostracion en
matematicas: meétodos, razonamientos,
lenguajes, efc.

Métodos de demostracion: reduccion al
absurdo, método  de induccion,
contraejemplos, razonamientos
encadenados, efc.

Razonamiento deductivo e inductivo

Lenguaje grafico, algebraico, otras
formas de representacion de argumentos.

Elaboracion y presentacion oral y/o
escrita de informes cientificos sobre el
proceso seguido en la resolucion de un
problema o en la demostracion de un
resultado matematico.

Realizacion de investigaciones
matematicas a partir de contextos de la
realidad o contextos del mundo de las
matematicas.

Elaboracion y presentacion de un
informe  cientifico sobre el proceso,
resultados y conclusiones del proceso de
investigacion desarrollado.

Practica de los proceso de
matematizacion y modelizacién, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades
para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo
cientifico.

Utilizacion de medios tecnolégicos en
el proceso de aprendizaje para:

a) la recogida ordenada y la
organizacion de datos;

b) la elaboracion y creacion de
representaciones graficas de datos
numeéricos, funcionales o estadisticos;

c) facilitar la comprension de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacion de calculos de tipo
numeérico, algebraico o estadistico;

d) el disefio de simulaciones y la

elaboracion de predicciones  sobre
situaciones matematicas diversas;
e) la elaboracion de informes y

documentos sobre los procesos llevados a
cabo y los resultados y conclusiones
obtenidos.

f) comunicar y compartir, en entornos
apropiados, la informaciéon y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente de forma razonada el
proceso seguido en la resolucion de un problema.

2. Utllizar procesos de razonamiento y
estrategias de resolucion de problemas, realizando
los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

3. Realizar demostraciones sencillas de
propiedades o teoremas relativos a contenidos
algebraicos, geométricos, funcionales, estadisticos
y probabilisticos.

4. Elaborar un informe cientifico escrito que
sirva para comunicar las ideas matematicas
surgidas en la resolucion de un problema o en una
demostracion, con el rigor y la precision
adecuados.

5. Planificar adecuadamente el proceso de
investigacion, teniendo en cuenta el contexto en
que se desarrolla y el problema de investigacion
planteado.

6. Practicar estrategias para la generacion de
investigaciones matematicas, a partir de: a) la
resolucion de un problema y la profundizacion
posterior; b) la generalizacion de propiedades y
leyes matematicas; c) Profundizacion en algun
momento de la historia de las matematicas;
concretando todo ello en contextos numéricos,
algebraicos, geométricos, funcionales, estadisticos
0 probabilisticos.

7. Elaborar un informe cientifico escrito que
recoja el proceso de investigacion realizado, con el
rigor y la precision adecuados.

8. Desarrollar procesos de matematizacion en
contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos,  funcionales,  estadisticos o
probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones de la realidad.

9. Valorar la modelizacion matematica como un
recurso para resolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos.

10. Desarrollar y cultivar las actitudes
personales inherentes al quehacer matematico.

11. Superar bloqueos e inseguridades ante la
resolucion de situaciones desconocidas.

12. Reflexionar sobre las decisiones tomadas,
valorando su eficacia y aprendiendo de ellas para
situaciones similares futuras.

13. Emplear las hemramientas tecnoldgicas
adecuadas, de forma autonoma, realizando
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones gréficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico situaciones diversas
que ayuden a la comprension de conceptos
matematicos o a la resolucion de problemas.

14 Utilizar las tecnologias de la informacion y
la comunicacion de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando y
seleccionando informacion relevante en Internet o
en ofras fuentes, elaborando documentos propios,
haciendo exposiciones y argumentaciones de los
mismos y compartiendo éstos en entornos
apropiados para facilitar |a interaccion.

1.1. Expresa verbalmente de forma razonada el proceso
seguido en la resolucion de un problema, con el rigor y la
precision adecuados.

2.1. Analiza y comprende el enunciado a resolver o
demostrar (datos, relaciones entre los datos, condiciones,
hipétesis, conocimientos matematicos necesarios, efc.).

2.2. Valora la informacion de un enunciado y la relaciona
con el numero de soluciones del problema.

2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los
resultados de los problemas a resolver, valorando su
utilidad y eficacia.

2.4 Utiliza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en la resolucion de problemas.

2.5 Reflexiona sobre el proceso de resolucion de
problemas.

3.1. Utiliza diferentes métodos de demostracion en
funcion del contexto matematico.

3.2. Reflexiona sobre el proceso de demostracion
(estructura, método, lenguaje y simbolos, pasos clave, efc.).

4.1. Usa el lenguaje, la notacion y los simbolos
matematicos adecuados al contexto y a la situacion.

4.2 Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y
razonamientos explicitos y coherentes.

4.3. Emplea las herramientas tecnolégicas adecuadas al
tipo de problema, situacion a resolver o propiedad o
teorema a demostrar, tanto en la busqueda de resultados
como para la mejora de la eficacia en la comunicacion de
las ideas matematicas.

5.1. Conoce la estructura del proceso de elaboracion de
una investigacion matematica: problema de investigacion,
estado de la cuestion, objetivos, hipétesis, metodologia,
resultados, conclusiones, etc.

5.2. Planifica adecuadamente el proceso de
investigacion, teniendo en cuenta el contexto en que se
desarrolla y el problema de investigacion planteado.

5.3. Profundiza en la resolucion de algunos problemas,
planteando nuevas preguntas, generalizando la situacion o
los resultados, etc.

6.1. Generaliza y demuestra propiedades de contextos
matematicos  numéricos,  algebraicos, geométricos,
funcionales, estadisticos o probabilisticos.

6.2. Busca conexiones entre contextos de la realidad y
del mundo de las matematicas (la historia de la humanidad
y la historia de las matematicas; arte y matematicas;
tecnologias y matematicas, ciencias experimentales y
matematicas, economia y matematicas, efc) y entre
contextos matematicos (numéricos y geométricos,
geométricos y funcionales, geométricos y probabilisticos,
discretos y continuos, finitos e infinitos, etc.).

7.1. Consulta las fuentes de informacion adecuadas al
problema de investigacion.

7.2. Usa el lenguaje, la notacion y los simbolos
matematicos adecuados al contexto del problema de
investigacion.

7.3. Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y
razonamientos explicitos y coherentes.

7.4. Emplea las heramientas tecnolégicas adecuadas al
tipo de problema de investigacion.

7.5. Transmite certeza y seguridad en la comunicacion
de las ideas, asi como dominio del tema de investigacion.

7.6. Reflexiona sobre el proceso de investigacion y
elabora conclusiones sobre el nivel de: a) resolucién del
problema de investigacion; b) consecucion de objetivos. Asi
mismo, plantea posibles continuaciones de la investigacion;
analiza los puntos fuertes y débiles del proceso y hace
explicitas sus impresiones personales sobre la experiencia.

8.1. Identifica situaciones probleméticas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.
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8.2. Establece conexiones entre el problema del mundo
real y el mundo matematico: identificando el problema o
problemas matematicos que subyacen en él, asi como los
conocimientos matematicos necesarios.

8.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
adecuados que permitan la resolucion del problema o
problemas dentro del campo de las matematicas.

8.4 Interpreta la solucion matematica del problema en el
contexto de la realidad.

8.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

9.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones
sobre los logros conseguidos, resultados mejorables,
impresiones personales del proceso, efc.

10.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matematicas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad para la
aceptacion de la critica razonada, convivencia con la
incertidumbre, tolerancia de la frustracion, autoanalisis
continuo, autocritica constante, etc.

10.2. Se plantea la resolucion de retos y problemas con
la precision, esmero e interés adecuados al nivel educativo
y a la dificultad de la situacion.

10.3. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habitos de plantear/se preguntas y buscar
respuestas adecuadas; revisar de forma critica los
resultados encontrados; efc.

11.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de
problemas, de investigacion y de matematizacion o de
modelizacion valorando las consecuencias de las mismas y
la conveniencia por su sencillez y utilidad.

12.1. Reflexiona sobre los procesos desarrollados,
tomando conciencia de sus estructuras; valorando la
potencia, sencillez y belleza de los métodos e ideas
utilizados; aprendiendo de ello para situaciones futuras; efc.

13.1. Selecciona heramientas tecnoldgicas adecuadas y
las utiliza para la realizacion de calculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.

13.2. Utiliza medios tecnolégicos para  hacer
representaciones graficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacién cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

13.3. Disefa representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnologicos.

134 Recrea entomos y objetos geométricos con
herramientas tecnolégicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

14.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacion, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de busqueda, analisis y seleccion de informacion
relevante, con la hemramienta tecnologica adecuada y los
comparte para su discusion o difusion.

14 2. Utiliza los recursos creados para apoyar la
exposicion oral de los contenidos trabajados en el aula.

14 3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas
de mejora.
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Bloque 2. Numeros y algebra

Estudio de las matrices como
herramienta para manejar y operar con
datos estructurados en tablas y grafos.
Clasificacion de matrices. Operaciones.

Aplicacion de las operaciones de las
matrices y de sus propiedades en la
resolucion de problemas extraidos de
contextos reales.

Determinantes. Propiedades elementales.

Rango de una matriz.

Matriz inversa.

Representacion  matricial de un
sistema: discusion 'y resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales. Método
de Gauss. Regla de Cramer. Aplicacion a
la resolucion de problemas.

1. Utilizar el lenguaje matricial y las operaciones
con matrices para describir e interpretar datos y
relaciones en la resolucion de problemas diversos.

2. Transcribir  problemas expresados en
lenguaje usual al lenguaje algebraico y resolverlos
utilizando técnicas algebraicas determinadas
(matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones), interpretando  criticamente el
significado de las soluciones.

1.1. Utiliza el lenguaje matricial para representar datos
facilitados mediante tablas o grafos y para representar
sistemas de ecuaciones lineales, tanto de forma manual
como con el apoyo de medios tecnolégicos adecuados.

1.2. Realiza operaciones con matrices y aplica las
propiedades de estas operaciones adecuadamente, de
forma manual o con el apoyo de medios tecnoldgicos.

2.1. Determina el rango de una matriz, hasta orden 4,
aplicando el método de Gauss o determinantes.

2.2 Determina las condiciones para que una matriz
tenga inversa y la calcula empleando el método mas
adecuado.

2.3. Resuelve  problemas  susceptibles de ser
representados matricialmente e interpreta los resultados
obtenidos.

2.4. Formula algebraicamente las restricciones indicadas
en una situacion de la vida real, estudia y clasifica el
sistema de ecuaciones lineales planteado, lo resuelve en
los casos que sea posible, y lo aplica para resolver
problemas.

Bloque 3. Analisis

Limite de una funcién en un punto y en
el infinito. Continuidad de una funcion.
Tipos de discontinuidad. Teorema de
Bolzano.

Funcion derivada. Teoremas de Rolle y
del valor medio. La regla de L'Hopital.
Aplicacion al célculo de limites.

Aplicaciones de la derivada: problemas
de optimizacion.

Primitiva de una funcion. La integral
indefinida. Técnicas elementales para el
calculo de primitivas.

La integral definida. Teoremas del valor
medio y fundamental del célculo integral.
Aplicacion al calculo de areas de regiones
planas.

1. Estudiar la continuidad de una funcién en un
punto o en un intervalo, aplicando los resultados
que se derivan de ello.

2. Aplicar el concepto de derivada de una
funcién en un punto, su interpretacion geométrica y
el célculo de derivadas al estudio de fendmenos
naturales, sociales o tecnoldgicos y a la resolucion
de problemas geométricos, de calculo de limites y
de optimizacion.

3. Calcular integrales de funciones sencillas
aplicando las técnicas basicas para el calculo de
primitivas.

4. Aplicar el célculo de integrales definidas en la
medida de areas de regiones planas limitadas por
rectas y curvas sencillas que sean facimente
representables y, en general, a la resolucion de
problemas.

1.1. Conoce las propiedades de las funciones continuas,
y representa la funcion en un entorno de los puntos de
discontinuidad.

1.2. Aplica los conceptos de limite y de derivada, asi
como los teoremas relacionados, a la resolucion de
problemas.

21 Aplica la regla de L'Hopital
indeterminaciones en el célculo de limites.

2.2. Plantea problemas de optimizacion relacionados
con la geometria o con las ciencias experimentales y
sociales, los resuelve e interpreta el resultado obtenido
dentro del contexto.

3.1. Aplica los métodos basicos para el célculo de
primitivas de funciones.

4.1. Calcula el area de recintos limitados por rectas y
curvas sencillas o por dos curvas.

4.2 Utiliza los medios tecnologicos para representar y
resolver problemas de areas de recintos limitados por
funciones conocidas.

para resolver

Bloque 4. Geometria

Vectores en el espacio tridimensional.
Producto escalar, vectorial y mixto.
Significado geométrico.

Ecuaciones de la recta y el plano en el
espacio.

Posiciones relativas  (incidencia,
paralelismo y perpendicularidad entre
rectas y planos).

Propiedades métricas (calculo de
angulos, distancias, areas y volimenes).

1. Resolver problemas geométricos espaciales,
utilizando vectores.

2. Resolver  problemas de incidencia,
paralelismo y perpendicularidad entre rectas y
planos utilizando las distintas ecuaciones de la
recta y del plano en el espacio.

3. Utilizar los distintos productos entre vectores
para calcular éngulos, distancias, dareas y
volumenes, calculando su valor y teniendo en
cuenta su significado geométrico.

1.1. Realiza operaciones elementales con vectores,
manejando correctamente los conceptos de base y de
dependencia e independencia lineal.

2.1. Expresa la ecuacion de la recta de sus distintas
formas, pasando de una a otra correctamente, identificando
en cada caso sus elementos caracteristicos, y resolviendo
los problemas afines entre rectas.

2.2 Obtiene la ecuacion del plano en sus distintas
formas, pasando de una a ofra correctamente.

2.3. Analiza la posicion relativa de planos y rectas en el
espacio, aplicando métodos matriciales y algebraicos.

2.4 Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en
diferentes situaciones.

3.1. Maneja el producto escalar y vectorial de dos
vectores, significado geométrico, expresion analitica y
propiedades.

32. Conoce el producto mixto de fres vectores, su
significado  geométrico, su expresion analiica y
propiedades.

3.3. Determina angulos, distancias, areas y volumenes
utilizando los productos escalar, vectorial y mixto,
aplicandolos en cada caso a la resolucion de problemas
geométricos.

34 Realiza investigaciones utilizando programas
informaticos especificos para seleccionar y estudiar
situaciones nuevas de la geometria relativas a objetos
como la esfera.
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Bloque 5. Estadistica y Probabilidad

Sucesos. Asignacion de probabilidades
a sucesos mediante la regla de Laplace y
a partir de su frecuencia relativa.
Axiomatica de Kolmogorov.

Aplicacion de la combinatoria al célculo
de probabilidades.

Experimentos simples y compuestos.
Probabilidad condicionada. Dependencia
e independencia de sucesos.

Teoremas de la probabilidad total y de
Bayes. Probabilidades iniciales y finales y
verosimilitud de un suceso.

Variables aleatorias discretas.
Distribucion de probabilidad. Media,
varianza y desviacion tipica.

Distribucion binomial. Caracterizacion e
identificacion del modelo. Calculo de
probabilidades.

Distribucién normal. Tipificacion de la
distribucion  normal.  Asignacion  de
probabilidades en una distribucion normal.

Calculo de probabilidades mediante la
aproximacion de la distribucion binomial

1. Asignar probabilidades a sucesos aleatorios
en experimentos simples y compuestos (utilizando
la regla de Laplace en combinacion con diferentes
técnicas de recuento y la axiomatica de la
probabilidad), asi como a sucesos aleatorios
condicionados (Teorema de Bayes), en contextos
relacionados con el mundo real.

2. Identificar los fenémenos que pueden
modelizarse mediante las distribuciones de
probabilidad binomial y normal calculando sus
parametros y determinando la probabilidad de
diferentes sucesos asociados.

3. Utilizar el vocabulario adecuado para la
descripcion de situaciones relacionadas con el azar
y la estadistica, analizando un conjunto de datos o
interpretando de forma critica informaciones
estadisticas presentes en los medios de
comunicacion, en especial los relacionados con las
ciencias y ofros ambitos, detectando posibles
errores y manipulaciones tanto en la presentacion
de los datos como de las conclusiones.

1.1. Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos
simples y compuestos mediante la regla de Laplace, las
formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorov y
diferentes técnicas de recuento.

1.2. Calcula probabilidades a partir de los sucesos que
constituyen una particion del espacio muestral.

1.3. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando
la formula de Bayes.

2.1. ldentifica fenémenos que pueden modelizarse
mediante la distribucion binomial, obtiene sus parametros y
calcula su media y desviacion tipica.

2.2. Calcula probabilidades asociadas a una distribucion
binomial a partir de su funcién de probabilidad, de la tabla
de la distribucion o mediante calculadora, hoja de calculo u
ofra herramienta tecnologica.

2.3. Conoce las caracteristicas y los parametros de la
distribucion normal y valora su importancia en el mundo
cientifico.

2.4. Calcula probabilidades de sucesos asociados a
fendmenos que pueden modelizarse mediante la
distribucion normal a partir de la tabla de la distribucion o
mediante calculadora, hoja de calculo u otra herramienta
tecnolégica.

por la nomal. 2.5. Calcula probabilidades de sucesos asociados a
fenomenos que pueden modelizarse mediante la
distribucion binomial a partir de su aproximacion por la
normal valorando si se dan las condiciones necesarias para
que sea valida.

3.1. Utiliza un vocabulario adecuado para describir
situaciones relacionadas con el azar.

30. Primera Lengua Extranjera.

La lengua es el instrumento por excelencia del aprendizaje y la comunicacién. Tanto las lenguas primeras
como las lenguas extranjeras forman parte en la actualidad, y cada vez lo haran mas en el futuro, del bagaje vital
de las personas en un mundo en continua expansion en el que, a la vez, las relaciones entre individuos, paises,
organismos y corporaciones se hacen mas frecuentes y mas estrechas. En la medida en que ese bagaje
comprende diversos conocimientos, destrezas y actitudes en diversas lenguas, es decir un pefrfil plurilingtie e
intercultural, el individuo estd mejor preparado para integrarse y participar en una variedad de contextos y de
situaciones que suponen un estimulo para su desarrollo, y mejores oportunidades, en los ambitos personal,
publico, educativo o académico, ocupacional y profesional.

En contextos y situaciones de comunicacién real, la lengua se utiliza para realizar o acompafiar acciones con
diversos propositos, por lo que el curriculo basico incorpora el enfoque orientado a la accion recogido en el “Marco
Comun Europeo de Referencia para las Lenguas” y describe, en términos de actuacién y tomando este Marco
como base de dicha descripcion, lo que los estudiantes deberan ser capaces de hacer en el idioma extranjero en
diversos contextos comunicativos reales en los que, dada su edad y sus caracteristicas dependiendo de las
distintas etapas educativas, tendran oportunidad de actuar. Las actividades de recepcién, produccién e interaccion
orales y escritas que conforman los estandares de aprendizaje en el curriculo basico integran tanto las diversas
competencias comunicativas especificas, cuya activacién conjunta permite la realizaciéon de esas actividades,
como las competencias basicas generales correspondientes a cada etapa.

La materia Primera Lengua Extranjera, en sus distintas modalidades, contribuye en primer lugar, y de manera
fundamental, al desarrollo de la competencia en comunicacion linglistica, no sélo en segundas lenguas sino
también con respecto a las lenguas maternas. Por un lado, el aprendizaje de las segundas lenguas debe
aproximarse al proceso de adquisicién de las lenguas maternas para producir unos resultados de caracter natural
y directamente aplicables al uso linguistico en el mundo real; por otro, la reflexién consciente y el desarrollo
sistematico de competencias variadas que conlleva el aprendizaje de segundas lenguas puede extenderse a las
lenguas materas con el fin de mejorar las competencias en éstas para comprender, expresarse, interactuar y
articular pensamientos y sentimientos sobre uno mismo, el otro, y el entorno mental y fisico en el que se actiay se
construyen las relaciones como agente social.

El uso efectivo de lenguas extranjeras supone necesariamente una vision abierta y positiva de estas relaciones
con los demas, vision que se materializa en actitudes de valoracion y respeto hacia todas las lenguas y culturas,
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Contenidos

Criterios de evaluacion
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Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Planificacion del proceso de resolucion
de problemas.

Estrategias y procedimientos puestos
en practica: relacion con otros problemas
conocidos, modificacion de variables,
suponer el problema resuelto, etc.

Andlisis de los resultados obtenidos:
coherencia de las soluciones con la
situacion,  revision  sistematica  del
proceso, ofras formas de resolucion,
problemas parecidos.

Elaboracion y presentacion oral y/o
escrita de informes cientificos escritos
sobre el proceso seguido en la resolucion
de un problema

Realizacion de investigaciones
matematicas a partir de contextos de la
realidad

Elaboracion y presentacion de un
informe cientifico sobre el proceso,
resultados y conclusiones del proceso de
investigacion desarrollado.

Practica de los  proceso
matematizacion y  modelizacion,
contextos de la realidad.

Confianza en las propias capacidades
para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo
cientifico.

Utilizacion de medios tecnologicos en
el proceso de aprendizaje para:

a) la recogida ordenada y la
organizacion de datos.

b) la elaboracion y creacion de
representaciones  graficas de datos
numéricos, funcionales o estadisticos.

c) facllitar la comprension de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacion de calculos de tipo
numérico, algebraico o estadistico.

d) el disefio de simulaciones y la
elaboracion de predicciones  sobre
situaciones matematicas diversas.

e) la elaboracion de informes y
documentos sobre los procesos llevados a
cabo y los resultados y conclusiones
obtenidas.

f) comunicar y compartir, en entornos
apropiados, la informaciéon y las ideas
matematicas.

de
en

1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema.

2. Utllizar procesos de razonamiento vy
estrategias de resolucion de problemas, realizando
los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

3. Elaborar un informe cientifico escrito que
sirva para comunicar las ideas matematicas
surgidas en la resolucion de un problema, con el
rigor y la precision adecuados.

4. Planificar adecuadamente el proceso de
investigacion, teniendo en cuenta el contexto en
que se desarrolla y el problema de investigacion
planteado.

5. Practicar estrategias para la generacion de
investigaciones matematicas, a partir de: a) la
resolucion de un problema y la profundizacion
posterior; b) la generalizacion de propiedades y
leyes matematicas; c) Profundizacion en algin
momento de la historia de las matematicas;
concretando todo ello en contextos numéricos,
algebraicos, geométricos, funcionales, estadisticos
0 probabilisticos.

6. Elaborar un informe cientifico escrito que
recoja el proceso de investigacion realizado, con el
rigor y la precision adecuados.

7. Desarrollar procesos de matematizacion en
contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos, funcionales, estadisticos o
probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones problematicas de la
realidad.

8. Valorar la modelizacion matematica como un
recurso para resolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos.

9. Desarrollar y cultivar las actitudes personales
inherentes al quehacer matematico.

10. Superar bloqueos e inseguridades ante la
resolucion de situaciones desconocidas.

11. Reflexionar sobre las decisiones tomadas,
valorando su eficacia y aprendiendo de ello para
situaciones similares futuras.

12. Emplear las hemramientas tecnoldgicas
adecuadas, de forma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico situaciones diversas
que ayuden a la comprension de conceptos
matematicos o a la resolucion de problemas.

13. Utilizar las tecnologias de la informacion y
la comunicacion de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando y
seleccionando informacion relevante en Internet o
en ofras fuentes, elaborando documentos propios,
haciendo exposiciones y argumentaciones de los
mismos y compartiendo éstos en entornos
apropiados para facilitar la interaccion.

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema, con el
rigor y la precision adecuados.

2.1. Analiza y comprende el enunciado a resolver (datos,
relaciones entre los datos, condiciones, conocimientos
matematicos necesarios, etc.).

2.2. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los
resultados de los problemas a resolver, contrastando su
validez y valorando su utilidad y eficacia.

2.3. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en la resoluciéon de problemas, reflexionando
sobre el proceso seguido.

3.1. Usa el lenguaje, la notacion y los simbolos
matematicos adecuados al contexto y a la situacion.

3.2. Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y
razonamientos explicitos y coherentes.

3.3. Emplea las herramientas tecnologicas adecuadas al
tipo de problema, situacion a resolver o propiedad o
teorema a demostrar.

4.1. Conoce y describe la estructura del proceso de
elaboracion de una investigacion matematica: problema de
investigacion, estado de la cuestion, objetivos, hipotesis,
metodologia, resultados, conclusiones, etc.

42 Planifica adecuadamente el proceso de
investigacion, teniendo en cuenta el contexto en que se
desarrolla y el problema de investigacion planteado.

5.1. Profundiza en la resolucion de algunos problemas
planteando nuevas preguntas, generalizando la situacion o
los resultados, etc.

5.2. Busca conexiones entre contextos de la realidad y
del mundo de las matematicas (la historia de la humanidad
y la historia de las matematicas; arte y matematicas;
ciencias sociales y matematicas, efc.).

6.1. Consulta las fuentes de informacion adecuadas al
problema de investigacion.

6.2. Usa ellenguaje, la notacion y los simbolos matematicos
adecuados al contexto del problema de investigacion.

6.3. Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y
razonamientos explicitos y coherentes.

6.4. Emplea las herramientas tecnoldgicas adecuadas al
tipo de problema de investigacion, tanto en la busqueda de
soluciones como para mejorar la eficacia en la
comunicacion de las ideas matematicas.

6.5. Transmite certeza y seguridad en la comunicacion
de las ideas, asi como dominio del tema de investigacion.

6.6. Reflexiona sobre el proceso de investigacion y
elabora conclusiones sobre el nivel de: a) resolucion del
problema de investigacion; b) consecucion de objetivos. Asi
mismo, plantea posibles continuaciones de la investigacion;
analiza los puntos fuertes y débiles del proceso y hace
explicitas sus impresiones personales sobre la experiencia.

7.1. ldentifica situaciones problematicas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

7.2. Establece conexiones entre el problema del mundo
real y el mundo matematico: identificando del problema o
problemas matematicos que subyacen en él, asi como los
conocimientos matematicos necesarios.

7.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
adecuados que permitan la resolucion del problema o
problemas dentro del campo de las matematicas.

7.4. Interpreta la solucion matematica del problema en el
contexto de la realidad.

7.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

8.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones
sobre los logros conseguidos, resultados mejorables,
impresiones personales del proceso, efc.

cve: BOE-A-2015-37



S3OE BOLETIN OFICIAL DEL ESTADO s
Nam. 3 Sabado 3 de enero de 2015 Sec.l. Pag. 387
Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables

9.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matematicas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad vy
aceptacion de la critica razonada, convivencia con la
incertidumbre, tolerancia de la frustracion, autoanalisis
continuo, etc.

9.2. Se plantea la resolucion de retos y problemas con la
precision, esmero e interés adecuados al nivel educativoy a
la dificultad de la situacion.

9.3. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habitos de plantear/se preguntas y buscar
respuestas adecuadas; revisar de forma critica los
resultados encontrados; etc.

10.1. Toma decisiones en los procesos (de resolucion de
problemas, de investigacion, de matematizacion o de
modelizacion) valorando las consecuencias de las mismas y
la conveniencia por su sencillez y utilidad.

11.1. Reflexiona sobre los procesos desarrollados,
tomando conciencia de sus estructuras; valorando la
potencia, sencillez y belleza de los métodos e ideas
utilizados; aprendiendo de ello para situaciones futuras; efc.

12.1. Selecciona hemramientas tecnolégicas adecuadas y
las utiliza para la realizacion de calculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.

122 Utiliza medios tecnolégicos para  hacer
representaciones graficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

12.3. Disefa representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnologicos

124 Recrea entomos y objetos geométricos con
herramientas tecnoldgicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

13.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacion, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de busqueda, analisis y seleccion de informacion
relevante, con la hemramienta tecnolégica adecuada y los
comparte para su discusion o difusion.

13.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la
exposicion oral de los contenidos trabajados en el aula.

13.3. Usa adecuadamente los medios tecnologicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas
de mejora.
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Bloque 2. Numeros y algebra

Estudio de las matrices como
herramienta para manejar y operar con
datos estructurados en tablas.
Clasificacion de matrices.

Operaciones con matrices.

Rango de una matriz.

Matriz inversa.

Método de Gauss.

Determinantes hasta orden 3.

Aplicacion de las operaciones de las
matrices y de sus propiedades en la
resolucion de problemas en contextos
reales.

Representacion matricial de un sistema
de ecuaciones lineales: discusion y
resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales (hasta fres ecuaciones con tres
incognitas). Método de Gauss.

Resolucion de problemas de las
ciencias sociales y de la economia.

Inecuaciones lineales con una o dos
incognitas. Sistemas de inecuaciones.
Resolucion gréfica y algebraica.

Programacion lineal  bidimensional.
Region  factible.  Determinacion e
interpretacion de las soluciones optimas.

Aplicacion de la programacion lineal a
la resolucion de problemas sociales,
econdmicos y demograficos.

1. Organizar informacion  procedente de
situaciones del ambito social utilizando el lenguaje
matricial y aplicar las operaciones con matrices
como instrumento para el fratamiento de dicha
informacion.

2. Transcribir  problemas expresados en
lenguaje usual al lenguaje algebraico y resolverlos
utilizando técnicas algebraicas determinadas:
matrices, sistemas de ecuaciones, inecuaciones y
programacion lineal bidimensional, interpretando
criticamente el significado de las soluciones
obtenidas.

1.1. Dispone en forma de matriz informacién procedente
del ambito social para poder resolver problemas con mayor
eficacia.

1.2. Utiliza el lenguaje matricial para representar datos
facilitados mediante tablas y para representar sistemas de
ecuaciones lineales.

1.3. Realiza operaciones con matrices y aplica las
propiedades de estas operaciones adecuadamente, de
forma manual y con el apoyo de medios tecnolégicos.

2.1. Formula algebraicamente las restricciones indicadas
en una situacion de la vida real, el sistema de ecuaciones
lineales planteado (como maximo de tres ecuaciones y tres
incognitas), lo resuelve en los casos que sea posible, y lo
aplica para resolver problemas en contextos reales.

2.2. Aplica las técnicas graficas de programacion lineal
bidimensional para resolver problemas de optimizacion de
funciones lineales que estan sujetas a restricciones e
interpreta los resultados obtenidos en el contexto del
problema.

Bloque 3. Analisis

Continuidad. Tipos de discontinuidad.
Estudio de la continuidad en funciones
elementales y definidas a trozos.

Aplicaciones de las derivadas al
estudio de funciones polindmicas,
racionales e irracionales sencillas,
exponenciales y logaritimicas.

Problemas de optimizacion
relacionados con las ciencias sociales y la
economia.

Estudio y representacion gréfica de
funciones polindémicas, racionales,
irracionales, exponenciales y logaritmicas
sencillas a partir de sus propiedades
locales y globales.

Concepto de primitiva. Calculo de
primitivas: Propiedades bésicas.
Integrales inmediatas.

Calculo de areas: La integral definida.
Regla de Barrow.

1. Analizar e interpretar fendmenos habituales
de las ciencias sociales de manera objetiva
traduciendo la informacion al lenguaje de las
funciones y describiéndolo mediante el estudio
cualitativo y cuantitativo de sus propiedades mas
caracteristicas.

2. Utilizar el calculo de derivadas para obtener
conclusiones acerca del comportamiento de una
funcion, para resolver problemas de optimizacion
extraidos de situaciones reales de caracter
econémico o social y extraer conclusiones del
fenémeno analizado.

3. Aplicar el calculo de integrales en la medida
de areas de regiones planas limitadas por rectas y
curvas  sencillas que sean facimente
representables utilizando técnicas de integracion
inmediata.

1.1. Modeliza con ayuda de funciones problemas
planteados en las ciencias sociales y los describe mediante
el estudio de la continuidad, tendencias, ramas infinitas,
corte con los ejes, etc.

1.2. Calcula las asintotas de funciones racionales,
exponenciales y logaritmicas sencillas.

1.3. Estudia la continuidad en un punto de una funcion
elemental o definida a trozos utilizando el concepto de
limite.

2.1. Representa funciones y obtiene la expresion
algebraica a partir de datos relativos a sus propiedades
locales o globales y extrae conclusiones en problemas
derivados de situaciones reales.

22 Plantea problemas de optimizacion sobre
fendmenos relacionados con las ciencias sociales, los
resuelve e interpreta el resultado obtenido dentro del
contexto.

3.1. Aplica la regla de Barrow al célculo de integrales
definidas de funciones elementales inmediatas.

3.2. Aplica el concepto de integral definida para calcular
el area de recintos planos delimitados por una o dos curvas.
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Bloque 4. Estadistica y Probabilidad

Profundizacion en la Teoria de la
Probabilidad. Axiomatica de Kolmogorov.
Asignacion de probabilidades a sucesos
mediante la regla de Laplace y a partir de
su frecuencia relativa.

Experimentos simples y compuestos.
Probabilidad condicionada. Dependencia
e independencia de sucesos.

Teoremas de la probabilidad total y de
Bayes. Probabilidades iniciales y finales y
verosimilitud de un suceso.

Poblacién y muestra. Métodos de
seleccion de una muestra. Tamafio y
representatividad de una muestra.

Estadistica paramétrica. Parametros de
una poblacién y estadisticos obtenidos a
partir de una muestra. Estimacion puntual.

Media y desviacién tipica de la media
muestral y de la proporcion muestral.
Distribucion de la media muestral en una
poblacién normal. Distribucién de la media
muestral y de la proporcién muestral en el
caso de muestras grandes.

Estimacion por intervalos de confianza.
Relacién entre confianza, error y tamafo
muestral.

Intervalo de confianza para la media
poblacional de una distribucion normal
con desviacion tipica conocida.

Intervalo de confianza para la media
poblacional de una distribucién de modelo
desconocido y para la proporcién en el
caso de muestras grandes.

1. Asignar probabilidades a sucesos aleatorios
en experimentos simples y compuestos, utilizando
la regla de Laplace en combinacién con diferentes
técnicas de recuento personales, diagramas de
arbol o tablas de contingencia, la axiomatica de la
probabilidad, el teorema de la probabilidad total y
aplica el teorema de Bayes para modificar la
probabilidad asignada a un suceso (probabilidad
inicial) a partir de la informacién obtenida mediante
la experimentacion (probabilidad final), empleando
los resultados numéricos obtenidos en la toma de
decisiones en contextos relacionados con las
ciencias sociales.

2. Describir procedimientos estadisticos que
permiten estimar parametros desconocidos de una
poblacion con una fiabilidad o un error prefijados,
calculando el tamafio muestral necesario y
construyendo el intervalo de confianza para la
media de una poblaciéon normal con desviacion
tipica conocida y para la media y proporcion
poblacional cuando el tamano muestral es
suficientemente grande.

3. Presentar de forma ordenada informacion
estadistica utilizando vocabulario y
representaciones adecuadas y analizar de forma
critica y argumentada informes estadisticos
presentes en los medios de comunicacion,
publicidad y ofros ambitos, prestando especial
atencion a su ficha técnica, detectando posibles
errores y manipulaciones en su presentaciéon y
conclusiones.

1.1. Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos
simples y compuestos mediante la regla de Laplace, las
formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorov y
diferentes técnicas de recuento.

1.2. Calcula probabilidades de sucesos a partir de los
sucesos que constituyen una particion del espacio muestral.

1.3. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando
la férmula de Bayes.

1.4. Resuelve una situacion relacionada con la toma de
decisiones en condiciones de incertidumbre en funcién de la
probabilidad de las distintas opciones.

2.1. Valora la representatividad de una muestra a partir
de su proceso de seleccion.

2.2. Calcula estimadores puntuales para la media,
varianza, desviacion tipica y proporcion poblacionales, y lo
aplica a problemas reales.

2.3. Calcula probabilidades asociadas a la distribucion
de la media muestral y de la proporcion muestral,
aproximandolas por la distribucién normal de parametros
adecuados a cada situacion, y lo aplica a problemas de
situaciones reales.

2.4. Construye, en contextos reales, un intervalo de
confianza para la media poblacional de una distribucion
normal con desviacion tipica conocida.

2.5. Construye, en contextos reales, un intervalo de
confianza para la media poblacional y para la proporcion en
el caso de muestras grandes.

2.6. Relaciona el error y la confianza de un intervalo de
confianza con el tamafio muestral y calcula cada uno de
estos tres elementos conocidos los otros dos y lo aplica en
situaciones reales.

3.1. Utiliza las herramientas necesarias para estimar
parametros desconocidos de una poblacion y presentar las
inferencias  obtenidas mediante un vocabulario y
representaciones adecuadas.

3.2. Identifica y analiza los elementos de una ficha
técnica en un estudio estadistico sencillo.

3.3. Analiza de forma critica y argumentada informacion
estadistica presente en los medios de comunicacion y otros
ambitos de la vida cotidiana.

27. Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas.

La competencia matematica, reconocida como clave por la Unidon Europea, se desarrolla especialmente

gracias a la contribuciéon de la asignatura de Matematicas. Esta competencia se entiende como habilidad para
desarrollar y aplicar el razonamiento matematico con el fin de resolver problemas diversos en situaciones
cotidianas; en concreto, engloba los siguientes aspectos y facetas: pensar, modelar y razonar de forma
matematica, plantear y resolver problemas, representar entidades matematicas, utilizar los simbolos matematicos,
comunicarse con las Matematicas y sobre las Matematicas, y utilizar ayudas y herramientas tecnoldgicas. Por otro
lado, el pensamiento matematico ayuda a la adquisicion del resto de competencias y contribuye a la formacién
intelectual del alumnado, lo que permitira que se desenvuelva mejor tanto en el ambito personal como social.

La resolucion de problemas y los proyectos de investigacion constituyen los ejes fundamentales en el proceso
de ensefanza y aprendizaje de las Matematicas. Una de las capacidades esenciales que se desarrollan con la
actividad matematica es la habilidad de formular, plantear, interpretar y resolver problemas, ya que permite a las
personas emplear los procesos cognitivos para abordar y resolver situaciones interdisciplinares en contextos
reales, lo que resulta de maximo interés para el desarrollo de la creatividad y el pensamiento logico. En este
proceso de resolucion e investigacion estan involucradas muchas otras competencias, ademas de la matematica,
entre otras la comunicacion linguistica, al leer de forma comprensiva los enunciados y comunicar los resultados
obtenidos; el sentido de iniciativa y emprendimiento al establecer un plan de trabajo en revisién y modificacion
continua en la medida que se va resolviendo el problema; la competencia digital, al tratar de forma adecuada la
informacién y, en su caso, servir de apoyo a la resolucion del problema y comprobacién de la solucion; o la
competencia social y civica, al implicar una actitud abierta ante diferentes soluciones.
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Anexo Il

En un restaurante se sirven tres tipos de mends: el diario, el ejecutivo
y el especial. En estas tablas se muestran los kilos que se compran
semanalmente de carne, pescado y verduras para elaborar cada ment
y los precios en las dos Ultimas semanas de cada producto.

Carne  Pescado Verduras Semana1 Semana 2
M. diario 6 14 12 Carne 12,50 10,60
M. ejecutivo 8 18 13 Pescado 16 11,90
M. especial 12 26 15 Verduras 6,20 8,40

Calcula el coste semanal que han tenido ambos ments.

Para resolver el problema se considera cada tabla como una matriz y las multiplicamos.
Semana 1 Semana 2

\j
6 14 12\ {125 106 3734 331 ~— Menu diario
( 8 18 13]-(16 11,9 =1468,6 408,2| —— Meni ejecutivo
12 26 15 62 84 659 562,6/ <— Menl especial

La elaboracion de los menUs ha sido mas barata la segunda semana.
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Anexo IV

Aplicaciones de las matrices

En este curso vamos a utilizar las matrices en las diferentes
expresiones que adopta un sistema de ecuaciones lineales,
asf como en su estudio y resolucion por el conocido método
de Gauss o por el de la matriz inversa. También aparecen en
el estudio de la dependencia de vectores o al analizar las po-
siciones relativas de rectas y planos en el espacio. El uso de
las matrices esta muy extendido en numerosos ambitos,
mostramos brevemente algunos de ellos.

90°
o X

Las transformaciones geométricas planas, como las tras-
laciones, giros, simetrias y homotecias, pueden describir-
se mediante matrices. Asi, por ejemplo, un giro de centro
el origen de coordenadas y amplitud o. viene dado por la

cosa —senao.

sena  coso

matriz (
En el dibujo puede verse un giro de centro el origen y ampli-
tud 90°, con su expresién matricial:

= I ] | x
X 10 J
El matematico ruso Andrei A. Markov (1856-1922) ide6
unas matrices que llevan su nombre, también son conocidas
como matrices estocasticas. Se caracterizan por que sus ele-
mentos son probabilidades y la suma de los elementos de
cada fila o columna es 1. Se aplican en fisica, meteorologfa,
epidemiologia, juegos de azar, economia, evolucién de de-
terminas especies o el estudio de la estructura de determi-
nadas proteinas, entre otros.

Las matrices input-output, o de entrada-salida, debidas a
Wassily. W. Leontief (1906-1999), constituyen una de las apli-
caciones mas fructiferas de la economia. Este modelo es usado
por paises y empresas para predecir las necesidades futuras de
produccion, facilitar las relaciones econdmicas o estructurar la
produccién, orientando los sectores productivos.

El bidlogo Patrick H. Leslie (1900-1974) publicé un modelo
sobre estructura poblacional, basado en matrices, que per-
mite determinar el crecimiento de una poblacion teniendo
en cuenta su estructura de edad. El modelo puede simular la
dindmica de la vida animal y de las poblaciones humanas.

Otras aplicaciones las podemos encontrar en demografia, tra-
bajando sobre la evolucion de las poblaciones; en sodiclogia,
donde las denominadas sociomatrices permiten el estudio de
las conexiones (amistad, influencia, tendencias, contagio, etc.)
entre individuos; en los grafos asociados a mapas de vias, pla-
nos callejeros, redes de distribucion de servicios (agua, cale-
faccion, electricidad, etc.). Las matrices también se utilizan en
criptografia para codificar y descodificar informacion.

También se trabaja con matrices cuyos elementos son no
solo nimeros, sino también letras, palabras o formulas. En
la teoria de decisiones, que se aplica en la actividad empre-
sarial y politica, se utiliza, por ejemplo, la llamada matriz de
Eisenhower, creada por Dwight D. Eisenhower (1890-1969):

Alta Baja
g Alta Solucionar Retrasar
Importancia 3 =
Baja Delegar Archivar

Las matrices también las podemos encontrar en las mate-
maticas recreativas como cuadrados méagicos, matrices de
ndmeros cuyas filas, columnas y diagonales suman lo mis-
mo. No se han encontrado aplicaciones a los cuadrados ma-
gicos, mas alla de ser un entretenimiento.

Otra aplicacion que proviene del divertimento son los cua-
drados latinos que fueron desarrollados sistematicamente
por Leonhard Euler (1707-1783) en 1779. Un cuadrado la-
tino es una matriz cuadrada de orden n, con n elementos (le-
tras, numeros, simbolos...) distintos, ninguno de los cuales
se presenta mas de una vez en cada fila o columna de la ma-
triz. Se utilizan en el disefo de experimentos y en las comu-
nicaciones como c6digos de correccién de errores. En la ima-
gen puede verse uno de los 576 cuadrados latinos de orden
4 que existen formado por colores.
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Anexo V

Curso:

El siguiente cuestionario es an6nimo y no cuenta para la nota de la asignatura.
Por favor, responde con la mayor sinceridad posible. No hay respuestas correctas o

incorrectas.

1. ¢Qué es una matriz?

2. ¢Sabes operar con matrices? (Suma, resta, producto, inversa...)

3. ¢Has usado las matrices alguna vez? ¢ Para qué?

4. ¢Conoces alguno de los usos de las matrices en el dia a dia? Si la respuesta

es si, ¢cuales?

5. Si has estudiado matrices este curso, ¢qué nota obtuviste en el examen?
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Anexo VI

Cuestionario estudiante “Herramienta matematica” y “poblaciones”

reqan &

Curso:

El siguiente cuestionario es anénimo y no cuenta para la nota de la
asignatura. Por favor, responde con la mayor sinceridad posible. No hay
respuestas correctas o incorrectas.

1. ¢Qué es una matriz?

R, U0 OANINA. 0OTIGRAQ,) Ul Q. SN0

© O OVRKAL QR 10 QRN SR (NS
W Q. IR QISR -

2. ;Sabes operar con matrices? (Suma, resta, producto, inversa...)

ED 20T X (oma o0, &8 QU TR aQusya),

3. ¢Has usado las matrices alguna vez? ¢Para qué?
WA re aipraaay I roviaes, os @ vida ) -
A M. Lo f QRCHITTQ anainag, - B pao.
EAIUE UUEIR, JQ QOO ROMRRICK (%

QOO , ) .
4. ¢ Conoces alguno de los usos de las matrices en el dia a dia? Si la
respuesta es si, ¢ cuales?

R Qe W OUWEN o3 QAT o W
s C\@\\& B0 o0 (R o ol TSR0
ORO PR AR, BN Torrsab) .

5. Si has estudiado matrices este curso, ¢qué nota obtuviste en el
examen?

SANNCES
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Anexo VII

Computational Inputs:

» matr: | {{0,2,1.5,0}1,{0.4,00,0}

Input:

eigenvalues

Results:

A1 = 1.01775

Az = -0.660991
A3 = -0.356759

Ay =0
Input:

eigenvalues

Results:

A1 = 0.961657

Az = -0.807036
Az = -0.154621

Ay =0
Input:

eigenvalues

Results:

A1 = 0.950794

Az = =0.747876
Az = —-0.242918

Ay =0

14

0 2 15
04 0 0
0 04 0
0 0 0.2
0 1.5
04 0 O
0 02 0
0o 0 0
0 2 15

04 0 O

0 03 0

0 0 01

o o o o

o o o o

o o O o

Exact forms

Open code (=%

[# Step-by-step solution

Open code /=%

[SELSGTVENE [+ Step-by-step solution

Opencode (=%

Exact forms | WEEEE W ER N



Input:

0 2 1.5
eigenvalues 0-4 0 0
= 0 03334 0
0 0 0.1334
Results:
A = 1.00002

Az = —0.723555
A3 = —0.276463

Ag =0

Corresponding eigenvectors:

v1 = (56.2137, 22.4851, 7.49639, 1)

0
0
0
0

B

ZElna WU ERE [+ Step-by-step solution

FEnaGIERE [+ Step-by-step solution
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